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�� �	
�� σ : R → R 
 	���������� ������ R� ����� σ(a + b) = σ(a) + σ(b)
� σ(ab) = σ(a)σ(b) ��� ������� 
 	�	�	���! a, b ∈ R� "� �! #����� !������$	���
δ : R → R ��� !�%��&� σ�� �	�	���'!����� ������ R� ��(� δ(x+y) = δ(x)+ δ(y) ��
δ(xy) = δ(x)yσ +xδ(y) ��� !&�
 x, y ∈ R� "�(� σ = 1 
 ����$�	 !������$	��� ������
R ! &	�	� �� ����&�� �	����� ”��� �	�	���'!����“ ���	�� !$ !�� �����) � �	��
��� ”� �	�	���'!����“� � &���*��&�� !&�
 � �	�	���'!��� ������ R *����#�� �	��
#	�	� DerR� �	
�� Z(R) = {z ∈ R| za = az, ∀a ∈ R} 
 �	��� ������ R� "� !�����
+� !�� ��*� ����� ,�� #�&� �� -.� /�� 3◦0� ��� ,�� #�&� �� --� /102� ��(� c ∈ Z(R)� �
d1, d2 ∈ DerR� �� cd1, d1 ± d2, d1d2 − d2d1 ∈ DerR� ����� DerR 
 Z(R)���3	��� 4� �
��! � Z(R)��������

5	�� ��)�6 *���� 
 ��&��� � � �	�	���'!���� ���	�� *�������! +4�����2 � ���
�	�� �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! +4�����2 �� ���������� *�������! 4������

������� ��(� R 
 �����	� �� EndR 
 �����	 ��3� 	�����������!� AutR 
 3��*�

��3� �!����������!� Zk = {r ∈ R|raσk

= ar ��� ��$��3� a ∈ R} � aσ = σ(a) ���
σ ∈ EndR� ◦ 
 ���*�� ��� +&�*	�*�� ���2 !������$	��� N 
 ���$ �� ��������� 

# &	�� N0 = N

⋃{0}� ∏i∈S Mi 
 *��� � ������� Mi(i ∈ S) �� ����	��� ��(� Mi
∼= M

��� !&�
 i ∈ S� �� �	� *��� � ������� *����#�� �	�� #	�	� MS � ��3���%�� ����$�
��(� I 
 ���#	��� ���$ ��� �� ��� �� � �	�	���'!��� δ = {δi|i ∈ I} ������ R
��� !�%��&� �������� &���#	���'� ��(� ��� ��$��3� 	�	�	��� a ∈ R ��%�� δi(a) = 0

�© ��������	 
�� 
��������� ��� ����
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���$	 ��� !&�
 ���	�&�! i ∈ I� 7	�	� (DerR)∞ *����# �� &���*��&�� !&�
 ��������
&���#	�� 
 ��� � � �	�	���'!��� ������ R� �	
�� δ, γ ∈ (DerR)∞� �	 δ = {δi|i ∈
I}γ = {γi|i ∈ I}� "�(� ��� c ∈ Z(R) ! ���# � cδ = {cδi|i ∈ I}� δ±γ = {δi±γi|i ∈ I}�
[δ, γ] = {δiγi−γiδi|i ∈ I}� �� ��� ��%��� (� (DerR)∞ 
 Z(R)���3	��� 4� � ��! � Z(R)�
�������

8&� ��)� *������ � ���� ��$�� ����� ! ,�0� ,�0� ,90� ,�0�
������ R 
 �&����� !�	 �����	 � �� � �	'�

�� ��& ����!���� � �	�	���'!���� ���� 
 ���	�� *�������! � ���	�� �������� 

&�	*	�	! 
 ����!� ��!	�	�� �	��� !����� *� ���� �

�� ��$	� 	�	�	�� f(x1, . . . , xn) ������ *�������! R[x1, . . . , xn] !�� n ������'# 

����� 
 x1, . . . , xn ��� �����	� R % &���#	���' &���' ! 3����

f(x1, . . . , xn) =
∑

ai1...inxi1
1 . . . xin

n ,

�	 ij ∈ N0, ai1...in ∈ R (j = 1, . . . , n)� �	
�� d ∈ DerR� :��� *��! ��

d(f(x1, . . . , xn)) =
∑

d(ai1...in)xi1
1 . . . xin

n

! ���#�% � �	�	���'!���� ������ *�������! R[x1, . . . , xn]�
�� � ������ R[x1, . . . , xn] ��)	 � �	�	���'!���� ∂

∂xj
��$�� ! ���# � �� *��! �

���
∂f

∂xj
=
∑

ijai1...inxi1
1 . . . x

ij−1
j−1 x

ij−1
j x

ij+1
j+1 . . . xin

n .

;	 � �	�	���'!���� ∂
∂xj

������ R[x1, . . . , xn] ��� !�%��&� #�&���! � � �	�	���'�

!����� &��&�!�� xj . <	�	� ��3� !��&� !�&�	� �����# ��� (� ∂xs

∂xj
= δsj 
 �����

��� ����	�	���=	�&*��� +����� δsj =
{

0, ���� s�=j
1, ���� s=j

)
�� ∂a

∂xj
= 0 ��� ��������3� a ∈

R (i, j = 1 . . . n).

���������� ���� +,�� #�&� �� -.� /�� 3◦� �!	��$	��� >02�./01 D∈DerR[x1,. . . , xn]2
�1

D(f(x1, . . . , xn)) =
n∑

j=1

∂f

∂xj
D(xj)

34� 5637
�/181 �14�91��

f(x1, . . . , xn) =
∑

ai1...inxi1
1 . . . xin

n .

9� � ������ R[[x1, . . . , xn]] �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! !�� n ������'# 
 �����
� 
 x1, . . . , xn� ��	 &�����%��&� � �	&���#	�� 
 &�� ! 3����

u =
∑

(ν1,...,νn)∈Nn
0

aν1...νnxν1
1 . . . xνn

n ,
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�	 *��&���!�!���� !	�	��&� �� !&��� n���� (ν1, . . . , νn) ∈ N
n
0 � *��! ��

D(u) =
∑

(ν1,...,νn)∈Nn
0

d(aν1...νn)xν1
1 . . . xνn

n

! ���#�% � �	�	���'!���� D ���3� ������ ��� ��������3� d ∈ DerR�
�� ��$�	 #�&���!	 � �	�	���'!���� ∂

∂xj
������ *�������! R[x1, . . . , xn] *���

��!$�%��&� �� #�&���!�3� � �	�	���'!���� ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����!
R[[x1, . . . , xn]] +��	 *����#�� �	�� � � &�� � & �!���� ∂

∂xj
2 �� ���� ��3��

∂u

∂xj
=

∑
(ν1,...,νn)∈Nn

0

νjaν1...νnxν1
1 . . . x

νj−1
j−1 x

νj−1
j x

νj+1
j+1 . . . xνn

n .

���������� ���� +,�� #�&� �� -.� /�� 8◦� �!	��$	��� ?02� ./01 D ! 3�:���9;�<

=�99� /�47;� R[[x1, . . . , xn]]2 �1

D(u) =
n∑

j=1

∂u

∂xj
D(xj)

34� 5637
�/181 :1���479181 >����9�=181 ��36

u =
∑

(ν1,...,νn)∈Nn
0

aν1...νnxν1
1 . . . xνn

n .

�� � ���������� ������ R *��! �� ∂a(x) = axσ −xa ! ���#�% σ�� �	�	���'!����
������ R� �	 a ∈ R, σ ∈ EndR� ��	 ��� !�%��&� !�����)��� σ�� �	�	���'!����
������ R� *����$	� � 	�	�	���� a� 8�����)�% ��� �	�	���'!���� ������� ��� �
!�%��&� !�����)��� � �	�	���'!������ � �	�	���'!���� ������ R� ��	 �	 % !����
��)���� *� ����� ��� !�� ��!��)���� ���� ��3�� ������ m(∂) = a ����#�%� (� ∂
% !�����)��� � �	�	���'!������ *����$	� � 	�	�	���� a +��� ∂ 	�	�	�� a ��$	
! ���#�� &� �	�������#��2� @���*��&�� !&�
 !�����)��
 σ �� �	�	���'!��� ������
R *����#�� �	�� #	�	� IDer(R, σ)�

� �	�	���'!����� ���� 
 ���	�� *� &!�#	�� # ���� *����� 8 ,�0 �* &��� � �
�	�	���'!���� ��3	�� ��� �	����&��� � �	�	���'!���� 3��*�! 
 ��3	�� &���#	���
*����$	� 
 ����*��	��� 
 3��* �	� &����� �� 3��*�! 
 ���	�� *	���� #� 
 3��*
! !#�� !��*�!���� ! ,A0 � ,10� 8 ,?0 �B�&�!���� (� ��$�	 � �	�	���'!���� 3��*�!�3�
������ ZG &���#	���6 3��* G ��� �����	� ��� 
 # &	� Z % !�����)���� 8 !#�� ���
��$ � �	�	���'!���� �!������� #� 
 ���	�� ,>��C0 �� �	�� 
 ��) 
 +� !�� ��*� ��
���� ,�����02� D&��� !� �!�3� ��&	�	�$	�� �� ��&���$	���
 � �	�	���'!��� ���	��
*�������!� ;	 *��&�'%��&� ���� � *� # ��� � 5�$� !�� ����%' � � 
 % !&	 (	 !���
�� �� !����� *����	�� �������� +�	������)	 � !� ,��02� ��� ����$ ������'%��&� !
�	�����
 �������� ����*��	��� 
 � �	�	���'!���� <	�	� *���� *� &!�#	� 
 � �	�
�	���'!����� ���	�� *�������! ! ��� �� ��&���$	��� 8���E����!� ,�A0� ��F�&&����
,�10� G� ��!����3� ,�?0 �� ���
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� *	�)�� #�&� �� ��&���$�'��&� � �	�	���'!���� ������ *�������!
R[x1, . . . , xn] � ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! R[[x1, . . . , xn]]� ��&��*�	 �!	���
$	��� �	(� ���) �'% �	��	�� � �� ,�>0� ;	� �	������� ����&�!��� ! ,�90�

���������� �� � ����? R[x1, . . . , xn] ! /�47;� �14�91��= =�3 n /1�6�6<@�� A��9

9�� x1, . . . , xn 9�3 /�47;�� R� �13� ���=�479�? �A1�1�:�A� 4�=�� Z(R)
�1364�=

DerR[x1, . . . , xn] ∼= (DerR)∞ × Z(R)[x1, . . . , xn]n.

���������� �� �	
�� D 
 ��	��	���� � �	�	���'!���� ������ *�������! R[x1, . . . �
xn]� :��� ��� ��$��3� 	�	�	��� r ∈ R ��3� *�
���� D(r) ∈ R[x1, . . . , xn]. D&����� 
R[x1, . . . , xn] 
 *�������	 ! ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! R[[x1, . . . , xn]]� ��
��������� D(r) ��$�� ��* &�� � ! 3���� &�	*	�	!�3� ���� +! ����� ���$	 !&�
��	����%�� % �����! � 2 ���H

D(r) =
∑

(i1,...,in)∈Nn
0

δi1...in(r)xi1
1 . . . xin

n ,

�	 δi1...in(r) ∈ R ��� ��$��6 n�� (i1, . . . , in) ∈ N
n
0 � 4	3�� �B�&�!�� � (� !������$	���

δ : R → R� �	 δ(r) = δi1...in(r) (r ∈ R), % � �	�	���'!����� ������ R �� �� ��&������
��� �� � �	�	���'!���

δ = {δi1...in |(i1, . . . , in) ∈ N
n
0} (1)

������ R % �������� &���#	���'�
�� :	*	� �	
�� dj = D(xj)� �	 j = 1, . . . , n. :���

dj =
∑

ai1...inxi1
1 . . . xin

n (2)


 �	�� � *������ ������ R[x1, . . . , xn]� F����� axj = xja �� D(a)xj = xjD(a) ���
��$��3� a ∈ R� �� aD(xj) = D(xj)a� � �!��& ∑

aai1...inxi1
1 . . . xin

n =
∑

ai1...inaxi1
1 . . . xin

n .

D&����� a ��!���� � 	�	�	�� �� R� �� ai1...in ∈ Z(R) ��� !&�
 ��	����%���! *�������
dj � ;	 ����#�%� (� dj ∈ Z(R)[x1, . . . , xn]�

F��&���!�'# � �� �� �	3�� �������� � (� !������$	���

ϕ : DerR[x1, . . . , xn] → (DerR)∞ × Z(R)[x1, . . . , xn]n,

�	 ϕ(D) = (δ, d1, . . . , dn)� δ 
 �������� &���#	��� ��� �� +�2 � �	�	���'!��� ������
R� � dj 
 *������ +�2� % ������������ ��! 
 Z(R)�������!� :!	��$	��� ��!	�	���

���������� ��!� ����? R[[x1, . . . , xn]] ! /�47;� :1���479�� >����9�=�� ��3�= =�3
n /1�6�6<@�� A��99�� x1, . . . , xn 9�3 /�47;�� R� �13� >���=3B6C�7>� �A1�1�:�A�
4�=�� Z(R)
�1364�=

DerR[[x1, . . . , xn]] ∼= (DerR)∞ × Z(R)[[x1, . . . , xn]]n.
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��������� �����3�#�	 �� � ��� �!	��$	��� ��9� :���� ��� �� δ +� !�+�22 �	 ���!B���
��!� ���	 �������� &���#	���'� I���&�� *������� dj +� !�+�22 ��� �	�� �������� �
���

dj =
∑

(i1,...,in)∈Nn
0

ai1...inxi1
1 . . . xin

n .

��3���%�� ,�C0� ��(� DerA = {0}� �� �����	 A ��� !�%��&� � �	�	������ �� !��
���� ��

���"#�$% ��&� ./01 A ! 3�:���9;�?91 ���=��479� /�47;�2 �1

DerA[x1, . . . , xn] ∼= A[x1, . . . , xn]n

��
DerA[[x1, . . . , xn]] ∼= A[[x1, . . . , xn]]n.

�� �	
�� σ ∈ EndR� δ ∈ DerR� � �	�	���'!���� ������ &���#	� 
 *������
��! 	���������3� � *� R[x, σ] � ������ &���#	� 
 *�������! � �	�	������3� � *�
R[x, δ] ! !#�! 8���E����!,��0� 5 ���3���	�� � �	�	���'!���� ������ &���#	� 

�������� 
 &�	*	�	! 
 ����! 	���������3� � *�

R[[x, σ]] =

{ ∞∑
i=0

aix
i| ai ∈ R, i ∈ N0

}
(σ ∈ EndR),

! ����� ���$	��� ������%��&� &*�!!����)	���� xa = aσx ��� a ∈ RJ �� � �	�	����
'!���� ������ &���#	� 
 �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! � �	�	������3� � *�

R[[x, δ]] =

{ ∞∑
i=0

aix
i| ai ∈ R, i ∈ N0

}
(δ ∈ DerR),

! ����� ���$	��� ������%��&� &*�!!����)	���� xa = ax + δ(a) ��� a ∈ R� ����
��3�� ���3���	�� � �	�	���'!���� ������ *�������! 4�����

R[x, x−1, σ] =

{
n∑

i=−n

aix
i| ai ∈ R, n ∈ N0, �	 i = −n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n

}

� ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! 4�����

R[[x, x−1, σ]] =

{ ∞∑
i=−∞

aix
i| ai ∈ R, i ∈ Z

}
(σ ∈ AutR),

! �� 
 ���$	��� ! ���#�%��&� &*�!!����)	���� xa = aσx ��� !&�
 a ∈ R�
��&��*� � �	������� ����&�!��� ! ,��0�

���������� ��������? R ! /�47;�2 σ ∈ AutR� �1B91�6 3�:���9;�<=�99< D /�47

;� >/�6@�9�� :1���479�� >����9�=�� ��3�= R[[x, σ]] =A�C�91 1391A9�@91 =�3�1=�3�C
���� (δ, d)2 �13�9� δ = {δi|i ∈ N0} � ��3 d =

∑∞
i=0 aix

i ∈ R[[x, σ]]2 �/� A�31=1479�<�7
6�1=�D
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�E δi ! σi
3�:���9;�<=�99� /�47;� R (i ∈ N0)F

5E d0a = aσd0F

=E δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1 ! =96���G9C σk−1
3�:���9;�<=�99� /�47;� R(k ∈ N)F

8E dk − m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 (k ∈ N).

���������� �	
�� D ∈ DerR[[x, σ]]� �	 σ ∈ AutR� :���� �� � ! ��!	�	��� �!	��$	���
��9�

D(r) =
∞∑

i=0

δi(r)xi (r ∈ R),

�	 δ = {δi|i ∈ N0} 
 ��� �� σk�� �	�	���'!��� ������ R�
�	
�� d = D(x) =

∑∞
i=0 dix

i� F��� �	�	���'!�!) ��!��&�� xa = aσx� �	 a ∈ R�
��� ��%��

D(x)a + xD(a) = D(xa) = D(aσx) = D(aσ)x + aσD(x),

�!��� ( ∞∑
i=0

dix
i

)
a + x

( ∞∑
i=0

δi(a)xi

)
=

( ∞∑
i=0

δi(aσ)xi

)
x + aσ

( ∞∑
i=0

dix
i

)
.

F����)��� �	 ��$�� ��* &�� ���H

∞∑
i=0

dia
σi

xi +
∞∑

i=0

δi(a)σxi+1 =
∞∑

i=0

δi(aσ)xi+1 +
∞∑

i=0

aσdix
i

���
d0a = aσd0,

d1a
σ + δ0(a)σ = δ0(aσ) + aσd1,

d2a
σ2

+ δ1(a)σ = δ1(aσ) + aσd2,

· · ·
dnaσn

+ δn−1(a)σ = δn−1(aσ) + aσdn,

· · ·
F����# �� aσ #	�	� c� :��� ��� ��$��3� k ∈ N ��%��

dkcσk−1
+
(
δk−1

(
cσ−1

))σ

= cdk + δk−1(c)

���

dkcσk−1 − cdk = δk−1(c) − δk−1

(
cσ−1

)σ

,
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����� δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1 
 !�����)�% σk−1�� �	�	���'!���� ������ R� �	
��

x = m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)� "�(� (δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)(c) = xcσk−1 − cx� ��

��� ��%��� (� (dk − x)cσk−1
= c(dk − x)� :!	��$	��� ��!	�	���

���������� ���� ����? R[x, x−1, σ] ! /�47;� �14�91��= �1��9� =�3 A��991H
x2 σ ∈ AutR � xa = aσx 34� 5637
�/181 a ∈ R� �1B91�6 3�:���9;�<=�9

9< D ∈ Der R[x, x−1, σ] =A�C�91
1391A9�@91 =�3�1=�3�C ���� (Σ, d)2 3� �13�9�
Σ = {δi| i ∈ Z} � �14�91� d ∈ R[x, x−1, σ] ��<�7 =4�>��=1>��D

�E δi ! σi
3�:���9;�<=�99� /�47;� RF

5E Σ ! 41/�4791 >/�9@�99� �13�9� 3�:���9;�<=�97F

=E δi ◦ σ = σ ◦ δi ��?B� 34� =>�� i ∈ ZF

8E δi − σ ◦ δi ◦ σ−1 ∈ IDer(R, σi) 34� =>�� i ∈ ZF

IE dk − m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 34� 31=�479181 k J−n � k � nE�

���������� �	
�� D 
 ��	��	���� � �	�	���'!���� ������ R[x, x−1, σ]� a ∈ R�
D&����� D(a) ∈ R[x, x−1, σ]� �� ��* )	�� D(a) � ! 3���� ��������� &�	*	�	!��
3� ����

D(a) =
∞∑

i=−∞
δi(a)xi,

�	 δi(a) ∈ R �� δi(a) = 0 ��� ���$	 !&�
 ���	�&�! i ∈ Z� ���� ��3�� D(x) ∈ R[x, x−1, σ]�
� ��$	�

D(x) = d =
n∑

i=−n

dix
i

��� *	!� 
 	�	�	���! di ∈ R (i = −n, . . . , 0, . . . , n)�
�2 F����� D ∈ Der R[x, x−1, σ]� ��

∞∑
i=−∞

δi(a + b)xi =
∞∑

i=−∞
δi(a)xi +

∞∑
i=−∞

δi(b)xi

��

∞∑
i=−∞

δi(ab)xi =

( ∞∑
i=−∞

δi(a)xi

)
b + a

∞∑
i=−∞

δi(b)xi =
∞∑

i=−∞
δi(a)bσi

xi +
∞∑

i=−∞
aδi(b)xi

��� ������� 
 a, b ∈ R�
�2 :���$ ��� �� Σ �������� &���#	���� �&����� D(a) % *�������� 4������ �

���� ���$	 !&� ��3� ��	����%�� ����!�''�� ���	!��
!2 � �	�	���''# &*�!!����)	��� xa = aσx� ��� ��%�� da + xD(a) = aσd +

D(aσ)x ���(
n∑

i=−n

dix
i

)
a + x

∞∑
i=−∞

δi(a)xi = aσ
n∑

i=−n

dix
i +

( ∞∑
i=−∞

δi(aσ)xi

)
x.
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I!��& �	3�� ! *� !�%� (�

(δk−1(a))σ = δk−1(aσ), k � −n − 1 ��� k � n + 1, (3)

dkaσk

+ (δk−1(a))σ = aσdk + δk−1(aσ), −n � k � n. (4)

"� ��# ��� �� &*�!!����)	��� +92 ! *� !�% ���!� +!2�
32 I��� !) � &*�!!����)	���
 +92�+�2 ������ c = aσ� ��� ��%��

(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)(c) = 0, �	 k � −n − 1 ��� k � n + 1,

(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)(c) = dkcσk−1 − cdk, �	 − n � k � n, (5)

� �	 ����#�%� (� δi − σ ◦ δi ◦ σ−1 ∈ IDer(R, σi) ��� !&�
 ���	�&�! i ∈ Z�
K2 -� ��!��&�� +�2 ! *� !�%� (� dk % ��� � � � 
 	�	�	���!� ��� *����$�'�� !����

��)�% � �	�	���'!���� δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1 ��� −n � k � n� D��$� dk − m(δk−1 −
σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 ��� ��!�����3� k� −n � k � n�

D�$	� � �	�	���'!���' D ∈ Der R[x, x−1, σ] !��*�!���% *��� (Σ, d)� ��� �����
!�����% ���! +�2�+K2� 4	3�� �B�&�!�� � (� ��!*�� ����$ *��! ����� :!	��$	���
��!	�	���

���������� �� � ����? R[[x, x−1, σ]] ! /�47;� :1���479�� >����9�=�� ��3�= �1

��9� =�3 A��991H x2 σ ∈ AutR � xa = aσx 34� 5637
�/181 a ∈ R� �1B91�6 3�:���9;�

<=�99< D ∈ Der R[[x, x−1, σ]] =A�C�91 1391A9�@91 =�3�1=�3�C ���� (Σ, d)2 3� �13�9�
Σ = {δi| i ∈ Z} � �14�91� d ∈ R[x, x−1, σ] ��<�7 ��/� =4�>��=1>��D

�E δi ! σi
3�:���9;�<=�99� /�47;� RF

5E δi − σ ◦ δi ◦ σ−1 ∈ IDer(R, σi) 34� =>�� i ∈ ZF

=E dk − m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 34� 31=�479181 k ∈ Z�

��������� ��� ��%�� � � &�� � &*�&����� (� � ��� ������ *�������! 4�����
R[x, x−1, σ]�

���������� ��!� �1B91�6 3�:���9;�<=�99< D /�47;� R[[x, δ]] >/�6@�9�� :1�

��479�� >����9�=�� ��3�= 3�:���9;�?9181 ���6 =�3 1391H A��991H x =A�C�91 1391

A9�@91 =�3�1=�3�C ���� (∆, d)2 3� ∆ = {δi| i ∈ N0} � ��3 d =

∑∞
i=0 dix

i ∈ R[[x, δ]]
��<�7 =4�>��=1>��D

�E δi(rt) = δi(r)t + rδi(t) +
∑∞

i=1 Cj
i+jδi+j(r)δj(t) 34� 5637
�/�� r, t ∈ R �� i ∈ N0F

5E dia + δ(δi(a)) +
∑∞

j=0 Cj
i+jdi+jδ

j(a) = adi + δi(δ(a)) 34� =>�� i ∈ N0, a ∈ R�

���������� �	
�� D 
 ��	��	���� � �	�	���'!���� ������ R[[x, δ]]� r, t ∈ R� :���
D(r) ∈ R[[x, δ]]� ����

D(r) =
∞∑

i=0

δi(r)xi
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��� *	!��6 *�����$ � {δi(r)| i ∈ N0} ⊆ R�
�	
�� i ∈ N0� :��� δi(r + t) = δi(r) + δi(t) ��

∞∑
i=0

δi(rt)xi = D(rt) = D(r)t + rD(t) =

( ∞∑
i=0

δi(r)xi

)
t + r

( ∞∑
i=0

δi(t)xi

)
. (6)

D&����� ( ∞∑
i=0

δi(r)xi

)
t + r

( ∞∑
i=0

δi(t)xi

)
=

∞∑
i=0

δi(r)
i∑

j=0

Cj
i δj(t)xi−j +

∞∑
i=0

rδi(t)xi,

�� !��&����� +A2 ��� ��%��

δi(rt) = δi(r)t + rδi(t) +
∞∑

i=1

Cj
i+jδi+j(r)δj(t)

��� !&�
 i ∈ N0�
�	
�� d = D(x) =

∑∞
i=0 dix

i ∈ R[[x, δ]]� F��� �	�	���'!�!) ��!��&�� xa =
ax + δ(a) (a ∈ R)� ��%��

D(x)a + xD(a) = D(xa) = D(ax + δ(a)) = D(a)x + aD(x) + D(δ(a)),

� �!��& ( ∞∑
i=0

dix
i

)
a + x

( ∞∑
i=0

δi(a)xi

)
=

( ∞∑
i=0

δi(a)xi

)
x + a

( ∞∑
i=0

dix
i

)
+

∞∑
i=0

δi(δ(a))xi,

�����

∞∑
i=0

di

i∑
j=0

Cj
i δj(a)xi−j +

∞∑
i=0

(δi(a) + δ(δi(a)))xi =
∞∑

i=0

δi(a)xi+1 +
∞∑

i=0

(adi + δi(δ(a)))xi.

F� ��!�''# ��	����%�� ���� ������! 
 &�	*	��! ������6 x� ��� ��%��

dia + δ(δi(a)) +
∞∑

j=0

Cj
i+jdi+jδ

j(a) = adi + δi(δ(a))

��� !&�
 i ∈ N0� :!	��$	��� ��!	�	���

 � � ��� #�&� �� ��&��� ��� �� �� 
 ���! �����	 *�������! 4����� ���	 ��! �
+*��! �2 ���������	�� ��3���%��� ��! � +*��! �2 ���������	� ��� !�%��&� �����	�
! ����� ��$	� ��! � +*��! �2 ��	�� % �!���#� ��

���������� &���#	� 
 *�������! ! !#�! L� 5���& ,��0� �� � *�����!� (� �����	
&���#	� 
 *�������! R[x, σ]� �	 σ ∈ AutR� ���	 ������#� � ���������	� ! ���� �
����� ! ���� ! *����� ��� R 
 ������� !�	 �����	 � σ = idR� ; � ���3����	��
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�� � �	������� �� ,��0� ��� ������ &���#	� 
 *�������! 4����� *��! ��� � ��� �
�	��������

��$��'�  �������? σ ! �=�1�1�:�A� /�47;� R � A = R[x, x−1, σ]� �13� A ! 4�=� J=�3

�1=�391 ���=�E 361
/�47;� = �1�6 � ��47/� = �1�6 =���3/62 /14� R ! /1�6����=9�
/�47;� � σ = idR ! �1�1B9� =�315��B�99��

���������� ��!	�	�� ��!	�	��� ����� ��� ��! 
 �������	���
+⇒2 �	
��A 
 ��!	 ���������	� ����� fA ⊆ Af ��� ��������3� f ∈ A� F� *�&� ���

(� σ �= idR� :��� �&��% ��� � 	�	�	�� a ∈ R� (� σ(a) �= a� ��� *������� f(x) =
1 + ax + x2 ∈ A ��� ��%��

(1 + ax + x2)x = x + ax2 + x3 ∈ A(1 + ax + x2),

����� �����	��&� *������
∑m

i=−m aix
i ∈ A� ��� ���3�

x + ax2 + x3 =

(
m∑

i=−m

aix
i

)
(1 + ax + x2),

��� ��!��& ����

x + ax2 + x3 =
m∑

i=−m

aix
i +

m∑
i=−m

aiσ
i(a)xi+1 +

m∑
i=−m

aix
i+2.

I!��& ��	�$�%�� & &�	�� ��!����

a−m = 0,

a−m+1 + a−mσ−m(a) = 0,

a−m+2 + a−m+1σ
−m+1(a) + a−m = 0,

a−m+3 + a−m+2σ
−m+2(a) + a−m+1 = 0,

· · ·
a0 + a−1σ

−1(a) + a−2 = 0,

a1 + a0a + a−1 = 1,

a2 + a1σ(a) + a0 = a,

a3 + a2σ
2(a) + a1 = 1,

a4 + a3σ
3(a) + a2 = 0,

· · ·
am + am−1σ

m−1(a) + am−2 = 0,

amσm(a) + am−1 = 0,

am = 0.
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I �	6 ! *� !�%� (� a − σ(a) = 0� � �	 &�*	�	# �� *� *�(	��'� D�$	� σ = idR�
�	
�� a, b ∈ R� :��� (x−1 + a + x)b ∈ A(x−1 + a + x)� � �	 ����#�%� (� �&��% ��� �

*������
∑m

i=−m cix
i ∈ A� (�

bx−1 + ab + bx =

(
m∑

i=−m

cix
i

)
(x−1 + a + x).

I �&������6 ��!��&�� ��� ��%�� & &�	��

c−m = 0,

c−m+1 + c−mσ−m(a) = 0,

c−m+2 + c−m+1σ
−m+1(a) + c−m = 0,

c−m+3 + c−m+2σ
−m+2(a) + c−m+1 = 0,

· · ·
c−1 + c−2σ

−2(a) + c−3 = 0,

c0 + c−1σ
−1(a) + c−2 = b,

c1 + c0a + c−1 = ab,

c2 + c1σ(a) + c0 = b,

a3 + c2σ
2(a) + c1 = 0,

· · ·
cm + cm−1σ

m−1(a) + cm−2 = 0,

cmσm(a) + cm−1 = 0,

cm = 0,

� ���6
c−m = · · · = c−1 = c1 = · · · = cm = 0, c0 = b, ba = ab,

(� � ��	�� ���� ��!	&� �
+⇐2 �#	! ���� :	��	�� ��!	�	���

�� K6�5�/� �� G�3	���� F�� ���M  *���� �*�����#	��M	 3��**M�
 5�� �>A��

�� L���>>/�? M�2 ���<N47 O� �������� !��� ��3	����
 5�� �>A9� :���

9� &'P+QQ$,, R�P�2 S+TU+Q R�P� NOPQORRSTUT�VW NOWTXWY�UP Y�PZ[� \YU]SUTW ^TS]�
�P _UTX�� 9C� `RWY� _UTX� ^OQ�� aYOV�]WPQW� b-� �CC��

�� VB�/15>19 �� G�3	��M 4 �
 5�� �>A��
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�� W)',)XUY� �� `STOROYcX�[R[ UP] ]WY�VUT�OP[ Od �PQ�]WPQW UeZWfYU[gg aYOQ� `RWY�
_UTX� ^OQ�
 �>1��
 .Oe� 9A� N ��
 a�9���9�A�

A� 
Z�*( &��� hWY�VUT�OP Od ZYOSc UeZWfYU[ Od iP�TWej ZWPWYUTW]� TOY[�OP�dYWW� P��
ecOTWPT ZYOScgg kOS[TOP l� _UTX�
 �>1?�
 .Oe� �� N ��
 a��11��??�

1� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � 3��**�!M
 ���	�gg m���*� �	*� 8n�n:n�
N ���C�1> �	*�
 5�� �>1>�

?� 
[�$\$, ]� hWY�VUT�OP[ Od �PTWZYUe ZYOSc Y�PZ[gg @ORR� `eZWfYU�
 �>>��
 .Oe� ���
N ?�
 a��>����>�>�

>� &^%)U$ �� hWY�VUT�OP[ Od oSU[��RUTY�p UeZWfYU[gg ^Q�WPT� aUcWY[ @Oee� \WP� q]SQ�
rP�V� sOtjO�
 �>A��
 .Oe� ��� N ��
 a���1��A��

�C� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � ����(	��M
 �!�� ���� #�M
 ���	�gg 5���
���	�� �
 �>1?�
 :�� ��� N ��
 <���������

��� _`+Y+a�' _�b� hWY�VUT�OP[ UP] USTOROYcX�[R[ Od WpTWY�OY UeZWfYU[gg @UP� l�
_UTX�
 �>1?�
 .Oe� 9C� N A�
 a��99A��9���

��� 
[%$Q\$,Z$�$% P� hWY�VUT�OPWP UP] `STOROYcX�[RWP VOP `eZWfYWP� �P ]WPWP ]�W
\eW�QXSPZ x2 = 0 PSY TY�V�Ue eO[fUY �[Tgg _UPS[QY�cTU _UTX�
 �>1>�
 u]� �?� N ��

^��9���9A�

�9� P+U*) S� vP TXW ]WY�VUT�OP[ Od ]URWT�Q UeZWfYU[ dOY cOe�ceO�]j w�TX RSeT�ceW
UeeWeW[gg uOe� ^OQ� uYU[� _UT�
 �>?��
 .Oe� �9� N ��
 a�A>�?��

��� W$QY)%* c�2 dUT+%Q R�&� sXW ]WY�VUT�OP UeZWfYU Od U YWUe ]�V�[�OP UeZWfYUgg `RWY�
l� _UTX�
 �>?��
 .Oe� �C9� N A�
 a���9����AC�

��� �+X�>Y� e� aOejPOR�Ue ]WY�VUT�OP[ UP] TXW�Y Y�PZ[ Od QOP[TUPT[�
 N�@OcWYP�tS[
rP�VWY[�Tj� sOYSxP�
 �>>��

�A� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � ���	� ���3�#�	��!gg 8	&�� � 5�&��!� ���
��� <	�� �	
������
 �>?��
 N ��
 <�������

�1� dUT+%Q R�&�2 -)UUZ)Q _�
� hWY�VUT�OP[ Od [tWw cOejPOR�Ue Y�PZ[gg l�`eZWfYU�

�>>��
 .Oe��1A�
 a���1���?�

�?� �+X�>Y� e� hWY�VUT�OP[ Od vYW WpTWP[�OP[ Od TXW cOejPOR�Ue Y�PZ[ �P OPW VUY�UfeWgg
@ORRSP� `eZWfYU�
 �CC��
 .Oe�9�� N >�
 a�9A���9A1��

�>� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � ���	� ���3�#�	��!gg m��� �	*� 8n�n:n�
N �??9�?C �	*�
 5�� �>?C�

�C� e%*$Z+af'( d�_� h�yWYWPT�Ueej TY�V�Ue UP] Y�Z�] Y�PZ[ Od iP�TW YUPtgg aWY�O]� _UTX�
kSPZUY�QU�
 �>>?�
 .Oe� 9A� N ��
 a����A�
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��� g����1=�@ M�V� � �	�	���'!���� �������� 
 &�	*	�	! 
 ����!gg 8 ���H ---
8&	����6�&��� �����!� ����	�	���� ”�	������� *����	� �������“� :	� ��*�

-!����z�����!&��� �CC9�
 <���
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�% 
	��%
	� %�
	�� 9�	��/�	�� 
� *�8+# ��%��
	� ���'����� ���	��
� %�� ��

�(�
����' 
�������
	� 
���

����� 
	$	� ����%��
 )������� ��%�

� , 
�����3�
�-�

�� ��
��
� ���
���

�� :���� n,m , ����
��'%� 
��'����
� �	��;� <���� Zn
+

���
����	���� �
�3	
' �'���	�
%����
 ������
���� n# ����� �
�3	
'# �����
���	
���7 & α = (α1, . . . , αn)# %� αi , ���� 
�
�%"&�
� �	���# i = 1, n� =�	����� |α| =
α1 + . . .+ αn %�� α ∈ Zn

+ (|α| , %�
3	
� �'���	�
%���' α)�
:���� L � ��%�
�3	
� �
�3	
	 N� ��3'��# $� 
� �
�3	
� {α ∈ Z

n
+ : |α| ∈ L}



�%�
� ����	��(��>��
	� ����%��# ��$� 

�3�&����# $� α = (α1, . . . , αn) ����%'&
β = (β1, . . . , βn)# %� α, β � �����
�	 ��%�
�7 �
�3	
	# ���	 ��� |α| < |β|# ��� |α| = |β|
� αk > βk# %� k = min

{
j : αj �= βj

}
�

��� >'
���7# ��� �'� ���(��%�/����# %���
��
��
�� ?�$� v(z)# z ∈ D̃ , �����
>'
����# �� ��% v|D ���'���	������ 77 �
'3�

� 
� �
�3	
' D ⊂ D̃�
<���� R

n ���
����	������ ��	>���	�
	� ������� 
����%��
�
	� 
�����
 �
n %���
	� �	���# ����� ��
��
	� �������# ����%�
	� � �����
��
 
	(��%' x =
(x1, . . . , xn)# %� xi ∈ R, i = 1, n, � 
����/ |x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
n�

:���� Ω , 
�����3�
� ������� 
 �������� Rn � �'���
��(��%��/ ��3�/ Γ ���= ∂Ω�
:� ���
 '/�	 ��(���
����# ��	�'��	��# $� 0 ∈ Ω� ��� %�
���
�(� R > 0 ���
��	��
����� ΩR �
"��
' �����
�
�' �
�3	
	 Ω ∩ {x : |x| < R} ���'# $� 0 ∈ ΩR�
=�	����� Lq,���(Ω) =

{
v(x), x ∈ Ω : v|ΩR ∈ Lq(ΩR) ∀R > 0

}
, %� q ∈ [1,∞]�

:� �������� Lq,���(Ω) 

�%	���� ���
%���
� ��
��
� ���'��'�� � ���"� ��

���@ ‖ ·
‖Lq(ΩR), R > 0, � ���/ 
�
 ���& ������
� ��'��	� ��������� )��$� �����3
	�	
>'
���7# ��� %���

//�� ���3� 
�/%	-� 9��3# ���3
���� �����%�

���� �����
��

�������' Lq,���(Ω) ��
���&# $� %�� ��3
�(� R > 0 �����%�

���� �
'3�
� 
� ΩR

���
�
 ��%�
�7 �����%�

���� & ���3
�/ 
 Lq(ΩR)�
��� ��3
�(� R > 0 
	�
��	�� ������� Hm(ΩR) �� ���	��

� �������' Cm(ΩR)

)m ��� 
������

� %	>���
����

	� 
 ΩR >'
����# ��� ����� � ����%
	�	 %� ����%�

�' m 
��/�
� %��'���/�� 
������

� ���%�
3�

� 
� ΩR- �� 
����/ ‖v‖Hm(ΩR)
���=( ∫

ΩR

∑
|α|�m

∣∣Dαv(x)
∣∣2 dx)1/2

# %� α ∈ Z
n
+# D

α = ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂xαn

n
. .��	��

� �������'

Cm
0 (ΩR) )��	� ����%�&���� � >'
���� �������' Cm(ΩR), 
���7 ��	� ��3��� 
 ΩR-

�� 
����/ Hm(ΩR) ���
��	�� �����
◦
H

m(ΩR).
:� �������� Cm(Ω) 

�%��� )%	
�# 
���	���%# *8+- ������(�/ ��
��
�(� ��'���(�

�������' �� %�����(�/ �	����	 ��

��� ‖ · ‖Hm(ΩR), R > 0. .��	��

� �������'
Cm(Ω) �� 

�%�
�/ ������(�&/ )�� ��%�������' �������' L2,���(Ω)- ���
��	�� ���

��� Hm
���

(Ω)� A'� � %��� H0
���

(Ω) ���= L2,���(Ω)� 9��
	%
�# $� �����%�

���� {vk}∞k=1 &
���3
�/ %� v 
 ����' ��������# ��$� ‖vk − v‖Hm(ΩR) −→

k→∞
0 %�� ��3
�(� R > 0�

.�'
�3	��# $� v
∣∣
ΩR

∈ Hm(ΩR) %�� �'%�����(� R > 0# ��$� v ∈ Hm
���

(Ω)�

:���� Cm
c (Ω) B ��%������� �������' Cm(Ω)# ��	� ����%�&���� � >'
����# 
��

��7 ��	� & ���������	 
 Ω# ; Cm
0 (Ω) B ��%������� �������' Cm

c (Ω)# �����
���	
���(� & >�
��
� >'
���7# ����� >'
���7# 
���7 ��	� & ���������	 
 Ω� =�	�����
Cm,+

c (Ω) ���={v ∈ Cm
c (Ω) : v � 0 
� Ω}� 9��
	%
�# $� ������� Cm

c (Ω) & $���
	� 
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Hm
���

(Ω)� =��
��	�� �����
◦
H

m
���

(Ω) ���	��

� �������' Cm
0 (Ω) �� ������(�&/ �����

���' Hm
���

(Ω)� =�%������� �������'
◦
H

m
���

(Ω)# $� ����%�&���� � >'
����# 
���7 ��	�

& ���������	 
 Ω# ���
����	���� �����
◦
H

m
c (Ω). =�% ��������� Hm

ΓR
(ΩR) ���'���

�	���� �������# ��	� ����%�&���� �� �
'3�
� �����
��
 �������'
◦
H

m
���

(Ω) 
� ΩR#
R > 0�
:���� p ∈ L∞,���(Ω)# ��	���' p(x) � 1 %�� ���3� 
��� x ∈ Ω� :� �������� C(ΩR)#

%� R > 0 B %�
���
� �	���# 

�%��� 
���'

‖v‖Lp( · )(ΩR)
���= inf{λ > 0 : ρp ,R(v/λ) � 1}, %� ρp ,R(v) ���=

∫
ΩR

|v(x)|p(x) d x.

=���

�

� ��
��
�(� �������' C(ΩR) �� ��&/ 
����/ ���
��	�� ����� Lp( · )(ΩR)
)%	
� *4C+-� D
�3	
� Lp( · )(ΩR) & ��
��
	� ��%��������� �������' L1(ΩR) � 
��	
�&�
���� '��(���
�
	� ��������� E���(�� =��
��	�� ����� Lp( · ),���(Ω) ���	��

� �����
���' C(Ω) )
������

	� 
� Ω >'
����- �� ������(�&/# ����%3�
�/ �	�����/ ��
�

��� ‖ · ‖Lp( · )(ΩR), R > 0, � 
���� Lp( · )(Ω) =

{
v ∈ Lp( · ),���(Ω) : supR>0 ‖v‖Lp( · )(ΩR) <

∞}
.

�� ���� �!��

� ��"��� � ��
��
�# ��� �$%�%��� :���� M B ��%�
�3	
�

�
�3	
	 {0, 1, . . . ,m} ����# $� {0,m} ⊂ M, � M0
���= M\{0}� =��
��	�� ����� NM

B ��������� �'���	�
%����
 α = (α1, . . . , αn)# %�
3	
	 ��	� |α| = α1 + . . . + αn

& �����
���	 �
�3	
	 M, � ����� R
NM B �
�3	
' 
������
 ξ = (ξ0 , . . . , ξα, . . .),

�����
�
�	 ��	� %���
� �	���# ���
'����
�
� �'���	�
%�����	 ������
���� n, ���
��/�� %�
3	
	 � M � 
����%��
�
� ����	��(��>��
�� A'� � %��� 0 B �'���	�
%���#

����%�
	� � 
'��
� =�	����� |ξ| =
( ∑
|α|∈M

|ξα|2
) 1

2
, ξ ∈ RNM �

=�	����� P
���=

{
p ∈ L∞,���(Ω) : FGG inf

x∈Ω
p(x) > 1

}
. ?�$� p ∈ P, �� ����� p ∗ ���
��

���	���� >'
���/ � P ���'# $� 1
p(x) + 1

p ∗(x) = 1 %�� �� 
� x ∈ Ω�
:���� p ∈ P� =�% Ap ���'���	���� �
�3	
'# �����
���	 ���7 & 
����%��
�
�


����	 (a0, . . . , aα, . . .) ≡ (aα) � NM 
	�
���
	� 
� Ω×RNM %���
��
��
	� >'
����#
��� ���
'����
�
� �'���	�
%�����	 � Zn

+# $� ��/�� %�
3	
	 � M �� 
����%��
�
�
����	��(��>��
�# � >'
���7 � �'%�����(� ����(� 
����' (aα) ��%�
���
�/�� '��
	@

1) %�� ��3
�(� α (|α| ∈M) >'
���� aα(x, ξ)# (x, ξ) ∈ Ω × RNM # & ��������
%���
����/# ����� %�� ���3� 
��� x ∈ Ω >'
���� aα(x, · ) : RNM → R 
������

� �
%�� 
��� ξ ∈ RNM >'
���� aα(· , ξ) : Ω → R & 
	���
�/ �� E���(��H

2) %�� ���3� 
��� x ∈ Ω �� �'%����	� ξ ∈ RNM 
	��
'/���� 
���

����

|a0(x, ξ)| � h0(x)
(
|ξ0|p(x)−1 + |ξ|2/p ∗(x)

)
+ g0(x),

|aα(x, ξ)| � hα(x)|ξ| + gα(x), |α| ∈M0,

%� hα ∈ L∞,���(Ω)#|α| ∈M # g0 ∈ Lp ∗( · ),���(Ω)# gα ∈ L2,���(Ω)# |α| ∈M0�
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:���� Fp B �
�3	
�# �����
���	 ���7 & 
����%��
�
� 
����	 (f0, . . . , fα, . . .) ≡
(fα) � NM 
	�
���
	� 
� Ω %���
��
��
	� >'
����# ��� ���
'����
�
� ��� ����# ��
�����
�	 �
�3	
	 Ap# � >'
���7 � �'%�����(� ����(� 
����' ��%�
���
�/�� '��
'

3) f0 ∈ Lp ∗( · ),���(Ω)# fα ∈ L2,���(Ω), |α| ∈M0�
:� Fp 

�%	���� ������(�� ������
� ��'���(� �������' �� %�����(�/ 
�%��
�%
�7

�	����	 ��

��� ���# $� Fp = Lp ∗( · ),���(Ω) × L2,���(Ω) × · · · × L2,���(Ω).
=��
��	��

Up
���= Hm

���(Ω) ∩ Lp( · ),���(Ω),
◦
Up

���= Up ∩
◦
Hm

���
(Ω),

� 

�%��� 
� Up �	����' ��

��� ‖ · ‖Hm(ΩR)∩Lp( · )(ΩR), R > 0. 9��
	%
�# $� ������
%�

���� {vk}∞k=1 ���(�&���� 
 Up# ��$� %�� �'%�����(� R > 0 �����%�

���� {vk

∣∣
ΩR

}
���(�&���� 
 Hm(ΩR) ∩ Lp( · )(ΩR)�

=�	����� ϕ+
◦
Up

���={ϕ+v : v ∈
◦
Up}, %� ϕ ∈ Up , ����
��'%� >'
����# � ���
��	��

����� Oϕ,p # %� p ∈ P# ϕ ∈ Up , �
�3	
' ��'��	� ����
�
	� ��%�
�3	
 �
�3	
	

ϕ+
◦
Up�

:���� P̃ ⊂ P � %�� p ∈ P̃ Ãp ⊂ Ap , F̃p ⊂ Fp , Ũp ⊂ Up �� %�� ϕ ∈ Ũp Õϕ,p ⊂ Oϕ,p .

.�%���# ��' 
��
��� VIH(Ãp , F̃p , Õϕ,p : p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp) )&;I�;J�KL;M �LFNO;M�JP KQ
'�RSFI KITFI- � �'%��� %��� ���(��%��	# & ����@ %�� ��3
	� p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp � (aα) ∈ Ãp ,

(fα) ∈ F̃p , K ∈ Õϕ,p �
���	 �
�3	
' SVIH((aα), (fα),K) >'
���� u ∈ K )JSF GFJ KQ
(KMOJ�KLG KQ &;I�;J�KL;M �LFNO;M�JP KQ '�RSFI KITFI-# ��� ��%�
K��
�/�� 
���

����∫

Ω

∑
|α|∈M

aα(x, δMu)Dα(w(v − u)) d x �
∫
Ω

∑
|α|∈M

fα(x)Dα(w(v − u)) d x )�-

%�� %�
���
	� w ∈ Cm,+
c (Ω) � v ∈ K�

A'� � %��� ����� δMu ���
����	���� 
�����# �����
�
���	 ���(� & ����%
� Dαu
>'
���7 u ����%��
 |α| � M, ��� 
����%��
'/���� ��� ����# �� �����
�
�	 
������

ξ ∈ RNM .
.�%��� VIH(Ãp , F̃p , Õϕ,p : p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp) 
��	
�&���� -./-0/�1/-2 3�-045�0/-26

-./-0/�1/- �-045�0/-27# ��$� %�� �'%����	� p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp � %�
���
	� (aα) ∈
Ãp , (fα) ∈ F̃p , K ∈ Õϕ,p �
�3	
� SVIH((aα), (fα),K) ����	�� /� 8�9:;� �%
�(�
�����
�� )�-1� 8 -.�/ �����
�# -.�/ � ��9:<� -.�/ �����
�-�
:���� Ãp , F̃p � �����
�	 �
�3	
	 Õϕ,p %�� ��3
	� p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp & ������(��
	�	

���������	� .�%��� VIH(Ãp , F̃p , Õϕ,p : p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp) , <-��<�/�# ��$� 
�
� &
�%
��
��
� ���
"��
�/ � %�� ��3
	� p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp , %�
���
�7 �
�3	
	 K ∈ Õϕ,p

�� �'%����	� �����
��
 (aα), (fα) � �����%�

����� �����
��
 {(aα,k)}∞k=1, {(fα,k)}∞k=1


�%��
�%
� � Ãp �� F̃p ���	�# $� (aα,k) −→
k→∞

(aα) 
 Ãp# (fα,k) −→
k→∞

(fα,k) 
 F̃p# ��&��

uk −→
k→∞

u 
 K, %� uk ∈ SVIH((aα,k), (fα,k),K)# k ∈ N, u ∈ SVIH((aα), (fα),K)�

.���'����# $� �
�3	
	 P̃ � Ãp , F̃p , Ũp , Õϕ,p )p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp-# �� ��	� ��%���
VIH(Ãp , F̃p , Õϕ,p : p ∈ P̃, ϕ ∈ Ũp) & ���
"��
�/# �%
��
��
�/ �	 ������
�/ ��3'��
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�'�	 ���
���
��
	�	� :�� ����
	�	�� 
	��� P
∗ ⊂ P � A

∗
p ⊂ Ap , F

∗
p ⊂ Fp , U

∗
p ⊂ Up ,

O∗
ϕ,p ⊂ Oϕ,p ��	 p ∈ P∗, ϕ ∈ Up

∗ ���	�# $��	 �
�3	
	 F∗
p � K ∈ O∗

ϕ,p )p ∈ P∗,
ϕ ∈ U∗

p- ����%��	�� �� >'
���� � %�
���
�/ ��
�%�
��/ ��	 |x| → +∞ � ��%���
VIH(A∗

p ,F
∗
p ,O

∗
ϕ,p : p ∈ P∗, ϕ ∈ U∗

p) �'�� ������
�/� A����# 
� � ���� , ���	���	
���'�����	# �
���(��
� %� ���'������
 *�8+ � *��+� �����
'/�	 ��# 

�%��� P∗ � A∗

p ,
F∗

p , U∗
p , O∗

ϕ,p )p ∈ P∗, ϕ ∈ U∗
p- ����

:���� P∗ , �
�3	
�# ��� ����%�&���� � �����
��
 p ∈ P ���	�# $�

2 < p0
���= FGG inf

x∈Ω
p(x) , p1

���= FGG sup
x∈Ω

p(x) <∞.

��� ��3
�(� p ∈ P∗ 

�%��� �
�3	
' A∗
p 
�����
 >'
���� (aα) ∈ Ap # ��� ��%�
����


�/�� %�%����
� $� %
� '��
	H
4) ��
'/�� ����� B1 � 0 � B2 > 0 ����# $� %�� ��3
�(� α, |α| ∈M0# ���3�


��� x ∈ Ω � �'%����	� ξ � η � RNM 
	��
'&���� 
���

����

|aα(x, ξ) − aα(x, η)| �
(
B1|ξ0 − η0|2 +B2

∑
|α|∈M0

|ξα − ηα|2
)1/2

)B1 �� B2 ����3��� 
�% (aα)-H
5) ��
'/�� )����3
� 
�% (aα)- ����� K1 � 0# K2 > 0# K3 > 0 ����# $� %��

���3� 
��� x ∈ Ω �� �'%����	� ξ � η � RNM 
	��
'&���� 
���

����∑
|α|∈M

(aα(x, ξ) − aα(x, η))(ξα − ηα) �

� K1|ξ0 − η0|2 + K2

∑
|α|∈M0

|ξα − ηα|2 +K3|ξ0 − η0|p(x);

��$� 
	��
'&���� �%
� � %
�� '��
 B1 > 0 ��� p1 � 2n
n−2µ # %� µ = minM0, �� K1 > 0

)���
��	��# $� minM0
���= min{i ∈M0}-�

U��3���# $� �����%�

����
{
(aα,k)

}∞
k=1

⊂ A∗
p ���3
� %� (aα) 
 A∗

p# ��$� �����
�	
(aα,k)# k ∈ N# � �����
� (aα) ��%�
���
�/�� '��
	 )- � *- � �	�	 ���	�	 ����	�	
B1, B2,K1,K2,K3 � %�� ��3
�(� R > 0

lim
k→∞

FGG sup
x∈ΩR

sup
ξ∈R

NM

( |a0,k(x, ξ) − a0(x, ξ)|
|ξ0|p(x)−1 + |ξ|2/p ∗(x) + 1

+

+
∑

|α|∈M0

|aα,k(x, ξ) − aα(x, ξ)|
|ξ| + 1

)
= 0.

+������ �� =�.�1� VIH(A∗
p ,Fp ,Oϕ,p : p ∈ P∗, ϕ ∈ Up) > -./-0/�1/-2 �6 �<?-

SVIH((aα), (fα),K) �= ∅ .9� .��<�� p ∈ P∗ , ϕ ∈ Up � (aα) ∈ A∗
p , (fα) ∈ Fp ,
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K ∈ Oϕ,p6 �- .9� u ∈ SVIH((aα), (fα),K) � 8@.:
�<�� R0, R, 0 < R0 < R, R � 1,
4�<-/@>�:A� /���4/�A�:∫

ΩR0

[
K1|u(x)|2 +

∑
|α|∈M0

|Dαu(x)|2 + |u(x)|p(x)
]
d x �

(
R

R−R0

)κ [
C1R

n− 2µq
q−2 +

+C2

∫
ΩR

{∣∣∣f0(x) − a0

(
x, δMϕ(x)

)∣∣∣p∗(x)

+
∑

|α|∈M0

∣∣∣fα(x) − aα

(
x, δMϕ(x)

)∣∣∣2} d x]+

+C3

∫
ΩR0

{
K1|ϕ(x)|2 +

∑
|α|∈M0

|Dαϕ(x)|2 + |ϕ(x)|p(x)
}
d x, )4-

.� µ = minM0; q = p16 �<?- K1 = 06 � q ∈ (2; p0] ∪ {p1} ��� K1 > 0B κ >

max
{

2m p0
p0−2 ,

2m q
q−2

}
C .-4�9:/� 1�A9-B C1, C2, C3 C .��<� .-.��/� A��9�6 �<� 0�9�D��:

��9:<� 4�. B1, B2,K1,K2,K3 3 0 @�-4 )7 � *776 p0, p1, n,m, q,κ�

�
�%��� $� %���� ���
���

�� :���� U∗
p �� A∗∗

p , ��%�
�3	
	 �
�3	
 Up �� A∗
p


�%��
�%
� ����# $� aα(·, δMϕ(·)) ∈ H
|α|
���

(Ω), |α| ∈ M, %�� %�
���
�7 >'
���7 ϕ ∈ U∗
p

�� 
����' >'
���� (aα) ∈ A∗∗
p �

��� %�
���
	� >'
���� ϕ ∈ U∗
p �� p ∈ P∗ ����� O∗

ϕ,p ���
��	�� ��%�
�3	�


' �
�3	
	 Oϕ,p , ��� ����%�&���� � �%
�(� �����
�� K = {v ∈ ϕ +
◦
Up : v �

ϕ ���3� 
�/%	 
� Ω}.
=��
��	�� ����� F∗ ��%�
�3	
' Fp# �����
�	 ���7 (fα) ����# $� fα 
���3	��

H
|α|
���

(Ω), ���	 |α| ∈M.

+������ �� =�.�1� VIH(A∗∗
p ,F∗ ,O∗

ϕ,p : p ∈ P∗, ϕ ∈ U∗
p) > <-��<�/-2�

=�@4�D�//� E� ���	 (aα) ∈ A∗∗
p , (fα) ∈ F∗, K ∈ O∗

ϕ,p , �� %�� u ∈ SVIH((aα),
(fα),K) ���
	��
� ���
�� )4- � 
�%��
�%
	�	 ����$�

��	�

,� -�����.
� %���".�

�� ��3�	
�/ ��%���
�/ %�� %�
�%�

� ������ � � 4
& ���� �
��%3�

��


��� �� ����F R∗ � 1, p ∈ P
∗, ϕ ∈ Up � (aα) ∈ A

∗
p , (fα,1), (fα,2) ∈ Fp , K ∈ Oϕ,p ,

u1, u2 ∈ K ��<�6 ?-∫
ΩR∗

∑
|α|∈M

aα(x, δMul) Dα(w(v − ul)) d x �
∫

ΩR∗

∑
|α|∈M

fα,l(x) Dα(w(v − ul)) d x )0-

.9� .-4�9:/�� l ∈ {1, 2}, v ∈ K6 w ∈ Cm,+
c (Ω)6 GHII w ⊂ ΩR∗ .

�-.� .9� 8@.:
�<�� 1�A�9 R0 > 06 R � 1, R0 < R � R∗ ���4�9:/� /���4/�A�:∫
ΩR0

[
K1|u1,2(x)|2 +

∑
|α|∈M0

|Dαu1,2(x)|2 + |u1,2(x)|p(x)
]
d x �
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�
(

R

R −R0

)κ [
C4R

n− 2µq
q−2 + C5

∫
ΩR

{
|(f0,1 − f0,2)(x)|p

∗(x)+

+
∑

|α|∈M0

|(fα,1 − fα,2)(x)|2
}
d x

]
, )1-

.� u1,2 ���
= u1 − u2B � κ6 µ6 q C ��<� A���6 �< @ J-��@924�//� ��-���� EB C4, C5 C

.��<� .-.��/� A��9�6 �<� 0�9�D��: ��9:<� 4�. B1, B2,K1,K2,K3 3 0 @�-4 )7 � *776
p0, p1, n,m, q,κ�

���������� �	������ � ��>���'&�� ����
��'%� �	��� R0, R �� '��
	# $� 0 < R0 <
R � R∗, R � 1� ��%�
 	 �
��(����
� 
���

����# ���	��
� � )0- ��	 l = 1 � l = 2# ��
��	�
�
 	 v = 1

2 (u1 + u2)# ���	����∫
ΩR∗

∑
|α|∈M

(
aα(x, δMu1) − aα(x, δMu2)

)
Dα(wu1,2) d x �

�
∫

ΩR∗

∑
|α|∈M

(
fα,1(x) − fα,2(x)

)
Dα(w u1,2) d x,

%� w ∈ Cm,+
c (Ω)# GOVV w ⊂ ΩR∗ .

=�	����� 
 ��� 
���

���� w = ζκ )%	
� *�8+-# %�

ζ(x) =
{

1
R (R2 − |x|2), |x| < R,

0, |x| � R,

� κ > m , %�����
�� 
��	�� �	���� � ���'������ �%��3	�� 
���

����∫
ΩR

∑
|α|∈M

(aα(x, δMu1) − aα(x, δMu2))Dα(u1,2 ζκ) d x �

�
∫

ΩR

∑
|α|∈M

(fα,1 − fα,2)Dα(u1,2 ζκ) d x. )�-

A���� ��'
�3	�� ����� :���� v ∈
◦
Hm

���
(Ω)# gα ∈ L2,���(Ω) %�� %����(� α ∈ Zn

+#
0 < |α| � m� 9��
	%
�# $�∫

Ω

gαD
α(v ζκ) d x =

∫
Ω

gα (Dαv) ζκ d x+
∫
Ω

gα

(
Dα(v ζκ) − (Dαv) ζκ

)
d x. )2-

. ���	 0�� ����� *�8+ 
	��	
�&# $�∫
Ω

gα

(
Dα(v ζκ) − (Dαv) ζκ

)
d x � ε

∫
Ω

|gα|2ζκ d x+ ε

∫
Ω

( ∑
|β|=|α|

|Dβv|2
)
ζκ d x+
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+Cα(ε)
∫
Ω

|v|2 ζκ−2|α| d x, )�-

%� ε > 0 B %�
���
� �	���# Cα(ε) > 0 B �����# ��� 
�% R 
� ����3	���
9��3# � )�- 
� ��%���
� )2- � )�- ���	��&��∫

ΩR

∑
|α|∈M

(
aα(x, δMu1) − aα(x, δMu2)

)
(Dαu1,2) ζκ d x �

� ε

∫
ΩR

∑
|α|∈M0

∣∣aα(x, δMu1) − aα(x, δMu2)
∣∣2ζκ d x+

+ε
∫

ΩR

∑
|α|∈M0

∣∣fα,1(x) − fα,2(x)
∣∣2ζκ d x+ 2ε

∫
ΩR

( ∑
|α|∈M0

|Dαu1,2|2
)
ζκ d x+

+C6(ε)
∫

ΩR

|u1,2|2
( ∑

i∈M0

ζκ−2i
)
d x+

∫
ΩR

∑
|α|∈M

(fα,1 − fα,2)(Dαu1,2)ζκ d x, )8-

%� ε > 0 , %�
���
� �	���# C6(ε) > 0 B �����# ��� 
�% R 
� ����3	���
D���'/�	 %��� �
���(��
� �� ��	 %�
�%�

� ���	 ����� *�2# �� �0+# ��
�� '&��

%�
�%�

� ���(� �
��%3�

��

:���� p ∈ P∗, ϕ ∈ U∗
p � (aα) ∈ A∗∗

p , K ∈ O∗
ϕ,p , (fα) ∈ F∗, k , ����
��'%� 
��'�

����
� �	���� =�% Uk ���'���	���� �������
◦
H

m(Ωk) ∩ Lp( · )(Ωk). =��
��	�� �����
U∗

k , ����3�
	� %� Uk �������# � ����� 〈·, ·〉k, [·, ·]k , ������
� %��'��	 
�%��
�%
�

� U∗

k × Uk � 
 L2(Ωk).
�	�
��	�� ��������

Lk : Uk −→ U∗
k

�� ���
	���

〈Lkv, w〉k ���=
∫
Ωk

∑
|α|∈M

[
aα(x, δMϕ+ δMv) − aα(x, δMϕ)

]
Dαw dx, v, w ∈ Uk.


��� �� K�����-� Lk : Uk −→ U∗
k > -8��D�/��6 <-��L���4/��6 A���/������4/��

� A��-M- �-/-�-//���

��
�%�

� ���	 4 ���
�%	�� ��%��
� %� 
	��%�' �����(� �����
	�� 
���
��
����#

	���	���
'/�	 ��	 ����' 
���

���� � �
��%3�

� � ����� *�0+�

��� �'%�����(� %���
�(� �	��� t ��	�����

t− =
{ −t, ��$� t < 0,

0, ��$� t � 0.
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=��
��	�� ����� fα,k(·) �
'3�

� fα(·) − aα(·, δMϕ(·)) 
� Ωk, |α| ∈ M. 9������	
(aα) ∈ A∗∗

p , (fα) ∈ F∗, �� >'
����

Fk =
∑

|α|∈M

(−1)|α|Dαfα,k


���3	�� �������' L2(Ωk)�


��� ,� N9� <-D/-M- l ∈ N �A/@> >.�/� J@/<L�� vk,l 0 ��-A�-�@ Uk ��<�6 ?-

〈Lkv
k,l, v〉k − l[(vk,l)−, v]k = [Fk, v]k )�-

.9� 8@.:
�<�� v ∈ Uk, ���1-�@ �-A9�.-4/�A�: {vk,l}∞l=1 > -8��D�/-2 4 Uk6 � �-A9�


.-4/-A�� {l(vk,l)−}∞l=1, {Lkv
k,l}∞l=1 C -8��D�/��� 4 L2(Ωk).

���������� :���� l ∈ N , ����
��'%� �	���� W��(��
��� �������� Dk,l : Uk −→ U∗
k ,

��	� %�& �� ���
	���

〈Dk,lv, ṽ〉k ���= 〈Lkv, ṽ〉k − l[v−, ṽ]k, v, ṽ ∈ Uk.

A�%� ����3
���� )�- ��3
� ���	���	 �� ��������
� ��

�

�

Dk,lv
k,l = Fk, vk,l ∈ Uk. )�C-

�	���	���
'/�	 ���' 4# ��(�� ������
��	��# $� �������� Dk,l ����3�
	�# �����

������

	�# ��
���

	� � �����	�	

	�� �����
'/�	 ��# � ����3 ��# $� �������
Uk , ��>����	

	� � ����������
	�# 
� ��%���
� ������	 4�� ��
�(��>�7 *�#5��4#§4+#
���	��&�� ��
'
�

� ���
"���' ��

�

� )�C-� X�(� &%	
���� 
	��	
�& �� ����(�7
��
���

���� ��������� Lk.
=���3���# $� �����%�

���� {vk,l}∞l=1 , ����3�
; 
 Uk� =�	�
�
 	 ' )�- v = vk,l,

%� l ∈ N , ����
��'%� �	���# ���	��&��

〈Lkv
k,l, vk,l〉k + l‖(vk,l)−‖2

L2(Ωk) = [Fk, v
k,l]k. )��-

. '��
	 *- � ��(�# $� (aα) ∈ A∗∗
p , 
	��	
�& 
���

����

〈Lkv
k,l, vk,l〉k �

∫
Ωk

[K1|vk,l(x)|2 +K2

∑
|α|∈M0

|Dαvk,l(x)|2 +K3|vk,l(x)|p(x)] d x. )�4-

�	���	���
'/�	 
���

���� Y��%�����# �� ��Z'
���
����(� � [
(�# �%��3	��

[Fk, v
k,l]k � ε

∫
Ωk

∑
|α|=µ

|Dαvk,l|2 d x+ C7(ε)‖Fk‖2
L2(Ωk), )�0-

%� µ , ����
��'%� �	��� � M0, C7 > 0 , ����;# ��; 
� ����3	�� 
�% vk,l# ; ε > 0 ,
%�
���
� ������
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. )��- , )�0-# 
	���
 	 �
���

� ε %��	�� ���	� �� 
	���	���
 	 
���

����
Y��%�����# ���	��&��∫

Ωk

[
|vk,l(x)|2 +

∑
|α|∈M0

|Dαvk,l(x)|2 + |vk,l(x)|p(x)
]
d x � C8‖Fk‖2

L2(Ωk), )�1-

%� C8 > 0 , ����;# ��; 
�% l 
� ����3	���
. )�1- 
	��	
�& ����3�
���� �����%�

���� {vk,l}∞l=1 
 Uk�
A���� ����3���# $� �����%�

���� {l(vk,l)−}∞l=1 ����3�
� 
 L2(Ωk)� :���� l ∈ N,

����
��'%� �	���� 9������	 (vk,l)− ∈ Uk# ��# ��	�
�
 	 
 )�- v = (vk,l)−# �%��3	��

〈Lkv
k,l, (vk,l)−〉k − l‖(vk,l)−‖2

L2(Ωk) = [Fk, (vk,l)−]k . )��-

�����
'/�	 ��# $� 
� ��%���
� ���
�	 )�4- 
	��
'&���� 
���

����

〈Lkv
k,l, (vk,l)−〉k =

∫
Ωk

∑
|α|∈M

[
aα(x, δMϕ+ δMvk,l) − aα(x, δMϕ)

]
Dα(vk,l)− d x =

= −
∫

Ω−
k,l

∑
|α|∈M

[
aα(x, δMϕ+ δMvk,l) − aα(x, δMϕ)

]
Dαvk,l d x �

� −
∫
Ωk

∑
|α|∈M

[
aα(x, δMϕ+ δMvk,l) − aα(x, δMϕ)

]
Dαvk,l d x =

= −〈Lkv
k,l, vk,l〉k � 0, )�2-

%� Ω−
k,l , ��%�
�3	
� ������� Ωk ����# $� (vk,l)−(x) �= 0 %�� ���3� 
��� x ∈ Ω−

k,l# �
)��-# 
	���	���
'/�	 
���

���� �� ��Z'
���
����(�# �%��3	��

l‖(vk,l)−‖2
L2(Ωk) = 〈Lkv

k,l, (vk,l)−〉k − [Fk, (vk,l)−]k �
∣∣∣[Fk, (vk,l)−]k

∣∣∣ �

� ‖Fk‖L2(Ωk)‖(vk,l)−‖L2(Ωk). )��-

. )��- 
	��	
�& ����3�
���� �����%�

���� {l(vk,l)−}∞l=1 
 [L2(Ωk)]N �

. )�-# 
���'
�
 	 )��-# ���	��&��

〈Lkv
k,l, v〉k = l[(vk,l)−, v]k + [Fk, v]k � 2‖Fk‖L2(Ωk)‖v‖L2(Ωk), v ∈ Uk, l ∈ N. )�8-

9������	 ������� Uk , $���
	� 
 L2(Ωk)# �� � )�8- 
	��	
�&# $� Lkv
k,l ∈

L2(Ωk) � ‖Lkv
k,l‖L2(Ωk) � 2‖Fk‖L2(Ωk), l ∈ N, �
�%�	 ��&�� ����3�
���� �����%�
�


���� {Lkv
k,l}∞l=1 
 L2(Ωk)� E��' %�
�%�
��

)� -���"�

� ��
��
�# ��� �$%�%��� N-4�.�//� ��-���� E� =�	�'��	�� �'�
����	

�� :���� %�� %���	� p ∈ P∗, ϕ ∈ Up � (aα) ∈ A∗

p# (fα) ∈ Fp # K ∈ Oϕ,p
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�
�3	
� SVIH((aα), (fα),K) ����%�&���� � ���� � �� �%
�(� �����
��� D���'/�	
�
���(��
�# �� ��	 %�
�%�

� ������	 � *�2# ����+# ���	��&�� ����	����� � 
� 	�
��	�'$�

���
A���� ��'
�3	��# $� ���
	��
� 
���

����

|a− b|q � 21−q|a|q − |b|q )��-

%�� �'%����	� a, b ∈ R � q � 1� U���
%�# %�� q = 1 �� 
���

���� ���
	%
�� :����
q > 1� �	���	���
 	 
���

���� 5���%���# ���	��&�� |a|q = |a− b + b|q �

(|a− b| +
|b|)q � 2 q−1

(|a− b|q + |b|q), �
�%�	 
	��	
�& )��-�
:���� SVIH((aα), (fα),K) �= Ø� :� ��%���
� ���	 �# 
��
 	 u1(x) = u(x), u2(x) =

ϕ(x), fα,1(x) = fα(x), fα,2(x) = aα

(
x, δMϕ(x)

)
, |α| ∈M, x ∈ Ω, �%��3	�� 
���

����#

� ���7# 
	���	���
 	 ���
�' )��-# ���	��&�� )4-� A�����' %�
�%�
��

N-4�.�//� ��-���� �� :���� (aα) ∈ A∗∗
p # (fα) ∈ F∗# K ∈ O∗

ϕ,p %�� %���	� p ∈
P
∗, ϕ ∈ U

∗
p� �������� %�
���
� 
��'����
� �	��� k � ��>���'&�� ��(�� =��'%'&��

�����%�

���� >'
���� {vk,l}∞l=1# ��� ��' �%����� 
 ���� 0� .� ��&/ 3 ����/ %��
%�
���
�(� l ∈ N ��&�� ���� ���
�	@

‖vk,l‖Uk
� C9(k), l‖(vk,l)−‖L2(Ωk) � C10(k), ‖Lkv

k,l‖L2(Ωk) � C11(k), )4C-

%� C9(k), C10(k), C11(k) > 0 , �����# ��� 
�% l 
� ����3;���
. )4C- 
	��	
�& ��
'
�

� >'
���� vk ∈ Uk, ψ, χ ∈ L2(Ωk) �� ��%�����%�

�����


�%��
�%
� �����%�

����� {vk,l}∞l=1# {l(vk,l)−}∞l=1 )�� ��	�	 ���	 	�� �� ���� ���
�
���

�# $� � ���
���

� 
�%��
�%
	� �����%�

�����- ���	�# $�

vk,l −→
l→∞

vk ����� 
 Uk, �	��
� 
 L2(Ωk), �� 
� 
� Ωk, )4�-

l(vk,l)− −→
l→∞

ψ ����� 
 L2(Ωk),

(vk,l)− −→
l→∞

0 �	��
� 
 L2(Ωk), ��
� 
� Ωk, )44-

Lkv
k,l −→

l→∞
χ ����� 
 L2(Ωk). )40-

���
 	 %� '
�(	 )4�- � )40-# ���	��&��

[Lkv
k,l, vk,l]k −→

l→∞
[χ, vk]k . )41-

����'
�
 	 )41-# �%��3	��

〈Lkv
k,l, vk,l〉k = [Lkv

k,l, vk,l]k −→
l→∞

[χ, vk]k = 〈χ, vk〉k . )4�-

��
�%���# $�

χ = Lkv
k. )42-
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:� ��%���
� ��
���

���� ��������� Lk ��&��

〈Lkv
k,l − Lkv, v

k,l − v〉k � 0 ∀v ∈ Uk, )4�-

�����

〈Lkv
k,l, vk,l〉k − 〈Lkv

k,l, v〉k − 〈Lkv, v
k,l − v〉k � 0 ∀v ∈ Uk. )48-

�����
'/�	# $� 〈Lkv
k,l, v〉k = [Lkv

k,l, v]k, �������	 Lkv
k,l ∈ L2(Ωk), �� � )48- ���	�

��&��

〈Lkv
k,l, vk,l〉k − [Lkv

k,l, v]k − 〈Lkv, v
k,l − v〉k � 0 ∀v ∈ Uk, ∀l ∈ N. )4�-

����'
�
 	 ���

�%
� �

� )4�-# )40- �� )4�-# �����%��� 
 )4�- %� (��
	�� ��	 l →
∞. � ���'������ �%��3	��

〈χ, vk〉k − [χ, v]k − 〈Lkv, v
k − v〉k � 0 ∀v ∈ Uk. )0C-

:� ��%���
� ��(�# $� [χ, v]k = 〈χ, v〉k, �%��'%���
〈χ− Lkv, v

k − v〉k � 0 ∀v ∈ Uk. )0�-

���
 	 
 )0�- v = vk − λw, λ > 0, w ∈ Uk, ���	����

λ〈χ− Lk(vk − λw), w〉k � 0 ∀w ∈ Uk,

�
�%�	

〈χ− Lk(vk − λw), w〉k � 0 ∀w ∈ Uk. )04-

U����'&�� 
 )04- λ %� 0, 
���'
�
 	# $� �������� Lk , ����
������

	�� � ���'���
���� ���	��&�� 〈χ− Lkv

k, w〉k � 0 ∀w ∈ Uk, �
�%�	 ��(�� 
	��	
�& )42-�
9������	 Lkv

k,l ∈ L2(Ωk)# l ∈ N, �� )�- ��3
� ���	���	 ' 
	(��%�

[Lkv
k,l, ṽ]k − l[(vk,l)−, ṽ]k = [Fk, ṽ]k )00-

%�� �'%����	� ṽ ∈ L2(Ωk).
:���� Kk

���={v ∈ Uk : v � 0 
� Ωk}� =�	����� 
 )00- w(v − vk,l) ������� ṽ, %�
w ∈ Cm,+

c (Ω), v ∈ Kk� � ���'������# 
���'
�
 	# $� [(v)− − (vk,l)−, v − vk,l]k � 0,
���	��&��

[Lkv
k,l, w(v − vk,l)]k � [Fk, w(v − vk,l)]k )01-

%�� �'%����	� v ∈ Kk� =���� �
 	 
 )01- %� (��
	�� ��	 l → ∞, 
� ��%���
� )4�-#
)40-# )41-# )42-# �%��3	�� 
���

����

[Lkv
k, w(v − vk)]k � [Fk, w(v − vk)]k )0�-

%�� �'%����	� v ∈ Kk# w ∈ Cm,+
c (Ω).
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.�'
�3	��# $� 
� ��%���
� )4�- � )44- vk � 0 �� 
� 
� Ωk, � %�
	�
��	�� %�� ��3
��
(� k ∈ N >'
���/ vk 
'��� 
� Ω\Ωk, ���	 	
 	 �� �	� ���%�
3�

�� ���
���

�

vk� �
�%��� ���
���

� uk ���= ϕ+ vk. 9��
	%
�# $� uk ∈ K.
.(�%
� � 
���

���/ )0�-# 
���'
�
 	 ��
���

� Lk � Fk, ��&��∫
Ωk

∑
|α|∈M

aα(x, δMuk)Dα
(
w(v − uk)

)
d x �

∫
Ωk

∑
|α|∈M

fα(x)Dα
(
w(v − uk)

)
d x )02-

%�� �'%����	� k > 1, v ∈ Kk# w ∈ Cm,+
c (Ω), GOVVw ⊂ Ωk−1.

A���� ��'
�3	��# $� %�� %�
���
	� 
��'����
	� �	��� R, R0, k � j ���	�# $�
0 < R0 < R, R � 1, k > R, j > R, � ���	 � �� 
���

���� )02- ���	��&��∫

ΩR0

( ∑
|α|∈M0

|Dα(uk − uj)(x)|2 + |(uk − uj)(x)|p(x)
)
d x �

� C4

(
R

R−R0

)κ

Rn− 2µq
q−2 , )0�-

%� C4 > 0# κ > 0, q > 2 , �����# ��� 
� ����3��� 
�% k, j, R0, R# ��	���' �
���
�

� q ����# $� n − 2µq/(q − 2) < 0 )��(� ��3
� ���	� 
	����	# 
����
'/�	 '��
	
������	-�
.�>���'
�
 	 %�
���
� 
	���
� R0# �����%��� 
 )0�- %� (��
	�� ��	 R → +∞.

� ���'������ ���	��&��# $� �
'3�

� ���
�
 �����%�

���� {uk}∞k=1 
� ΩR0 '�
��
�/& >'
%���
����
' �����%�

���� 
 �������� Hm(ΩR0)

⋂
Lp(· )(ΩR0)� =����� R0 ,

%�
���
�# �� ��
'& >'
���� u ∈ K ����# $�

uk −→
k→∞

u 
 Hm
���(Ω)

⋂
Lp(· ),���(Ω) . )08-

D���'/�	 ��� �� ��	 %�
�%�

� ������	 � *�2# �� �8+ � 
	���	���
'/�	 
���

����
)02-# %�
�%	��# $� u & SVIH((aα), (fα),K)�

.��	 	���� �������	# $� %�� �
�3	
	 K ∈ O∗
ϕ,p �� �'%����	� �����
��
 (aα),

(fα) � �����%�

����� �����
��
 {(aα,k)}∞k=1, {(fα,k)}∞k=1 
�%��
�%
� � A∗∗
p �� F∗ ���

�	�# $� (aα,k) −→
k→∞

(aα) 
 A
∗
p# (fα,k) −→

k→∞
(fα) 
 Fp# ��&�� uk −→

k→∞
u 
 Up# %� u ∈

SVIH((aα), (fα) ,K)# uk ∈ SVIH((aα,k), (fα,k) ,K)# k ∈ N. !� ��3 ���	���� �
����
(��
� �� ��	 %�
�%�

� ������	 �����	 *�2# �� 8C+� A�����' %�
�%�
��

�� O�PG+*Q O� %� \LTP]FT ^�_I;J�KL KQ `OGVFLJ�KLG aa b� cVVM� dSPG�B ��1��B
eKM�4C�B d���0����1C�

4� R'�S*T �� �� cfFI;R�LR KQ QOL]J�KL;MG KQ JSF ];M]OMOG KQ f;I�;J�KLG ;LT FM;GJ�]�JP
JSFKIP aa g;JS� h``i� B ��8��B eKM���B d�00�22�
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0� U(G+#V W� X� jMF]JIKISFKMKR�];M ^MO�TG aa `]�FL]F� B ���4�B eKM� 4�8�B d��2���22�

1� YZH[\�[&S( %� jMF]JIKISFKMKR�];M ^MO�TG@ gKTFM�LR ;LT g;JSFk;J�];M lSFKIP�B `VI��
LRFI� mFIM�L# 4CCC�

�� ]�#P�P^ �� lSFKI�];M ;LT LOkFI�];M IFGOMJG QKI FMF]JIKISFKMKR�];M nO�TGaa dS� o�
JSFG�G# hL�fFIG�JP KQ Î�F_OIR� pFIk;LP# 4CC4�

2� ,_#�`#$ X�6 %(T$*�a�G X�6 b($
X*'#P �� (Pa ]*+^�P b� jMF]JIKISFKMKR�];M nO�T
_;GFT QKI]F QFFT_;]q TFf�]Faa dIK]FFT�LRG KQ JSF ���� `d\j lFMFk;L�VOM;JKI ;LT
lFMFVIFGFL]F lF]SLKMKR�FG e\ rKLQFIFL]F )mKGJKL# gc- B �����B eKM�081C�B d�88�
���

�� ��-/A c�
�� :������s� ����%s �� �
	� 
��	
��
s� ����
s� ��%���B g�#
���4�

8� d��4A<�F e�6 d��M�� ��6 =������A �� :��	
��
s� ��������
s� '��

�
	� 	
��������
s� %	>>���
�	���
s� '��

�
	��B D�# ���8�

�� 
�f*P �� tL OL�NOFLFGG# IFROM;I�JP ;LT GJ;_�M�JP KQ GKMOJ�KLG KQ GJIKLRMP LKLM�LF;I
FMM�VJ�] f;I�;J�KL;M �LFNO;M�J�FG aa c]J; g;JS� uOLR;I�B ���C�B eKM����B v01�B
d�0���0�4�

�C� �*T(+#TGSV g�6 ��&*+*G� h� mKOLTLFGG KQ GKMOJ�KLG KQ TFRFLFI;JF LKLM�LF;I FMM�VJ�]
f;I�;J�KL;M �LFNO;M�J�FG aa wKLM�LF;I cL;M�# lSFKIP gFJSKTG cVVM�B �����B eKM�0��
B v8�B d��8������

��� ��P R'�
U� jMM�VJ�] SFk�f;I�;J�KL;M �LFNO;M�J�FG aa cVVM� g;JS� xFJJ�B 4CC0�B
eKM��2�B v2�Bd�8���8�2�

�4� X($+ 
�6 �# �� �� (Pa %*)$#(PH ]� jy�GJFL]F# ]KkV;I�GKL ;LT ]KkV;]J LFGG IFGOMJG
QKI NO;G�M�LF;I f;I�;J�KL;M�SFk�f;I�;J�KL;M �LFNO;M�J�FG aa \LJFILFJ�KL;M bKOIL;M KQ
g;JSFk;J�]G ;LT g;ISFk;J�];M `]�FL]FG�B 4CC��B eKM�0�B d�1C��1���

�0� i@M��F K� j� =��������
� 
�������
� 
���

���� 
 '��(���
�
	� ��������� E��
��(� aa :�'��
� ���	��	 ��

	����(� %��3� ��%� '
��' ��� D� ���/�	
����(��B
U���� >���B����B 4CC4�B �	�� ��B U�0�C�04��

�1� k@<�1 k� l� .�� �
� ��%��� 
 
�����3�
�� ������� %�� ������ 
���
��
�(�
(���������
�(� ��

�

� �� ������/�	�	 ���>���&
���	aa D��� ����%	 �� >����
���� �����B 4CC1�B A�1��B v 1�B U��1����1�

��� ��4��/2< �� k�6 k@<�1 k� l� ��������
� (���������
� 
���

���� ' 
�����3��

	� �� ��������
	�	 ���

	�	 ��������aa ���� :z: ����7
	�B 4CC2�B v 4�B
U�0C�0��

�2� b$#\�G U�6 ��Pa#$+#'$#$ ]� lSF `kKKJSLFGG KQ GKMOJ�KLG JK LKLM�LF;I f;I�;J�KL;M
�LFNO;M�J�FG aa \LT�;L; hL�f� g;JS� b� B ���1�B eKM����B d�80��811�
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��� %HG)*P#P �� `JIKLRMP LKLM�LF;I FMM�VJ�] f;I�;J�KL;M �LFNO;M�J�FG �L OL_KOLTFT
TKk;�LG aa cLL� c];T� `]�� F̂LL� `FI� c� \� g;JSFk;J�];�B �����B eKM�0�B d�����1�

�8� b#$P�G h� jMM�VJ�] ;LT V;I;_KM�] GFk�M�LF;I VIK_MFkG {�JSKOJ ]KLT�J�KLG ;J �L|L��
JPaa cI]S� i;J�KL� gF]S� ;LT cL;M�B ��8��B eKM��C2�B v0�B d�4���41��

��� i-<�9- j� j�6 �@;/�� K� �� =�� ������
���� �����
	� ��%�� %�� �
�����
��
	�
�����	�
	� �	���� 
 
�����3�
	� �������� aa D������	�
� U�'%�7�B 4CC��B
A�41�B v��B U�2��84�

4C� �*Tm([&�S n�6 Ym(S*GPm�& o� tL GV;]FG Lp(x)(Ω) ;LT W 1,p(x)aa r}F]SKGM� g;JS� b�B
�����B eKM�1��B v1�B d���4�2�8�

����������� ��������� �������� ��� !������" �#
$�%$�� ��&�� '��$ �$��%��(�� �)������" �#

�����������*
�/0123 410321� 52673 89:;7�<

� !" #$!"%& '!(�&"!) *"� +$,�(- &. / � �

*"� +$,�(+(,0! 1($�� �� ����� / � � *0$!�"+
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 ��������
� �
������� (S0)�
3� 
�����!( 1
 ����	
��
���� �
������ (S0) � ������� �
 � � � &
�
���� $�����(
�
4�
 $

������� � � " z  ϕ �4 &������ � � � ��� &
�
���� $����� #�� ������
"
�
����� (S0) 5$

������� z - #� � ������ �
�$� ���
�% �� ��
" � � �
���$
�
&

#��������
&
 �
������
&
 ����� �
 z = 06 ϕ - $
� � % �
���$
�
�  �
� ���
� ����'
� ���
� ��
1�����7( � $

������� � � " γ ��������� ���
�% �
������ �
 �
����� 

�© ������ ��	 
���



&' (
!��	 )*+,-.

(S0) 5$

������� γ - #� � ������ � � �
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���
 ����� �
�����
����� ����� 
���� ��# "
����*��
 � �� *�� � ������ $

������ (z, ϕ, γ)�

9���� #�� ��� ����4
��! � � � !� �����# 
������ 
��
���������
&
 ��������
�'
�
&
 �
�� t(z, γ, τ)  �
�� *��
&
 �
������
&
 �
�������
&
 ���
�
&
 �������%����

f(z, γ, τ) =

{
f

(+)
3γ (z, τ), (γ = h, −z0 < z < z0, 0 < τ < τ0),
f

(−)
3γ (z, τ), (γ = −h, −z0 < z < z0, 0 < τ < τ0),

(1)

���$�����
&
 �� 4 ���� �
������� #�� ���� γ = ±h� 8
� τ ∈ [0, τ0] - ���
�� $

�'
�������

� #�
�
 �����$
 4��
� �� �� ��
*���� ��� ���������� 
��
���������
&
 ���'
�
��
%�
&
 ����
 #�� ����( ������� ����� � �� �� � � �
�� $
��
����� ��$�
��
����� 1��� �u(z, γ, τ) �� ��������
�
 t(z, γ, τ) � ����
������ � ��
� ���� ������ 
$

������ (z, ϕ, γ) ������� $
�	 # !�� � ���*
" $���������
" 	
��� ��������
" �
'
����� (S0)( " " &
�
���� $�����( � ��$
% $
�	 # !�� � :��� +�( ;/( 
�
��������
��<

�� �� ��
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ezz(z, γ, τ) =
∂uz

∂z
, eϕϕ(z, γ, τ) =

uγ

R+ γ
, eγγ(z, γ, τ) =

∂uγ

∂γ
,

ezγ(z, γ, τ) =
1
2

(
∂uz

∂γ
+
∂uγ

∂z

)
, ezϕ(z, γ, τ) ≡ 0, eγϕ(z, γ, τ) ≡ 0; (2)

��$
� =
$�

σzz(z, γ, τ) = G

[
2(1 − ν)
1 − 2ν

∂uz

∂z
+

2ν
1 − 2ν

(
∂uγ

∂γ
+

uγ

(R+ γ)

)]
− αtE

1 − 2ν t
,

σϕϕ(z, γ, τ) = G

[
2(1 − ν)
1 − 2ν

uγ

(R + γ)
+

2ν
1 − 2ν

(
∂uγ

∂γ
+
∂uz

∂z

)]
− αtE

1 − 2ν t
,

σγγ(z, γ, τ) = G

[
2(1 − ν)
1 − 2ν

∂uγ

∂γ
+

2ν
1 − 2ν

(
∂uz

∂z
+

uγ

(R+ γ)

)]
− αtE

1 − 2ν t
,

σγz(z, γ, τ) = G

(
∂uz

∂γ
+
∂uγ

∂z

)
, σγϕ(z, γ, τ) ≡ 0, σzϕ(z, γ, τ) ≡ 0; (3)

� ������ �
�


∂2uz

∂z2
+

1
2(1 − ν)

∂

∂z

(
∂uγ

∂γ
+

uγ

R+ γ

)
+

1 − 2ν
2(1 − ν)

[
∂

∂γ

(
∂uz

∂γ
+

uz

R+ γ

)
+

+
uz

(R + γ)2

]
=
αt(1 + ν)

1 − ν

∂t

∂z
+
ρ(1 − 2ν)
2G(1 − ν)

(
∂2uz

∂τ2
− Fz

)
,

∂2uγ

∂z2
+

1
1 − 2ν

∂2uz

∂z∂γ
+

2(1 − ν)
1 − 2ν

∂

∂γ

(
∂uγ

∂γ
+

uγ

R+ γ

)
=

=
2αt(1 + ν)

1 − 2ν
∂t

∂γ
+
ρ

G

(
∂2uγ

∂τ2
− Fγ

)
(4)
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∂2t

∂z2
+
∂2t

∂γ2
+

1
(R + γ)

∂t

∂γ
+
Q

λ
=

1
a0

∂t

∂τ
(5)

� 
4���� (Ω) = {(z, γ, τ) : −z0 < z < z0, −h < γ < h, 0 < τ < τ0>( ��$ ����� �� 

∂uz(±z0, γ, τ)
∂z

+
ν

1 − ν

(
∂uγ(±z0, γ, τ)

∂γ
+
uγ(±z0, γ, τ)

R + γ

)
=

=
αt(1 + ν)

1 − ν
t(±z0, γ, τ),

∂uz(±z0, γ, τ)
∂γ

+
∂uγ(±z0, γ, τ)

∂z
= 0,

∂uz(z,±h, τ)
∂γ

+
∂uγ(z,±h, τ)

∂z
= 0,

∂uγ(z,±h, τ)
∂γ

+
ν

1 − ν

(
∂uz(z,±h, τ)

∂z
+
uγ(z,±h, τ)
R± h

)
=

=
αt(1 + ν)

1 − ν
t(z,±h, τ) +

(1 − 2ν)(1 + ν)
E(1 − ν)

f
(∓)
3γ (z, τ) (6)

�� ����
� [
∂t

∂γ
±H(t− t(±)

γ )
]∣∣∣∣

γ=±h

= 0,
[
∂t

∂z
±H(t− t(±)

z )
]∣∣∣∣

z=±z0

= 0 (7)

&������ 
�
�� �� ��% γ = ±h( z = ±z0 
4���� (Ω)( � ��$
% �
���$
� 
�
��

uz(z, γ, 0) = 0,
∂uz(z, γ, 0)

∂τ
= 0,

uγ(z, γ, 0) = 0,
∂uγ(z, γ, 0)

∂τ
= 0, (8)

t(z, γ, 0) = t0(z, γ) (9)

��� τ = 0�
8
� G - �
�
�� ��
�
6 E - �
�
�� ��
%�
�� 6 ν - $
�	 # !�� ?
���
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L[�u, t] = 2π

τ0∫
0

h∫
−h

z0∫
−z0

{
ρ

2

[(
∂uz

∂τ

)2

+
(
∂uz

∂τ

)2]
−W0(�u, t)

}
(R+ γ) dz dγ dτ. (10)

8
�

W0(�u, t) =
1

2E

[
σ2

zz + σ2
ϕϕ + σ2

γγ − 2ν(σzzσϕϕ + σϕϕσγγ + σγγσzz) +

+ 2(1 + ν)σ2
zγ

]
−

���
�� ����& � ��
%�
" ��	
���# " #�� ����( �� σis( (i, s = z, ϕ, γ) - � �� �� � �
�
�� $
��
����� ���������
&
 ����
�� ����
%���( ����%�� ����� ����� 1����
uz, uγ  ��������
�
 t �� �
�
�
&
� �� �� ��
*���� 5�7�

)� 	
�$# " $��
����� � ����� 
���� ��# " �������
  ����� �� ��� �
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&
 �������%���� f
(±)
3γ (z, τ) �� ��������
�
 t(z, γ, τ)�

C
�$# " $��
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� #�� ���� � ��
���$
!�
 �
���$
���

4��%�����  ���&�����
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 ���


τ0∫
0

z0∫
−z0

f
(+)
3γ (z, τ)Pm

(
z

z0

)
cos

(
πsτ

τ0

)
dz dτ = B(1)

ms,

τ0∫
0

z0∫
−z0

f
(+)
3γ (z, τ)Pr

(
z

z0

)
sin

(
πvτ

τ0

)
dz dτ = B̃(1)

rv ,

τ0∫
0

z0∫
−z0

f
(−)
3γ (z, τ)Pn

(
z

z0

)
cos

(
πyτ

τ0

)
dz dτ = B(2)

ny ,

τ0∫
0

z0∫
−z0

f
(−)
3γ (z, τ)Pj

(
z

z0

)
sin

(
πwτ

τ0

)
dz dτ = B̃

(2)
jw ,

(m = 0,m0), (s = 0, s0), (r = 0, r0), (v = 1, v0),

(n = 0, n0), (y = 0, y0), (j = 0, j0), (w = 1, w0); (11)

τ0∫
0

z0∫
−z0

h∫
−h

t(z, γ, τ)Pk

(
γ

h

)
Pl

(
z

z0

)
cos

(
πατ

τ0

)
(R + γ) dγ dz dτ = T

(1)
klα,
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τ0∫
0

z0∫
−z0

h∫
−h

t(z, γ, τ)Pi

(
γ

h

)
Pq

(
z

z0

)
sin

(
πβτ

τ0

)
(R+ γ) dγ dz dτ = T

(2)
iqβ ,

(k = 0, k0), (l = 0, l0), (α = 0, α0) (i = 0, i0), (q = 0, q0), (β = 1, β0), (12)

�� B
(1)
ms( B̃

(1)
rv ( B

(2)
ny ( B̃

(2)
jw ( T

(1)
klα( T

(2)
iqβ D ����� ���������6 Pv(·) D �
� �
�� :�%�����6

�����m0, s0, r0, v0, n0, y0, j0, w0, k0, l0, α0, i0, q0, β0 ���������� $ ��$ ���  ���&�������
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rv ( B
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��
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���
� ������
� �
� �
� � :�%����� �� ���&
�
�������
� ������
�� � #�
�

�����$
 �
� ��� �$ ����� � �� �$� ��$�� ��� � 4
�
�� � ����
� �
�� ��� ���
$��'
�
���� # 	
�$# " � ����$��� 
4���� (Ω)� ?��� �������  ���&������� 
4��%���
5,,7( 5,@7 	�$����
 ! $
�	 # !����� ��$�� ��� � C
��! ��� ��4����� 	
�$# � $��
'
������ A$1
 # ��������� ��������� � ��
#�� �
�����
����� ����� 
���� ��# "( �

�
%�� 
������� ���� ���� ���� ��4��%�� �
�����$� # !" ����� �

� ��* � ���# ���� �������  ���&������� 
4��%��� 5,,7( 5,@7 ���%������ ����'
����  "�� �������� ��$
����
�
��� ��� 
4�������� ������ ��
%��$ � :�&���%��

�
�
������� 	
�$# ��� � ����� 
���� ��# " 4
���
 ���%��� 	
�$# " uz(z, γ, τ)(
uγ(z, γ, τ)( t(z, γ, τ)( �� � ���������
 ��	����# �
�� � 
4���� (Ω)  ���������
 ��'

	����# �
�� �� ��% # !" 
4���� �� 	
�$# " f
(±)
3γ (z, τ)( ��������� � ����$��� 
4���'

� (Ω1) = {(z, τ) : −z0 < z < z0, 0 < τ < τ0} �� 
�
��( 1
 # 	
�$# " ������%
���
� ������ �
�
 5.7( ����� �� &������ 
�
�� 5;7( �
���$
� 
�
�� 5E7 ��  ���&����� 
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�� 5,,7( 5,@7�

8���� �����
 
���� ��# " ����
��
%�
&
 ����
 #�� ���� �	
��
��!�
 ��$< �����
	
�$# � uz(z, γ, τ)( uγ(z, γ, τ)( t(z, γ, τ)( �� � ���������
 ��	����# �
���� � 
4��'

�� (Ω)  ���������
 ��	����# �
���� �� ��% # !" 
4���� �� 	
�$# � f
(±)
3γ (z, τ)(

����������� 
 ����$��� 
4���� (Ω1)( ������ �$������� 	
�$# 
���� 5,F7( �$ ��'
�
�
������� 
�
�� 5.7( 5;7( 5E7( 5,,7( 5,@7�

)����
 �� 
�
���� �$�����
� �
�����
!�
 ���
���� ��� �# ��
&
 �������� �
��$
��������� ��
%��$ � :�&���%� +E/�

G �*
$���� 
���������� �
�����$ � 
 #�
�
 �����$
 ��
������ �
 �
�����
�����
����� 

∂2u∗z
∂z2

+
1

2(1 − ν)
∂

∂z

(
∂u∗γ
∂γ

+
u∗γ

R+ γ

)
+

1 − 2ν
2(1 − ν)

[
∂

∂γ

(
∂u∗z
∂γ

+
u∗z

R+ γ

)
+
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+
u∗z

(R + γ)2

]
=
ρ(1 − 2ν)
2G(1 − ν)

∂2u∗z
∂τ2

,

∂2u∗γ
∂z2

+
1

1 − 2ν
∂2u∗z
∂z∂γ

+
2(1 − ν)
1 − 2ν

∂

∂γ

(
∂u∗γ
∂γ

+
u∗γ

R+ γ

)
=

ρ

G

∂2u∗γ
∂τ2

; (13)

∂2uz

∂z2
+

1
4
∂

∂z

(
∂uγ

∂γ
+

uγ

R+ γ

)
+

3
4

[
∂

∂γ

(
∂uz

∂γ
+

uz

R+ γ

)
+

+
uz

(R+ γ)2

]
=

3ρ(1 + ν)
2E

(
∂2uz

∂τ2
− Fz

)
− 1 + ν

2(1 − 2ν)
∂

∂z

(
∂u∗

∂z
+
∂u∗γ
∂γ

+

+
u∗γ

R+ γ

)
+

1 + ν

2E

[
Φ∗

klαPk

(
γ

h

)
d

dz
Pl

(
z

z0

)
cos

(
πατ

τ0

)
+

+ Φ̃∗
iqβPi

(
γ

h

)
d

dz
Pq

(
z

z0

)
sin

(
πβτ

τ0

)]
,

∂2uγ

∂z2
+

1
3
∂2uz

∂z∂γ
+

4
3
∂

∂γ

(
∂uγ

∂γ
+

uγ

R + γ

)
=

=
ρ

G

(
∂2uγ

∂τ2
− Fγ

)
− 2(1 + ν)

3(1 − 2ν)
∂

∂γ

(
∂u∗

∂z
+
∂u∗γ
∂γ

+
u∗γ

R + γ

)
+

+
2(1 + ν)

3E

[
Φ∗

klα

d

dγ
Pk

(
γ

h

)
Pl

(
z

z0

)
cos

(
πατ

τ0

)
+

+ Φ̃∗
iqβ

d

dγ
Pi

(
γ

h

)
Pq

(
z

z0

)
sin

(
πβτ

τ0

)]
,

(k = 0, k0), (l = 0, l0), (α = 0, α0), (i = 0, i0), (q = 0, q0), (β = 1, β0); (14)

∂u∗z(±z0, γ, τ)
∂z

+
ν

1 − ν

(
∂u∗γ(±z0, γ, τ)

∂γ
+
u∗γ(±z0, γ, τ)

R+ γ

)
= 0,

∂u∗z(±z0, γ, τ)
∂γ

+
∂u∗γ(±z0, γ, τ)

∂z
= 0,

∂u∗z(z,±h, τ)
∂γ

+
∂u∗γ(z,±h, τ)

∂z
= 0,

u∗γ(z, h, τ) + Z(1)∗
ms Pm

(
z

z0

)
cos

(
πsτ

τ0

)
+ Z̃(1)∗

rv Pr

(
z

z0

)
sin

(
πvτ

τ0

)
= 0,

u∗γ(z,−h, τ) + Z(2)∗
ny Pn

(
z

z0

)
cos

(
πyτ

τ0

)
+ Z̃

(2)∗
jw Pj

(
z

z0

)
sin

(
πwτ

τ0

)
= 0,

(m = 0,m0), (s = 0, s0), (r = 0, r0), (v = 1, v0),

(n = 0, n0), (y = 0, y0), (j = 0, j0), (w = 1, w0); (15)

∂uz(±z0, γ, τ)
∂z

− 1
2

(
∂uγ(±z0, γ, τ)

∂γ
+
uγ(±z0, γ, τ)

R+ γ

)
=

=
∂u∗z(±z0, γ, τ)

∂z
− 1

2

(
∂u∗γ(±z0, γ, τ)

∂γ
+
u∗γ(±z0, γ, τ)

R+ γ

)
+

+
1 + ν

2E

[
(±1)lΦ∗

klαPk

(
γ

h

)
cos

(
πατ

τ0

)
+ (±1)qΦ̃∗

iqβPi

(
γ

h

)
sin

(
πβτ

τ0

)]
,

∂uz(±z0, γ, τ)
∂γ

+
∂uγ(±z0, γ, τ)

∂z
= 0,

∂uz(z,±h, τ)
∂γ

+
∂uγ(z,±h, τ)

∂z
= 0,
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∂uγ(z,±h, τ)
∂γ

− 1
2

(
∂uz(z,±h, τ)

∂z
+
uγ(z,±h, τ)
R± h

)
=

=
∂u∗γ(z,±h, τ)

∂γ
− 1

2

(
∂u∗z(z,±h, τ)

∂z
+
u∗γ(z,±h, τ)
R± h

)
+

+
1 + ν

2E

[
(±1)kΦ∗

klαPl

(
z

z0

)
cos

(
πατ

τ0

)
+(±1)iΦ̃∗

iqβPq

(
z

z0

)
sin

(
πβτ

τ0

)]
,

(k = 0, k0), (l = 0, l0), (α = 0, α0), (i = 0, i0), (q = 0, q0), (β = 1, β0); (16)

u∗z(z, γ, τ0) = 0,
∂u∗z(z, γ, τ0)

∂τ
=
∂uz(z, γ, τ0)

∂τ
,

u∗γ(z, γ, τ0) = 0,
∂u∗γ(z, γ, τ0)

∂τ
=
∂uγ(z, γ, τ0)

∂τ
; (17)

uz(z, γ, 0) = 0,
∂uz(z, γ, 0)

∂τ
= 0,

uγ(z, γ, 0) = 0,
∂uγ(z, γ, 0)

∂τ
= 0; (18)

τ0∫
0

z0∫
−z0

[
∂u∗γ(z, h, τ)

∂γ
+

ν

1 − ν

(
∂u∗z(z, h, τ)

∂z
+
u∗γ(z, h, τ)
(R + h)

)]
×

× Pm

(
z

z0

)
cos

(
πsτ

τ0

)
dz dτ =

(1 + ν)(1 − 2ν)
E(1 − ν)(R + h)

B(1)
ms,

τ0∫
0

z0∫
−z0

[
∂u∗γ(z, h, τ)

∂γ
+

ν

1 − ν

(
∂u∗z(z, h, τ)

∂z
+
u∗γ(z, h, τ)
(R + h)

)]
×

× Pr

(
z

z0

)
sin

(
πvτ

τ0

)
dz dτ =

(1 + ν)(1 − 2ν)
E(1 − ν)(R + h)

B̃(1)
rv ,

τ0∫
0

z0∫
−z0

[
∂u∗γ(z,−h, τ)

∂γ
+

ν

1 − ν

(
∂u∗z(z,−h, τ)

∂z
+
u∗γ(z,−h, τ)

(R− h)

)]
×

× Pn

(
z

z0

)
cos

(
πyτ

τ0

)
dz dτ =

(1 + ν)(1 − 2ν)
E(1 − ν)(R − h)

B(2)
ny ,

τ0∫
0

z0∫
−z0

[
∂u∗γ(z,−h, τ)

∂γ
+

ν

1 − ν

(
∂u∗z(z,−h, τ)

∂z
+
u∗γ(z,−h, τ)

(R− h)

)]
×

× Pj

(
z

z0

)
sin

(
πwτ

τ0

)
dz dτ =

(1 + ν)(1 − 2ν)
E(1 − ν)(R − h)

B̃
(2)
jw ,

(m = 0,m0), (s = 0, s0), (r = 0, r0), (v = 1, v0),

(n = 0, n0), (y = 0, y0), (j = 0, j0), (w = 1, w0); (19)

τ0∫
0

z0∫
−z0

h∫
−h

[
∂u

∂z
+
∂uγ

∂γ
+

uγ

R+ γ
− ∂u∗

∂z
− ∂u∗γ

∂γ
− u∗γ
R+ γ

+
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+
1 − 2ν
E

(
Φ∗

ωdpPω

(
γ

h

)
Pd

(
z

z0

)
cos

(
πpτ

τ0

)
+

+ Φ̃∗
fκgPf

(
γ

h

)
Pκ

(
z

z0

)
sin

(
πgτ

τ0

))]
×

× Pk

(
γ

h

)
Pl

(
z

z0

)
cos

(
πατ

τ0

)
(R + γ) dγ dz dτ = 3αtT

(1)
klα,

τ0∫
0

z0∫
−z0

h∫
−h

[
∂u

∂z
+
∂uγ

∂γ
+

uγ

R+ γ
− ∂u∗

∂z
− ∂u∗γ

∂γ
− u∗γ
R+ γ

+

+
1 − 2ν
E

(
Φ∗

ωdpPω

(
γ

h

)
Pd

(
z

z0

)
cos

(
πpτ

τ0

)
+

+ Φ̃∗
fκgPf

(
γ

h

)
Pκ

(
z

z0

)
sin

(
πgτ

τ0

))]
×

× Pi

(
γ

h

)
Pq

(
z

z0

)
sin

(
πβτ

τ0

)
(R+ γ) dγ dz dτ = 3αtT

(2)
iqβ ,

(k, ω = 0, k0), (l, d = 0, l0), (α, p = 0, α0),

(i, f = 0, i0), (q, κ = 0, q0), (g, β = 1, β0) (20)

��
�
��
 �
��	 $
����� ��
%��$ � :�&���%� u∗z(z, γ, τ)( u∗γ(z, γ, τ)( Z(1)∗
ms ( Z̃

(1)∗
rv (

Z
(2)∗
ny ( Z̃

(2)∗
jw ( Φ∗

klα( Φ̃∗
iqβ ( (m = 0,m0)( (s = 0, s0)( (r = 0, r0)( (v = 1, v0)

(n = 0, n0)( (y = 0, y0)( (j = 0, j0)( (w = 1, w0)( (k = 0, k0)( (l = 0, l0)( (α = 0, α0)(
(i = 0, i0)( (q = 0, q0)( (β = 1, β0) �� $
��
���� ��$�
�� ����� 1��� uz(z, γ, τ)(
uγ(z, γ, τ)( ����� �$ ����%�!���� ��������
��

t(z, γ, τ) =
1

3αt

[
∂u

∂z
+
∂uγ

∂γ
+

uγ

R+ γ
− ∂u∗

∂z
− ∂u∗γ

∂γ
− u∗γ
R + γ

+

+
1 − 2ν
E

(
Φ∗

klαPk

(
γ

h

)
Pl

(
z

z0

)
cos

(
πατ

τ0

)
+

+ Φ̃∗
iqβPi

(
γ

h

)
Pq

(
z

z0

)
sin

(
πβτ

τ0

))]
,

(k = 0, k0), (l = 0, l0), (α = 0, α0), (i = 0, i0), (q = 0, q0), (β = 1, β0). (21)
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��%��
( 1
 
 �� �� ��
*����� 5,.7 - 5,;7( 5@,7 ��  ���$���� k( l( m( n( r(
s( i( j( q( v( w( y( α( β( � 
 �� �� ��
*��� 5@F7 - ��  ���$���� ω( d( p( f ( κ( g( �$ 
�
��
�������( ��
�
������ � ��
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������

0
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uz(z, γ, τ)( uγ(z, γ, τ)� H� �� �� ��
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( ��$
������*� �� �� ��
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�$# " Q(z, γ, τ)(
t
(±)
γ (z, τ)( t(±)

z (γ, τ)( t0(z, γ)( �$ ����$�����
��� 
�
�� ��&� �
 #�� ����( � ��
� �� 

��������
�
 ��������
��
�
 �
�� t(z, γ, τ)( �$� �������!���� �� �� ��
*�����
5@,7�



/01 123*  4245* 1/67(- 48-9 6:0(1/0*;31+1 �643* 87"-3204 ?&

)�
��%��
( 1
 ����� 5,�7( 5,�7( 5,�7 �� 5,.7( 5,;7( 5,E7( �$ ����%��� � � ������

��
%��$ � :�&���%� Z
(1)∗
ms ( Z̃

(1)∗
rv ( Z

(2)∗
ny ( Z̃

(2)∗
jw ( Φ∗

klα( Φ̃∗
iqβ ( �$ � � �������� �( �� ��
!�

���
$�
�
� ����
& �� $���
� � ����� ����
��
%�
�� � ����� 1�����( �
�����
$
�$
"( �$ � �
�
 +;/(  ��
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 $��� &���$�� 	
�$# �� � #�
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 �����$

��� $
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�
 	 $�
���
�
 ��$�
� #�� �������� �  ��
! !����� �
�����
$ ����� 
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����
� ���$��� � 	
�� �
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���*� ��&������ ��&��� �I���� ������ ������� ��	�I��# ������
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�$# � u∗z(z, γ, τ)( u

∗
γ(z, γ, τ)  uz(z, γ, τ)( uγ(z, γ, τ)
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 ��&��� ��$�� �$ ������� � �� �$ � $������ ��� � C
��!<

u∗z(z, γ, τ) =
M∑

k=0

[
ϕ

(1)
k0 (γ)Pk

(
z

z0

)
+

+
M∑

s=1

(
ϕ

(1)
ks (γ) cos

(
πsτ

τ0

)
+ ψ

(1)
ks (γ) sin

(
πsτ

τ0

))
Pk

(
z

z0

)]
,

u∗γ(z, γ, τ) =
M∑
l=0

[
ϕ

(2)
l0 (γ)Pl

(
z

z0

)
+

+
M∑

s=1

(
ϕ

(2)
ls (γ) cos

(
πsτ

τ0

)
+ ψ

(2)
ls (γ) sin

(
πsτ

τ0

))
Pl

(
z

z0

)]
, (22)

uz(z, γ, τ) =
M∑

m=0

[
ϕ

(3)
m0(γ)Pm

(
z

z0

)
+

+
M∑

s=1

(
ϕ(3)

ms(γ) cos
(
πsτ

τ0

)
+ ψ(3)

ms(γ) sin
(
πsτ

τ0

))
Pm

(
z

z0

)]
,

uγ(z, γ, τ) =
M∑

n=0

[
ϕ

(4)
n0 (γ)Pn

(
z

z0

)
+

+
M∑

s=1

(
ϕ(4)

ns (γ) cos
(
πsτ

τ0

)
+ ψ(4)

ns (γ) sin
(
πsτ

τ0

))
Pn

(
z

z0

)]
. (23)
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� ϕ
(w∗)
y∗s (γ)( ψ

(w∗)
y∗s (γ)( (w∗ = 1, 4)( (y∗ = k, l,m, n) - ��� �
� 	
�$# "6

M = max{m0, n0, l0, q0, s0, r0, j0, v0, w0, y0, α0, β0} − 1( J ����� m0( n0( l0( q0( s0(
r0( j0 v0( w0( y0( α0( β0 ���������� $ ��$ ���  ���&������� 
4��%��� 5,,7( 5,@7 �
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ϕ
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y∗s (γ)( ψ(w∗)
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%
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% �
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jw ( Φ∗

klα( Φ̃∗
iqβ ( (m = 0,m0)( (s = 0, s0)( (r = 0, r0)( (v = 1, v0)(

(n = 0, n0)( (y = 0, y0)( (j = 0, j0)( (w = 1, w0)( (k = 0, k0)( (l = 0, l0)( (α = 0, α0)(
(i = 0, i0)( (q = 0, q0)( (β = 1, β0)( ����� ��
&
 ���
�
������ &������ 
�
��



?? (
!��	 )*+,-.

5,�7( 5,;7( �
���$
� 
�
�� 5,�7( 5,E7(  ���&����� 
�
�� 5,�7 �� 4 ���� �
�������
#�� ����( � ��$
%  ���&����� 
�
�� 5@F7 � 
4���� (Ω)�

,� ./��0 1�2�3 ./4��5 6��� L���� ��# � ����
%��� � �
��
� �
�
 #�� ��� ���
���
�
�
 �������%��� MM�
�� 9N9 �$��"���- ,����- O��- �� �E';,�

@� ./4��5 6��� L���� ��# � ���� ���
�
&
 �������%���� �� ��&� �
 �
���
�� ����
����
��
%��� 
4
�
�
$ MM 2 ��� :�� �� 
�'�
� ���� ����'����- ,����- 2��� .��-
�� ,F@',F;�

�� ./4��5 6��� L���� ��# � 
�����������
&
 ����
%��
'��	
��
���
&
 ����

�
���
�� ���� #�� �������� 
4
�
�
$ MM 2 ��� :�� �� 
�'�
� ���� ����'����-
,��;�- 2��� .��- �� ,;@',;E�

.� ./4��5 6��� ?�
 
��� ���
� �
4
�
�� 
���������� �
�����$ � 
�������������
����� 
���� ��# " ����
��
%�
&
 ����
 #�� �������� 
4
�
�
$ MM 2 ��� :�� ��

�'�
� ���� ����'����- ,����- 2��� .E�- �� ,@E',���

�� 7��489:0 ;���3 <8=>���4�? 1���3 ./��0 1��� L�������#�� ��&���� 
4
�
��$
� ��������- ��( ,����

;� <8=>���4�? 1���3 @A�B C��� 8���

��
&
��� �
�$�� 
4
�
��$�- ��( ,��E�

�� .��=�?�A>0�5 ���� 2����#�
��P� ����#��P ������$� ���
*�
� ����P�- B�(
,�E��

E� ./>9��A ���� 2�I��#�
��
� �����������- :�( ,�EF�

�� �� ������������� !�" #�����" $!�%���� �&
�$ ���'� ��� �&  (�  (�!������ �" � � � �&

 (�")�*����# "����#�!
�
���� �����


� !" #$!"%& '!(�&"!) *"� +$,�(- &. / � �

*"� +$,�(+(,0! 1($�� �� ����� / � � *0$!�"+

CDEFGHEIJKL�M KLJLE HN LDE LD�MO�PJIIEQ MRI�SQEF JL LDE�F SHS�KLJL�HSJFR NHFME
IHJQ�ST JSQ DEJL�ST �K MHSK�QEFEQ� CDE GJLDEGJL�MJI NHFGUIJL�HS JSQ LDE KMDEGE
HN J KHIUL�HS HN HVL�G�WJL�HS QRSJG�M VFHXIEGK JFE VFHVHKEQ� CDE YJTFJSTE NUSML��
HSJI �K LJOES JK LDE MF�LEF�HS HN LDE HVL�G�WJL�HS� CDE �SLESK�L�EK HN NHFKE IHJQ�ST
JSQ LEGVEFJLUFE JFE LDE THZEFS�ST NUSML�HSK �S LDE HVL�G�WJL�HS VFHXIEG� CDEKE
NUSML�HSK JFE KUXHFQ�SJLEQ LH JQQ�L�HSJI �SLETFJI FEKLF�ML�HSK HN LDE GHGESL LRVE�
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" ���� ���
�� �� ���� ��� t → 0

�� �������	� ������� tβ, 0 < β < 1.
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��	��	�� ������ ��" �����������#� ����"��" � �	����� � $�	%���&�
��' "$ ( � ��)
��
$�� ( ���	�
 ���� �	�	
����&
*�" � ���* "$ �
	�	�	�� %��$��" tβ , 0 < β < 1.
+������ ������ � �����
� �� �
�� � �	!�� ������!	�� � ,�-� . ����$ �	� � ��)
�!	��"' $�� �	����� ( $�	%���&�
 �
��#� ����
� ( ��" ���� t ∈ [0, T ] � �����
�
� ���*��� �	!	�' � ��	�� � ,/-� ��" $�!��� ������ � ����	�� ���� ��������" 
�
&� ���
� ����0"�$�� 1�	��	�� ������ � � ���!	��"� ��" ����"�* 	���
 ���#� 
� #�)
�	��������#� 
 ��� � �����
� �� �
�� � �	!�� � ���� � ,2' 3-' � ��	��	�� ������
� ���*��� �	!	� ��" �����������#� ����"��" �	� � ���!	��" ) � ,�-�

�� 
����������� ������� . �����
� ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T }
� �	������� �	!	� x = h(t) ���#�"��&�� ��	��	�� ������ � ����	��" $�	%���&�
�
a(t) > 0, t ∈ (0, T ] � ����"���

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t), (x, t) ∈ ΩT , 4�5

� ����
$���� ������

u(x, 0) = ϕ(x), 0 � x � h(0), 4/5

�© ������� �	
 ���
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$��(�� � ������ 

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), 0 � t � T 425


� ������ �	�	� ����	��"

a(t)ux(0, t) = µ3(t), 0 � t � T, 435

h(t)∫
0

u(x, t)dx = µ4(t), 0 � t � T. 4�5

.���"� ���� ������ y =
x

h(t)
, t = t, ��	�	�� ������ 4�5)4�5 �� ��	��	��� �
������

�	����� � (a(t), h(t), v(y, t)), �	 v(y, t) = u(yh(t), t), � �����
� �� �
�� � �	!�� 
QT =
= {(y, t) : 0 < y < 1, 0 < t < T } :

vt =
a(t)
h2(t)

vyy +
b(yh(t), t) + yh′(t)

h(t)
vy + c(yh(t), t)v + f(yh(t), t), (y, t) ∈ QT , 465

v(y, 0) = ϕ(yh(0)), 0 � y � 1, 4�5

v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t), 0 � t � T, 475

a(t)
h(t)

vy(0, t) = µ3(t), 0 � t � T, 4�5

h(t)

1∫
0

v(y, t)dy = µ4(t), 0 � t � T. 4�85

��������� �� ./012�03/� 0�4�5� 6�7
68�7 9�01��/ ���:3; <;93=�: (a(t), h(t), v(y, t))
∈ C[0, T ] × C1[0, T ] × C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ), 4� a(t) > 0, t ∈ (0, T ], �>9;? >3�95�99�
@��9�=� lim

t→+0
a(t)t−β > 0, 0 < β < 1, h(t) > 0, t ∈ [0, T ]A B/ 0�4/1/CD9�? ;�/1�

6�7
68�7�

�� 	�������� ��������� ������ �� !��" �

#������ �� E���;>���/A B/ 1�3/9;F�D>� ;�/1�G
A1) ϕ ∈ C[0,∞), ϕ(x) � ϕ0 > 0, x ∈ [0,∞), µi ∈ C1[0, T ], µi(t) > 0,

t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 4, b, c, f ∈ C([0,∞) × [0, T ]), f(x, t) � 0, (x, t) ∈ [0,∞)×
×[0, T ], µ3 ∈ C[0, T ], µ3(t) > 0, t ∈ (0, T ], ∃ lim

t→+0
µ3(t)t−β = M > 0;
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A2) ϕ ∈ C1[0, h0], ϕ′(x) > 0, x ∈ [0, h0], b ∈ C1,0([0, H1] × [0, T ]),
f, c ∈ Hα,0([0, H1] × [0, T ]), α ∈ (0, 1),

4� h0 = h(0) " �/012�0/3 ��19�99�
h0∫
0

ϕ(x)dx = µ4(0),

H1 = C1 max
[0,T ]

µ4(t)
(

min{min
[0,h0]

ϕ(x), min
[0,T ]

µ1(t), min
[0,T ]

µ2(t)}
)−1

, C1 = const > 0;

A3) ϕ(0) = µ1(0), ϕ(h0) = µ2(0).
�/4� �/H9� 0�09�5��� ��3� 5�>C/ T0 : 0 < T0 � T A �3� 1�09�5�?�D>� 1���49���
4�9���A B/ �/012�0/3 0�4�5� 6�7
68�7 �>9;? ��� 0 � y � 1, 0 � t � T0.

���������� 9#���� � ������ 4:�5 
	��	� 
� ������ 4/5' 4�5' ����& &� �	 ����	��"
h(0) = h0 > 0, "$	 �������*�"& ����"��"

h0∫
0

ϕ(x)dx = µ4(0).

. $�� �
����� �� �� � ��$� ���� ,6' ��/�- ��" ����0"�$� ������ 465)475' �
� )
��&��

v(y, t) � C1 min{min
[0,h0]

ϕ(x), min
[0,T ]

µ1(t), min
[0,T ]

µ2(t)} ≡ M0 > 0, (y, t) ∈ QT ,

����$ � ���������"� 4�85 ��
 �	��

h(t) �
max
[0,T ]

µ4(t)

M0
≡ H1 < ∞, t ∈ [0, T ].

1��� �� %��$��� v(y, t) ��	���� ��" �*�#� ����� � $�� �
�&�� �� �� � ��$� ����

v(y, t) � C2 max{max
[0,h0]

ϕ(x), max
[0,T ]

µ1(t), max
[0,T ]

µ2(t), max
[0,H1]×[0,T ]

f(x, t)} ≡

≡ M1 < ∞, (y, t) ∈ QT

� �#���� � 4�85 ��&��

h(t) �
max
[0,T ]

µ4(t)

M1
≡ H0 > 0, t ∈ [0, T ].

1
�!'

0 < M0 � v(y, t) � M1 < ∞, (y, t) ∈ QT , 4��5

0 < H0 � h(t) � H1 < ∞, t ∈ [0, T ]. 4�/5
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+����� �� ω(y, t) = vy(y, t), p(t) = h′(t). +�"�� ������ 465)475 � � ���$� ��)
���*� � �	�	�	��� � �� [0, T ] %��$��( a(t), h(t), p(t) 	$�����	�
�� 
�$�( � �
	�� ��)

	#���*� � ����"�*;

v(y, t) = v0(y, t) +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ)
(

b(ηh(τ), τ) + ηp(τ)
h(τ)

ω(η, τ) +

+c(ηh(τ), τ)v(η, τ)
)

dηdτ, (y, t) ∈ QT , 4�25

ω(y, t) = v0y(y, t) +

t∫
0

1∫
0

G1y(y, t, η, τ)
(

b(ηh(τ), τ) + ηp(τ)
h(τ)

ω(η, τ) +

+c(ηh(τ), τ)v(η, τ)
)

dηdτ, (y, t) ∈ QT , 4�35

�	

v0(y, t) =

1∫
0

G1(y, t, η, 0)ϕ(ηh0)dη +

t∫
0

G1η(y, t, 0, τ)
a(τ)
h2(τ)

µ1(τ) dτ −

−
t∫

0

G1η(y, t, 1, τ)
a(τ)
h2(τ)

µ2(τ)dτ +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ) f(ηh(τ), τ)dηdτ,4��5

v0y(y, t) = h0

1∫
0

G2(y, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
t∫

0

G2(y, t, 0, τ)µ′
1(τ) dτ +

+

t∫
0

G2(y, t, 1, τ)µ′
2(τ) dτ +

t∫
0

1∫
0

G1y(y, t, η, τ) f(ηh(τ), τ) dη dτ, 4�65

Gk(y, t, η, τ) =
1

2
√

π(θ(t) − θ(τ))

+∞∑
n=−∞

(
exp

(
− (y − η + 2n)2

4(θ(t) − θ(τ))

)
+

+(−1)k exp
(
− (y + η + 2n)2

4(θ(t) − θ(τ))

))
, θ(t) =

t∫
0

a(τ)
h2(τ)

dτ, k = 1, 2.

9��������' <� Gk(y, t, η, τ), k = 1, 2 � %��$��" =���� ���������� �	�
�� 
� ���#��
$��(���� ������ ��" ����"��"

vt =
a(t)
h2(t)

vyy.
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9 ���� 4�5 ������ ��

a(t)ω(0, t) = µ3(t)h(t), t ∈ [0, T ], 4��5

� � ���� 4�85

h(t) =
µ4(t)

1∫
0

v(y, t)dy

, t ∈ [0, T ]. 4�75

+��� %	�	����&�� ����� 4�85 �� ������ .�������� ���� 
	��	� ' � ��	�!����
������
� �
� ��&��

p(t) =
(

µ′
4(t) −

a(t)
h(t)

(ω(1, t) − ω(0, t)) + b(0, t)µ1(t) − b(h(t), t)µ2(t) +

1∫
0

by(yh(t), t) ×

×v(y, t)dy − h(t)

1∫
0

(c(yh(t), t)v(y, t) + f(yh(t), t))dy

)
µ−1

2 (t), t ∈ [0, T ]. 4��5

1
�!' ������ 465)4�85 ��	�	�� �� � �
	� ����"�* 4�25' 4�35' 4��5)4��5 � �	����)
� � (a(t), h(t), p(t), v(y, t), ω(y, t))� 9����� 465)4�85 
� �#����� � �
	�� 	$�����	�
��
� 
��� �	���; "$<� 
��($� %��$��( (a(t), h(t), v(y, t)) & ����0"�$�� ������ 465)4�85
� �	��� ���	�	��#� � <	 �����	��"' 
� (a(t), h(t), p(t), v(y, t), ω(y, t)) > �	�	�	��� (
����0"��$ � �
	� 4�25' 4�35' 4��5)4��5� +��� �*� � & � ��	��	�	 
�	��!	��"; "$<�
(a(t), h(t), p(t), v(y, t), ω(y, t)) > �	�	�	��� ( ����0"��$ � �
	� 4�25' 4�35' 4��5)4��5'

� %��$��� (a(t), h(t), v(y, t)) & ����0"�$�� ������ 465)4�85� ��" �*�#� ���
�
�*� ��)
�	�
 ' <� �� %��$��� ���	!�
* $���� C[0, T ]×C1[0, T ]×C2,1(QT )∩C1,0(QT ) � ����)
���*�"�
* ���� 465)4�85�

1
!	' �	��( (a(t), h(t), p(t), v(y, t), ω(y, t)) ∈ (C[0, T ])3 × (C(QT ))2 & ����0"�$��
� �
	� 4�25' 4�35' 4��5)4��5� +� ��<	��" 
	��	� ���
* ���#� ���� %	�	������
 
������
* 4�25 �� y� +���� ���
 � �
� ����� ������
� � ������
� 4�35 ���#��
*�"' 
���
ω(y, t) = vy(y, t). ?� ����
��� 4�25 ��� �� � �����$' <� v(y, t) ��& ��
����� #���$��
*'
�������*�"& ����"��"

vt =
a(t)
h2(t)

vyy +
b(yh(t), t) + yp(t)

h(t)
vy + c(yh(t), t)v + f(yh(t), t) 4/85

( ���� 4�5' 475 ��" �����*� � �	�	�	��� � �� [0, T ] %��$��( a(t), h(t), p(t)�
1�$��*$ v(y, t) ∈ C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ) � µ4(t) ∈ C1[0, T ], 
� h(t) ∈ C1[0, T ]. +��)

� %	�	����&�� ������
* 4�75 �� t' � $�� �
����� ����"��" 4/85� 1�	�! ��

p(t)
(

µ2(t) − µ4(t)
h(t)

)
= µ′

4(t) −
a(t)(vy(1, t) − vy(0, t))

h(t)
− b(h(t), t)µ2(t) + b(0, t)µ1(t)+

+

1∫
0

by(yh(t), t)v(y, t)dy − h(t)

1∫
0

(c(yh(t), t)v(y, t) + f(yh(t), t))dy − h′(t)µ4(t)
h(t)

.
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.�������� ��� ��
���*�� ������
� ������
* 4��5' �
� ��&��

µ4(t)
h(t)

(p(t) − h′(t)) = 0,

����$ ' ��������� ���� 
	��	� ' ��&�� h′(t) = p(t). . $�� �
����� �	 � ����"���
4/85' �� ��� �� �� ����"��" 465� ����� 4��5 	$�����	�
�� ����� 4�5' ����� 4�75 >
����� 4�85�

��" ���	�	��" ��������" ����0"�$� � �
	� ����"�* 4�25' 4�35' 4��5)4��5 ���
�)
��&�� 
	��	�� @���	�� ��� �	������ 
��$� ���$�� �	�	�	����#� ��	��
���� ��"
�*�#� �����
$� �0"��&�� �������� ����$ ����0"�$�� � �
	� �

A��#�"�	�� ����"��" 4�35� 1�$��*$ 
1∫
0

G2(y, t, η, 0)dη = 1, 
� �#���� � ������ 4:/5


	��	� ��
 �	�� ����
���
* �	�
�#� �����$� 4�65' ��� ��
� �����$ 4�35 
� 4�65
�� t → 0 ��"���
* �� ���"� 1
�!' ����& 
�$	 � ��� t1 : 0 < t1 � T, "$	 � �����&
*�"
�	������
�

h0

2

1∫
0

G2(y, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη �
t∫

0

G2(y, t, 0, τ)µ′
1(τ) dτ −

t∫
0

G2(y, t, 1, τ)µ′
2(τ) dτ−

−
t∫

0

1∫
0

G1y(y, t, η, τ) f(ηh(τ), τ) dη dτ−
t∫

0

1∫
0

G1y(y, t, η, τ)
(

b(ηh(τ), τ) + ηp(τ)
h(τ)

ω(η, τ)+

+c(ηh(τ), τ)v(η, τ)
)

dηdτ.

B��� � 4�35 �
� ��&�� ����$� ω(y, t) �� ��

ω(y, t) � 1
2

min
[0,1]

ϕ′(yh0) ≡ M2 > 0, t ∈ [0, t1]. 4/�5

9 4��5' ��������� 4�/5 
� ����� 4:�5 
	��	� ' ������ ��

a(t) � H1µ3(t)
M2

� A1t
β , A1 > 0, t ∈ [0, t1]. 4//5

+����� �� W (t) = max
y∈[0,1]

|ω(y, t)|. . $�� �
����� ����"��" 4��5' �
� ��&��

|p(t)| � C3 + C4a(t)W (t), t ∈ [0, T ]. 4/25

.�������� 4/25 
� ����$ %��$��� =����

G2(y, t, η, τ) � C5

(
1 +

1√
θ(t) − θ(τ)

)
,

1∫
0

|G1y(y, t, η, τ)|dη � C6√
θ(t) − θ(τ)

,
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� 4�35 
� 4�65' ��	�!�&��

W (t) � C7 + C8

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

+ C9

t∫
0

W (τ)√
θ(t) − θ(τ)

dτ + C10

t∫
0

a(τ)W 2(τ)√
θ(t) − θ(τ)

dτ. 4/35

.�������� �	������
*
1

a(t)
� W (t)

µ3(t)
,

��" �	�
�#� ��
	#���� ������ ���
 � �	������
� 4/35 �
� ��&��

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

�
t∫

0

a(τ)W (τ)dτ

µ3(τ)
√

θ(t) − θ(τ)
.

C����#����
t∫

0

W (τ)dτ√
θ(t) − θ(τ)

�
t∫

0

a(τ)W 2(τ)dτ

µ3(τ)
√

θ(t) − θ(τ)
.

+����� �� W1(t) = W (t) + 1. B��� �	������
* 4/35 ��!�� �	�	� ��
 � � #�"��

W1(t) � C11 + C12

t∫
0

a(τ)W 2
1 (τ)dτ

µ3(τ)
√

θ(t) − θ(τ)
. 4/�5

+���	�	�� �� ��� ���
 � �	������
� 4/�5 �� $�����
�' � $�� �
����� �	������
�
��
� 
� ��
�)D��"$���*$�#�

W 2
1 (t) � 2C2

11 + 2C2
12

t∫
0

W 4
1 (τ)dτ√

θ(t) − θ(τ)

t∫
0

a2(τ)dτ

µ2
3(τ)

√
θ(t) − θ(τ)

. 4/65

A��#�"�	�� ��
	#��� J1 =

t∫
0

a2(τ)dτ

µ2
3(τ)

√
θ(t) − θ(τ)

. .�������� 4//5 
� � #�"� %��$���

θ(t)' ������ ��

θ(t) � A1

H2
0 (1 + β)

t1+β

���

t � (θ(t))
1

1+β

(
H2

0 (1 + β)
A1

) 1
1+β

.

B���' � $�� �
����� ����� 4:�5 
	��	� � ����$� 4//5' ��	�!�&��

J1 � C13

t∫
0

a(τ)dτ

τβ
√

θ(t) − θ(τ)
�

t∫
0

a(τ)dτ

θ(τ)
β

1+β
√

θ(t) − θ(τ)
.



;> &���� '()&*+�

+���" ����� ����� � z =
θ(τ)
θ(t)

�
� ��&��

J1 � C14(θ(t))
1−β

2(1+β)

1∫
0

dz

z
β

1+β
√

1 − z
� C15. 4/�5

.�������� 4/�5 � �	������
� 4/65' ������ ��

W 2
1 (t) � C16 + C17

t∫
0

W 4
1 (τ)dτ√

θ(t) − θ(τ)
.

. ��
����( �	������
� ���� �� t �� σ �' �����! �
 ��
a(σ)

µ3(σ)
√

θ(t) − θ(σ)
, �����)


	#��&�� �� �� σ ��� 0 �� t� . $�� �
����� 4/�5 
� ������
*

t∫
τ

a(σ)dσ√
(θ(t) − θ(σ))(θ(σ) − θ(τ))

= π,

� �
� ����� �	������
� ��
 �	��

t∫
0

a(σ)W 2
1 (σ)

µ3(σ)
√

θ(t) − θ(σ)
dσ � C18 + C19

t∫
0

W 4
1 (τ)
τβ

dτ.

+���
���"�� ��
���� �	������
* � 4/�5' ��	�!�&��

W1(t) � C20 + C21

t∫
0

W 4
1 (τ)
τβ

dτ.

+����� �� H(t) = C20 + C21

t∫
0

W 4
1 (τ)
τβ

dτ. B���

H ′(t) = C21
W 4

1 (t)
tβ

� C21
H4(t)

tβ
.

+����
	#�����
 ' � ��&� �	������
� ������ ��

H(t) � C20
3
√

(1 − β)
3
√

1 − β − 3C3
20C21t1−β

� M3, t ∈ [0, t2],

�	 � ��� t2 : 0 < t2 � T �������*�"& �����

1 − β − 3C3
20C21t

1−β
2 > 0.
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+��	�
��� �* �� ��	�	� � ������	�*' �
� ��&��

|ω(y, t)| � M3, t ∈ [0, t2], y ∈ [0, 1]. 4/75

1�
���" �	������
* ��& ���#� ���� 
 a(t) �� ��

a(t) � H0µ3(t)
M3

� A0t
β , A0 > 0, t ∈ [0, t2]. 4/�5

. $�� �
����� 4/75' 4/�5' � 4/25' ��	�!�&��

|p(t)| � M4, t ∈ [0, t2]. 4285

1
�!' ����$ ����0"�$�� � �
	� 4�25' 4�35' 4��5)4��5 �0"�������

���	�	�� ��������" #��� �� lim
t→+0

a(t)
tβ

> 0. 9 ���� 
	��	� � �� ��&' <�

lim
t→+0

vy(0, t) = lim
t→+0

h0

1∫
0

G2(0, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη = h0ϕ
′(0).

B���

lim
t→+0

a(t)
tβ

= lim
t→+0

µ3(t)h(t)
tβvy(0, t)

=
M

ϕ′(0)
> 0.

+����� � �
	�� 4�25' 4�35' 4��5)4��5 � � #�"�� ��	��
����#� ����"��" w =
Pw, �	 w = (a(t), h(t), p(t), v(y, t), ω(y, t))' � ��	��
�� E � �����&
*�" ���� )
� ���
 ��� ����"�* 4�25' 4�35' 4��5)4��5� F	�	� N ������ �� ���! �� N =

{(a(t), h(t), p(t), v(y, t), ω(y, t)) ∈ (C[0, T0])3 × (C(QT0
))2 : 0 < A0 � a(t)

tβ
� A1 <

∞, 0 < H0 � h(t) � H1 < ∞, |p(t)| � M4 < ∞, 0 < M0 � v(y, t) � M1 < ∞, |ω(y, t)| �
M3 < ∞}, �	 T0 = min{t1, t2}. . ����	�� ����$ ���
* ����� �
�	��!���
 ' <�
���! �� N ���$�� � ���$�	��' � ��	��
�� P �	�	��� 
* �� � �	�	� B	' <� ��	��
��
P ���$�� �	�	�	��� (' ����� 
*�" �����#���� "$ � ,�- � ,�-� B��� �#���� � 
	��	���
@���	�� ����& ����0"��$ � �
	� ����"�* 4�25' 4�35' 4��5)4��5' �' �
!	' � ����0"��$
������ 465)4�85 �� t ∈ [0, T0], y ∈ [0, 1].

$� %�&���'( ��������� ������ �� !��" �

#������ �� E���;>���/A B/ 1�3/9;F�D>� ;�/1�G
I87 b, c, f ∈ C1.0([0,∞) × [0, T ]), ϕ ∈ C2[0, h0], µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2;
��7 ϕ(x) � ϕ0 > 0, x ∈ [0,∞), µ4(t) > 0, t ∈ [0, T ];

IJ7 µ2(t) �= 0, t ∈ [0, T ],
µ3(t)
tβ

�= 0, t ∈ [0, T ].

�/4� �/012�0/3 0�4�5� 6�7
68�7 ?4�9�:�

���������� +� ���
 ��' <� ����& ��� ����0"�$ (ai(t), hi(t), vi(y, t)), i = 1, 2 ������
465)4�85� +����� ��

ri(t) =
ai(t)
h2

i (t)
, qi(t) =

h′
i(t)

hi(t)
, i = 1, 2, 42�5



;$ &���� '()&*+�

r(t) = r1(t) − r2(t), q(t) = q1(t) − q2(t), v(y, t) = v1(y, t) − v2(y, t). 42/5

9�����	�� ���� �� �������*�"�
* ����"��"

vt = r2(t)vyy +
(

b(yh2(t), t)
h2(t)

+ yq2(t)
)

vy + c(yh2(t), t)v + r(t)v1yy +

+
(

b(yh1(t), t) − b(yh2(t), t)
h1(t)

+ b(yh2(t), t)
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)
+ yq(t)

)
v1y +

+(c(yh1(t), t) − c(yh2(t), t))v1 + f(yh1(t), t) − f(yh2(t), t), (y, t) ∈ QT 4225


� ���� 

v(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1], v(0, t) = v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], 4235

r(t)v1y(0, t) + r2(t)vy(0, t) = µ3(t)
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)
, t ∈ [0, T ], 42�5

1∫
0

v(y, t)dy = µ4(t)
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)
, t ∈ [0, T ]. 4265

9� ������#�� %��$��� =���� G∗
1(y, t, η, τ) ��" ����"��"

vt =
a2(t)
h2

2(t)
vyy +

(
b(yh2(t), y)

h2(t)
+ yq2(t)

)
vy + c(yh2(t), t)v

����0"��$ ������ 4225' 4235 ������ � � #�"��

v(y, t) =

t∫
0

1∫
0

G∗
1(y, t, η, τ)

(
r(τ)v1ηη +

(
b(ηh1(τ), τ) − b(ηh2(τ), τ)

h1(τ)
+ b(ηh2(τ), τ) ×

×
(

1
h1(τ)

− 1
h2(τ)

)
+ ηq(τ)

)
v1η + (c(ηh1(τ), τ) − c(ηh2(τ), τ))v1 +

+f(ηh1(τ), τ) − f(ηh2(τ), τ)
)

dηdτ, (y, t) ∈ QT . 42�5

+����� �� ωi(y, t) = viy(y, t), i = 1, 2, ω(y, t) = vy(y, t). +��� %	�	�������
 42�5
�� y' �
� ��&��

ω(y, t) =

t∫
0

1∫
0

G∗
1y(y, t, η, τ)

(
r(τ)v1ηη +

(
b(ηh1(τ), τ) − b(ηh2(τ), τ)

h1(τ)
+ b(ηh2(τ), τ) ×

×
(

1
h1(τ)

− 1
h2(τ)

)
+ ηq(τ)

)
v1η + (c(ηh1(τ), τ) − c(ηh2(τ), τ))v1 +

+f(ηh1(τ), τ) − f(ηh2(τ), τ)
)

dηdτ, (y, t) ∈ QT . 4275
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9��(�	�� ����$� %��$��� v1yy(y, t). +����� �� �	�	� G
(1)
k (y, t, η, τ), k = 1, 2 %��$���

=���� ��" ����"��"

v1t =
a1(t)
h2

1(t)
v1yy

� $��(�� � ������ ���������� �	�
�#� 
� ���#�#� ����� B��� ����0"��$ v1(y, t)
������ 465)475 ������ � � #�"�� 4��5� . $�� �
����� ����
 ���
� %��$��� =����'
������ ��

v1yy(y, t) = h2
0

1∫
0

G
(1)
1 (y, t, η, 0)ϕ′′(ηh0)dη +

t∫
0

G
(1)
1η (y, t, 0, τ)

(
µ′

1(τ) − f(0, τ) −

−b(0, τ)
h1(τ)

ω1(0, τ) − c(0, τ)µ1(τ)
)

dτ −
t∫

0

G
(1)
1η (y, t, 1, τ)

(
µ′

2(τ) −

−f(h1(τ), τ) − b(h1(τ), τ) + p1(τ)
h1(τ)

ω1(1, τ) − c(h1(τ), τ)µ2(τ)
)

dτ −

−
t∫

0

1∫
0

G
(1)
1η (y, t, η, τ)

(
h1(τ)fη(ηh1(τ), τ) +

h1(τ)bη(ηh1(τ), τ) + p1(τ)
h1(τ)

×

×ω1(η, τ) + h1(τ)cη(ηh1(τ), τ)v1(η, τ) + c(ηh1(τ), τ)ω1(η, τ)
)

dηdτ −

−
t∫

0

1∫
0

G
(1)
1η (y, t, η, τ)

(
b(ηh1(τ), τ)

h1(τ)
+

ηp1(τ)
h1(τ)

)
v1ηη(η, τ)dηdτ =

4∑
i=1

Ii −

−
t∫

0

1∫
0

G
(1)
1η (y, t, η, τ)

b(ηh1(τ), τ) + ηp1(τ)
h1(τ)

v1ηη(η, τ)dηdτ, (y, t) ∈ QT .42�5

1��� �� $�!	� � �����$�� ��
	#���*��#� ����"��" 42�5� 1�$��*$ G
(1)
1 (y, t, η, 0) <

< G
(1)
2 (y, t, η, 0)' 
� ��" I1 �
� ��&��

|I1| � h2
0 max

y∈[0,1]
|ϕ′′(yh0)|

1∫
0

G
(1)
2 (y, t, η, 0)dη � C22.

1��� �� I2, � $�� �
����� � #�"� %��$��� G1η(y, t, η, τ)

|I2| � C23

t∫
0

|G(1)
1η (y, t, 0, τ)|dτ � C24t

− 3β+1
2

1∫
0

z−
2
3

+∞∑
n=−∞

|y +2n| exp
(
−C25(y + 2n)2

t1+βz

)
dz.

+���" ����� ����� � σ =

√
C25

t1+βz
(y + 2n), � $�� �
����� � #�"� ��
	#���� (��)



;% &���� '()&*+�

������
� 
� (�#� ����
 ���
�' �
� ��&��

|I2| � C26

tβ
.

C����#���� |I3| � C27

tβ
. ��" I4 ��� 
	��

|I4| � C28

t∫
0

1∫
0

|G(1)
1η (y, t, η, τ)|dηdτ � C29

t∫
0

dτ√
θ1(t) − θ1(τ)

� C30

t∫
0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

�

� C31t
1−β

2 .

1
!	'

4∑
i=1

|Ii| � C32

tβ
. 4385

9 ����$ ��" I4 � �� ��&' <� "��� ��
	#���*��#� ����"��" 42�5 ��& ��
	#����� ����)
� ���
*� B���' ��������� 4385' �
� ��&�� 
�$� ����$� ��" %��$��� v1yy(y, t)

|v1yy(y, t)| � C33

tβ
. 43�5

9#���� � ������ (B3) 
	��	� v1y(0, t) �= 0, t ∈ [0, T ]. B��� � ���� 42�5 ������ ��

r(t)v1y(0, t) = −r2(t)vy(0, t) + µ3(t)
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)
, t ∈ [0, T ]. 43/5

1�$��*$ (ai(t), hi(t), vi(y, t)), i = 1, 2 � ����0"�$ ������ 465)4�85' 
� ��" qi(t), i =
1, 2 ���� �*�� ������
�

qi(t)µ2(t) =
µ′

4(t)
hi(t)

−ri(t)(ωi(1, t)−ωi(0, t))− 1
hi(t)

1∫
0

b(yhi(t), t)ωi(y, t)dy−
1∫

0

(c(yhi(t), t)×

×vi(y, t) + f(yhi(t), t))dy, i = 1, 2.
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.���"�
 ��' �� ��� �� �� ����"��"

µ2(t)q(t) = µ′
4(t)

(
1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
− r(t)(ω1(1, t) − ω1(0, t)) − r2(t)(ω(1, t) − ω(0, t)) −

−
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

) 1∫
0

b(yh1(t), t)ω1(y, t)dy − 1
h2(t)

1∫
0

(
(b(yh1(t), t) −

−b(yh2(t), t))ω1(y, t) + b(yh2(t), t)ω(y, t)
)

dy −
1∫

0

((c(yh1(t), t) −

−c(yh2(t), t))v1(y, t) + c(yh2(t), t)v(y, t))dy +

1∫
0

(f(yh1(t), t) −

−f(yh2(t), t))dy, t ∈ [0, T ]. 4325

. ��� �� hi(t), i = 1, 2 �	�	� qi(t), i = 1, 2. ��" �*�#� �$�� �
�&���" ������	��"�
42�5

hi(t) = hi(0) exp
( t∫

0

qi(τ)dτ

)
, i = 1, 2.

9#���� � ������ (B2) 
	��	� h1(0) = h2(0) = h0� B���' � $�� �
����� ������
*

ex − ey = (x − y)

1∫
0

ey+τ(x−y)dτ,

�
� ��&��

h1(t) − h2(t) = h0

1∫
0

q(τ)dτ

1∫
0

exp
( t∫

0

(σq(τ) + q2(τ))dτ

)
dσ. 4335

1
hk

1(t)
− 1

hk
2(t)

= − k

hk
0

1∫
0

q(τ)dτ

1∫
0

exp
(
−k

t∫
0

(σq(τ) + q2(τ))dτ

)
dσ, k = 1, 2. 43�5

+� ��<	��" (B1) 
	��	� ���	��	��& ���� �*���
* �	�	
���	��"

f(yh1(t), t) − f(yh2(t), t) = y(h1(t) − h2(t))

1∫
0

fx(y(h2(t) + σ(h1(t) − h2(t))), t)dσ. 4365

C����#���� �	�	
���	��" � $����
*�" ��" %��$��( b(y, t) 
� c(y, t).



;9 &���� '()&*+�

+���
�� �
 42�5' 4275' 4335)4365 � 43/5' 4325' �
� ��&�� � �
	�� �������� � ��
	#)
���*� � ����"�* .��*
	��� ���#�#� ���� �
������ �	����� � r(t), q(t) � "���� ' <�
���
* ��
	#����� ����� ���
�� 9 &� ���
� ����0"�$� 
�$ � � �
	� ��	�!�&��

r(t) ≡ 0, q(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ],

��� �#���� � 42�5' 42/5

a1(t) ≡ a2(t), h1(t) ≡ h2(t), t ∈ [0, T ].

. $�� �
����� �	 � ������ 4225' 4235' ������ ��

v1(y, t) ≡ v2(y, t), (y, t) ∈ QT ,

<� ( ���	�
�& ���	�	��" 
	��	� �

�� ��C4�9� �� 1�	��	�� ������ ��" �����������#� ����"��" � � ���!	��"�
GG .���� H*���� ��)
�� I	�� �	��� ��
�� /88��� . �� 63�� I� /3�)/���

/� �1�95/1 K��� 1�	��	�� ������ � ���*��� �	!	� ��" ����"��" 
	������������
�
GG �$�� ��
� !����� /882�� ��' J��� I� �8�)��8�

2� L�4H��1 K� K� 1���
��" ������ ��" �K��!���<	#��" L�� �
 �	�$�#� ����)
�	� " GG +� �	�	� 	 �	
���� %��$�� ����� � �����	� "� ��
� % ��� ?���� )
� ��$' ��7��� I� 66)���

3� MC4�>N��1 �� 1� ����( ����
��( �����	 ��" �K��!���<	#��" # �	���� �	)
�$�#� �����	� " �
���#� ���"�$� GG M��	�
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�. ����� )
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�� �
	�� Tλ ��* 	�	��
��� ������� ������� "���� )
����
��
�& ��� ����
���� 

 � 	�������


�& ��)��)
������� n ����� )
�����
�� E��
.
αi (i = 1, n ) F .�����
�	�� ����& 2� )
�����

�& ��� 

��.6�� 

 � 	�������


�&
+ )
�����

�� i��� ���� ) �
	�� � 	�������


� Tµi !������
� ��)������

 ���
��

���
 ������

%� 7����	����& 2�
n∑

i=1

αi = 1& 
 ���
����� ������
� Tλ � Tµi (i = 1, n )

�
(�� 	��
��

� �
���
���
� 	�����


� mλ = M(Tλ)& mµi = M(Tµi) (i = 1, n )�
7��


��)�+�� �� ��� 	�	���� 

 ��*� �������� �����*�� �
	� T � >
 ���
���

������� �
	� ���.���� ����
� 

����*�

� ���6��� )
�����

� � )���
��� ������
�
	� � ����
� )
���6�

� � 	�������


� ��������� )
�����

��

7����	 '�
����
��


� 	�	���� + ������


�� ���
������ �����*��� �
	� ����
�
��	�( Tµi !) �����	� ��
�� i = 1, n % � T0i ) ��� 	
��� i !�
	 ��� ����
�� )
���6�
�

� � 	�������


� ��������� )
�����

� ���� i �� ����
�� ��� ���� 

	���
���%�
G�2� N F ������	�� )
�����
�& 2� 

��.6�� � 	�	���� )
 �
	 T & N��� F ������	��
� 	��*�
�� )
�����
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 ��. �
	& �� ����
�+��	� 
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 ���
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T ≈ (N − 1)mλ + m̃µ ≈
n∑

i=1

αiN���(mµi + m0i) − m0j , (1)

�� m0i = M(T0i)& j F ��� �	�


���� � 	��*�
��� )
�����

�& m̃µ F �
	 ��� ���
��
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D��
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P��� = lim
N→∞

N���

N
= lim

N→∞

mλ +
m̃µ + m0j − mλ

N
n∑

i=1

αi(mµi + m0i)
=

mλ
n∑

i=1

αi(mµi + m0i)
. (2)

$����

�. ��)����
� 
� )��
���	�& ��2� )
 ���
��� �� ��
��� �����*�
 �
	� T
�)���  �������. �
6�. ����
� '�
����
��


� 	�	����& ���� ����*


 '�����

��� .�����
�	�� � 	�������


� ��������
+ ��

��
��� 	�
���

�
��� �����	� ���
��
��


��
�5 "#$ ) ������
��� H����� ��
��5 �
	��
� !�% �
+ ���	�
�� 	�����*��
�
��& 2� ������ ���������  ����!�� � �"�#������� � $��#%�� & �������'
�� ����!%���( ��"%��"�!��( �$������� ��$������( �%��!�� Tλ) Tµi � T0i

(i = 1, n )�
7��
�����+�� 	�

� 	�	����& ��� ��������
(�� ��

��
��� 	�
���

�
��� ����

��	�& ��������
� �� ������	�� )
�����
� � 	�	����? s0 F 	�	���
 ����

& s1 F � 	��
	���� + ��
� )
�����

�& s1i F � 	�	���� + ��
� )
�����

� i��� ����� $	������ ���
	�
���

�
��� �����	� .�����
�	�� ���� ��


� 	�	���� � ���
��� 	�

� �����
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�& �� ��� .�����
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�
��� �����	� ) !�% �����
+�� '������

p0 =

n∑
i=1

αim0i

n∑
i=1

αi(mµi + m0i)
=

P���

mλ

n∑
i=1

αim0i,

p1 =
P���

mλ

n∑
i=1

αimµi , p1i =
P���

mλ
αimµi (i = 1, n ),

(3)

�� pj & p1i F 	�
���

�

 .�����
�	�� ���� ��


� 	�	���� � 	�

� sj ( j = 0, 1 )&
s1i (i = 1, n ) ��������
��

7���.���� �� 


��)� ���
�����5 ������
 T0i (i = 1, n )� $	������ ��� �	��
i = 1, n �����*�� �
	� Tλ � Tµi ����

(��	� ��
��
	
�& �� ����
��	�� �
	� T0i

)
��*��� ��� ������	�� )
�����
�& 2� 

��.6�� � 	�	���� )
 �
	 � 	�������


�
��
��� )
�����

� Tµi � #
+�� T0i = Tλ −Tµi & ��2� )
 �
	 Tµi 
� 

��.6�� *��
���
)
�����

� !����� A1i%I T0i = Tλ + Tλ − Tµi & ��2� )
 �
	 Tµi 

��.6�� ��
� )
����
��

� !����� A2i%I T0i = Tλ+Tλ+Tλ−Tµi & ��2� )
 �
	 Tµi 

��.6�� ��
 )
�����

�
!����� A3i% � �
� �
��� J�����
�	�� ����. Aki ( k = 1, 2, . . . ) ��������
� �����
((��

P (A1i) = q1i = P{Tµi < Tλ}; P (A2i) = q2i = P{Tλ � Tµi < Tλ + Tλ};
P (A3i) = q3i = P{Tλ + Tλ � Tµi < Tλ + Tλ + Tλ}, . . . (i = 1, n ).

H�)

���� �
���
���
� 	�����


� ���
�����5 ������
� T0i?
M(T0i) = mλ − mµi ) ������
�	�( q1iI M(T0i) = 2mλ − mµi ) ������
�	�(
q2iI M(T0i) = 3mλ − mµi ) ������
�	�( q3i � �
� �
��� #
���
���
� 	�����


� m0i

��*��� � ��	���� )
 '������( ���
��� �
���
���
��� 	�����


�

m0i =
∞∑

k=1

(kmλ − mµi)qki = mλ

∞∑
k=1

kqki − mµi (i = 1, n ).
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k=1

qki = 1& �	������ ����5 Aki ( k = 1, 2, . . . ) �����((�� ���
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3��3��� �/�/-��� 0� 6-�3<�33��� ��������<3��� 6�/;�1�33��� �3���1�2�1 <�67
��= 676�;3��� �/;���� M(Tλ) = mλ> M(Tµi) = mµi (i = 1, n ) � 05�8�?�46� <�62/1�
��;�

Sqi =
∞∑

k=1

kqki (i = 1, n )

qki = P{Tλ + . . . + Tλ︸ ︷︷ ︸
(k−1) ��������

� Tµi < Tλ + . . . + Tλ︸ ︷︷ ︸
k ��������

}, ( k = 1, 2, . . . , i = 1, n ),
(5)

�/ ;2� /;3/-�3�243/@ �AB 0 1�;�/1��� � 3�/;3/��;3��� 0��/12�33��� �6379 8��

3�<3�C 6��:�/3��3�C ��/:�6> ;2� �-/8/ C�/1��3�6�4 /56278/171�33� � C�/1��3/6��
6��3�1 6�6���� 1�03�<�?�46� 0� D/��72���E

P��� =
mλ

n∑
i=1

αi(mµi + m0i)
=

1
n∑

i=1

αiSqi

, p0 =
P���

mλ

n∑
i=1

αim0i,

p1 =
P���

mλ

n∑
i=1

αimµi , p1i =
P���

mλ
αimµi (i = 1, n ),

m0i = mλSqi − mµi (i = 1, n ).

(6)

$	������ Sqi = M(Xi) + 1 (i = 1, n )& �� Xi F ������	�� )
�����
�& 2� 

��.6��
� 	�	���� )
 �
	 Tµi & �� ) �*
�	�� i��� ���� !�% �)

�
+& 2� 	����
� ������	�� )
����
��
�& 2� 

������� � 	�	���� )
 �
	 � 	�������


� ��
��� )
�����

� i��� ����
Tµi (i = 1, n )& + 	��
��

�(�

G�2� � '�����
� !=% ���.
��� αj = 1& αi = 0 (i = 1, n & i �= j)& �� �����
+��
��)����� ������
�	��.& 2� ��������
+ ��

��
��� 	�
���

�
��� �����	� ��� "#$
;:;:�:B ) ��
����
��� )
�����

����

E
������ ��)����
�� � ��	��

� 	�� ����� !�% � .�����
�	��. !=% ��� ������
������� ��)������� ���
������ ������
 Tλ � Tµi (i = 1, n )�

+������ �
�
 ����;-/1� 1�2�<�3� Tλ � Tµi ( i = 1, n ) �/0�/;�2�3� 0� 0�-/3���
F�2�38� ;�78/8/ �/��;-7 0 ����������� λ � µi ( i = 1, n ) 1�;�/1�;3/�
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Sqi = µ2
i

∞∑
k=1

k
(
2kλ + (2k − 1)(λ + µi)

)
λ2k−2

(λ + µi)2k+1
=

=
(λ + µi)(4λ2 + 3λµi + µ2

i )
µ(2λ + µi)2

(i = 1, n );

P��� =
( n∑

i=1

αi(λ + µi)(4λ2 + 3λµi + µ2
i )

µi(2λ + µi)2

)−1

, p1 =
λ

n∑
i=1

αi

µi

n∑
i=1

αi(λ + µi)(4λ2 + 3λµi + µ2
i )

µi(2λ + µi)2

,

p0 = 1 − p1; p1i =
λαi

µi

n∑
k=1

αk(λ + µk)(4λ2 + 3λµk + µ2
k)

µk(2λ + µk)2

(i = 1, n ).

+������ �
�
 G�6 Tλ �/0�/;�2�3�C 0� 0�-/3/� F�2�38� ;�78/8/ �/��;-7 0 ��

������/� λ> �/�/-� /56278/171�34 ��872��3� (Tµi = Ti = const> i = 1, n )�

Sqi = e−λTi

∞∑
k=1

k

(
(λTi)2k−2

(2k − 2)!
+

(λTi)2k−1

(2k − 1)!

)
=

1
4
(
3 + 2λTi + e−2λTi

)
(i = 1, n );

P��� =
4

n∑
i=1

αi

(
3 + 2λTi + e−2λTi

) , p1 =
2λ

n∑
i=1

αiTi

n∑
i=1

αi

(
3 + 2λTi + e−2λTi

) ,

p0 = 1 − p1; p1i =
2λαiTi

n∑
k=1

αk

(
3 + 2λTk + e−2λTk

) (i = 1, n ).

+������ �
,
 H/��- 0��/12�34 ��872��3�C (Tλ = T = const )> �/�/-� /5627

8/171�34 3�C��/6��I� (Tµi = 1/µi> i = 1, n )�

Sqi =
∞∑

k=1

k
(
e−(k−1)µiT − e−kµiT

)
=

1
1 − e−µiT

(i = 1, n );

P��� =
1

n∑
i=1

αi

1 − e−µiT

; p1 =

n∑
i=1

αi

µi

T
n∑

i=1

αi

1 − e−µiT

, p0 = 1 − p1;

p1i =
αi

µiT
n∑

k=1

αk

1 − e−µkT

(i = 1, n ).

,
 ������������ ��� � �-�%.%��� �������"� ���#� � !%���
 D�)���
���
"#$ 9:;:�:< ) 

.���	��6�� ������� )
�����
� !M(Tλ) = mλ = 1/λ %& � ���.
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������	�� ��	�� � ���)� 
� ��*� ������2��
�� ��	�
 m� G� � �

�6�& ��)��)
�������
n ����� )
�����
� ) �
	�� � 	�������


�& ���. �����
(+ ��������
� Tµi (i = 1, n )
��� )
�����

� i��� ����I αi (i = 1, n ) F .�����
�	�� ����& 2� )
�����

�& ���



��.6�� 

 � 	�������


�& + )
�����

�� i��� ����� 7����	����& 2�
n∑

i=1

αi = 1&

� ���
����� ������
� Tµi (i = 1, n ) �
(�� 	��
��

� �
���
���
� 	�����


� mµi =
M(Tµi) (i = 1, n )�

H������ 
����
��( 	�

�� 	�	����? 	�

��� si (i = 0, m + 1 ) ��������
+ 

��
�	��
� 	�	���� i )
�����
��

E��
. Nk F ������	�� )
�����
�& ��� )
��6
(��	� � 	�	���� � ��. ����
�& ���
�� k�� � 	��*�
� )
�����

�& )
���6��6� � 	�������


�& �����
+ 	�	����� K���
����� {Nk = j } �)

�
+& 2� k�� � 	��*�
� )
�����

�& �����
(�� 	�	����& ����
�+�� ���������� 55 �� 	�

� sj � >
 '������( ���
�5 .�����
�	�� P{Nk = j } =
n∑

i=1

αiP{Nki = j }& �� Nki L ������	�� )
�����
�& ��� ���� ��
(�� � 	�	���� � ��.

����
�& ���� k�� � 	��*�
� )
�����

�& ��� + )
�����

�� i��� ����& )
���6��6�
� 	�������


�& �����
+ 	�	�����

>
���& ������	����(�� '������ ���
�5 .�����
�	��& ��*��� )
��	
��

P{Nk+1, i = j } =
m∑

s=0

P{Nk+1, i = j |Nk = s }P{Nk = s },

j = 0, m − 1 ; k = 1, 2, . . . ; i = 1, n .

(7)

7������
� .�����
�	�� P{Nk+1, i = j |Nk = s } 
� )
��*
�� ��� 
����
 � 	��*�
���
)
�����

� k& 
 ��)

�
(��	� ) ��
���


�� ������	�� )
�����
�& ��� 

������� �
	�	���� )
 �
	 � 	�������


� ��
��� )
�����

� i��� ���� Tµi

pjsi = P{Nk+1, i = j |Nk = s } =




πji, s = 0;
πj−s+1, i, s = 1, j + 1;
0, s > j + 1,

�� πji F .�����
�	�� ����& 2� � 

.���	��6��� ������ �
��
	��
�	�� λ )
 �
	 Tµi

��� �����	� j ����.� G�2� Tµi F 
�������

 ���
����
 ������

& ��

πji =

∞∫
0

(λt)j

j!
e−λtpi(t) dt ( j = 0, m , i = 1, n ).

K�� pi(t) F 2���
�	�� ��)������ .�����
�	��. ���
�����5 ������
� Tµi �
��� "#$ 9:;:�:< ) ��
����
��� )
�����

��� �	
��


� ��

��
��� 	�
�

���

�
��� �����	� ������
+ ) �������
�5 ������� ��� ��
����
��� �

�(�
 #
��
���
 )� 	��
��

�( �
�*�
�( 	�

�� !���� ,M& N� =� - 
 � ,O& N� =M -%� $	������ �
	
� 	�������


� ��
��� )
�����

� �
+ ������
�. ��)�����& �� ����
�� )��
� 	�

��
�����	�& 2� ���	�+ ����(��( 	�	����& �� ��
(�� �
�& 2� ��. �����	 ������� �
��
���	���( ��
	����	�(� ��� ����� ��	�
�
�� )
 ����
�� )��
� 	�

�� �� �
�� 	
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�� ����
��& ���� ������� � 	��*�
� )
�����

� �����
+ 	�	����& 
 � 	
�� �
�*�
�
	�

�� ���(���� �	����� ��*���� )

��

� ��	�
 j !j = 0, m % F ������	�� )
����
��
�& 2� )
��6
(��	� � 	�	���� � ����
� )
���6�

� � 	�������


� )
�����

�
,�& N� �O -� ��� 	�	���� ) 
���
����
��� )
�����

��� ��
����
�	�� 


�����
� �� ��
���

��� �

�(�
 #
����
 ) ���*���	�& �	������ �������
� .�����
�	�� ��� 
����&
������	�
�6� '������ ���
�5 .�����
�	��& ��*

 )
��	
�� � �������

pjs =
n∑

i=1

αipjsi ( j, s = 0, m ).

$�*�& �	
�(�� ��

���

Πji = lim
k→∞

P{Nk, i = j }, Π∗
ji = lim

k→∞
P{Nk = j } =

n∑
i=1

αiΠji ( j = 0, m ),

� ��� ��

��
��� 	�
���

�
��� �����	� � 	�������


� 	������
�6�

� !M% 

 ��
�
(�� �������

Πji = πji Π∗
0 +

j∑
k=1

πj−k+1, i Π∗
k + π0i Π∗

j+1 ( j = 0, m − 1 , i = 1, n ). (8)

7��	���+�� ���
�

� !O% )
 i& ���
�*��6� ��*
� i�� ���
�

� 

 αi ! i = 1, n )�
#
������

Π∗
j = πj Π∗

0 +
j∑

k=1

πj−k+1 Π∗
k + π0 Π∗

j+1 ( j = 0, m − 1 ),

�� πj =
n∑

i=1

αiπji !j = 0, m − 1 %� >���	� �����
+�� ������
�
� 	������
�6�

�& ���

�
(�� )���� ��	�����
� ��)

�
�� Π∗
j F 	�
���

�
� .�����
�	�� ����5 P � 	��*�
�

)
�����

�& �����
(�� 	�	����& ����+�� ���������� 55 �� 	�

� sj Q

Π∗
j+1 = π−1

0

(
Π∗

j − πj Π∗
0 −

j∑
k=1

πj−k+1 Π∗
k

)
( j = 0, m − 1 ); (9)

m∑
j=0

Π∗
j = 1. (10)

>�����
& ��� m = 1& 2 ) !�%& !�B% �����
+��

Π∗
0 = π0 =

n∑
i=1

αiπ0i, Π∗
1 = 1 − π0 (m = 1 );

Π∗
0 =

π2
0

1 − π1
, Π∗

1 =
π0(1 − π0)

1 − π1
, Π∗

2 =
1 − π0 − π1

1 − π1
(m = 2 ).
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��� ��

��
��� 	�
���

�
��� �����	� � 	�������


� ��)

���� ����) pj !j =
0, m + 1 % .�����
�	�� ���� ��


� 	�	���� � 	�

� sj � $���
(��	� 

 ������� , =&
N� �OM -& ��
 ��6��(+��	� 

 �	� �����	�& 2� ��� ��
(��	� )
 	����( ”)
�� ���L
��)�
�*�

�“& � ��
����(��& 2� ����� )
�����
� 

.���	��6�.& ��*��� 	�����*��
�
��& 2� ��)����� ������
�	��. Π∗

j !j = 0, m % ) ��
+��	� ) ��)������� ������
�	��.
pj & )
 �����& 2� j ≤ m� R� �)

�
+& 2� ��� j ≤ m ������
�	�� pj + ��)�A�)�
��
	�	���� ���
�
� !�%& 
��  �) ����� !�B%& �� ��

pj = cΠ∗
j ( j = 0, m ), (11)

�� c L ���
�

 	�
�
& ��� ��� 
 )

.���
H�
����(��& 2� 	�	���
 ��
��


��

& 
 ����� )
�����
� 

.���	��6�.& �
���

�
���
� 	�����


� ������	�� )
.
���� �


��� ! 	����
( ������	�� )
.
���� �


�
���% ��*��� ��)

���� � �������

k = 1 − p0 = λmµ(1 − pm+1), mµ =
n∑

i=1

αimµi ,

)�����

pm+1 =
λmµ − (1 − p0)

λmµ
. (12)

7��	�
���6� !��% � !��% � ���� �
	��
� ���
�	��
m+1∑
j=0

pj = 1 � ������	�
�6� !�B%&

����*���

c

m∑
j=0

Π∗
j +

1
λmµ

(cΠ∗
0 − 1 + λmµ) = 1 ⇒ c =

1

λmµ

m∑
j=0

Π∗
j + Π∗

0

=
1

λmµ + Π∗
0

.

$�*�& ��*��� )
��	
�� �	�
���
� '������ ��� 	�
���

�
��� ��)������ .������

�	��. 	�

�� 	�	����& 
 �
��* ��� ������ ���
)
���� �'�����
�	�� ��+5 "#$?

pj =
Π∗

j

λmµ + Π∗
0

( j = 0, m ), pm+1 = 1 − 1 − p0

λmµ
=

λmµ + Π∗
0 − 1

λmµ + Π∗
0

;

P��� = 1 − pm+1 =
1

λmµ + Π∗
0

; k = 1 − p0 =
λmµ

λmµ + Π∗
0

,

(13)

�� P��� L 	�
���

�

 .�����
�	�� � 	�������


� ��� )
�����

�& 2� 

��.6�� �
	�	�����

7��.
��6� αj = 1& αi = 0 (i = 1, n & i �= j)& ) '����� !�1% �� �
	�����. ���
���
����*��� ��)����� ������
�	��. , =& N� �1M -& 2� ��������
+ ��

��
��� 	�
���

�
���
�����	� ��� "#$ 9:;:�:< ) ��
����
��� )
�����

����

H�����	����(�� )

.��
� .�����
�	�� pj ( j = 0, m + 1 )& ��*

 � ��	���� 	�����


( ������	�� )
�����
� � ���)� r =
m+1∑
j=2

(j − 1)pj& 
 � ���
��� m = 1& ���� Π∗
0 = π0
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�

r = p2 =
λmµ + π0 − 1

λmµ + Π∗
0

=
mµ − 1 − π0

λ

mµ +
Π∗

0

λ

,

��*

 )

.�� � 	����
�. �
	 ���� ��


� )
�����

� � ���)�

tr = mµ − 1 − π0

λ
.

+������ ,
�
 J/082�3��/ �AB $KLKMKM 0 0��/12�33��� n ����1E 0 ��/1��3�6�?

αi ( i = 1, n,
n∑

i=1

αi = 1 ) 0��/12�33�> ./ �/�����2/ 3� /56278/171�33�> 9 0��/12�3


3�� i
8/ ���7> � ;2� 34/8/ <�6 /56278/171�33� Tµi N 1���;-/1� 1�2�<�3�> ��13/���3/
�/0�/;�2�3� 3� ��/��=-7 ( ai, bi ) ( i = 1, n )�

#
+��

mµi =
ai + bi

2
, mµ =

1
2

n∑
i=1

αi(ai + bi); Π∗
0 = π0 =

1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

,

Π∗
1 = 1 − π0; p0 =

1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

λ

2

n∑
i=1

αi(ai + bi) +
1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

;

p1 =
1 − 1

λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

λ

2

n∑
i=1

αi(ai + bi) +
1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

;

P��� =
1

λ

2

n∑
i=1

αi(ai + bi) +
1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

; p2 = r = 1 − P���;

tr =
1
2

n∑
i=1

αi(ai + bi) − 1
λ

+
1
λ2

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

.
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��������� ������ � ���������	��� ��
	�

�������	� ���
	��� � ��������	� ����

������


������� ��	
��
� �������� ��������

���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

�
�� ��������������	� �� ����� ������ ���	��	

�����Φ � �����	�
 	������
	� ������	����
	� 	� (−∞, 0) ��	���� ����
 ��

Φ′(σ) ↑ +∞ � |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞ ��� σ ↑ 0
 � ϕ � ��	����
 ����	�	� �� Φ′� ���

���� ������� F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} � 	����
�� �������� �������	�� ����	����

���� � � M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} � µ(σ, F ) = max{|an| exp(σ, F ) : n �
� 0}, σ < 0� ��
���	�
 �� �� � �
� lim

t→+∞
|ϕ(λn)|/|Φ−1(ln n)| < 1 ���

��	�!�		�

ln µ(σ, F ) � Φ(σ(1 + o(1))) � ln M(σ, F ) � Φ(σ(1 + o(1))) ��� σ ↑ 0 " ��
	�����#

	� ��

������� ����	� �������	� ����	� � ��
�����	� ���� �������
  ���� � 

 �����
  ���� ���	�� $��	�

	
��
 Λ = (λn) � ��������� �� +∞ ������������� �
������� � � �
�! � S(Λ; 0) �
"��� �#��� ������


F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, $�%

� �&������ �'�( ��� �'�������) �'�*������ ��# σ < 0 �� 
�
�� M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}! � �
��
 µ(σ, F ) = max{|an| exp(σ, F ) : n � 0} � ��"+
� ����� 
 ��
� �#�& $�%� ,
�
� Ω(0) ������ �� "��� ������ � �
�'�
*
� � ��
(−∞, 0) -&�"(�
 Φ ��" �! .� ������� Φ′ �������! �
�
�
���� � -
�
�(�
���� �
������� �� +∞ �� (−∞, 0)� ��# Φ ∈ Ω(0) �
��
 ϕ � -&�"(�#! �'
��
�� �� Φ′! �
Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) � -&�"(�#! ���(�
����� � Φ �� 	�������� /��� 0�1 -&�"(�#

�© ������� �	
 ����
��� �	
 ����
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Ψ �
�
�
���� � -
�
�(�
����� � ������� �� 2 �� (−∞, 0)! � -&�"(�# ϕ �
�
�
����
� -
�
�(�
���� � ������� �� 2 �� (0, +∞)� 3���� � �� ���! .� 
 �'
��
�� �� Ψ
-&�"(�# Ψ−1 ��"�* ������� �� 2 �� (−∞, 0)� 4 0�1 ���
�
�� ��"
5 #".� Φ ∈ Ω(0)
��"�! .� Φ(σ)/Φ′(σ) ↗ +∞ � ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)) �� σ0 � σ ↑ 0! �� ��# ��6�!
.�' ��# "�*��) -&�"(�) F ∈ S(Λ; 0) ���������7
��# ln µ(σ, F ) � (1 + o(1))Φ(σ) �
ln M(σ, F ) � (1 + o(1))Φ(σ) �� σ ↑ 0 '&� ������ ��� � ! �
�'����� � ���������!
.�' ln n(t) = o(Φ(Ψ(ϕ(t)))) �� t → +∞! �
 n(t) =

∑
λn�t 1 � ��� ���� -&�"(�#

������������� Λ�
3����� �� &���& �� Λ! �� #"�) � ������ ��� � ���������7
��#

ln µ(σ, F ) � Φ((1 + o(1))σ), σ ↑ 0 $�%

�
ln M(σ, F ) � Φ((1 + o(1))σ), σ ↑ 0. $�%

3�&��* ��! .� ��# (�� � �#��� ������
 ����'�� ������ �����#���� � 0�1� 3�&��* ��
��"�* ��"
5 #".� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) = O(1)! σ ↑ 0! �� Φ((1 + o(1))σ) = (1 + o(1))Φ(σ)!
σ ↑ 0! ��'�� ������ ���� ���# �� ������! �����#����) � 0�1! ���& ������ ���*�� �
��!
.� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞! σ ↑ 0�

	��
7��! ��&��* ��! .� �
�������� ��7� µ(σ, F ) � M(σ, F ) ����� �� ��� �
! .�
� $�% � �� ��� $�% ��# '&��+#"�6� �#�& ������
� 8�*
! ��� 7�����# ������ � &��� 
�� Λ! �� #" � � $�% � �� ��� $�%�

��# (��6� �
�
� S∗(Λ; 0) ������ �� "��� -������� � �#��� ������
 $�% ��" �!
.� |an| exp{σλn} → 0! n → ∞! ��# "�*��6� σ < 0! ��'�� ��"� ����� 
 ��
� ��"�6�
�#�& ���&� ��# "�*��6� σ < 0! ��
 �'�( �� �'�������) �'�*����� ��*
 '&� < 0�
9&�
�� 6���� � ! .� ��" 
 �#� ���
* �� �� "���& S∗

µ,Φ(Λ; 0)! #".� � "��&����#
���������7
��# $�%� 3�
7���! �
�
� SM,Φ(Λ; 0) ������ �� "��� �'������� �'�*� �
� {s : :;s < 0} �#��� ������
 $�%! ��# #" � � "��&����# ���������7
��# $�%�

�������� ����- ./012�� Φ ∈ Ω(0) ��1�3 45 ./012�� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞ ���

σ ↑ 0� 67� �585 459 S∗
µ,Φ(Λ; 0) ⊂ SM,Φ(Λ; 0)3 :5;���0<53 459

lim
t→+∞ |ϕ(t)|/|Φ−1(ln n(t))| < 1, $<%

� �1453 :5:��15=53 ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)) ��� σ ↑ 03 �5 0�59��:053 459

lim
t→+∞ |ϕ(t)|/|Φ−1(ln n(t))| � 1. $�%

���������� =
�
�&��� ��&��* ��! .� � &��� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞(σ ↑ 0) � �� ���!
.� Ψ(σ) ∼ σ �� σ ↑ 0 � {σ(Φ′(σ))2 − (Φ′(σ) + σΦ′′(σ))Φ(σ)}/(Φ′(σ))2 � 0! ��'��
|σ|Φ′′(σ/Φ′(σ)) � |σ|Φ′(σ/Φ(σ))! σ ↑ 0� 3���� xϕ′(x)/|ϕ(x)| → 0! x → +∞! ��'��
|ϕ(x)| � �������� ������ -&�"(�#�

���
�
�� ������"& ����������� &��� $<%� ��# (��6� � "�� ������ ��"
 ��
��+
*
��# 0�15 ��# ��6� .�' ln µ(σ, F ) � Φ(σ) ��# ���� σ � σ∗! �
�'����� � ���������!
.�' ln |an| � −λnΨ(ϕ(λn)) ��# ���� n � n∗� 8�"���" ln µ(σ, F ) � Φ(σ/(1 + ε))
��# "�*��6� ε > 0 � ���� σ ∈ [σ∗(ε), 0)! �� �� ( � ��
��*
��#� ����� ln |an| �
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� −(1 + ε)λnΨ(ϕ((1 + ε)λn)) � (1 + ε)2λn|ϕ(λn)| ��# ���� n � n∗(ε)� =����� ��
N(σ) = min{n : λn � Φ′(σ(1 + ε)−3)}� /��� n∗(ε) � N(σ) ��# ����! ��� �� '� ��" �
�� 2 ����
�� σ < 0 � � �6�#�& �� �
��������# |ϕ|! ��� �&���

M(σ, F ) �
∑

λn�λN(σ)

|an| exp{σλn} +
∑

λn>λN(σ)

|an| exp{σλn} �

� (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp{(1 + ε)2λn|ϕ(λn)| − |σ|λn} =

= (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp
{
(1 + ε)2λn|ϕ(λn)|

(
1 − |σ|(1 + ε)−2

|ϕ(λn)|
)}

�

� (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp
{
(1 + ε)2λn|ϕ(λn)|

(
1 − |σ|(1 + ε)−2

|ϕ(λN(σ))|
)}

�

� (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp{−ε(1 + ε)2λn|ϕ(λn)|} $>%

3 &��� $<% � �� ��� ���&����# � ��� q ∈ (0, 1) ��"�6�! .� ��# ���� ��� �� �
� " �
t > 0 � "��&����# ln n(t) � Φ(ϕ(t)/q) � Φ(ϕ(t))! ��'�� ln n(t) = o(t|ϕ(t)|)! t → +∞�
3���� � �� ���! .� �#�

∑
n�0

exp{−ε(1+ε)2λn|ϕ(λn)|} �'�*� 
! ���& � $>% ��� �&���
�
�������� M(σ, F ) � (N(σ) + 1)µ(σ, F ) + o(1)! σ ↑ 0! ��'��

ln M(σ, F ) � ln (N(σ) − 1) + ln µ(σ, F ) + o(1), σ → +∞. $�%

3 �����
��# N(σ) � �� ���! .� λN(σ)−1 � Φ′((1 + ε)−3σ)! ��'�� ln (N(σ) − 1) �
� ln n(Φ′((1 + ε)−3σ)) � Φ((1 + ε)−3σ/q) ��# �
#"�6� q ∈ (0, 1) � ���� t � t0(q)�

?".� ����" � ��� (1 + ε)2q � 1! �� � $�% ��# ���� ��� �� '� ��" � �� 2 ����
��
σ < 0 ����� ln M(σ, F ) � 3Φ(σ/(1 + ε)) � Φ(σ/(1 + 2ε))! '� ��# �
#"�6� ξ = ξ(σ) ∈
(σ/(1 + ε), σ/(1 + 2ε)) � "��&����#

ln Φ
( σ

1 + 2ε

)
− ln Φ

( σ

1 + ε

)
� Φ′(ξ)

Φ(ξ)
ε|σ|

(1 + ε)(1 + 2ε)
� ε|ξ|Φ′(ξ)

(1 + ε)Φ(ξ)
→ +∞, σ → +∞.

3���#" ����������� ε! ����������� &��� $<% ���
�
���
=
�

�
�� �� ���
�
��# �
�'�������� &��� $�%� =� �&�� ��! .� ���� �
 � +

"��&����#� /��� lim
t→+∞ |Ψ(ϕ(t))|/|Φ−1(ln n(t))| > 1� /��& ���&� q > 1 ��"
! .�

lim
n→+∞(ln n)/Φ(Ψ(ϕ(λ))/q) > 1! '� Φ(σ/q1) = o(Φ(σ/q2))! σ ↑ 0! #".� q1 < q2� 4

0�1 ���
�
�� ��"
5 #".� (µn) � ��������� �� +∞ ������������� ������ � � �
�
� lim

n→+∞(ln n)/µn > 1! �� ���&� ���������������� (µ∗
k) ������������� (µn) ��"�! .�

k � exp{µ∗
k} + 1 ��# ���� k ∈ N � kj � exp{µ∗

k} ��# �
#"�) ���������) �� +∞
������������� (kj)� /��& ���&� ���������������� (λ∗

k) ������������� (λn) ��"�! .�
k � exp{Φ(Ψ(ϕ(λ∗

k))/q)} + 1 ��# ���� k ∈ N � kj � exp{Φ(Ψ(ϕ(λ∗
kj

))/q)} ��# �
#"�)

���������) �� +∞ ������������� (kj)�
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=� 
�
�� an = 0! #".� λn �= λ∗
k! � an = a∗

k! #".� λn = λ∗
k! �
 a∗

k =
= exp{−λ∗

kΨ(ϕ(λ∗
k))}�

��# �#�& ������
 $�% � ��" � "�
-�(������ �� ���
�
� � �� ���
�
��� �����+
������ &��� $<% ��
��*
��#� � 0�1 ����� ln µ(σ, F ) � Φ(σ)! ��'�� $�% � "��&����#�

	
��
 mj = [kj −
√

kj ] + 2� /���

λ∗
mj

� Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln (mj − 1)))) � Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln (kj −
√

kj)))) =
= Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln kj)))−
−{Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln kj))) − Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln (kj −

√
kj))))} � λ∗

kj
− δj ,

�


δj =
qΦ′′(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))

Ψ′(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))Φ′(Φ−1(ξj))
ln

kj

kj −
√

kj

=

=
q{Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))}2

Φ′(Φ−1(ξj))Φ(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))
, ln (kj −

√
kj) � ξj � ln kj ,

� εj → 0! j → +∞�
=� 
�
��! ���
7��! σj = ϕ(λ∗

mj
)� /���

kj∑
k=mj

a∗
k exp{σjλ

∗
k} �

kj∑
k=mj

exp{−λ∗
kΨ(ϕ(λ∗

k)) + σjλ
∗
k} �

�
kj∑

k=mj

exp{−λ∗
mj

Ψ(ϕ(λ∗
mj

)) + σjλ
∗
kj
} �

� (mj − kj + 1) exp{−λ∗
mj

Ψ(ϕ(λ∗
mj

)) + σjλ
∗
mj

+ δjσj} �
�

√
kj exp{Φ(σj) + δjϕ(λ∗

mj
)}

�! #".� ��" 
 �#� �'�*� 
 ��# ���� σ < 0! ��'�� M(σ, F ) ���&� ��# ��" � σ! ��

ln M(σj , F ) � 1
2

ln kj + Φ(σj) + δjϕ(λ∗
mj

) + o(1) �

� 1
2
Φ(Ψ(σj)/q) + Φ(σj)δjϕ(λ∗

mj
) + o(1), j → ∞.

8�"���" Ψ(σ) ∼ σ (σ ↑ 0)! ��! ����#" &���� ln Φ′(σ) = o(Φ(σ))! (σ ↑ 0)! ��# ����
��� �� �
� " � j �����

δj |ϕ(λ∗
mj

)| � δj � (Φ′(Ψ−1(qφ−1(ξj))))2√
kj

� (Φ′(Ψ−1(qφ−1(ln kj))))2√
kj

=

= exp
{

2 ln Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln kj))) − 1
2

ln kj

}
� exp

{
2 ln Φ′(Φ−1(ln kj))) − 1

2
ln kj

}
�

� exp
{

o(ln kj) − 1
2

ln kj

}
→ 0, j → ∞.

/��& ln M(σj , F ) � Φ(Ψ(σj)/q)/2 = Φ((1+ o(1))σj/q)! j → ∞� 8�*
! #".� &���� $�%
�
 � "��&����#! �� ���&� �#� ������
 � "���& S∗

µ,Φ(Λ, 0)! #" 
 �
 ���
* �� �� "���&
SM,Φ(Λ, 0)� /
��
�& �������� ���
�
���
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9�  ������	 !�"�� ��#$�%� &�'� ' ������
��	�� ���� ������� ?? )���  ��� � ���	��
9@@A�� ,� =@
 B9�� )� :CD#::=�

:� (������ !��  ������	 !� %�� ��� �����$	� ��
����		�  ���� � �  ����� �  ����#
 ���	�E� $��	� ����E� ���� ������� ?? /��	� 2�
�
� �	#��� )���  ���# ���� :CC>�� /���
D=�� )� AA#@:�

=�  ������	 !�"� '  ���� � �  ����� �  ���� ���	� $��	� ���� ������� ?? +��� �
�� ������ :CC=�� ,� 8=
 B=�� )� >=8#>>=�

>� )*+,- .�/�� )0121+134 /�/� FG HIGGJHK�IG LJKMJJG KNJ OPIMKN IQ RST�RUR RIVUWUX
SGV RST�RSW KJPR IQ JGK�PJ Y�P�HNWJK XJP�JX �G KJPR IQ R#RJRLJP SXZR[KIK�HX ?? \SKJR�
XKUV�� � :CC=�� ]IW� 9@� B9�� �̂ A=#AA�

�� ��� !"�"�# $%&�'��() �* +�,�)�"& � �*

"&%  �-� (  �.(+(� ��.  �-� �+ "%) �*

.�)�#&+%" �%)�%� �$��+("%+� #��'%),%�" ��

&�+*/!+��%

�������  !�"#$�� ��%�#��& '�!%!(!)�

�546 7246-8 943�864: ;6�512<�3, 8= >5�5�

;6�512<�313<-4 <32�� �� ����� >5�5� ;-24�61

_JK Φ LJ S [IX�K�`J XRIIKN QUGHK�IG IG (−∞, 0) XUHN KNSK |σ|Φ′(σ)/Φ(σ)↗+∞
SGV Φ′(σ)↑+∞ SX σ↑0
 SGV ϕ LJ KNJ �G`JPXJ QUGHK�IG KI Φ′� aIP Y�P�HNWJK XJP�JX F (s) =∑∞

n=0 an exp{sλn} M�KN GUWW SLXH�XXS IQ SLXIWUKJ HIG`JPOJGHJ MJ [UK M(σ, F ) =

= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} SGV µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n � 0}, σ < 0�

5K �X [PI`JV KNSK �Q lim
n→∞

|ϕ(λn)|/|Φ−1(ln n)| < 1
 KNJG KNJ PJWSK�IGX ln µ(σ, F ) �
Φ((1 + o(1))σ) SGV ln M(σ, F ) � Φ((1 + o(1))σ) SX σ → +∞ SPJ JbU�`SWJGK�

?1, @82A<� Y�P�HNWJK XJP�JX SLXIWUKJWZ HIG`JPOJGK �G NSWQ#[WSGJ
 RST�RUR

RIVUWUX
 RST�RSW KJPR�

@����# ����
7�� �� �
�"��
6�) 2A�2>��22�

=� 
�#�� �� ��&"& 2������22>
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��%�"������ ��(�� ���� '����� "� "������

Bt = B0e
rt, t ∈ [0, T ), .�/


� Bt > ��$�(�� �� -�����	
���� %�#���� � �����( *�	� t? r > -�����	
�� ��
	�(����
	(����� ����"��*���	(
 � '�� ��
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��(
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��� ��
�� ��(� ��$�
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St(ω) = S0e
rte

t
(

sqrt2δ−σ2
2

)
+σWt(ω)−δζt(ω) = S0e

rte
t
(√

2δ−σ2
2

)
−ξt(ω)

. .0/

2�( St > '��� %�"������� ��(��� � �����( *�	� t? δ > 0+ σ > 0 > 
�!�� $�%���(%�+
,� ��"��*� (
	! 
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���
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�� ���	(���	(


E1e
−aζt = e−

√
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2 < . . .
< aα

k(α)+1 = T � =�"��!���� 	��< $%�	(�%�� ������(�%��# $�
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i , a
α
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F0,t
i =




{∅, [0, T )} , 0 � t � aα
i ,

B([aα
i , t]), aα

i � t � aα
i+1,∨

t∈[aα
i ,aα

i+1)

B([aα
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i , aα
i+1 � t � T.
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i

)
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i
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∫
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i (ωα
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i < aα
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i+1 � ωα
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i )� ��! -�
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����. =� .�0/��=�<=0�8 ��0<�0�� {Ωα,F0
α, Pα}, D0 /�9�0/�9�: 9��60�8 �054��


�2 {α} = {aα
i }k(α)+1

i=1 E�<0/070 �=���/�18 [0, T )A � �04890/�=�. 5� <��F:2 G8=63�.

�05�09�18 >i = 1, k(α)@

φα
i (ωα

i ) =

√
∆α

i δ

2πσ

∞∫

−g−1
[aα

i
,aα

i+1)(ω
α
i )

∞∫
0

e
− (y+q)2

2∆α
i

σ2 − (∆α
i )2δ

2qσ 1√
q3
dq dy, ωα

i ∈ [aα
i , a

α
i+1),

g−1
[aα

i ,aα
i+1)

(ωα
i ) = σ tg

(
π

2
· 2ωα

i − aα
i − aα

i+1

aα
i+1 − aα

i

)
+ δ tg

(
π

2
· ωα

i − aα
i

aα
i+1 − aα

i

)
,

�/0123�� ��5�60/070 �6��/8 /�948/�:�;<� 5� 5�60=0�

S∗
t ({α, ωα}) = ertS0Eα{eT (

√
2δ−σ2

2 )−ξ∗
T |F0,α

t }, .I/

9�

ξ∗t = −
m∑

i=1

g−1
[aα

i ,aα
i+1)

(ωα
i ), m = max{i, aα

i+1 � t} ωα
i ∈ [aα

i , a
α
i+1). .J/

�<=8: �����/0��==� R .�0/��=�<=070 ��0<�0�8 {Ωα,F0
α, Pα} 8 .�0/��=�<=�. ��0<���

{Ω1,F1, P1}A �6� 5�9�:�;<� >!@ ��6�A D0 91� 90/�1;=070 =�����9 5�9�=070 ε > 0 �<=8:
δ > 0A 91� �6070 5� 8�0/� ∆α = max

i
|aα

i+1 − aα
i | < δ <���/9H8:�;<�

sup
t∈[0,T ]

E1[St(ω) −RS∗
t ({α, ωα})]2 < ε. .K/

I6D0 G8=63�� f(x)A �6� 5�9�: /��1��� / �0��=� T /�60=�==� 0�3�0=8

fT ({α, ωα}) = f(S∗
T ({α, ωα})) = f(S0e

rT eT (
√

2δ−σ2
2 )−ξ∗

T )

5�90/01;=�: 8�0/8

|f(x1) − f(x2)| � C|x1 − x2|, 0 < C <∞, x1, x2 ∈ R,

�0 91� �/0123�J S∗
t ({α, ωα}) =� .�0/��=�<=0�8 ��0<�0�� {Ωα,F0

α, Pα} �<=8: ��=�

��1;=�. 7�9H π∗

t K �/0123�� 6�����18 �=/�<�0�� X∗
t ({α, ωα}), <���/�91�/� 3�=�

0�3�0=8 X∗
0 (α) � <��0G�=�=<0/=� <�����7�� {β∗

t ({α, ωα}), γ∗t ({α, ωα})}, �6� /�9�0/�9

�2�; π∗

t , 5�9�2�;<� G0��81���

X∗
t ({α, ωα}) = er(t−T )Eα{f(S∗

T ({α, ωα}))|F0,α
t }, .�/

X∗
0 (α) = e−rTEαf(S∗

T ({α, ωα})), .�L/

γ∗t ({α, ωα}) = ψk(α)(t|{ωα}k(α)), .��/
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β∗
t ({α, ωα}) =

X∗
t ({α, ωα}) − γ∗t ({α, ωα})S∗

t ({α, ωα})
B(t)

, .�0/

9� ψk(α)(t|{ωα}k(α)) =
k(α)∑
i=1

χ[aα
i , aα

i+1)(t)
ϕα,f

i (t|{ωα}i−1)
ϕ0,α

i (t|{ωα}i−1)
,

ϕ0,α
i (t|{ωα}i−1) =

S0

B0
[gα

i ({ωα}i−1, t) − 1
1 − φα

i (t)

∫
(t, aα

i+1)

gα
i ({ωα}i−1, x)φα

i (dx)],

ϕα,f
i (t|{ωα}i−1) = φ̄α

i ({ωα}i−1, t) − 1
1 − φα

i (t)

∫
(t, aα

i+1)

φ̄α
i ({ωα}i−1, x)φα

i (dx),

φ̄α
i ({ωα}i) =

1
B0erT

∞∫
−∞

f
(
B0e

rTgα
i ({ωα}i)e(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
−y

)
F(T−aα

i+1)
(dy),

gα
i ({ωα}i) =

S0

B0
e

aα
i+1

(√
2δ−σ2

2

)
−ξ∗

aα
i+1 .

�� .�0/��=�<=0�8 ��0<�0�� {Ω1,F1, P1} 91� �/0123�J 3�=� ��5�60/070 �6��/8
S̄t(ω) = RS∗

t ({α, ωα}) �<=8: ��=���1;=�. 7�9HA �6�. �0H� 48�� �09�=�. 8 G0���

β̄t(ω) = Rβ∗
t ({α, ωα}), γ̄t(ω) = Rγ∗t ({α, ωα}), .�6/

�/0123�� 6�����18 �=/�<�0�� �� <���/�91�/� 3�=� 60=���6�8 5 0�3�0=0� 5�9�2

�;<� /�9�0/�9=0 G0��81���

X̄t(ω) = RX∗
t ({α, ωα}), X̄0(ω) = RX∗

0 ({α, ωα}). .�7/

� L1(Ω1,F1) �<=82�; 7��=�3�

lim
∆α→0

RX∗
cα

i
({α, ωα}) = Xπ∗

t (ω), lim
∆α→0

RX∗
0 (α) = X0,

lim
∆α→0

Rγ∗cα
i
({α, ωα})} = γπ∗

t (ω),

9� cαi " �0E6� 5 [aα
i , a

α
i+1) ��6�A D0 g−1

[aα
i ,aα

i+1)
(cαi ) = 0A 91� �6�� ���/�1;=� G0��81�

Xπ∗
t (ω) = er(t−T )

∞∫
−∞

f
(
er(T−t)St(ω)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y)

F(T−t)(dy),

X0 = e−rT

∞∫
−∞

f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−y)

FT (dy). .��/

γπ∗
t (ω) =

∞∫
−∞

f ′(er(T−t)St(ω)e(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
−y)

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy),
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Ft(dy) =
√
tδ

2πσ

∞∫
0

exp
{− (q − y)2

2tσ2
− t2δ

2σq
} 1√

q3
dq dy.

βπ∗
t (ω) =

Xπ∗
t (ω) − St(ω)γπ∗

t (ω)
Bt

.

L� G0��81� /�9�0/�9�2�; 0�3�0=8A 91� �6070 �/0123�� 4�50/070 ��5�60/070 �6��/8
5�9�:�;<� 85�7�1;=�=02 �09�112 B1�6�
C081<�A ���E0�8 Xπ∗

t (ω) 5�9�: �/0123�2
6�����18 �=/�<�0��A X0 M 3�=8 60=���6�8 5 0�3�0=0�A � {γπ∗

t (ω), βπ∗
t (ω)} M <�


�0G�=�=<0/=8 <�����7�2 �=/�<�0��A D0 /�9�0/�9�: ��=���1;=0�8 7�9H8� �<=8/�==�
��=���1;=070 7�9H� 9�: ���/0 <�/��9H8/���A D0 5=�.9�=� 3�=� 0�3�0=8 : <���/�

91�/02�

����������)%�'�	�Wt (� ζt � �
��%�
���� " ��"�������� $%�%�	(���+ (��� $����	�
( �$�	� (
	! 	��&�� �
������%���� 8���'�!�� %�"$�
���� B
������%�� 8���'�!
%�"$�
��� Ft(x) = P1(ξt � x) $%�'�	� .6/+ "� 
�$����� !��& -�
��(
	! ��%� �� $%�	�
(�%� {Ωα,Fα, Pα}+ � "��%(�� �
������%��# 8���'�� %�"$�
��� FW

t (x) = P1(−σWt �
x) (� F ζ

t (x) = = P1(δζt � x) ��"������# $%�'�	�� −σWt (� δζt ��
$���
��� 9����� 
"�����# "��
��� Ft(x) 
� ����!
�+ "%�*���� 
�! �-*�	���


Ft(x) =

∞∫
−∞

FW
t (x− z)F ζ

t (dz) =

√
tδ

2πσ

∞∫
−x

∞∫
0

exp
{
− (y + q)2

2tσ2
− t2δ

2qσ

}
1√
q3
dq dy.

� ��	 � $�*�(����� �����%��	��� $%�	(�% {Ω1,F1, P1} (� ��$�
����� $%�'�	
ξt+ 8���'�� !���� � ���� '�! %�"������� ��(���� 9� �����%��	���� #�%��(�%�	�
(����� '
��� $%�'�	� (� 8���'�� g−1

[aα
i ,aα

i+1)
(ωα

i ) -�
��(
	! �����%��	��� $%�	(�%
{Ωα,Fα, Pα} � �� '
��� ������ �����%��	���� $%�	(�%� -�
��(
	! ��$�
����� $%�'�	
ξ∗t ({ωα}k(α)) "� 8�%���� .J/� G�-�% 8���'�& g

−1
[aα

i ,aα
i+1)

(ωα
i ) �
��"��*�� ��"��*�� '��

$%�'�	 � $%�	(�% {Ωα,F0
α, Pα}� 9��������+ ,� '�� ��-�% �� $%��'�$����+ �������+

,�- ����������	! �����+ ����
��� $%� �"��*���� �"���(%�&�
9�	(�	������ (��%��� 12.7.1 " �6+ 	� JJK� 
�! S∗

t ({α, ωα}) " $%�	(�%� {Ωα,Fα, Pα}+
$�-�
������� � (��%��� �+ (� ��%�"������� ��(���+ ,� ���� '����� "� .�/+ �(%������
(��%
����! .K/+ 8�%���� 
�! �-*�	����! 	$%���
����& '��� ���(%��(� " �$'�����
X0(α) .�L/+ ��%�"� 
�! ���� '�& ��$�(��� ����	(�%� X∗

t ({α, ωα}) .�/ (� 	���8�����
	����& 	(%�(���& {β∗

t ({α, ωα}), γ∗t ({α, ωα})}+ !�� ��
$���
�� �������
���� ��
�� π∗
t A

.�0/ (� .��/ ��
$���
���
G%�#��� *� ���
��� �"���(%� + �
�%�����+ ,� 
�! ��$�
������ $%�'�	� S̄t(ω) =

RSt({α, ωα}), !��� �$�	�� ���� '� %�"������� ��(��� �� �����%��	���� $%�	(�%�
{Ω1,F1, P1}, �	��� �������
��� ��
�+ � ��
$���
��� ���� ��$�(�� � $�%(8��
 ����	�
(�%� $�
� (
	! 8�%������ .�6/+ .�7/� :�- �(%���(� %�"��
(�(� 
�! "����� St(ω)+
	$%!����� 
����(% %�"-�((! ∆α = max

i
∆α

i = max
i

|aα
i+1 − aα

i | 
� ���!�
2�$�% "���
��� !���� ����!
 8�%���+ $%� !�� �
�(
	!� )�"��*���

γf
cα

i
=
Rϕα,f

i (cαi |{ωα}i−1)
Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
.
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)%����
�� (��� ����+ 
���
���! !��& ����	��� � 
�
�(���

"��� 
� ?� N1� f(x) = xn / L1(Ω1, P1) �<=8: 7��=�3�

lim
∆α→0

γxn

cα
i

= [er(T−t)St]n−1n

∞∫
−∞

e
n(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−yn

F(T−t)(dy).

�� N1� 489;
�6070 �01�=0�� Pm(x) =
m∑

n=0
cnx

n / L1(Ω1, P1) �<=8: 7��=�3�

lim
∆α

i →0
γPm

cα
i

=

∞∫
−∞

P ′
m

(
er(T−t)Ste

(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
−y)

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy).

O� N1� =������/=0
9�G���=3�.0/=0J G8=63�J f(x), �6� 5�90/01;=�: 8�0/�

∃l ∈ Z, l � 0 :
f ′(x)

(1 + x2)l
→ 0, |x| → ∞, .�I/

/ L1(Ω1, P1) �<=8: 7��=�3�

γt(ω)= lim
∆α→0

γf
cα

i
=

∞∫
−∞
f ′(er(T−t)St(ω)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y)

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy).

B(%������ 8�%���� 
�! ��$�(��� ����	(�%� (� 	$%���
����& '��� ���(%��(� " �$'���
���� )�"�!� 8���'�! $��(��� ��� ����!


f
(
S∗

T ({α, ωα})
)

= f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξ∗

T
)
,

(� ��$�(�� ����	(�%� X∗
t ({α, ωα}) �� {Ωα,F0

α, Pα}, "�
��(
	! 8�%���� .�/� ��! t ∈
[aα

i , a
α
i+1) �
�%����

X∗
t ({α, ωα}) = er(t−T )Eα

{
Eα

{
f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξ∗

T
)|F0,α

aα
i+1

}|F0,α
t

}
,

Eα

{
f
(
erTS0 exp{T (√

2δ − σ2

2
) − ξ∗T }

)|F0,α
aα

i+1

}
=

=

∞∫
−∞

f
(
erTS0 exp{T (√

2δ − σ2

2
) − ξ∗aα

i+1
− y}

)
F(T−aα

i+1)(dy) = ĝ({ωα}i).

��#�� X∗
t ({α, ωα}) =

k(α)∑
i=1

χ[aα
i ,aα

i+1)
(t)X∗,i

t ({ωα}i)+


� X∗,i
t ({ωα}i) = er(t−T )[ĝ({ωα}i)χ[aα

i , t](ωα
i )+

+
1

1 − φα
i (t)

aα
i+1∫
t

ĝ({ωα}i−1, y1)φα
i (dy1)χ(t, aα

i+1)
(ωα

i )].
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2��� X∗,i
cα

i
({ωα}i) = er(cα

i −T )
[
χ[aα

i ,cα
i ](ωα

i )Eα

{
f
(
S∗

T ({α, ωα})
)∣∣F0,α

aα
i+1

}
+

+χ(cα
i ,aα

i+1)
(ωα

i )Eα

{
f
(
S∗

T ({α, ωα})
)∣∣F0,α

aα
i

}]
.

F	��� �%���'! RX∗,i
cα

i
({ωα}i) � ��(%�'� L1(Ω1, P1) � ���� �-*�	� �(
	! "� 8�%���� 

Xt(ω) = lim
∆α→0

RX∗,i
cα

i
({ωα}i) = er(t−T )

∞∫
−∞
f
(
erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξt−y

)
F(T−t)(dy) =

= er(t−T )

∞∫
−∞

f
(
er(T−t)St(ω)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y)

F(T−t)(dy).

��! 	$%���
����& '��� ���(%��(� " �$'����� �(%������ 8�%���� .��/ " $�$�%�
�
�&
$%� t = 0� 2��%��� 
���
����

�� #������� #�������� "��� 
�

9��������+ ,�

ϕ0,α
i (t|{ωα}i−1) = gα

i−1({ωα}i−1)[e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(t)−

− 1
1 − φα

i (t)

aα
i+1∫
t

e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(y)

φα
i (dy)],

φ̄α
i ({ωα}i) =

1
B0erT

∞∫
−∞

f
(
S0e

rT exp
{
T

(√
2δ − σ2

2
) − ξ∗aα

i+1
− y

})
F(T−aα

i+1)
(dy) =

=
1

B0erT

∞∫
−∞

f
(
B0e

rT gα
i ({ωα}i) exp

{
(T − aα

i+1)
(√

2δ − σ2

2
) − y

})
F(T−aα

i+1)(dy).

ϕα,f
i (t|{ωα}i−1) =

1
B0erT

∞∫
−∞

[
f
(
Ki(y, t, {ωα}i−1)

)−

− 1
1 − φα

i (t)

aα
i+1∫
t

f
(
Ki(y, y1, {ωα}i−1)

)
φα

i (dy1)
]
F(T−aα

i+1)
(dy),


� Ki(y, t, {ωα}i−1) =

= B0e
rT gα

i−1({ωα}i−1)e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(t)e

(T−aα
i+1)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
.

4$�*�(�� "<!	���� $���( �� ��#�� f(x) = xn. 2�
�

ϕα,xn

i (s|{ωα}i−1) =
1

B0erT

∞∫
−∞

[(
Ki(y, t, {ωα}i−1)

)n−
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− 1
1 − φα

i (t)

aα
i+1∫
t

(
Ki(y, y1, {ωα}i−1)

)n
φα

i (dy1)
]
F(T−aα

i+1)(dy) =

=
(
B0e

rT
)n−1

(
gα

i−1({ωα}i−1)e(
√

2δ−σ2
2 )(T−aα

i+1)
)n

×

×
[
e
(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(s) − 1
1 − φα

i (s)

aα
i+1∫

s

e
(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(y1)
φα

i (dy1)
]
×

×
∞∫

−∞
e−nyF(T−aα

i+1)
(dy).

)�"��*���

An(s, [aα
i , a

α
i+1)) = e

(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(s)−

− 1
1 − φα

i (s)

aα
i+1∫

s

e
(
√

2δ−σ2
2 )n∆α

i −ng−1
[aα

i
,aα

i+1)(y1)
φα

i (dy1),

9 �%�#�����!� $�"��*��
+ �
�%����

ϕα,xn

i (s|{ωα}i−1)
ϕ0,α

i (s|{ωα}i−1)
=

(
B0e

rT gα
i−1({ωα}i−1)

)n−1
e(

√
2δ−σ2

2 )n(T−aα
i+1)×

×An(s, [aα
i , a

α
i+1))

A1(s, [aα
i , a

α
i+1))

∞∫
−∞

e−nyF(T−aα
i+1)(dy).

)%���!��� s = cαi + 
� c
α
i > (��� (�*��+ ,� g−1

[aα
i ,aα

i+1)
(cαi ) = 0+ �(%������

Rϕα,xn

i (cαi |{ωα}i−1)
Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
=

(
B0e

rTRgα
i−1({ωα}i−1)

)n−1
e(

√
2δ−σ2

2 )n(T−aα
i+1)×

×An(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

A1(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

∞∫
−∞

e−nyF(T−aα
i+1)(dy).

Rgα
i−1({ωα}i) =

S0

B0
e

aα
i

(√
2δ−σ2

2

)
−ξaα

i .

B
�%����

lim
∆α→0

An(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

A1(cαi , [a
α
i , a

α
i+1))

= lim
∆α→0

e(n−1)∆α
i (

√
2δ−σ2

2 ) ·

∞∫
0

[1 − e−ny]F∆α
i
(dy)

∞∫
0

[1 − e−y]F∆α
i
(dy)

= n.
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G��	��
�� 	(�#�	(�*��& ��$�%�%���	(� $%�'�	� ξt �(%������ (��� �%���'� "� �����%�
��	( D

lim
∆α

i →0

∞∫
−∞

e−nyF(T−aα
i+1)

(dy) = lim
∆α

i →0
E1{e−nξ(T−aα

i+1)} =

= E1{e−nξ(T−t)} =

∞∫
−∞

e−nyF(T−t)(dy),

lim
∆α→0

Rgα
i−1({ωα}i) =

S0

B0
e

aα
i

(√
2δ−σ2

2

)
−ξt .

B(��+ lim
∆α→0

γxn

cα
i

= [er(T−t)St]n−1n

∞∫
−∞

e
n(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−yn

FT−t(dy)

"� �����%��	( � ;! �%���'! -�
� � � L1(Ω1, P1)+ �	���
�� γxn

cα
i
%������%�� ��(��%�����

)���( 0 � ��	��
��� �� )�%�#�
��� 
� 
���
���! (%�(
��� $���(�� G��
��� $�"�
��*���!

Di(y, y1, τ, ciα, {ωα}i−1) =

= Ki(y, cαi , {ωα}i−1) + τ [Ki(y, y1, {ωα}i−1) −Ki(y, cαi , {ωα}i−1)].

9 �%�#�����!� '
���+ �(%������

ϕα,f
i (cαi |{ωα}i−1)=

−1
B0erT (1 − φα

i (cαi ))

∞∫
−∞

aα
i+1∫

cα
i

1∫
0

f ′(Di(y, y1, τ, ciα, {ωα}i−1)
)×

×[Ki(y, y1, {ωα}i−1) −Ki(y, cαi , {ωα}i−1)]dτφα
i (dy1)F(T−aα

i+1)(dy).

9��
!�� ����� .�I/ �	�� (
 *�	�� 0 < c < ∞ (� $�	��
����	(
 $�������� Pn(x) (���+
,� ∀a > 0 sup

x∈[−a,a]

|f ′(x)−P ′
n(x)| → 0, n→ ∞+ |f ′(x)| � c(1 +x2)l, |P ′

n(x)| � c(1 +x2)l,

x ∈ [−a, a]. )�"��*��� Om � ������� %����"�'�� $%�'�	� ξt (���+ ,� Om =
{
ω ∈

Ω1, sup
0�t�T

|ξt| � m
}
,m ∈ N,

∞⋃
m=1

Om = Ω0 ⊆ Ω1, P1(Ω0) = 1. B'����� �� ������� Om

��%�"

|Rϕα,f
i (cαi |{ωα}i−1) −Rϕα,Pn

i (cαi |{ωα}i−1)|
|Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)|
.

9��
����+ ,�

ϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1) = gα

i−1({ωα}i−1)
e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)

1 − φα
i (cαi )

aα
i+1∫

cα
i

(1 − e
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(x)

)φα
i (dx),

(�
�

aα
i+1∫

cα
i

∣∣ −Ki(y, cαi , {ωα}i−1) +Ki(y, y1, {ωα}i−1)
∣∣φα

i (dy1)
B0e

rTgα
i−1({ωα}i−1)

1 − φα
i (cαi )

×
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× e
∆α

i

(√
2δ−σ2

2

)
e
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
−y

aα
i+1∫

cα
i

∣∣∣ − 1 + e
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(y1)

∣∣∣φα
i (dy1) =

=
B0e

rT e
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
−y

1 − φα
i (cαi )

∣∣∣ϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1)

∣∣∣.
)�"��*��� Hn(x) = |f ′(x) − P ′

n(x)| � %�"��!���� ��%�"

RId
1 (cαi , {ωα}i−1) =

1
B0erT

−d∫
−∞

aα
i+1∫

cα
i

1∫
0

RHn

(
Di(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1)

) ×

× |RKi(y, cαi , {ωα}i−1) −RKi(y, y1, {ωα}i−1)|dτφα
i (dy1)F(T−aα

i+1)(dy).

�� ������� Om (� 
�! y1 ∈ [cαi , a
α
i+1) �������(
	! �'����

0 � RDi

(
y, y1, τ, c

α
i , {ωα}i−1

)
= erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
−ξ∗

aα
i
−y ×

×
(
1 + τ

( − 1 + e
−g−1

[aα
i

,aα
i+1)(y1))) � erTS0e

T
(√

2δ−σ2
2

)
+m−y

.

2���

RHn

(
Di(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1)

)
� 2c(1 + vme

−2y)l,


� vm =
[
S0e

rT e
T

(√
2δ−σ2

2

)
+m]2

.
��! RId

1 (cαi , {ωα}i−1) $%����
�� �'����

RId
1 (cαi , {ωα}i−1) � 2ce(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
1 − φα

i (cαi )
×

×
−d∫

−∞
e−y(1 + vme

−2y)lF(T−aα
i+1)

(dy)
∣∣∣Rϕ0,α

i (cαi , {ωα}i−1)
∣∣∣.

��! ��$�%�
 "�
����� ε > 0 ��-�%��� d > 0 (����+ ,�-

2ce(T−aα
i+1)

(√
2δ−σ2

2

)

1 − φα
i (cαi )

−d∫
−∞

e−y(1 + vme
−2y)lF(T−aα

i+1)
(dy) < ε,

(�
� RId
1 (cαi , {ωα}i−1) � ε

∣∣Rϕ0,α
i (cαi , {ωα}i−1)

∣∣.
2�$�% �'����� RId

2 (cαi , {ωα}i−1).

RId
2 (cαi , {ωα}i−1) =

1
B0erT

∞∫
−d

aα
i+1∫

cα
i

1∫
0

RHn

(
Di(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1)

)×

×∣∣RKi(y, cαi , {ωα}i−1) −RKi(y, y1, {ωα}i−1)
∣∣dτφα

i (dy1)F(T−aα
i+1)(dy).



7) *���
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�� ������� Om (� 
�! y1 ∈ [cαi , a
α
i+1), y ∈ [−d,∞) �������(
	! �'����

0 � RDi(y, y1, τ, cαi , {ωα}i−1) � erTS0e
T

(√
2δ−σ2

2

)
+m+d = lm.

G�-�%��� '��� *�	�� N0(ε) (����+ ,�- ����������	
 ��%����	(


sup
0�x�lm

Hn(x) < ε1+ n � N0(ε1), 
� ε1 =
1 − φα

i (cαi )

ede
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

) . 3�(�����

RId
2 (cαi , {ωα}i−1) � ε

1 − φα
i (cαi )

∞∫
−d

e
(T−aα

i+1)
(√

2δ−σ2
2

)
e−yF(T−aα

i+1)
(dy)×

×∣∣Rϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1)

∣∣ � ε1
ede

(T−aα
i+1)

(√
2δ−σ2

2

)

1 − φα
i (cαi )

∣∣Rϕ0,α
i (cαi |{ωα}i−1)

∣∣ �

� ε
∣∣Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
∣∣.

B(��+ ∃N0(ε,m) (���+ ,� 
�! n > N0(ε, n)
∣∣Rϕα,f

i (cαi |{ωα}i−1) −Rϕα,Pn

i (cαi |{ωα}i−1)
∣∣∣∣Rϕ0,α

i (cαi |{ωα}i−1)
∣∣ � 2ε.

�� ������� Om 	$%��
���(
	! ��%����	(


er(T−t)St(ω)e(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
� S0e

rT e
T

(√
2δ−σ2

2

)
+m

.

2���

∞∫
−∞

Hn(er(T−t)St(ω)e(T−t)
(√

2δ−σ2
2

)
−y)e(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy) �

�
−d∫

−∞
e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y2c(1 + vme

−2σy)lF(T−t)(dy)+

+ε

∞∫
−d

e
(T−t)

(√
2δ−σ2

2

)
−y
F(T−t)(dy) � ε+ cε,

!�,� d ��-%�(� 
�	�(
 �������+ � n > N0(ε,m). G��	��
�� 
����
��	(� m � (���+ ,�

P1

( ∞⋃
m=1

Om

)
= 1, �(%������ (��%
����! @��� ��

$�	�������� ��! �"����
����& ��
��� ����������	� 
�! �$'����� ��%�$��	
���
�� (�$� " ��%���� ���	�� ����� �$�%�� �(%����� 8�%���� 
�! ����	(�'������
$�%(8��! ����	(�%�+ ,� ��
$���
�� �������
���� ��
��+ 
�! ���� '�& ��$�(��� ���
��	(�%� (� 	$%���
����& '��� �$'����� :�- "�	(�	���(� ��
��
 �� $%��(�'�+ (%�-�
�'���(� "��*���! $�%���(%�� δ (� σ " �	(�%�*��# 
���# $%� '��� ��'�&�
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:� %&'() *�� +(,-&./ 0� ?@A BC�D�EF GH GBI�GEJ KEL DGCBGCKIA M�KN�M�I�AJ OO P� QGM�I�DKM
RDGEGST�U :8(<�U VGM�7:�U Q�)<(�)>(�

;� 0�112�) +�� 3'(,.4 +� WIKNMA L�JIC�NXI�GEJ HGC KJJAIJ CAIXCEJOOYBBM� ZKI@� [AII�U :878�U
VGM�;�U \<�U Q�<9:�<9=�

<� 5��	�� ��6� ]�����#� �#��� � �������^�#� �����U +�! ;99:�

=� 78'9)-4 :� _BI�GEKM LADGSBGJ�I�GE GH JXBACSKCI�EFKMAJ KEL @ALF�EF DGEI�EFAEI DMK�SJ �E
�EDGSBMAIA JADXC�IT SKC`AIJOO QCGN� ?@AGCT aAMKI� b�AMLJ�U :88)�U VGM�:9>�U Q�=>8�=(8�

>� 5��	�� ��6�� #����� 6��� �����������
 �#������#� �������� � ����
� �#�# ��#���
����# �� ������ ���������� � ��������#OO &���#� +#������	� /������
���	� .������#���
�� ���-����� ���^����� *���
 "��#����������#^�� ����#�U ;99:�U &#���� \��U *�<7�=<�

�������������� �� �������������  �!��

%&�'()*) +,&'-*

%-;-&<=>-4 �2/1�1=1. ?-8 @,.-8.1�('& A,</�(/ -? 7<�4

0.18-&-,�(,2' /18�� ��>� � !"� 7<�4� B)8'�2.

cAEACKM�JKI�GE GH dMKD`�WD@GMAJ SGLAM NT KLL�EF �E AeBGEAEI GEA�J�LA 1
2
�JIKNMA

[AfT BCGDAJJ �J BCGBGJAL� ?@A Ae�JIKEJA GH S�E�SKM @AFA �J BCGGfAL HGC JXD@ K SGLAM�

?@A AeBM�D�IA HGCSXMKA HGC �EfAJISAEI BGCIHGM�G I@KI DGCCAJBGELJ IG I@A S�E�SKM @AFA!

HGC DKB�IKM AfGMXI�GE KE I@A GBI�GE BC�DA KCA F�fAE� YJ I@A S�E�SKM @AFA Ae�JIJ I@A

GBI�GE BC�DA �J HK�C�

7.< C-8D/$ GBI�GE! S�E�SKM @AFA! GBI�GE HK�C fKMXA! CKELGS BCGDAJJAJ g�I@

�ELABAELAEI �EDCASAEIJ�

4(�((! ��
����� 
� %�
������& �J�LJ�0LL�

)%���!(� 
� 
%��� L0����0LLI



������ ������ 	�
�	 ��
��� ���� �����

����� ����
���� ����� ������� ��  !" 
#$�%#&'
%()'������ �*+���� ,�  !" 

��� ������

���� ������	�
��� ����
� �
�
	���	������ � �����
���� �
����� �������

���� �����	
���


���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

�
�� ��������������	� �� ����� ������ ���	��	

�������� ��	�
� ��
�� ���
�
�


lim sup
r→∞

N0(r, f) + N0(r, 1/f)

T0(r, f)

��� ������� 
���� ���������
� � ���
����	� ����
�	 ���
�	��

������� ����	� ���������� ���
�	�� ����
���
��

� ������	��
� ����
�
���
�	�� 
���	�	���
  ��!��

���������� �� ������������ �������� ����������� �	
�� f 
 �	���
������ � ���������� ������� A = C\{0} �������� n0(t, f) 
 ��� ��!� ���"!��
������# f � {z : 1/t < |z| � t}� $�%��&���

N0(r, f) =

r∫
1

n0(t, f)
t

dt, m(r, f) =
1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ,

m0(r, f) = m(r, f) + m(1/r, f)− 2m(1, f), r � 1.

��������� ! '(�)* -./01��

T0(r, f) = m0(r, f) + N0(r, f), r � 1

/�2�3�4�56� ����0����6��078 ��3�/9�//� :./01�; f 3 A�

�© ��������	
� �
� ����
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+ (�) ,��	,	��� �� 
�����	��!���� T0(r, f) � �	��,-.���� �	�	�	����� �	!��,���
������ !��!���� log r �� [1, +∞) ��������
<7��=07� �	��������# � A ������# f /�,	�� ��%����� �	��&���

ρ[f ] = lim sup
r→∞

T0(r, f)
log r

.

0	�	% ck(t, f) ��%��&��� ��	����.��� 1��-. log |f(teiθ)| '(2)*�

ck(t, f) =
1
2π

2π∫
0

e−ikθ log |f(teiθ)|dθ, k ∈ Z, 0 < t < ∞,

� ����3

mq(r, f) =


 1

2π

2π∫
0

∣∣ln |f(reiθ)|∣∣q dθ




1/q

, q � 1.

��� �	��������# � A ������# f �����	��

κ0(f) = lim sup
r→∞

N0(r, f) + N0(r, 1/f)
T0(r, f)

.

4��� ������� f �������&�� � A� �� κ0(f) = 1 − δ0(0, f)� ,	

δ0(a, f)
def
= 1 − lim sup

r→∞

N0(r, 1
f−a )

T0(r, f)

� ,	�	�� ������# f � ��&�� a '(�)*� 5�&�� ������ %��%� �	��&���

κ(f) = lim sup
r→∞

N(r, f) + N(r, 1/f)
T (r, f)

� ����,��� ���� f � �	�������� � C ������� ����,�� ρ < 1 �,	�3��� � (6)� ',���
����3 (�)*� $���	 %�,�&� ��� %��
�,3	��� ��������# ������ %��%� �	��&�� κ0(f)
�� κ(f) ,�� �	��������
 � A � C ������� !���&	���7� ����,�� ρ > 1 %���8�.� !�
��,�����"� �������� % ��,���
 �� ! �7�,�� ������ �	��&��� κ(f) ,�� �	��������

� C ������� �������� � (9)� '(�)* % ,�����7�" ��&��# ������ %��%� �	��&���

lim sup
r→∞

N(r, f) + N(r, 1/f)
m2(r, f)

.

:	�� ��8�# ����� ; �������� ������ �	��&��� κ0(f) ,�� �	���7� ���!� �	�������
��
 � A ������� % ,�����7�" ����# �	��	���

"������ ! ����> f ! ���7�7�:/� 3 A :./01�� �7��=0. ρ? 0 < ρ < ∞? f(z) =
f(1/z), z ∈ A� �7=�

lim
r→∞ sup

N0(r, f) + N0(r, 1/f)
m2(r, f) + m2(r, 1/f)

� | sin πρ|
πρ

{
2

1 + sin 2πρ
2πρ

}1/2

, (1)

���@7�. 1� /���3/�6�5 �7@/�? �7A�7 =9� =��07; ���7�7�:/7; 3 A :./01�; �7��=0.

ρ 3 (1) 3�07/.4�56� ��3/�6�5�
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�����#�$ ! ����> f ! ���7�7�:/� 3 A :./01�� �7��=0. ρ ��0�? B7 f(z) = f(1/z)
=9� 36�� z ∈ A� �7=�

κ0(f) � 0, 9
| sinπρ|
ρ + 1

. (2)

%�&���'�� ����#'���� �� ���������� �	
�� f 
 �	�������� � ����������
������� A = C\{0} �������� 0	�	% Z(f) = {aν}� W (f) = {bµ} ��%��&��� ��!��,���
��!�� ����� � ���"!�� ������# f ��,����,�� � �����	��

zν =




aν , ���� |aν | > 1,
1
aν

, ���� |aν | � 1.
wµ =




bµ , ���� |bµ| > 1,
1
bµ

, ���� |bµ| � 1.

(��� ) '(<)* ����> f ! �/�9���@/� 3 A :./01�� A�2 /.9�3� �7=� =9� A.=5
�07C7

2��0/�/7C7 D9��. γ 3 A ��07C7? B7 ��7�7=��5 @���2 �7@0. z0 = 1? �6/.4 k ∈ Z? B7

=9� :./01�; g(z) = z−kf(z) 3�07/.4�56�∫
γ

g′(z)
g(z)

dz = 0.

"������ ) '(2)* ����> f ! 3�=��//� 3�= �7�7E/7C7 /.9�? ���7�7�:/� 3 {z :
1/R0 < |z| < R0}, R0 � ∞? :./01��? Z(f) = {aν}? W (f) = {bµ}� ����> {αk} 3�


2/�@�8�56� 2 ��3/76��> kαk = βk−1, k �= 0? =�
f ′(z)
f(z)

=
∑
k∈Z

βkzk +
∑

|aν |=1

1
z − aν

−
∑

|bµ|=1

1
z − bµ


 �723�/�//� 97C���:��@//7; �7��=/7; :./01�; f 3 =��07�. 7079� 7=�


/�@/7C7 079�� �7=�

c0(1/r, f) + c0(r, f) − 2c0(1, f) = N0(r, 1/f) − N0(r, f),

ck(r, f) =
1
2
(αkrk + ᾱ−kr−k) +

1
2k

∑
1<|aν |�r

((
r

aν

)k

−
( āν

r

)k
)
−

−
∑

1<|bµ|�r

((
r

bµ

)k

−
(

b̄µ

r

)k
)

,

(3)

ck(1/r, f) =
1
2
(αkr−k + ᾱ−krk) +

1
2k

∑
1/r�|aν |�1

(
(rāν)k −

(
1

raν

)k
)
−

− 1
2k

∑
1/r�|bµ|�1

((
rb̄µ

)k −
(

1
rbµ

)k
)

,

=� k �= 0? 1 < r < R0�
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F7=7� ��!��,����!�� {zj} ��%������	�� ����	�8	 �	��,-.��	 ���	 &�!�� p ���	�
�� ∑

j

|zj |−p−1 < +∞.

G9���/���/�> �/7E/�0 ��4�D���66� ��%��&�.� !� ���= E(z, 0) = 1 − z,

E(z, p) = (1 − z) exp
(

z +
z2

2
+ ... +

zp

p

)
, p ∈ N.

(��� ! ����> g(z) ! �/�9���@/� 3 A :./01�� A�2 /.9�3 �

lim inf
r→∞

T0(r, f)
rλ

= 0

=9� =��07C7 λ� �7=�

g(z) = zm exp(z−ηP (z)),

=� m ∈ Z, η ∈ Z+, P (z)
 �79�/7�? deg P (z) = 2η � η � λ.

���������� >	�� ? 7������. �!������� ����7� m ∈ Z� �� � A ��%��&	�� �,��%��&�
�� 7���� log g(z)� ,	 g(z) = z−mf(z)� @����,�� �	
�� z0 = 1� � ���3�.�� log g(z0)
��%��&	���� $����	��

log g(z) = log g(z0) +

z∫
z0

g′(ζ)
g(ζ)

dζ,

,	 ���	7��� �/&�!�".� !� �%,��3 8��
�� �� %-.,��. z0 � z � A� A�%7���	�� ��%���
�	��� log g(z) � ��, >�����

log g(z) =
∑
k∈Z

ckzk.

�	
�� z = reiθ , r � 1. 5�,�

log |g(z)| =
∑
k∈Z

Re(ckzk) =
1
2

∑
k∈Z

(ckzk + c̄kz̄k) =

=
1
2

∑
k∈Z

(ckrk + c̄−kr−k)eikθ , r � 1,

1
2
(ckrk + c̄−kr−k) =

1
2π

2π∫
0

log |g(reiθ)|e−ikθdθ, r � 1, k ∈ Z. (4)

B!��� ��

| log |g(z)|| � | log |f(z)|| + |m|| log |z||



6; 3��� %8#��9&+%/4

�

1
2π

2π∫
0

| log |f(reiθ)||dθ +
1
2π

2π∫
0

∣∣∣∣log |f
(

1
r
eiθ

)
|
∣∣∣∣ dθ �

� 2T0(r, f) +
1
π

2π∫
0

| log |f(eiθ)||dθ,

�� % '6* �������.� ��

ckrk + c̄−kr−k = O(rλ), r → ∞, k ∈ Z.

C��,�� ck = 0, k > λ� $����,�&� �����7�&�� �����,,	��� ,�� z = 1
r eiθ� ������.���

�� ck = 0, k < −λ� B�3	� ck = 0, |k| > λ� �����

log g(z) =
∑
|k|�η

ckzk = z−η
∑
|k|�η

ckzk+η = z−ηP (z), η � λ,

�� � %��	�8�. ,��	,	��� �	���

"������ * ����> f ! ���7�7�:/� 3 A :./01��? Z(f) = {aν}? W (f) = {bµ}? p1 � p2


 �7=� �769�=73/76��> {zν} � {wµ} 3�=�73�=/7� �7=�

f(z) = zm exp(z−ηP (z))

∏
|aν |�1

E
(

aν

z , p1

) ∏
|aν |>1

E
(

z
aν

, p1

)
∏

|bµ|�1

E
(

bµ

z , p2

) ∏
|bµ|>1

E
(

z
bµ

, p2

) , (5)

=� m ∈ Z? η ∈ Z+? P (z) 
 �79�/7�? deg P (z) = 2η � η � ρ[f ]�

���������� $�%��&��� ���3���� � &�!	� ���� '�* &	�	% π1(1
z ), π2(z)� � � %���	��

���� &	�	% π3(1
z ), π4(z)� B!��� �� N0(r, f) � T0(r, f) � N0(r, 1/f) � T0(r, f)� �� ���

��,�� N0(r, f) � N0(r, 1/f) �	 �	�	����"� ρ� C� �	��	��" D��	�� (�� E��F) ����,��
πj(ζ), j = 1, 2, 3, 4 ����3 �	 �	�	����"� ρ� A�%7���	�� ������"

g(z) =
f(z)π3(1

z ))π4(z)
π1(1

z )π2(z)
.

1������ g(z) %�,���� ��. ����� �	�� �� %�!��!������ ���# %��	�8�. ,��	,	��� �	�
��	���

(��� * H0B7 f ! ���7�7�:/� :./01�� �7��=0. ρ 3 A? Z(f) = {aν}? W (f) = {bµ}?
�7 07�:�1�4/�� -.�I4 :./01�; f ��� k > ρ ��8�5 3�C9�=

ck(r, f) =
1
2
ᾱ−kr−k −

− 1
2k



∑

|aν |>r

(
r

aν

)k

−
∑

|bµ|>r

(
r

bµ

)k

+
∑

1<|aν |�r

( āν

r

)k

−
∑

1<|bµ|�r

(
b̄µ

r

)k

 ,
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ck

(1
r
, f
)

=
1
2
αkr−k −

− 1
2k




∑
|aν |<1/r

(rāν)k −
∑

|bµ|<1/r

(rb̄µ)k +
∑

1/r�|aν |�1

(
1

raν

)k

−
∑

1/r�|bµ|�1

(
1

rbµ

)k

 ,

'9*

=� k �= 0 , 1 < r < ∞�

���������� ��� !��!��!�� ����	,	�� ,��	,	��� ��� �� ,�� ck(r, f)� C '�* �,	�3���

rk

∣∣∣∣∣∣αk +
1
k

∑
1<|aν |�r

(
1
aν

)k

− 1
k

∑
1<|bµ|�r

(
1
bµ

)k
∣∣∣∣∣∣ �

� 2|ck(r, f)| +
∣∣∣∣∣∣
1
k

∑
1<|aν |�r

( āν

r

)k

− 1
k

∑
1<|bµ|�r

(
b̄µ

r

)k
∣∣∣∣∣∣+ |ᾱ−k|r−k.

(7)

B!��� ��∣∣∣∣∣∣
1
k

∑
1<|aν |�r

( āν

r

)k

− 1
k

∑
1<|aν |�r

(
b̄µ

r

)k
∣∣∣∣∣∣ �

1
k

(n0(r, f) + n0(r, 1/f)) �

� 1
k


 er∫

r

n0(t, f)
t

dt +

er∫
r

n0(t, 1/f)
t

dt


 � 1

k
(N0(er, f) + N0(er, 1/f))

�

|ck(r, f)| + |ck(1/r, f)| � 2T0(r, f) +
1
π

2π∫
0

| log |f(eiθ)||dθ,

��� ��,����8� '�* �� rk � �	�	
�,�&� ,� 7������ ��� r → ∞� %��
�,���

αk =
1
k


 ∑

1<|bµ|<∞

(
1
bµ

)k

−
∑

1<|aν |<∞

(
1
aν

)k

 .

$�,!�����"&� αk � '�*� ������.�� '9*� >	�� ,��	,	���

(��� + ����> �7��=70 ρ ���7�7�:/7; 3 A :./01�; f /� 4 1�9�� @�697�� �7=� �7


��=70 :./01�; N0(r, f) + N0(r, 1/f) =7��3/84 ρ�

���������� C �	��	�� 2

π(z)
def
=

∏
|aν |�1

E
(

aν

z , p1

) ∏
|aν |>1

E
(

z
aν

, p1

)
∏

|bµ|�1

E
(

bµ

z , p2

) ∏
|bµ|>1

E
(

z
bµ

, p2

) = z−m exp(−z−ηP (z))f(z).
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B!��� �� ρ[exp(−z−ηP (z))] � η < ρ� �� ρ[π(z)] = max{ρ[f(z)], ρ[exp(−z−ηP (z))]} = ρ�
C ��8�7� /���� %� �	��	��" D��	�� � % �����!�� T0(r, ϕ(z)) = T0(r, ϕ(1/z)) ������.��

ρ = ρ[π(z)] � max{ρ[n0(r, f)], ρ[n0(r, 1/f)]} = ρ[N0(r, f) + N0(r, 1/f)] � ρ.

C��,!� ρ[N0(r, f) + N0(r, 1/f)] = ρ�

��������� ���	�
� �� $�%��&��� N0(r) = N0(r, f) + N0(r, 1/f)� [ρ] = q� X = {xj} =
{|zν|}

⋃{|wµ|}� γk = αk + α−k� ,	 αk ��%��&�"� !� % �	��	�� G� ��!���� � ��%7���
���� ����,��� ���� ρ �	 ���	� �!��� �� ��� ������ ρ ����� &�!���� '�* ������� ���
C����3���� �� max(p1, p2) � q� ,	 p1 � p2 � ��,� ��!��,����!�	� {zν} � {wµ} ��,���
��,��� A�%7���	�� ���� ������"

F (z) = P (z)
∏
j

E

(
z

xj
, q

)
,

,	 P (z) ≡ 1� ���� q = 0� �

P (z) =
q∑

i=1

|γi|zi,

���� q � 1� ��	����.��� 1��-. ������# log |F | '(F� E���)� (9)*�

c0(r, F ) = N(r,
1
F

) = N0(r, f) + N0(r,
1
f

), r > 1,

ck(r, F ) =
1
2
|γk|rk +

1
2k

∑
xj�r

((
r

xj

)k

−
(xj

r

)k
)

, r > 1, 1 � k � q, (8)

ck(r, F ) = − 1
2k

∑
xj>r

(
r

xj

)k

− 1
2k

∑
xj�r

(xj

r

)k

, r > 1, k > q. (9)

$�%��&��� g(z) = f(z)f(1/z)� B!��� �� ck(r, g) = ck(r, f) + c̄k(1/r, f)� �� % '�* � '9*
%��
�,���

ck(r, g) =
1
2
γ̄kr−k−

− 1
2k



∑

|aν |>r

(
r

aν

)k

−
∑

|bµ|>r

(
r

bµ

)k

+
∑

1<|aν |�r

( āν

r

)k

−
∑

1<|bµ|�r

(
b̄µ

r

)k

−

− 1
2k




∑
|aν |<1/r

(raν)k −
∑

|bµ|<1/r

(rbµ)k +
∑

1/r�|aν |�1

(
1

rāν

)k

−
∑

1/r�|bµ|�1

(
1

rb̄µ

)k

 ,
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k � q + 1� � ,�� 1 � k � q�

ck(r, g) =
1
2
γkrk +

1
2
γ̄kr−k+

+
1
2k




∑
1<|aν |�r

((
r

aν

)k

−
( āν

r

)k
)

−
∑

1<|bµ|�r

((
r

bµ

)k

−
(

b̄µ

r

)k
)

+

+
∑

1/r�|aν |�1

(
(raν)k −

(
1

rāν

)k
)

−
∑

1/r�|bµ|�1

(
(rbµ)k −

(
1

rb̄µ

)k
)
 .

C��,!�

|ck(r, g)| � |ck(r, F )| + |γk|
2rk

� |ck(r, F )| + γ∗

k
, k � q + 1,

,	

γ∗ =
1
2

∑
xj∈X

(
1
xj

)q+1

.

���� ��7�� �!��� ��
∣∣a − 1

ā

∣∣ = |a| − 1
|a| � ���� |a| � 1� ��

|ck(r, g)| � |ck(r, F )| + |γk|
2rk

� |ck(r, F )| + |γk|
2

, 1 � k � q,

�� ��3	�
m2(r, g) � m2(r, F ) + C, r > 1.

H��	7��"&� &�!������ � '<* � 'F*� %��
�,���� �� ,�� k � q + 1

|ck(r, F )| =
k

2




r∫
1

(
t

r

)k
N0(t)

t
dt +

∞∫
r

(r

t

)k N0(t)
t

dt


− N0(r), (10)

� ,�� 1 � k � q (q �= 0)�

0 � ck(r, F ) =
1
2
|γk|rk +

k

2

r∫
1

((r

t

)k

−
(

t

r

)k
)

N0(t)
t

dt + N0(r). (11)

B!��� �� ρ �	 ���	� �� %� �	��" � ����,�� N0(r) ,�����". ρ� C� �	��" ��� ����
$��� ,�� /�, ����7� ε > 0 �!��. ��!��,����!� {tn}, tn → ∞ ����� ��

N0(t) �
(

t

tn

)ρ−ε

N0(tn), 0 � t � tn,

N0(t) �
(

t

tn

)ρ+ε

N0(tn), tn � t < ∞. (12)
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+�����!����"&� '�2* � �������
 '�I* � '��*� �,	�3���

|ck(tn, F )| � N0(tn)
{

k(k − ε)
(k − ε)2 − ρ2

− 1
}

, k � q + 1,

�

|ck(tn, F )| � N0(tn)
{

k2

(ρ − ε)2 − k2
− 1
}

+
1
2
|γk|tkn, 1 � k � q.

C����3���� �� % '�2* �������.� %���	��� tqn = o(N0(tn)), n → ∞. +��
���"&� �	
%����3	��� � ,���� ��!� ε� %��
�,���

lim sup
n→∞

|ck(tn, g)|
N0(tn)

� lim sup
n→∞

|ck(tn, F )|
N0(tn)

� ρ2

|k2 − ρ2| , k ∈ N.

C �7��,� �� �����!� $��!	����

{m2(r, F )}2 = N2
0 (r) + 2

∞∑
k=1

|ck(r, F )|2

������.�� �	�����!� ',��� (9)*

lim inf
r→∞

m2(r, g)
N0(r)

�
{

+∞∑
k=−∞

ρ4

(ρ2 − k2)2

}1/2

=
πρ√

2| sin πρ|

(
1 +

sin 2πρ

2πρ

)1/2

.

C ��8�7� /���� �!��� �� ck(1/r, g) = c̄k(r, g), �� m2(1/r, g) = m2(r, g)� ���� ��7��
m2(r, g) = 2m2(r, f)� %��,�� �!����&�� ������.��

lim inf
r→∞

m2(r, f) + m2(r, 1/f)
N0(r, f) + N0(r, 1/f)

� πρ√
2| sin πρ|

(
1 +

sin 2πρ

2πρ

)1/2

.

+ (9) ��/�,����� ������, ����# ������# f0 % ,�,������ ������ ����,�� ρ� ,	 ρ �	
���	 � ,�� ���#

N(t, 1/f0) =
1
ρ
tρ + o(tρ), t → ∞,

lim
r→∞

{
m2(r, f0)
N(r, 1/f0)

}2

= 1 + 2
∞∑

k=1

ρ4

(ρ2 − k2)2
.

A�%7���	�� ������" g0(z) = f0(z)f0(1
z )� B!��� ��

N0(r, 1/g0) = 2N0(r, 1/f0), r > 1,

N0(r, 1/f0) = N(r, 1/f0) + N(1/r, 1/f0) − 2N(1, 1/f0), r > 1,

N0(r, 1/g0) − 2m(1, f) � T0(r, g0) � 2T0(r, f0), r > 1,
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�� ����,�� ������# g0 ,�����". ρ� C �	�� 2� ���
���"&�� �� f0 � ���� ��������
������.��

ck(1/r, f) =
1
2
αkr−k − r−k

2k

∑
1/r�|aν |�1

(
1
aν

)k

, r > r0.

C��,!�

|ck(1/r, f)| � 1
2
|αk|r−k +

1
2

n

k

(r0

r

)k

� γ∗

k
+

n

2k
, r > r0,

,	 n � ��� ��!� ����� ������# f0 � ���%� {z : |z| � 1}� 5��� m2(1/r, f0) � const�
C��,!�� ���
���"&�� �� ck(r, g0) = ck(r, f0) + c̄k(1/r, f0)� ������.��

lim
r→∞

m2(r, g0) + m2(1/r, g0)
N0(r, 1/g0)

= lim
r→∞

2m2(r, g0)
2N0(r, 1/f0)

=

= lim
r→∞

m2(r, g0)
N(r, 1/f0) + N(1/r, 1/f0) − 2N(1, 1/f0)

= lim
r→∞

m2(r, g0)
N(r, 1/f0)

= lim
r→∞

m2(r, f0)
N(r, 1/f0)

,

��/�� ������ '�* ��&��� 5	��	�� � ,��	,	���

��������� �
������� +��
���"&� ���������!� mq(r, f) %� q � �����!� J	�!	�� ,��
��� �� '(�)*� ��.��

m2(r, f)+m2(1/r, f) � m1(r, f)+m1(1/r, f) = 2T0(r, f)−N0(r, f)−N0(r,
1
f

)+2m1(1, f).

5���
κ0(f)

2 − κ0(f)
= lim sup

r→∞
N0(r, f) + N0(r, 1/f)

2T0(r, f) − N0(r, f) − N0(r, 1/f)
�

� lim sup
r→∞

N0(r, f) + N0(r, 1/f)
m2(r, f) + m2(1/r, f) − 2m1(r, f)

.

+��
���"&� '�*� ���
�,��� ,� �	�����!��

κ0(f)
2 − κ0(f)

� | sinπρ|
πρ

{
2

1 + sin 2πρ
2πρ

}1/2

. (13)

+�����!����"&� 	�	�	������ ������ ',���� ��������,� (�)� E�96*� ������.�� '2* %
'��*�

�� �'$JK)�J(LJL M�? �*LN$()JOP M� KL MNO POQRLS�LLR TNOUVW XUV YOVUYUVZN�E
X[LEM�UL\ UL RLL[S�� H� ]RMOYRMWENL� ^M[_�� 2� '2II�*� �F��I�

2� �'$JK)�J(LJL M��(�? �*LN$()JOP M�M� `USUYUVZN�E X[LEM�UL\ UX aL�MO λ�MWZO �L
Z[LEM[VO_ ZSRLO\ HLMOVLRM�ULRS bULXOVOL\O ”?LRSW\�\ RL_ VOSRMO_ MUZ�E\“� cQ�Q�
PUQOYdOV ���2I� 2II�� eUUf UX Rd\MVREM\� � g��I�

�� �'$JK)�J(LJL M�? �*LN$()JOP M� KL MNO POQRLS�LLR TNOUVW XUV YOVUYUVZN�E
X[LEM�UL\ UL RLL[S�� HH� ]RMOYRMWENL� ^M[_�� 26 '2II�*� ���9<�
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6� QN$#� M�? RO&'K S�T�U? TNO _OaE�OL\ UX YOVUYUVZN�E X[LEM�UL\ UX UV_OV SO\\ MNRL
ULO� h[fO ]RMN�i�
 �F9I�
 jUS�2��
 g�2���26F�

�� V795=A��C M�M�? W6��7360�> ���� A�!��	,	�	��	 %��&	��� �	�������k

��������
 ]�� �F�I�

9� %�+#K U�X�? 
'#( Y�R? ?L OlMVOYRS ZVUdSOY �L QRS[O _�\MV�d[M�UL MNOUVW� m[RVM� i�
]RMN� KlXUV_�
 �F���
 jUS�26�
 g������<��

�� �7/=���80 Z�Z� A�,k 1�� 	 � �	�������k	 ��������
 > ���� �F<<�

<� �K'(L*[KPJJ �� ?L RLRSUn UX gU�\\UL�iOL\OL XUVY[SR XUV RLL[S�� ]RMOYRMWENL�
^M[_�� 26 '2II�*� �6����<�

F� \O]#+ ��M� oLM�VO RL_ YOVUYUVZN�E X[LEM�UL\�
 POp qUVf= ^ZV�LnOV� �FF9�

�� ��������  �!"��� #!� ���!�!� $�%
#&�%��!�' �� �  &�%�&��(  ����)

�,-. /01-.2,0344

� !" #$!"%& '!(�&"!) *"� +$,�(- &. / � �

*"� +$,�(+(,%! ,($�� �� ����� / � � *%$!�"+

AB CDEF	G FG BHE	IFEB CJ

lim sup
r→∞

N0(r, f) + N0(r, 1/f)

T0(r, f)

JCK HCIB LMFHH CJ IBKCICKNO	L JPGLE	CGH 	G F NPGLEPKBQ NMFGB�

0+- 1&$2,� IBKCICKNO	L JPGLE	CG� RBSFGM	GGF LOFKFLEBK	HE	L� QBTL	BGLU CJ EOB
JPGLE	CG� VCPK	BK LCBWL	BGEH�

@����� ��,��8�� ,� �	,���	7�# 26�I��2II9

$������� ,� ,���� I2����2II9
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���	��	 � ����������� ����

������ ���	
��
� �������� ����

���

���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

�
�� ��������������	� �� ����� ������ ���	��	

�������� ��	�
 ���	
 
���	���� �� ��
����
 ���	����� �
����� �����


��� �
	�����

ut +
m∑

i=1

ai(x, y, t)uyi −
n∑

i,j=1

(ai(x, y, t)uxi)xj +
n∑

i=1

bi(x, y, t)uxi+

+b0(x, y, t, u) +

t∫
0

a0(x, y, ξ, u)dξ = f0(x, y, t) −
n∑

i=1

fi,xi(x, y, t)

� ���������
� ������
 �� ��
��
�
 x�

������� ����	� �������������
��� �
	������

��	
��
���������� �������� 
����� ����������
� �� � 
����� 
������� �� �
�
�������� 
� �!� 
�
�" � � ����� ��#���$
	 
����������%� # ��!�
	%� ����%�" ��&
�� �� � %�
�%�
���� %����	 ��������	 �!� ��'� (�#����) ���
�%� # n �
�
���%�
���	���
�� �� 
� �' ������	 ������
	" #� ��%�" �������� ���%�!����� *�+" � � ��&
!�
���#��� �#�!��	�$���� � ������������ ��#�� ��
��� ,���� ������!��(�$ � *-+.�
/�#����%�" �� �����
��	���� ��#��	
�
� ��� �������' ��	
��
����������' ������	
�������� 0����	%�� 1� ��" 2������� 1� �� 
� )'�� ���� ,����" ��
�� ���" *- 3 �+.�
4 ��%� ��#��	
�
� ��� ���������' ��	
��
����������' ������	 � ����%�����' ��&
���
�' �
��%��� � *5 3 ��+�

� 6�� 
��6� � ����%������ �����
� ��#!����
� %����� #����� ��� ���������!�
��	
��
����������!� �������� # ���� ��	��% ����� �%" � �" #� ��%�" %��
�
	 ����&
��%� (�� 6�$ #� �
�
���% p ∈ (1, 2]. 7�
��������� ���
��� 6	�!� �������� %��
�
	

�© �������� 	
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��� ��� 
� !"#$%&'() *��
���� �!+�(%#,-


���� 
�'���� #� !��
�$ m + 1 (m ≥ 1) ��#������' #%����'�

8�'�� Ωx 3 ����%����� �����
	 � R
n # %���$ ∂Ωx ⊂ C19 Ωy 3 ��%����� �����
	

� R
m # %���$ ∂Ωy ⊂ C19 Ω = Ωx × Ωy9 Qτ = Ω × (0, τ)" 0 < τ ≤ T 9 ST = ∂Ω × (0, T )9

Ωτ = QT ∩ {t = τ}. : �����
� QT ��#!����%� ��������

A(u) ≡ ut +
m∑

i=1

ai(x, y, t)uyi −
n∑

i,j=1

(aij(x, y, t)uxi)xj +
n∑

i=1

bi(x, y, t)uxi+

+ b0(x, y, t, u) +

t∫
0

a0(x, y, ξ, u)dξ = f0(x, y, t) −
n∑

i=1

fi,xi(x, y, t) ,�.

# 
���
 ���$ �%���$

u(x, y, 0) = u0(x, y) , (x, y) ∈ Ω . ,-.

��� �
������� �� ������� 
��
�� �
�%�%�" �� ΩR
x = {x ∈ Ωx : |x| < R}

��!������ � ����� ���	������ *�-" ;�<�+ ��� ���' R > R0 > 0� 8�'�� ΩR = ΩR
x × Ωy9

QR
τ = ΩR × (0, τ)" τ ∈ (0, T ]9 ΩR

τ = QR
T ∩ {t = τ}9 SR

τ = ∂ΩR × (0, τ)�
:����%� 
���
��

Lσ
loc(Ω) =

{
u : u ∈ Lσ(ΩR) , ∀R > R0

}
, σ = 2 ��� σ = +∞.

=��
�� �
�%�%�" �� ��� �������� ,�. �� ���$
	�� 
� � �%���>

��� > ai ∈ C(QT )" ai,yi ∈ L∞(QT ), i = 1, ..., m; aij , aij,yk
∈ L∞((0, T ); L∞(Ω)) "

i, j = 1, ..., n" k = 1, ..., m9
n∑

i,j=1

aij(x, y, t)ξiξj ≥ A0|ξ|2, A0 > 0 ��� ���' ξ ∈ R
n �

%���� ���' (x, y, t) ∈ QT ; ?@@ sup
QR

T

n∑
i,j=1

a2
ij(x, y, t) ≤ α0R

2ϑ ∀R > R0, ϑ ∈ [0, 1); (�� 6�)

a0(·, ·, ·, η), a0,yi(·, ·, ·, η), a0,η(·, ·, ·, η) ��%���� � QT ��� ���' η ∈ R9 (�� 6�� a0(x, y, t, ·)
��
������� �� R ��� %���� ���' (x, y, t) ∈ QT 9

| a0(x, y, t, η1) − a0(x, y, t, η2)| ≤ A|η1 − η2| ,
| a0,yi(x, y, t, η)| ≤ α1 |η| , i = 1, ..., m ,

| a0,η(x, y, t, η)| ≤ α1 ,

��� ���' η1, η2 ∈ R � %���� ���' (x, y, t) ∈ QT , �� A, α0, α1 3 ����
�� �
���9

��� > bi, bi,yi ∈ L∞(QT ), i = 1, ..., n, j = 1, ..., m; (�� 6�) b0(·, ·, ·, η), b0,yi(·, ·, ·, η),
b0,η(·, ·, ·, η) ��%���� � QT ��� ���' η ∈ R9 (�� 6�� b0(x, y, t, ·) ��
������� � R %����
��� ���' (x, y, t) ∈ QT ;

( b0(x, y, t, η1) − b0(x, y, t, η2))(η1 − η2) ≥ 0 ,

| b0(x, y, t, η)| ≤ B0|η|p−1 ,

| b0,yi(x, y, t, η)| ≤ B0|η|p−1 , i = 1, ..., m ,

| b0,η(x, y, t, η)| ≤ B0



*+."&" /"0"-" 0!1 2!34$"5"$"6�!+-&�7� $+#&1&&1 ���

%���� ��� ���' (x, y, t) ∈ QT � ��� ���' η ∈ R" �� B0 3 ����
�� �
���" 1 < p ≤ 2 .

=�#����%� ����# S1
T %������ 
�' 
��� 
����'�� Ωx × ∂Ωy × (0, T )" ��� � �'

�� ���A
	�� ��������
	
m∑

i=1

ai(x, y, t) cos(ν, yi) < 0 ,

�� ν 3 #������� ���%��	 �� ST " � ����# S2
T 3 %������ 
��� 
����'��Ωx×∂Ωy×(0, T )"

��� � �'
m∑

i=1

ai(x, y, t) cos(ν, yi) ≥ 0 .

7�����
�%�%�" �� ��� �������� ,�. �� ���A
	�� �%��� ���" � �� S
(1)
T = Ωx ×

Γ1 × (0, T )" S
(2)
T = Ωx × Γ2 × (0, T )" Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ωy" Γ1 ∩ Γ2 = ∅�

���% 
���
 ���) �%��� ,-." #���%� ��� �������� ,�.  ������ �%��� ��!����

u|
S

(1)
T

= 0 , u|∂Ωx×Ωy×(0,T ) = 0 . ,B.

8�'�� Φ ∈ C1(R)" Φ(η) = 1 
�� η ≤ 0" Φ(η) = 0 
�� η ≥ 1" � 0 ≤ Φ(η) ≤ 1 
��
η ∈ R�

8�'��

hR(x) = Φ
( |x| − R

κ

)
, �� κ > 0 ,

ωR(x) = [hR(x)]γ , γ > 2 .

C��� ωR(x) = 1 
�� |x| ≤ R , ωR(x) = 0 
�� |x| ≥ R+κ , 0 ≤ ωR(x) ≤ 1 
�� x ∈
R

m ,

|ωR,xi(x)| ≤ d

κ
[hR(x)]γ−1

, x ∈ R
n , i = 1, ..., m, d = ;DE@F > 0 .

:����%� 
���
���

H1,0
loc (Ω) =

{
u : u, uxi ∈ L2

loc(Ω), i = 1, ..., n , u|∂Ωx×Ωy = 0
}

;

H1,1
loc (Ω) =

{
u : u, uxi, uyj ∈ L2

loc(Ω), i = 1, ..., n, j = 1, ..., m ,

u|Ωx×Γ1 = 0 , u|∂Ωx×Ωy = 0
}

.

:����
�%�%�" �� 
���� ���
��� ,�. � 
���
 ��� (�� 6�� � ,-. #������	��A �%���
���" � ��

fi, fi,yj ∈ L2
(
(0, T ); L2

loc(Ω)
)
" fi|S(1)

T

= 0" i = 0, 1, ..., n" j = 1, ..., m9 u0, u0,yi ∈
L2

loc(Ω)" i = 1, ..., m9 u0|Ωx×Γ1 = 0�



��8 ��� 
� !"#$%&'() *��
���� �!+�(%#,-

��������� � ./012�3 u 4 ��56�5�/ C([0, T ]; L2
loc(Ω)) ∩ L2((0, T ); H1,0

loc (Ω)) 0�4�

7������5 /4�8�9:0�0�� �547;�415� 4�<�=� >"? ! >@?A �1B5 750� C 8��0�2�3 / 2:5

�/ ��56�5�� �569�<57056�� D/012�E {uk} ��1��A B5 <9� 15F0585 k ∈ N D/012��
uk ∈ C([0, T ]; L2

loc(Ω)) ∩ L2((0, T ); H1,1
loc (Ω)) � 4�<5759:0�C ��70�6�:

∫
Ωτ

ukv dxdy +
∫

Qτ


−ukvt +

m∑
i=1

ai(x, y, t)uk
yi

v +
n∑

i,j=1

aij(x, y, t)uk
xi

vxj +
n∑

i=1

bi(x, t)uk
xi

v+

+b0(x, y, t, uk)v +

t∫
0

a0(x, y, ξ, uk) dξ v


 dxdydt =

=
∫
Ω0

uk
0v dxdy +

∫
Qτ

[
fk
0 v +

n∑
i=1

fk
i vxi

]
dxdydt ,<.

<9� 76�� τ ∈ (0, T ] � 76�� v ∈ C([0, T ]; C2
0(Ω)) ��1��A B5 @GHH v ⊂ Ωk <9� 76�� t ∈ [0, T ]

� <9� 15F0585 k ∈ NA <� uk
0 → u0 / ��56�5�� L2

loc(Ω)A fk
i → fiA i = 0, 1, ..., n / ��56�5��

L2
(
(0, T ); L2

loc(Ω)
)
A ���=5�/ uk

0 , f
k
i 4�<5759:0�3�: /�57/ ����

��#!����%� ��
�%���� #������ 8�'�� R > R0 + 1 3 �����	�� (� ������ ������ :
�����
� QR

T ��#!����%� ��������

A(u) = fR
0 (x, y, t) −

n∑
i=1

fR
i,xi

(x, y, t) ,�.

# 
���
 ���$ �%���$

u(x, y, 0) = uR
0 (x, y) , (x, y) ∈ ΩR ,5.

�  ������%� �%���%�

u|
S

(1)
T ∩SR

T

= 0 , u|∂ΩR
x ×Ωy×(0,T ) = 0 , ,�.

��

fR
0 (x, y, t) =

{
f0(x, y, t), (x, y, t) ∈ QR

T ,
0, (x, y, t) ∈ QT \ QR

T ,

fR
i (x, y, t) = fi(x, y, t)χR(x), i = 1, ..., n , uR

0 (x, y) = u0(x, y)χR(x) , χR ∈ C1(Rn) ,
χR(x) = 1 
�� |x| ≤ R − 1, χR(x) = 0 
�� |x| ≥ R , 0 ≤ χR(x) ≤ 1 
�� x ∈ R .

8�'��

H1,1
Γ1

(ΩR) = {u : u, uyj , uxi ∈ L2(ΩR), i = 1, ..., n, j = 1, ..., m ,

u|ΩR
x ×Γ1 = 0 , u|∂ΩR

x ×Ωy
= 0

}
,

H1,0,1
0 (QR

T ) = {u : u, ut, uxi ∈ L2(ΩR) , i = 1, ..., n , u|∂ΩR
x ×Ωy×(0,T ) = 0} .
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��������� ! ./012�3 u 4 ��56�5�/ C([0, T ]; L2(ΩR)) ∩L2((0, T ); H1,1
Γ1

(ΩR)) 0�4�

7������5 /4�8�9:0�0�� �547;�415� 4�<�=� >G? ! >H?A �1B5 750� 4�<5759:0�C �0��8

��9:0/ ��70�6�:

∫
ΩR

τ

uv dxdy +
∫

QR
τ


−uvt +

n∑
i=1

ai(x, y, t)uyiv +
n∑

i,j=1

aij(x, y, t)uxivxj +
n∑

i=1

bi(x, t)uxiv+

+b0(x, y, t, u)v +

t∫
0

a0(x, y, ξ, u)vdξ − fR
0 (x, y, t)v −

n∑
i=1

fR
i (x, y, t)vxi


 dxdydt =

=
∫

ΩR
0

uR
0 v dxdy ,I.

<9� <57�9:0585 τ ∈ (0, T ] � <57�9:05I D/012�I v ∈ H1,0,1
0 (QR

T )�

"�#��$� � ����E 7�150/3�:6� /�57� ���A ���A ���A ���� �5<� �60/C C<�0�E /4�

8�9:0�0�E �547;�451 u 4�<�=� >G? ! >H?�

��������� 6�A) 
����%� %���� 
�����
� �����!���� �� ��������� 
����%� � *��+"

�%� ��!� ������
� �� ����%��

J�/7�F�00� "� 8�'�� u 3 �#�!��	����� ��#�J�#� #����� ,�. 3 ,�.� C��� ,� ����� ��#&

������. # ,I. ��
����A ������
	

ut =−
m∑

i=1

aiuyi−
n∑

i,j=1

(aijuxi)xj−
n∑

i=1

biuxi−b0(x, y, t, u)−
t∫

0

a0(x, y, ξ, u)dξ+f0−
n∑

i=1

fi,xi .

C�%� ut ∈ L2((0, T ); (H1,1
Γ1

(ΩR))∗) � �� 
���
��� 
����%� ���� *�-" �����+ 
�����	��
(��%��� ��
�!������� ���
���%�

t2∫
t1

< ut, u > dt =
1
2

∫
Ωt2

|u|2 dxdy − 1
2

∫
Ωt1

|u|2 dxdy , ∀ t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2 ,

�� < ·, · > 
�#����A � ������� ����
� %�� 
���
���%� L2((0, T ); (H1,1
Γ1

(ΩR))∗) 
�

L2((0, T ); H1,1
Γ1

(ΩR))�

"�#��$� ! ����E 7�150/3�:6� /�57� ���A ���A ��� �A 1��� �585A
fi ∈ L2((0, T ); L2

loc(Ω))A i = 0, 1..., nA u0 ∈ L2
loc(Ω)A

∫
ΩR

u2
0(x, y)dx dy +

∫
QR

T

n∑
i=0

f2
i (x, , t)dx dy dt ≤ a exp(bR1−ϑ) ∀R > R0, ,�.

<� a, b ! <��1� <5<��0� 6��9�� �5<� �60/C ��1� T0 ≤ T A B5 4�<�=� >"? ! >@? ��C
/4�8�9:0�0�E �547;�451 7 5K9�6�� QT0 �
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� !"#$%&'() *��
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���������� 8�'�� {fk
i }, {uk

0}" i = 0, 1, ..., n 
� � 
����������
� (�� 6��" ��  �����
���%��
 6�' 
����������
�� #������	��A �%��� ��� �

||fk
i − fi||L2((0,T );L2(ΩR)) → 0 , i = 0, 1, ..., n , ||uk

0 − u0||L2(ΩR) → 0

���  ����!� R > R0 
�� k → ∞� 8� 
���
��� 
����%� � ��� �����	��!� R > R0 + 1
����A �#�!��	����� ��#�J�#� #����� � �����
� QR

T ��� ��������

A(u) = fk,R
0 −

n∑
i=1

fk,R
i,xi

,�K.

# 
���
 ���$ �%���$

u(x, y, 0) = uk,R
0 (x, y) , (x, y) ∈ ΩR ,��.

�  ������%� �%���%� ,�.�

8�'�� R = R(k) = 2k > R0 + 1� =�������%� �#�!��	����� ��#�J�#� #����� ,�K."

,��." ,�. ����% �� �����
	 QT \ Q
R(k)
T � 
�#����%� ��!� ����# uk� C��� %�
�%�%� 
�&

���������
	 (�� 6�� {uk}"  ���� # � �' A �#�!��	����% ��#�J�# �% #����� � �����
�

Q
R(k)
T ��� ��������

A(u) = f
k,R(k)
0 −

n∑
i=1

f
k,R(k)
i,xi

,�-.

# 
���
 ���$ �%���$

u(x, y, 0) = u
k,R(k)
0 (x, y) , (x, y) ∈ ΩR(k) ,�B.

�  ������%� �%���%� ,�.�

8�'�� 2l > R0+1� =���
���%� (�� 6�) uk � ul � ��
�!���	�� ������
	 ,<." �����%�%�
)' � 
���%�%�" �� v = uk,l ωR" �� uk,l = uk − ul" L R ��� � (� ������ ����� 
� �" ��
R > R0 + 1 � R < min{R(k); R(l)}� :��'���$�� #��������� �" ������%� ������
	

1
2

∫
Ωτ

|uk,l|2ωR dxdy +
∫

Qτ

[ m∑
i=1

ai(x, y, t)uk,l
yi

uk,l ωR +
n∑

i,j=1

aij(x, y, t)uk,l
xi

(uk,lωR)xj +

+
n∑

i=1

bi(x, t)uk,l
xi

uk,l ωR + (b0(x, y, t, uk) − b0(x, y, t, ul))uk,l ωR +

+

t∫
0

(a0(x, y, ξ, uk) − a0(x, y, ξ, ul))dξ uk,l ωR

]
dxdydt =

=
1
2

∫
Ω0

|uk,R(k)
0 − u

l,R(l)
0 |ωR dxdy +

∫
Qτ

[
(fk,R(k)

0 − f
l,R(l)
0 )uk,l ωR +
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+
n∑

i=1

(fk,R(k)
i − f

l,R(l)
i )(uk,lωR)xi

]
dxdydt,


�����	�� ��� ���' τ ∈ [0, T ]�
8� 
���
��� �%��� ���

J1 ≡
∫

Qτ

m∑
i=1

ai(x, y, t)uk,l
yi

uk,l ωR(x) dxdydt =
1
2

∫
S2

τ

n∑
i=1

ai(x, y, t) |uk,l|2 ωR(x) cos(ν, yi) dS−

− 1
2

∫
Qτ

m∑
i=1

ai,yi(x, y, t)|uk,l|2 ωR(x) dxdydt ≥ −A1

2

∫
Qτ

|uk,l|2 ωR(x) dxdydt ,

��

A1 = m

(
max

i=1,...,m
?@@ sup

QT

|ai,yi(x, y, t)|
)

;

J2 ≡
∫

Qτ

n∑
i,j=1

aij(x, y, t)uk,l
xi

uk,l
xj

ωR(x) dxdydt ≥ A0

∫
Qτ

|∇xuk,l|2 ωR(x) dxdydt ;

J3 ≡
∫

Qτ

n∑
i,j=1

aij(x, y, t)uk,l
xi

uk,l (ωR(x))xj dxdydt ≥

≥ −1
2

∫
Qτ

[
δ1|∇xuk,l|2 ωR(x) +

α0nγ2d2R2ϑ

δ1κ2
(hR)γ−2

]
dxdydt , δ1 > 0;

J4 ≡
∫

Qτ

t∫
0

(a0(x, y, ξ, uk) − a0(x, y, ξ, ul)) dξ uk,l ωR(x) dxdydt ≥

≥ −A

∫
Qτ

t∫
0

|uk,l(x, y, ξ)| dξ |uk,l|ωR(x) dxdydt ≥

≥ −AT

∫
Qτ

|uk,l|2 ωR(x) dxdydt .

/!���� # �%���$ ���

J5≡
∫

Qτ

n∑
i=1

bi(x, t)uk,l
xi

uk,l ωR(x) dxdydt ≥ −1
2

∫
Qτ

[
δ1 |∇uk,l|2 +

B1

δ1
|uk,l|2

]
ωR(x) dxdydt,

��

B1 = ?@@ sup
QT

n∑
i=1

b2
i (x, y, t) ;
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J6 ≡
∫

Qτ

(b0(x, y, t, uk) − b0(x, y, t, ul))uk,l ωR(x) dxdydt ≥ 0 .

/�#����%�" ��

|uk,R(k)
0 − u

l,R(l)
0 | ≤ |uk,R(k)

0 − u0| + |u0 − u
l,R(l)
0 | .

C�%�

|uk,R(k)
0 − u

l,R(l)
0 |2 ≤ 2(|uk,R(k)

0 − u0|2 + |u0 − u
l,R(l)
0 |2)

�

J7 ≡ 1
2

∫
Ω0

|uk,R(k)
0 − u

l,R(l)
0 |2 ωR(x) dxdydt ≤

≤
∫
Ω0

[
|uk,R(k)

0 − u0|2 + |ul,R(l)
0 − u0|2

]
ωR(x) dxdy .

����

J8 ≡
∫

Qτ

(fk,R(k)
0 − f

l,R(l)
0 )uk,l ωR(x) dxdydt =

=
∫

Qτ

[
(fk,R(k)

0 − f0)uk,l ωR(x) + (f0 − f
l,R(l)
0 )uk,l ωR(x)

]
dxdydt ≤

≤ 1
2

∫
Qτ

[
(fk,R(k)

0 − f0)2 + (f l,R(l)
0 − f0)2

]
ωR(x) dxdydt +

∫
Qτ

|uk,l|2 ωR(x) dxdydt ;

J9 ≡
∫

Qτ

n∑
i=1

(fk,R(k)
i − f

l,R(l)
i )uk,l

xi
ωR(x) dxdydt =

=
∫

Qτ

n∑
i=1

[
(fk,R(k)

i − fi)uk,l
xi

ωR(x) + (fi − f
l,R(l)
i )uk,l

xi
ωR(x)

]
dxdydt ≤

≤ δ1

∫
Qτ

|∇xuk,l|2 ωR(x) dxdydt +

+
1

2δ1

∫
Qτ

n∑
i=1

[
(fk,R(k)

i − fi)2 ωR(x) + (f l,R(l)
i − fi)2 ωR(x)

]
dxdydt ;

J10 ≡
∫

Qτ

n∑
i=1

(fk,R(k)
i − f

l,R(l)
i )uk,l (ωR(x))xi dxdydt ≤
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≤ 1
2

∫
Qτ

[
R−2ϑ

δ2

n∑
i=1

(fk,R(k)
i − f

l,R(l)
i )2 ωR(x)+

+
δ2nd2γ2R2ϑ

κ2
|uk,l|2 (hR(x))γ−2

]
dxdydt .

:��'���$�� �6�� � ��
�!����� J1 3 J10" # ,�B. ������%� ��������
	∫
Ωτ

|uk,l|2 ωR(x) dxdy + (2A0 − 4δ1)
∫

Qτ

|∇xuk,l|2 ωR(x) dxdydt ≤

≤
(

A1 + 2AT + 2 +
B1

δ1

) ∫
Qτ

|uk,l|2 ωR(x) dxdydt + F (τ) , ,�<.

��

F (τ) =
(

α0

δ1
+ δ2

)
nd2γ2R2ϑ

κ2

∫
Qτ

|uk,l|2 (hR(x))γ−2 dxdydt+

+ 2
∫
Ω0

(|uk,R(k)
0 − u0|2 + |ul,R(l)

0 − u0|2)ωR(x) dxdy+

+ 2
∫

Qτ

[
(fk,R(k)

0 − f0)2 + (f l,R(l)
0 − f0)2+

+
( 2

δ2
+

1
δ1

) n∑
i=1

(
(fk,R(k)

i − fi)2 + (f l,R(l)
i − fi)2

)]
ωR(x) dxdydt ,

τ ∈ (0, T ]�
:�����%� δ1 = A0/4, δ2 = α0/δ1� :� ����
���$�� ��%� 7�������� & M��%���"

��! � ������
� ��������
	∫
Ωτ

|uk,l|2 ωR(x) dxdy +
∫

Qτ

(|∇xuk,l|2 + |uk,l|2) ωR(x) dxdydt ≤

≤ M1

[
(R + κ)2ϑ

κ2

∫
Qτ

|uk,l|2 (hR(x))γ−2 dxdydt + FR(τ)
]

, τ ∈ [0, T ] , ,��.

�� �
��� M1 ��#����A
	��  ��(�6�A�
�%� �������� ,�. � �����% T " 
����%� M1 → 0

�� T → 0" L

FR(τ) = 2
∫
Ω0

(|uk,R(k)
0 − u0|2 + |ul,R(l)

0 − u0|2)ωR(x) dxdy+

+ 2
∫

Qτ

[
(fk,R(k)

0 − f0)2 + (f l,R(l)
0 − f0)2 +



��> ��� 
� !"#$%&'() *��
���� �!+�(%#,-

+
( 2

δ2
+

1
δ1

) n∑
i=1

(
(fk,R(k)

i − fi)2 + (f l,R(l)
i − fi)2

)]
ωR(x) dxdydt.

8� 
���
��� �%��� ,�. ����A 
� � s0 ∈ N, �� ��� ���' s > s0 
�����	�� ��������
�

∫
ΩR

|us
0(x, y)|2dxdy +

∫
QR

T

n∑
i=0

|fs
i (x, y, t)|2dxdydt ≤ 2a exp(bR1−ϑ), ,�5.

∫
ΩR

|us
0(x, y−u0(x, y))|2dxdy +

∫
QR

T

n∑
i=0

|fs
i (x, y, t)− fi(x, y, t)|2dxdydt ≤ exp(−q + bR1−ϑ),

,��.
�� q 3 ��
����	�� ������

/ ,��. #� ��%�" ������%�" ��∫
Q

R(k)
τ

∣∣uk+3,k+2
∣∣2 dxdydt ≤ M1(R(k) + κ)2ϑ

κ2

∫
Q

R(k+1)
τ

∣∣uk+3,k+2
∣∣2 dxdydt+M1 FR(k+1)(τ)

,�I.

�� κ = 2k.

=�����%� �����#� [R(k), R(k)+κ] �� q ���
��� :�����%� q = λ[2k(1−ϑ)], �� λ 
� �
��
����	�� �����" �� λ2M12ϑ ≤ e−1, [ · ] 3 6��� ���
��� ������

C��� �����!���� � � *�B+ # ,�I. ������A%� �6�� �∫
Q

R(k)
τ

∣∣uk+3,k+2
∣∣2 dxdydt ≤ e−q

∫
Q

R(k+1)
τ

∣∣uk+3,k+2
∣∣2 dxdydt +

M1 e

e − 1
FR(k+1) . ,��.

4� ��	 �∣∣∣fk+3,R(k+3)
i − f

k+2,R(k+2)
i

∣∣∣2 ≤ 2
(∣∣∣fk+3,R(k+3)

i − fi

∣∣∣2 +
∣∣∣fk+2,R(k+2)

i − fi

∣∣∣2) ,

i = 0, 1, ..., n"

∣∣∣uk+3,R(k+3)
0 − u

k+2,R(k+2)
0

∣∣∣2 ≤ 2
(∣∣∣uk+3,R(k+3)

0 − u0

∣∣∣2 +
∣∣∣uk+2,R(k+2)

0 − u0

∣∣∣2) ,


� �� 
���
��� ,��.

FR(k+1)(τ) ≤ 2 ?NH{−q + b (R(k + 1))1−ϑ} .

4
��" # ,��. ��
����A ��������
	∫
Q

R(k)
τ

∣∣uk+3,k+2
∣∣2 dxdydt ≤
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≤ e−q

∫
Q

R(k+1)
τ

∣∣uk+3,k+2
∣∣2 dxdydt + M2?NH{−q + b (R(k + 1))1−ϑ} . ,-K.

:� ����
���$�� ,<. 
�� v = uk e−ρt" ρ > 0" �
��%�A%� ������
	

1
2

∫
Ω

R(k)
τ

∣∣uk
∣∣2 e−ρτ dxdy +

∫
Q

R(k)
τ


1

2
ρ

∣∣uk
∣∣2 +

m∑
i=1

ai(x, y, t)uk
yi

uk +
n∑

i,j=1

aij(x, y, t)uk
xi

uk
xj

+

+
n∑

i=1

bi(x, y, t)uk
xi

uk + b0(x, y, t, uk)uk +

t∫
0

a0(x, y, ξ, uk)dξuk


 e−ρt dxdydt =

=
1
2

∫
Ω

R(k)
0

∣∣∣uk,R(k)
0

∣∣∣2 dxdy +
∫

Q
R(k)
τ

[
f

k,R(k)
0 uk +

n∑
i=1

f
k,R(k)
i uk

xi

]
e−ρt dxdydt , ,-�.

�� τ ∈ (0, T ]�
8� 
���
��� �%�� ���" ���" ��� # ,-�. ��! � ������
� �6�� �∫

Ω
R(k)
τ

∣∣uk
∣∣2 dxdy +

∫
Q

R(k)
τ

[∣∣uk
∣∣2 +

∣∣∇xuk
∣∣2] dxdydt ≤

≤M3




∫
Ω

R(k)
0

∣∣∣uk,R(k)
0

∣∣∣2 dxdy +
∫

Q
R(k)
τ

n∑
i=0

∣∣∣fk,R(k)
i

∣∣∣2 dxdydt


 . ,--.

:��'���$�� ,�5." # ,--. �
��%�A%�" ��∫
Q

R(k)
τ

∣∣uk
∣∣2 dxdydt ≤ 2 a M3 ?NH{b (R(k))1−ϑ} . ,-B.

4� ��	 � ∣∣uk+3,k+2
∣∣2 ≤ 2

(∣∣uk+3
∣∣2 +

∣∣uk+2
∣∣2) ,


� # ,��." ,-B. ��
����A �6�� �∫
Q

R(k+1)
τ

∣∣uk+3,k+2
∣∣2 dxdydt ≤ 4a M3 exp

{−q + b (R(k + 4))1−ϑ
}

+

+M2 exp
{−q + b (R(k + 2))1−ϑ

} ≤ M4 exp
{−q + b (R(k + 4))1−ϑ

}
. ,-<.

C�%� ����A 
� � T0 ≤ T " �� ��� ���' τ ∈ [0, T0] ����� λ %���� �����
� 
� " ���
λ > b24(1−ϑ). C��� 
���� ���
��� ,-<. %���� �6���
� 
� >

exp
{−q + b (R(k + 4))1−ϑ

} ≤ exp{−[2k(1−ϑ)] α0} ,



��� ��� 
� !"#$%&'() *��
���� �!+�(%#,-

�� α0 = λ − b24(1−ϑ)�

8�'�� R1 > R0 + 1 3 �����	�� (� ������ �����" R(k) > R1�

/ ,-<. ��
����A �6�� �

||uk+3,k+2||C([0,T0];L2(ΩR1 )) + ||uk+3,k+2||L2((0,T0);V (ΩR1 )) ≤ M5 exp{−α0 2(k−1)(1−ϑ)} ,

V (ΩR1) =
{

u : u, uxi ∈ L2(ΩR1), u|
(∂Ωx∩∂Ω

R1
x )×Ωy

= 0
}

.

C���

||uk+l+2 − uk+2||C([0,T0];L2(ΩR1 )) + ||uk+l+2 − uk+2||L2((0,T0);V (ΩR1)) ≤

≤
l−1∑
i=0

||uk+i+3 − uk+i+2||C([0,T0];L2(ΩR1 )) + ||uk+i+3 − uk+i+2||L2((0,T0);V (ΩR1)) ≤

≤ M5

∞∑
i=0

exp{−α0 22(k+i)+1} ≤ M6 exp{−α0 2(k−1)(1−ϑ)} , ,-�.

�� M6 �� #�����
	 ��� k" l� :��'���$�� ,��. � ,-�." ��! � 
� �#�
�" �� 
����&
������
	 {uk} (����%��
��	�� � 
���
��� C([0, T0]; L2(ΩR1)) ∩ L2((0, T0); V (ΩR1))�
8� 
���
��� �����	���
� R1" ������A%�" �� uk → u � 
���
��� C([0, T0]; L2

loc(Ω)) ∩
L2((0, T0); H

1,0
loc (Ω))" 
��
� u 3 �#�!��	����� ��#�J�#� #����� ,�. 3 ,B.� C����%� ����&

�����

"�#��$� % ����E 7�150/3�:6� /�57� ���A ���A ���A fi ∈ L2
(
(0, T ); L2

loc(Ω)
)
)A

u0 ∈ L2
loc(Ω)A i = 0, 1, ..., n� �5<� 4�<�=� >"? ! >@? 0� �5F� ���� K�9:L� 5<0585

/4�8�9:0�0585 �547;�41/ 7 19�6� D/012�E ��1��A B5

∫
QR

T

|u|2 dxdydt ≤ a exp
{
bR1−ϑ

}
, ,-5.

∀R > R0 + 1A <� a, b ! <5<��0� 6��9��

���������� 8�'�� ����$
	 ��� �#�!��	���� ��#�J�# � u1 � u2 #����� ,�.3 ,B.� /���%�
�����	�� (� ������ ����� R1 > R0 + 1 � � #��!���� %��� ����� ε > 0� 8�'�� R(l) =
2l > R1" l ∈ N�

/!���� # �#�������% �#�!��	����!� ��#�J�# � ����$
	 
����������
� {ui,k} 
� �"
�� ui,k → ui � 
���
��� C([0, T ]; L2

loc(Ω)) ∩ L2((0, T ); H1,0
loc (Ω))" 
����%� ui,k #���&

���	��A ,<. # 
����%� ���
���%� f i,k
j � 
���
 ���%� (�� 6��%� ui,k

0 " �� f i,k
j " ui,k

0

#������	��$
	 �%��� ���" f i,k
j → fj � 
���
��� L2((0, t0); L2

loc(Ω))" ui,k
0 → u0 � 
���&


��� L2
loc(Ω) 
�� k → ∞" i = 1, 2" j = 0, 1, ..., n� O�� �% �����!���� � ,��. ������%�
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��������
	∫
Qτ

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 ωR(x) dxdydt ≤

≤ M1(R + κ)2ϑ

κ2

∫
Qτ

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 [hR(x)]γ−2 dxdydt + M2 F (R, τ) , ,-�.

�� (�� 6�� ωR(x) � �
��� M1" M2" κ ��#������ 
�� ��������� 
����%� -" R = R(l), �

F (R, τ) =
∫
Ω0

∣∣∣u2,k
0 − u1,k

0

∣∣∣2 ωR(x) dxdydt +
∫

Qτ

n∑
i=0

∣∣∣f2,k
i − f1,k

i

∣∣∣2 ωR(x) dxdydt .

:�����%� q = λ [2l(1−ϑ)]" κ = 2l" �� λ2 M12ϑ < e−1" λ 3 ��� � ��
����	�� ������
4� ��	 �

F (R, τ) ≤ 2
∫

Ω
R(l+1)
0

(∣∣∣u2,k
0 − u0

∣∣∣2 +
∣∣∣u1,k

0 − u0

∣∣∣2) dxdy+

+ 2
∫

Q
R(l+1)
τ

n∑
i=0

(∣∣∣f2,k
i − fi

∣∣∣2 +
∣∣∣f1,k

i − fi

∣∣∣2) dxdydt ,


� ���'���$�� #������
� 
����������
�� {f i,k
j }" {ui,k

0 }" i = 1, 2" j = 0, 1, ..., n" %���%�
#�#����
� 
� � k0(l)" ��

F (R, τ) < e−q

��� ���' k > k0(l)�
C��� # ,-�. �����!���� � 
�� ��������� 
����%� - ������%� �6�� �∫

Q
R(l)
τ

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 dxdydt ≤ e−q

∫
Q

R(l+1)
τ

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 dxdydt + e−q ,-I.

��� l ≥ l0(M2).
4� ��	 � ui,k → ui � L2

loc(Ω)" 
� ����A 
� � k1(l, ε) ∈ N" k1 ≥ k0" ��∫
Q

R(l+1)
τ

∣∣ui,k − ui
∣∣2 dxdydt ≤ ε

16
, i = 1, 2 ,-�.

��� ���' k > k1(l, ε)�
:��'���$�� 
�" ��

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 ≤ 3

(∣∣u2,k − u2
∣∣2 +

∣∣u1,k − u1
∣∣2 + 2

∣∣u1
∣∣2 + 2

∣∣u2
∣∣2 )



��8 ��� 
� !"#$%&'() *��
���� �!+�(%#,-

� �%��� ,-5." # ,-I. ������%� �6�� �∫
Q

R(l)
τ

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 dxdydt ≤ e−q

(
3 ε

8
+ 4a exp

{
b (R(l + 1))(1−ϑ)

}
+ 1

)
≤ ,BK.

≤ (2 + 4a) exp
{
−q + b (R(l + 1))(1−ϑ)

}

�� k > k1(l, ε)� P����!���� � 
�� ��������� 
����%� - %���%� �
��������
� 
��
��������� 
� �!� T0 ≤ T, �� −q + b [R(l + 1)](1−ϑ) < −[2l(1−ϑ)]α0, α0 > 0 ��� ���'
τ ∈ [0, T0].

C��� # ,BK. ��
����A �6�� �∫
Q

R(l)
T0

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 dxdydt ≤ (2 + 4a) exp

{
−α0 [2l(1−ϑ)]

}
.

4
��" ����A 
� � l1 ∈ N" l1 ≥ l0" ��∫
Q

R1
T0

∣∣u2,k − u1,k
∣∣2 dxdydt <

ε

16
,B�.

��� ���' l > l1 � k > k1(l, ε)�
4� ��	 � ∣∣u2 − u1

∣∣2 ≤ 3
(∣∣u2 − u2,k

∣∣2 +
∣∣u1 − u1,k

∣∣2 +
∣∣u2,k − u1,k

∣∣2) ,


� �� 
���
��� ,-�." ,B�. ∫
Q

R1
T0

∣∣u2 − u1
∣∣2 dxdydt < ε ,


��
�" ���'���$�� �����	���
	 ε" u2(x, y, t) = u1(x, y, t) %���� ��$�� � QR1
T0
� 4� ��	 �

R1 3 �����	�� �����" 
� u2(x, y, t) = u1(x, y, t) %���� ��$�� � QT0 � Q �� T0 < T " 
� #�
� �������  ��	 ��
	  �� �� ������%� A�����
	 � ���� �����
� QT � C����%� ���������

�� �+,M+N+%+O P��� RGSTLUU�V? W?X?VGEV?E ,RGY Z[?DY�? \?Y WYDXE@;[?E W?X?VGEV.]]
^EE� _LF[�3 ��B<�3 D̀U� B��3 a� ��5&����
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-KK<�

B� Y�50: ����A �7�6�L�0 ��Y� =��  ��� 
�� ��#�J�#���
	 #����� ���� ��� ����&
�����' 
����������' ������	 
�
� ���%�!�����]] � �� %�
�%� ����� �3 -KK<�3
h ��3 1�5�&5I�
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ut +
m∑

i=1

ai(x, y, t)uyi −
n∑

i,j=1

(ai(x, y, t)uxi)xj +
n∑

i=1

bi(x, y, t)uxi+

+b0(x, y, t, u) +

t∫
0

a0(x, y, ξ, u)dξ = f0(x, y, t) −
n∑

i=1

fi,xi(x, y, t)
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	��
 �
�
�� 	

���� ���
�	� �#��
�����! �������
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��#)���� ��������� �
 ����$���+ �	��
'��
�����"���	# ����
	��
 ���������� �
�
�������� ��
����� �
�
��� ,������
 �
��# 
)��" -���	�.	"�� �
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! 	
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�� ������������ ������� ���������  � !�"��� # $$ ����%��&� � 7 ��$� 
)���� ���
�	� Ω ⊂ Rn ��
�� C∞ �������
.$� �#�"�� ����	#��#� ������#� ����
	��

L(x,D) =
∑

|γ|≤2m

aγ(x)D γ ,

	��	� 	
�#�! 5� Re a(x, ξ) = Re
∑

|γ|=2m

aγ(x)ξ γ > 0 ��# ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn\{0}

	
 x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω � ��
)
.$� &���'�� aγ(x) ��$�)��#$#! 
 ��# |γ| = 2m
���������#$# � Ω�

3�*
� θ ∈ (0, 1)! L1 8 �������#&����'�
�"�#� ����
	�� �� �#$����$ [a1(x, ξ)]θ !
�� Re a1(x, ξ) = Re

∑
|α|≤2m

a1α(x)(−iξ)α > 0 ��# ξ ∈ Rn\{0} 	
 x ∈ Ω ! a1α ∈ L∞(Ω) �

&���'�� a1α(ξ) ��# |α| = 2m ���������� � Ω! L1v = F−1
x→ξ[[a1(x, ξ)]θFξ→z ]v�

3�*
� �
 $�)� S = ∂Ω �#��
���� ����
	��#

Bj(x,D) =
∑

|γ|≤kj

bj,γ(x)D γ , bj,γ ∈ C2m−kj (∂Ω), j = 1, . . . ,m

� �#�	�$
 {Bj(x,D)}m
j=1 ���$
�"�
 %�#��! �
���! �9
(�

:�������$� �
$����#� ����
	��

(Av)(x) = L(x,D) v(x),

�
�
�#� � ����	��� V0 = Lp(Ω) %1 < p <∞( �
 5��"��$� �������	���

V1 = D(A) = W 2m
p,{Bj}(Ω) :=

{
v ∈ W 2m

p (Ω) : Bj(x,D)v |∂Ω= 0; j = 1,m
}
.

;�	 W 2m
p (Ω) < ����	�� =����.�
! �������	�� W 2m

p,{Bj}(Ω) �
$����#� � W 2m
p (Ω) � �
 

�����#� ���� ���$�+� 3
 5��"��$� � Lp(Ω) �������	���

Vθ = H2mθ
p,{Bj}(Ω) :=

{
v ∈ H2mθ

p (Ω) : Bj(ξ,D)v | ∂Ω = 0; j = 1,m
}

� ���$�+ ����	��� �������#* ��	��'�
��� H2mθ
p (Ω) ������� 2mθ �
�
$� �
$����#�

� Lp(Ω) ����
	��

X : H2mθ
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω), Xu = L1u ∀u ∈ H2mθ

p,{Bj}(Ω)

%�
��
)#$�! 5� �������	�� H2mθ
p,{Bj}(Ω) �
$����#� � H2mθ

p (Ω)(�
7���$� %�#�� �����"	
	# =��� �9!�
( 	
��> ��5� ��� ���$
�"��� �#�	�$#

{Bj(x,D)}m
j=1 �#����+	"�� ��������	�

kj < 2mθ − 1/p ∀j = 1, . . . ,m, %�(

	� ��
����.	"�� ���$��&��$ �
�
*��#* ����	����

H2mθ
p,{Bj}(Ω) � [

Lp(Ω),W 2m
p,{Bj}(Ω)

]
θ
,
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�� ���
�
 ���$�)�#� ����	�� � ���
��#��$ θ! �����)��#� $�	���$ ��$��������
��	������'�� �
�# V =

{
Lp(Ω), W 2m

p,{Bj}(Ω)
}
� 4
��
)#$�! 5� H2mθ

p,{Bj}(Ω) = D(Jθ) .
���
�	+ �#��
����� ��������� �	����� ����
	��


J =
[
E10 − (−∆)1/2

]2m : W 2m
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω)

%�#�� �9
! 0���1(� ?� �
. �$��� �� ����
	��
 A �
�	����
	# �����"	
	# �0!1
 ��� ��	�� 
����'�+ ������#$# �	�����$# ����
	�����

3�*
� f ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
)
! g ∈W 2m

p,{Bj}(Ω). :������
.$� ��
���� �
�
��

∂u

∂t
= Lu+ L1u+ f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ], %0(

Bju |S = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = g(x), x ∈ Ω,

��� $�)�
 �
�#�
	# � �#����� 
��	�
�	��� �
�
�� ��2�

dv(x, t)
dt

=
(
A+X

)
v(x, t) + f(x, t), v(x, 0) = g(x). %1(

4
&����.$� ����#� ��	 ω0 ∈ (π/2, π) � ���	
�#$� ��$� � ��$�������� ���5#�� C

�
$����#� ���	�� � �#����	�+ 	����+
{
0
}

� ���� �
$#�
���! ����������

Λ0 :=
⋃ {

reiω : r > 0, ω ∈ [−ω0, ω0]
}

� Λ := Λ0

⋃{
0
}
.

��� �����"���� �#��
 a > 0 ����
�
.$� Λ−a := Λ \ {
λ ∈ C : |λ| ≤ a

}
.

3�*
� �
� ����$ C �
�
�� �
�� �
�
*��#* ����	����
(
V0, ‖ · ‖0

)
	


(
V1, ‖ · ‖1

)
�

���������#$ � 5��"�#$ ���
�����$ E10 : V1 → V0.
@���� A ����
�
.$� ��
� 	
�#* ����
	���� A : V1 	−→ V0! �����"���	
 ��#*(

λE10 −A
)−1

. �#��
����+ 	
 �����$���� ��$�)���+ �
 ���$�+ L(V0;V1) �	������
���* �#��� λ ∈ Λ! 	��	�

A :=
{
A ∈ L(V1;V0) : sup

λ∈Λ

∥∥(
λE10 −A

)−1∥∥
L(V0;V1)

= K(A) <∞
}
.

4
��
�#$�! 5� ��� �����"���� ����
	��
 A ��
�� A ����. �������#� A−1 ∈ L(V0, V1)�
��)�� � ����
	���� A ∈ A $�)�$� 	�
�	��
	# �� ����$�)��#� ������#� ����
	��
�
� �
�
*��#$ ����	���$ V0 �� 5��"��+ ���
�	+ �#��
����� V1 = D(A)� �
�� ��� 
�
�
.$� �����

	 (A) := {λ : (λE10 −A
)−1 ∈ L(V0;V1)} � σ(A) := C \ 	 (A)

���������� �����"���	�� $��)#�� � ����	� ����
	��
 A�
A���
	��# ��
�� A ����$� �
�#�
	# .�/�0���123��� 0�����0���� 4�567�3080

���9 r(A) := sup
{

Re λ : λ ∈ σ(A)
}

�
� ����	���$ V0�
:����"���	�+ ����
	��
 A �
�� �
�#�
.$� ����
	������
��� &���'�+ 	 (A) 


λ 	−→ (
λE10 − A

)−1 ∈ L(V0;V1). 7#���#�	����
	#$�$� �����"	
	# � ����
��� 
�� �B
� 4�#�
��� ) �����"���	�+ �
�#�
+	" ����
	������
��� &���'�+ �#�����
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R(λ,A) := E10

(
λE10 − A

)−1 ∈ L(V0), ����#���! 	
��) �#��
���� ��� ���* �# 
��� λ ∈ 	 (A)� � �
2#* ����
�����* ��� ��$�)��#$ �������#$ �� ����
	��
 A
����$�.	"�� ����
	�� E10A

−1 ∈ L(V0)�
A����"�# ������� ����
	��#! ��� $
+	" ������)�+ �����"���	�� $��)#��! .

�
$����#$# ��
! 	� ��
� A ���
�
.	"�� � �
$����#* ����
	���� �
� ����	���$ V0�
;�$� ��� ���" ����� ����
	��
 A �� '"��� ��
�� ����	� σ(A) �
$����#�! 
 �����" 
���	�
 $��)#�
 	 (A) . �����#	�+ �
 ��$�������� ���5#�� C� �� 	��� ) &���'��
R(λ,A) 
�
��	#��
 � 	 (A)� ,�
�#�"�� ���+����� σ(A) ⊂ C \ Λ, �� $��)#�

���
�
 �����#	
� 4 ������ �
 �
$������	" ����	�
 �����# �#��#�
.! 5� 	#� r(A)
�����"���� ����
	��
 A ��
�� A . �
���
��� �#���$ ����.$�#$� ���$ 	���! �
�)�#
����. 	
�� �
��)�� ��� ����
	��
 A �#��� a! 5� 0 < a < −r(A)! Λa ⊂ 	 (A).

4
�
��$ %�#�� �C
( ������#� ����
	�� A �
� �
�
*��#$ ����	���$ V0 �
�#�
+	"
���	���
�"�#$! ��5� ����+	" 	
�� �	
�� ω0 ∈ (π/2, π)! β ∈ R 	
 C > 0! 5� β +
Λ0 ⊂ 	 (A), ‖R(λ,A)

∥∥
L(V0)

≤ C
|λ−β| ��# λ ∈ β + Λ0. A	)�! �����"�#� ���	���
�"�#�

����
	�� �������+ �
$���+ ����#	"�� �� ����
	��
 ��
�� A�

:���9;�33� %D(� 3�*
� 5��� ����
	��
 L(x,D) ��� ���" ����� ��	
 ω ∈
[−ω0 , ω0]! �� ω0 ∈ (

π/2, π
)
! �#����+	"�� �$��# D�$��
 a(x, ξ) �= eiω ��� ���" 

����� ω ∈ [−ω0, ω0]E ��� �����"����� ���	��
 µx! ��	#����� � 	��'� x ∈ ∂Ω! 	

���$
�"���� �� S � '�� 	��'� ���	��
 νx ��)�#� ������$ C 
 z → a(x, µx +z νx)−λ!
�� λ ∈ lω = {reiω : r > 0}! $
. ����� m ������� z1(λ, µx) , . . . , zm(λ, µx) � ���
	��+
�����+ �
�	#��+! ��# '"�$� ������$# {bj (x, µx + z νx)}m

j=1 ������� ���
��)�� �


$�����$
m∏

j=1

[z − zj(λ, µx)]E �#����+	"�� ��������	� %�(�

4����� � �0!1
 �
 ��#��5���� %D( ����. 	
�� �#��� β ∈ R! 5� ���	�� Λa �
��)#	"
�����"���	��� $��)#�� ρ(A+ βE10) ����
	��
 A+ βE10 �

sup
λ∈Λa

∥∥E1θ((λ − β)E10 −A)−1
∥∥
L
(
Lp(Ω),B2mθ

p,q,{Bj}(Ω)
) := Ka <∞,

sup
λ∈Λa

∥∥λR(λ,A + βE10)
∥∥
L
(
Lp(Ω)

) := Ca <∞;
%9(


 ��5� ��� ����
	��
 X �#����.	"�� �$��


sup
λ∈Λa

∥∥XR(λ,A+ βE10 +XE1θ)
∥∥
L
(
Lp(Ω)

) := δ < 1, %�(

	� ���	�� Λa ��)#	" � �����"���	��� $��)#�� 	(A + XE1θ + βE10) ����
	��

A+XE1θ + βE10 � ��
�#�"�
 ��������	"

sup
λ∈Λ1

∥∥λR(λ,A + βE10 +XE1θ)
∥∥
L
(
Lp(Ω)

) ≤ Ca

1 − δ
, %B(

����
	��# A1 = A+ βE10 	
 A1 +X |W 2m
p,{Bj}(Ω) �
��)
	" ��
�� A� 4 �����"	
	�� �0


�#��#�
. 	
�
 	����$
�

'(��(�� �� <� ����9;�33� %D( ��� f ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
)
= g ∈W 2m

p,{Bj}(Ω) �.397

75�3�> �0?46�?0/ u ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
) ⋂

C1
(
[0, T ];Lp(Ω)

)
?�5�@� A�B�
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)� ��*�"+(��� ����%��&� �*� ��& ��$ ������ ��,�� @#��� a > 0 	
 �#���
c : π/2 < ω0 − c < π ���	
�#$� � �����������	" �����#	� ��$������� ���
�	�

Λc := C \ [{lω : ω ∈ [−ω0 + c, ω0 − c ]} ∪ {0}],

Λc
a := C \

[{
lω : ω ∈ [ − ω0 + c, ω0 − c

]} ⋃{
λ : |λ| ≤ a

}]
,

Λc
−a := C \ [{lω : ω ∈ [ − ω0 + c, ω0 − c ]} \ {λ : |λ| ≤ a}],

��! �� � �#5�! ��	 ω0 : π/2 < ω0 < π �#��
�
. ���	�� Λ :=
{
lω : ω ∈ [−ω0, ω0]

} ⋃ {
0
}
�

A���#���! 5� C \ Λ ⊂ Λc, C \ Λa ⊂ Λc
a, C \ Λ−a ⊂ Λc−a, ��# c = 0 ��
�#�"��

������	� Λ0 = C \ Λ, Λ0
a = C \ Λa, Λ0

−a = C \ Λ−a.
4
&����.$� �
�� �	���� ���
	�� c : π/2 < ω0−c < π� :������
.$� 
������ H(Λc

−a)
	
 
������ H(Λc

a) &���'��! ����$��&�#* ���������� � Λc−a! Λc−a 	
 ���������#* �


�
$#�
��� ���
�	� � ���$�+ ‖ϕ‖−a :=
1
π

∫ +∞

a

Mϕ(r)
dr

r
+ sup

λ∈Λc
−a

∣∣ϕ(λ)
∣∣ %����������

‖ϕ‖−a :=
1
π

∫ +∞

a

Mϕ(r)
dr

r
+ sup

λ∈Λc
a

∣∣ϕ(λ)
∣∣(� 7��#�#�
 m−a(ϕ) := sup

λ∈Λc
−a

∣∣ϕ(λ)
∣∣ . ����� 

$����+ ���$�+ � 
������ ���* 
�
��	#��#* &���'�� � ���
�	� Λc−a 	
 ���������#* �

�
$#�
��� Λc−a! ��# '"�$� 	
��+! 5� m−a(ϕ) ≤ ‖ϕ‖−a ��� ���* ϕ ∈ H(Λc−a)� A	)�!
��5� ϕn < &���
$��	
�"�
 �����������	" � H(Λc

−a) �	������ ���$# ‖ · ‖−a! 	� ���


&���
$��	
�"�
 �	������ ���$# m−a� D 	�$� �� ��
�#'� ϕ
‖·‖−a= lim

n→∞ϕn
m−a= lim

n→∞ϕn

	
��) ���� &���'�.+ 
�
��	#���+ � ���
�	� Λc
−a 	
 ����������+ �
 �� �
$#�
���

Λc−a! ��#��$� 	
��+! 5� ‖ϕ‖−a <∞� ;��	�! 
�����
 H(Λc
−a) < �
�
*��
�

F����	#��
 ��
�#'� �
�
*��#* 
����� H(Λc
0) :=

⋃
a>0

H(Λc−a) , ���	
 �
 �#��
$#

a > 0 � ���	
	�"� $
���� ����� ����! . 	����������+ 
������+ � ���
�
.	"�� �
&���'��! ����$��&�#* � ��)��� � ���
�	�� Λc

−a 	
 ���������#* � �
$#�
���* Λc−a

%��� $��	�	" ����#� ���� 	���#
{
0
}
(� /� �#��� � �������#! ��
�#�"�#$ . ���+�����

H(Λc
0) ⊂ H(Λc) :=

⋂
a>0

H(Λc
−a)�

:�������$� ���	�� Γa,ω := Γ+
a,ω

⋃
Γ−

a,ω

⋃
Γ0

a ! �� �#��
 ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 	

a > 0 &�����
�� � ���	�

Γ+
a,ω :=

{
reiω : r ≥ a

}
, Γ−

a,ω :=
{
re−iω : r ≥ a

}
, Γ0

a :=
{
aeiτ : τ ∈ [

ω, 2π − ω
]}
.

3�*
� A 8 �
$����#� ������#� ���	���
�"�#� ����
	�� ����.$���� 	#�� � ��$ 
�������$� �
�
*���$� ����	��� (V0, ‖ · ‖0) �� 5��"��+ ���
�	+ �#��
����� V1! 	��	�
A ∈ A� 4����� � �9
 ��� ϕ ∈ H(Λc) %�	)�! ��� ϕ ∈ H(Λc

0)( ����. 	
�#� ���	��
Γa,ω ⊂ 	 (A)! 5� ��� �����"���� �#��
 t > 0 &��$��


ϕ(tA) :=
1

2πi

∫
Γa,ω

ϕ(tλ)R(λ,A) dλ, %�(

��
 �� �
��)#	" ��� �#���� � ���	��� �#��
 a � ��	
 ω! ������
��� �#��
�
. ��$� 
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$��&��$

H(Λc) 
 ϕ(tλ) 	−→ ϕ(tA) ∈ H
(A)

%C(


�����# ��
����#* 
�
��	#��#* &���'�� �
 ��$�	
	#��� 
������ L(V0)
⋂L(V1) 

��
��#* &���'�� ����
	������ 
���$��	�

H
(A)

:=
{
A 
 tA 	−→ ϕ(tA) ∈ L(V0)

⋂
L(V1) : ϕ ∈ H(Λc)

}

� ”��	������“ �#��
���#$# 
�����#��#$# ����
'��$# $��)���� ϕ(A) · ψ(A) =
(ϕ · ψ)(A) 	
 ���
�
��� � $��)���� �
 ��
���# αϕ(A) + βψ(A) = (αϕ + βψ)(A) ���
���* &���'�� ϕ, ψ! ��
����� α, β ∈ C � ����
	���� A ∈ A� 6�$�$��&��$ %C( �������� 
�#� � 	
��$� �����> ��5� � 
������ H(Λc) �����������	" &���'�� ϕn $
. ��
�#'+

lim
n→∞ϕn

H(Λc)
= ϕ! 	� ��� ���" ����� ����
	��
 A ∈ A $
.$� lim

n→∞ϕn(A)
L(Vj)= ϕ(A) �


���$�+ 
�����# L(Vj)! j = 0, 1 ��� ���* ����
	���� A ∈ A�
�
�� �
�� ��$������#* �
�
*��#* ����	���� V0 � V1 � ���������#$ � 5��"�#$

���
�����$ E10 : V1 	−→ V0 ����$� ��������� ����
�
	# ����.+ ��	���+ V :=
(V0, V1)� =�������	" ���* 	
�#* ��$�)��#* ������#* ����
	���� T : V0 → V0! 5�
T (V1) ⊂ V1 �	���+. �
�
*��� 
������ L(V ) < ��$�)��#* ������#* ����
	���� �
� �
 
�
*���+ �
��+ V �	������ �����$����� ����
	����� ���$#

∥∥T∥∥
L(V )

:= max
j=0,1

∥∥T∥∥
L(Vj)

,

�� ‖ · ‖L(Vj) �����$���
 ���$
 � 
������ L(Vj) 8 ��$�)��#* ������#* ����
	���� �
�
�
�
*��#$ ����	���$ Vj 	
 j = 0 , 1� 4
��
)#$�! 5� ����������	" ���$#

∥∥T∥∥
L(V1)

�#��#�
. � �����������	� ���
����� E10 	
 	����$# ��� �
$����#� ��
&���

�����(��� �� :�0��C3�� ��0.�0�0� D�3��040E A�3����01�F�>30EB ���� (V0, V1)
3�?�4�7�2.� ��/�> D�3���4 ��0.��� X= ;0 V0 ∩ V1 ⊂ X ⊂ V0 ∪ V1�

4
��
)#$�! 5� V1 ⊂ X ⊂ V0 ��� ���$�)���� ����	��� X ! ��5� V1 5��"��
���
���#� � V0! � ��� ���
����� �����������

�����(��� )� :��4�123�� ��0��C3�� ��0.�0�0� 51� D�3��040E ���� (V0, V1) 3�

?�4�7�2.� ��0��C3�> ��0.��� U F�7E ����= 51� �/080 4�/0397�2.� 053� ? 9�04G

 B U = V1H
�B 51� 504�123080 ε > 0 �.397 ��/� .��1� Cε > 0= ;0 ||x||U ≤ ε||x||V1 + Cε||x||V0 �

,�#��
��$ U . ��	������'���#� ����	�� � ���
��#��$ θ ∈ (0, 1) ��� �
�# (V0, V1)
%�#�� �1
(�

4 �0
 �#��#�
. 	
��> ��5� U < ��
�#�"�#� ���$�)�#� ����	�� �
�# V ! 	� ���
��)���� ����
	��
 A ∈ A ����. 	
�� �#��� δ(A) > 0! 5� ��� ���" ����� ����
	��

X ∈ L(U, V0) � ���$�+ ‖X‖L(U,V0) < δ(A) �#����.	"�� A+X |V1∈ A� 4����#! �����$
!
��# ϕ ∈ H(A)

ϕ(A +X) − ϕ(A) ∈ H
(A)

, X ∈ L(U, V0) : ‖X‖L(U,V0) < δ(A).

?�� &
�	 �
. �$��� �
����
�#	# ��
�
�"����� ��*����� ��� &���'�� ����
	������

���$��	� ϕ(A) ∈ H

(A)
%�#�� �0
( 	
 �#��
�#	# ����
	��# �#&����'�+�
��� ��
�
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3�*
� �
�� U = Vθ <��	������'���#� ����	�� ��� �
�# (V0, V1) 8 ���
�	" �#� 
�
����� ����
	��
 (−J)θ %�����$
 Vθ = H2mθ

p,{Bj}(Ω) (� ?� ��
�#�"�#� ���$�)�#�

����	�� �
�
*���� �
�#
{
V0;V1

}
%�#�� �1
(! ��#��$� 	��� V1 ⊂ Vθ ⊂ V0�

�#&����'�+�
���$ � �
���$� �
�
���� ����
	��
 X ∈ L(U ;V0) �
�#�
.$� �0!�

�#��
���#� �
 
������ H(A) ������#� ����
	�� �#�����

DX : H(A) 
 ϕ(A) 	−→ ϕ′(A)
[
X

] ∈ L(V0), ∀A ∈ A.

?��� �	����� �#&����'�+�
��� � �
���$� X ∈ L(U ;V0) 	
��) �#��
�
.$� �
 
������
H(A) �� ������� ����
	��# �#�����

Dk
X : H(A) 
 ϕ(A) 	−→ ϕ(k)(A)

[
X, . . . ,X︸ ︷︷ ︸k

] ∈ L(V0), ∀A ∈ A, k ∈ N.

G�������	" ����
	���� �#&����'�+�
��� Dk
X �#��#�
. �� ������� �* �#��
������

?� ����
	��# ������+	" ���
	����+ ��
�	#���	+ ���
��
�	���	� �	������ ����
'��
$��)���� � 
������ H(A) ��
�

7�
*���+�# ��
�	#���	" �����������	� ��$�$��&��$� � 
�����# 
�
��	#��#*
&���'�� H(Λc) �
 
������ ����
	���#* &���'�� H(A)! �
)�$�! 5� �����������	"
ϕn(A) ∈ H(A) ����
.	"�� � 
������ H(A) �� &���'�� ϕ(A) ∈ H(A)! ��5� ���
��)���� ����
	��
 A ∈ A �
 ���$�+ ����
	����� 
�����# L(V0) �#����.	"��
lim

n→∞ϕn(A) = ϕ(A)� ?� . ”��	�����
“ ���)���	" ����
	���#* &���'�� � �* ���
�	�
�#��
������

F� �����"	
	�� �0!�
 �#��#�
. 	
��> ��5� U < ��
�#�"�#� ���$�)�#� ����	��
�
�
*���� �
�# V 	
 ϕ(A) ∈ H(A)! 	� ��� ���" ��#* ����
	���� A ∈ A 	
 X ∈
L(U ;V0) ����. 	
�� ���
	�� �#��� δA,X ! 5� �
 ���$�+ L(V0)

ϕ(A + tX)
L(V0)
=

∞∑
k=0

Dk
tX

k!
ϕ(A), ∀ t ≤ δA,X , %�(

��#��$� ���)���	" ���� 
����+	�
 	
 �����$���
 �
 �#��
$# t : 0 ≤ t ≤ δA,X �
7#��
���
 ����$ %�( �
� 
������+ H(A) ��������	


eDtX :
[
0, δA,X

] 
 t 	−→ eDtX ϕ(A) :=
∞∑

k=0

Dk
tX

k!
ϕ(A)

������. ����������+ ��
�	#���	+ eD(t+s)X = eDtX eDsX ��� ���* t, s, t+ s ∈ [
0, δA,X

]
!

	
 ��
�#�"�� ����
)����

Dk
Xe

tA[X, . . . ,X ] =
1

2πi

∫
Γa,ω

etλE10(λE10 −A)−1
k−1∑
n=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]kdλ,

�� E1θ : V1 −→ Vθ 8����
	�� ���
������ ��� �����"���� X ∈ L(Vθ, V0) � �����"��+
���$�+ ‖X‖
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A+X ∈ A � Λ ⊂ 	(A+X) ∩ 	(A) %�#���0
(�

7����$� ����
�����

Gl−1 =
l−1∑
k=0

etDk
X =

1
2πi

l−1∑
k=0

∫
Γa,ω

etλE10(λE10 −A)−1
∞∑

k=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]kdλ,

ul(t) = Gl−1(t,X)g +
∫ t

0

Gl−1(t− τ,X)f(τ)dτ, l = 1, 2, . . . . %�H(

'(��(�� )� ����> A ∈ A= D(A) = V1= Vθ 
 ��0��C3�> ��0.��� ? �0/�?3�/0�
θ ∈ (0, 1) D�3��040E ���� (V0, V1)= X ∈ L(Vθ , V0)= f(t) ∈ C([0, T ], V1)= g ∈ V1= u(t)"
�0?46�?0/ ?�5�@�

du

dt
= (A+X)u+ f(t), u(0) = g. %��(

�.397 ��/� 505��3� .��1� C = C(A,X)= ;0 ���4�123� 0F�3/�

sup
t∈[0,T ]

||u(t) − ul(t)||V0 ≤ C

2l−1
[||g||V0 +

∫ T

0

||f(t)||V0dt], l = 1, 2, . . . . %�0(

���������� 4����� � �0
 ��� ���* f ∈ C([0, T ], V1)! g ∈ C1([0, T ], V0) ����. .�#�#�
��������� u ∈ C((0, T ], V1) ∩ C1((0, T ), V0) �
�
�� %��(� I��� $�)�
 ���
	# � �#�����

v(t) = et(A+XE1θ)g +
∫ t

0

e(t−τ)(A+XE1θ)f(τ) dτ, %�1(

�� �������
 $
. ����
)����

et(A+XE1θ) =
∫

Γa,ω

etλE10(λE10 −A−XE1θ)−1 dλ

	
 Γa,ω ∈ 	(A+XE1θ)� 4 	�	�)���	�

(λE10 − (A+XE1θ))−1 = (λE10 −A)−1[E00 −XE1θ(λE10 −A)−1]−1, %�9(

�� E00 : V0 −→ V0 8 	�	�)�� ������
)����! ����)�.$�

(λE10 − (A+XE1θ))−1 =
l−1∑
k=0

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k +

+
∞∑

k=l

(λE10 − A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k.

A�	
��� ��$
 ����� �
$��# ������� �����$����
��� �
���
. �#�����
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∞∑
k=l

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k =
∞∑

k=0

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k+l =

= [E00 −XE1θ(λE10 −A)−1]−1[XE1θ(λE10 −A)−1]l.

4
�	�����+�# &��$��� %�9( �����! $
	#$�$�

(λE10 − (A+XE1θ))−1 =
l−1∑
k=0

(λE10 −A)−1[XE1θ(λE10 −A)−1]k + %��(

+(λE10 − (A+XE1θ))−1[XE1θ(λE10 −A)−1]l.

4
�	�����+�# �� '�.� 	�	�)���	� ��	���
�
1

2πi

∫
Γa,ω

etλ . . . dλ! ����)�.$�

∥∥[et(A+XE1θ) −Gl−1(t,X)]g
∥∥

V0
= %�B(

=
∥∥∥[ ∫

Γa,ω

etλ

2πi
E10[λE10 − (A+XE1θ)]−1

[
XE1θ(λE10 −A)−1

]l
dλ

]
g
∥∥∥

V0

.

4
�#��.$�

E10[λE10 − (A+XE1θ)]−1 = [E10(λE10 −A)−1][E00 −XE1θ(λE10 −A)−1]−1 =

= E10(λE10 −A)−1
∞∑

k=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]k.

4
 �$��#
||XE1θ(λE10 −A)−1|| ≤ δ, %��(

��
*���+�# ���
��)���	" ����
)���� �������# ��� �#���� �
�
$�	�
 a � ���	���
��	�����
���! ������� �� ��
 ����)�.$�

‖E10[λE10 −A−XE1θ]−1‖L(V0) ≤
≤ ‖E10(λE10 −A)−1‖L(V0)

∑∞
j=0 ‖XE1θ(λE10 −A)−1‖j

L(V0)
≤

≤ C0Ka(A)
∑∞

j=0 δ
j = C0Ka(A)

1−δ ,

�� C0 =
1
π

∫ ∞

− cos ω

e−s

s
ds +

π − ω

π
! Ka(A) = sup

λ∈Λa

∥∥λE10

(
λE10 − A

)−1∥∥
L(V0)

�

;�$� �'��+.$� ��
�� �
�	#�� %�B( ��
C0Ka(A)

1 − δ
δl||g||V0 � A	)�!

∥∥[et(A+XE1θ) −Gl−1(t,X)]g
∥∥

V0
≤ C0Ka(A)δl

1 − δ
||g||V0 . %�C(
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4 �����������	� ���
����� V1 ⊂ V0 �#��#�
. �����
��� ��	���
�

t∫
0

||f(t)||V0dt� ;�$�

∥∥∥
∫ t

0

[et−τ (A+XE1θ) −Gl−1(t− τ,X)]f(τ)dτ
∥∥∥

V0

≤ C0Ka(A)δl

1 − δ

∫ t

0

‖f(τ)‖V0dτ. %��(

4
�#2
.	"�� ���
�
	# �#���
��� �$��# %��(� ,�# D(X) = Vθ � �0
 ��������
��������	"

‖(λE10 −A)−1‖L(V0,Vθ) ≤ C′

|λ|1−θ
, ∀λ ∈ Λ0,

�����# ��# λ ∈ Γa,ω

‖XE1θ(λE10 −A)−1‖L(V0) ≤
≤ ‖X‖L(Vθ,V1) · ‖(λE10 −A)−1‖L(V0) ≤ C′

|λ|1−θ ‖X‖L(Vθ,V1) ≤
C′||X||L(Vθ,V1)

a1−θ �

7#�#�
+�# a1−θ = 2C′||X ||L(Vθ,V1)! ����)�.$�

||XE1θ(λE10 −A)−1||L(V0) ≤ 1
2
, ∀X ∈ L(Vθ, V0).

A	�)! � %�C(! %��( $�)�
 ���	# δ = 1
2 � ,���
�
.$� C = C(A,X) = C0Ka(A) ��#

�#��
��$� �#5� a� ;����$� ���������

-� ��*�"+(��� ����%��&� &������$ ������� :�������$� �
�
�� %0(� 7#���#� 
	���+�# ��
�	#���	� ����
	��
 �#&����'�+�
���! &��$��� %�1( ��������� �
�
��
��2� %1( %
 �	)�! � �
�
�� %0(( $�)�
 ���
	# � �#����� ���)���� � V0 ����

v(t) = G(t,X)g +
∫ t

0

G(t− τ,X)f(τ)dτ, %0H(

��

G(t,X) :=
1

2πi

∫
∂Λ

etλE10(λE10 −A)−1
∞∑

k=0

[XE1θ(λE10 −A)−1]kdλ. %0�(

� ��H
 ������
�� �����
��� 	
 ��
�	#���	� &���'�� 6���
 Γ(x, y, t) ����������� %0(
���������� �
�
�������� ��
����� �
�
���

'(��(�� -� ����> 4�/0397�2.� ����9;�33� %D(= u(x, t) " �0?46�?0/ ?�5�@� A�B ���

f ∈ C
(
[0, T ];W 2m

p,{Bj}(Ω)
)
= g ∈W 2m

p,{Bj}(Ω)=

ul(x, t) =
∫

Ω

l−1∑
k=0

Γk(x, y, t)g(y)dy +
∫ t

0

∫
Ω

l−1∑
k=0

Γk(x, y, t− τ)f(y, τ)dydτ, l = 1, 2, . . . ,

%00(

5� Γ0(x, y, t) = Γ(x, y, t)= Γk(x, y, t) =
∫ t

0

∫
Ω

Γk−1(x, z, t − τ)L1zΓ(z, y, τ) dz dτ =

k = 1, 2, . . .. �05� �.397 ��/� 505��3� .��1� C= ;0

sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t) − ul(t)
∥∥

Lp(Ω)
≤ C

2l−1

[
‖g‖Lp(Ω) +

∫ T

0

‖f(t)‖Lp(Ω)dt
]
, l = 1, 2, . . . . %01(
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���������� 7�
*���+�#! 5� �
�
�� %0( $�)�
 �
�#�
	# � �#����� 
��	�
�	��� �
�
��
��2� %��(! �'���� %01( ����)�.$� � 	����$# 0� 4
�#2
.	"�� ���
�
	#! 5� �
��#)�� 
�� %�H( $�)�
 �
�#�
	# � �#����� %00(�

:�������� �
�
�� %��( ��# f = 0 $
. �#����

u = eAtg =
1

2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ. %09(

4
��
)#$�! 5� ������ � ��H
 ��������� ����������� %0( ���������� �
�
�������� ��
 
����� �
�
��

u(x, t) =
∫

Ω

Γ(x, y, t)g(y) dy, %0�(


 	
��) E10(λE10 − A)−1g(x) =
∫

Ω

G̃λ(x, y)g(y) dy! �� G̃λ(x, y) 8 &���'�� 6���
 �� 

�������� ����	#���� ��
����� �
�
��

λu− Lu = 0, x ∈ Ω, Bju |S = 0, j = 1, . . . ,m.

7���$� ��H
! 5� G̃λ(x, y) =
∫ ∞

0

e−λτΓ(x, y, τ) dτ � A	)�!

1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ =
∫

Ω

Γ(x, y, t)g(y) dy. %0B(

7#����+�# ����	�������

1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ =

=
1

2πi

∫
Λ−β

eλt

∫
Ω

(∫ ∞

0

e−λτΓ(x, y, τ) dτ
)
g(y) dy dλ =

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

(∫ ∞

0

eλ(t−τ)Γ(x, y, τ)dτ
)
dλ

]
g(y) dy =

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

(∫ t

0

eλτΓ(x, y, t− τ)dτ
)
dλ

]
g(y) dy

	
 ��
*���+�# %09(! %0B(! ��� ���* x, y ∈ Ω! t ∈ [0, T ]! ����)�.$�

Γ(x, y, t) =
1

2πi

∫
Λ−β

G̃λ(x, y) dλ =
1

2πi

∫
Λ−β

(∫ t

0

eλτΓ(x, y, t− τ) dτ
)
dλ. %0�(

J��$��
 %0B( �
���
. �#�����

1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1g dλ =
∫

Ω

( 1
2πi

∫
Λ−β

eλtG̃λ(x, y) dλ
)
g(y) dy. %0C(

7#���#�	���+�# &��$��# %0�(! %0B(! $
	#$�$�
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[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλtE10(λE10 −A)−1XE1θ(λE10 −A)−1g dλ
]

=

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλtG̃λ(x, y)XE1θ(λE10 −A)−1g(y)dλ
]
dy =

=
∫

Ω

[ 1
2πi

∫
Λ−β

( ∫ t

0

eλτΓ(x, z, t− τ)dτ
)
XE1θ(λE10 −A)−1g(z)dλ

]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

Γ(x, z, t− τ)XzE1θ

( 1
2πi

∫
Λ−β

eλτ (λE10 −A)−1g(z)
)
dλ)dτ

]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

dτΓ(x, z, t− τ)L1z

∫
Ω

Γ(x, z, τ)g(y)dy
]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

dτ

∫
Ω

Γ(x, z, t− τ)L1zΓ(x, z, τ)dz
]
g(y)dy =

∫
Ω

Γ1(x, y, t)g(y)dy,

�� Γ1(x, y, t) =
∫ t

0

∫
Ω

Γ(x, z, t− s)Γ(z, y, s)dzds�

,�#����
+�# �
 �����'�.+! 5�

[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλt(λE10 −A)−1(XE1θ(λE10 −A)−1)kg dλ
]
(x) =

∫
Ω

Γk(x, y, t)g(y)dy,

��
*��#$�

[ 1
2πi

∫
Λ

eλt(λE10 −A)−1(XE1θ(λE10 −A)−1)k+1g dλ
]
(x) =

=
[ 1
2πi

∫
Λ−β

eλt(λE10 −A)−1(XE1θ(λE10 −A))kXE1θ(λE10 −A)g dλ
]
(x) =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

Γk(x, z, t− s)XzE1θ

( 1
2πi

∫
Λ−β

eλt(λE10 −A)−1dλ
)
ds)g

]
(z)dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

Γk(x, z, t− s)L1z

(∫
Ω

Γ(z, y, s)g(y)dy
)
ds

]
dz =

=
∫

Ω

[ ∫ t

0

ds

∫
Ω

Γk(x, z, t− s)L1zΓ(z, y, s)dz
]
g(y)dy =

∫
Ω

Γk+1(x, y, t)g(y)dy.
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 	 �����
���� �������

	�������� ����������	�������

����� �����	�
 ��
�� ������

���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

�
�� ��������������	� �� ����� ������ ���	��	

���������� 	
����
�	��� � 	�
�
���
��� 
��������� �	�
��� ������	�	
∞∫
0

f(x) exp{sx}dF (x)� �� ������� f ���	��	 � �������	 �	 ������� �����������


�������� 	 ������� F ���������	� ���
	��	� ���������	 � ��
������	 �
�	�	

�	 [0, +∞)�

������� ����	� ������	�  	
�	�	!"���#�#��	� �	�
��� ������	�	  	
�	�	!

"���#�#��	�

�� ��	
� V � 
�
� ���
��� F � ����������	� ����
���	� ����������	 � ���� � ��

��	 �� 
�
 �
 [0; +∞)� !�"�
#��� #� �" W (F ) 
�
� ���
��� f � ����������	 �


[0; +∞)� ��������	 �
 
������ �
��#������ � ����
� � $

�	� %� ��$�& 
� '���&
�

($��)$)��

τ∫
0

f(x) exp{sx}dF (x) ����� ��* ���	 s = σ + it � τ ∈ [0; +∞)� +�$�& 
�

I(s) =

∞∫
0

f(x) exp{sx}dF (x) ,���-

�
"��
�$)�* ��$�& 
��� '
��
�
�($��)$)��
� .
%� (λn) / " ��$
0#
 �� +∞ ���

���������$) ����������	 #���� ,λ0 = 0-� F (x) = n(x)� �� n(t) =
∑

λn≤t

1 / ���

#��)�
 ���
��* ���1 �����������$�� f / $


 ���������
 �
 [0, +∞) ���
��*� %�

�© ������� ��� 	
���
 
�� ����
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f(λn) = an ≥ 0 ��* ���	 n ≥ 0� $�

D(s) := I(s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} ,��2-

�  *��� �� �	�� " ������������ ��

"��

�� $
 
��������$
���

��* σ < σa� �� σa � 
�����
 
����0$��1 "������$�  *�� ,��2-� � ������ En(σ) =
En(D, σ) = inf

P∈Πk(λ)
{sup

t∈R

|D(σ + it) − P (σ + it)|}� �� Πk(λ) � 
�
� �
��������
�)��	

��������� ��&�*��
k∑

n=1
an exp{sλn}�

3���� σa ∈ (−∞, +∞) �
"��
$����� 
������0 
����0$��1 "������$� ��$�& 
�


,���-� *
%� ��� 
����0$�� "������ ��* σ < σa � 
����0$��  �"������ ��* σ > σa�

.
%� ��$�& 
� ,���- 
����0$�� "������ ��* 
����&� σ < +∞� $� � ���
��� σa =
+∞� .
%� ��$�& 
� ,���- 
����0$��  �"������ ��* 
����&� σ > −∞� $� � ���
���

σa = −∞�

��	
� 
�����
 
����0$��1 "������$� I(s) �$
����$) σa = 0� ��* σ < 0 � ������

Eτ (σ) = Eτ (I, σ) = inf
ω∈W (F )


sup

t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣

 .

!�"�
#��� #� �" Rτ (σ) = Rτ (I, σ) =
∞∫
τ

f(x) exp{σx}dF (x) "
��4�
 ��$�& 
�


'
��
�
�($��)$)��
 ,���-�

5 6�7 ��*  *��� �� �	�� " ���)���0 
������0 
����0$��1 "������$� �$ ��
�� $

�

����
� En(σ)8

|an+1| exp{σλn+1} ≤ En(σ) ≤
∞∑

k=n+1

|ak| exp{σλk}. ,��9-

� 62�97 "
"�
#��� "��*"�
 ��� 
����$�$�#���� ���������*�� "
��4
� Rn(σ) =

Rn(D, σ) =
∞∑

k=n

ak exp{σλk}  *�� �� �	�� ,��2- $
 ��&� 
��������$�� an� "���
�� "

�&�*�� �
 ,��9-� �$ ��
�� "��*"�
 ��� 
����$�$�#���� ���������*�� En(σ) � an�

:�$
 �
4�1 � 
�� ; �$ ��
$� 
�
��&�  �"��)$
$�� " 6��2�97 ��* ��$�& 
���

'
��
�
�($��)$)��
� "�
 ��
� �$ ��
��* �����
 Eτ (σ) "�� 	� � "��"�� 
 $

�� "��*"�


� ��� 
����$�$�#���� ���������*�� Eτ (σ) $
 ���
���0 f(x)�

�� ������ Eτ (σ) ��
��� � ������

�
��
�� �� ./� 01�� σ < 0 � 2/� 01�� �3435 x > τ 0�53678�91� 6���06�1�9

Eτ (σ) ≥ c(x)f(x) exp{σx}, ,2��-

2� c(x) = F (x) − F (x − 0).
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���������� .
%� x �� � $�#
�0 �$ ��

 ���
��1 F (x)� $� �� �����$) ,2��- �#�����
�

��	
� x = x0 ; $�#

 �$ ��

� ! ������ IM (s) =
M∫
0

f(x) exp{sx}dF (x)�

M > x0� <��� ��* ���)�*
�&� ��$�& 
�

τ∫
0

ω(x) exp{sx}dF (x) (ω ∈ W (F )) � ��* ���	

M > τ �$ ������

IM (σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x) =

M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x),

��

ϕ(x) =

{
f(x) exp{σx}, x > τ,

(f(x) − ω(x)) exp{σx}, 0 ≤ x ≤ τ.

=
��
����� %� ���
��* ϕ(x) �������
 �
 
������ �
��#������ � ����
�� ��	
�

ε > 0 $

�� %� (x0 − ε; x0 + ε) ⊂ (0; M)� ! ������

Ωε,M = [0; M ] \ (x0 − ε; x0 + ε), F0(x) = F (x) − c(x0)H(x − x0),

�� H(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.

<���

M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x) exp{itx}dF (x) +

x0+ε∫
x0−ε

ϕ(x) exp{itx}dF (x) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x) exp{itx}dF (x) + c(x0)ϕ(x0) exp{itx0} +

x0+ε∫
x0−ε

ϕ(x) exp{itx}dF0(x).

,2�2-

= �������� ���
��1 F0(x) ������
�� %� F0(x) �� �
� �$ ��

 � $�#�� x0� $���∣∣∣∣∣∣
x0+ε∫

x0−ε

ϕ(x) exp{itx}dF0(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

(x0−ε; x0+ε)

{|ϕ(x) exp{itx}|}(F0(x0 + ε + 0) − F0(x0 − ε − 0)) = o(1), ε → +0.

,2�9-
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5 
	���0#� ,2�2- � ,2�9-� 
 $

�� $�� ��� >����� �$ ������

1
2T

T∫
−T




M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt =

=
1

2T

T∫
−T




∫
Ωε,M

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt+

+
1

2T

T∫
−T

c(x0)ϕ(x0) exp{itx0} exp{−itx0}dt + o(1) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x)


 1

2T

T∫
−T

exp{it(x − x0)}dt


 dF (x) + c(x0)ϕ(x0) + o(1) =

=
∫

Ωε,M

ϕ(x)
sin T (x − x0)

T (x − x0)
dF (x) + c(x0)ϕ(x0) + o(1).

,2�?-

=
��
����� %� ϕ(x)
sinT (x − x0)

T (x − x0)
=⇒ 0 � � T → ∞ �
 ������� Ωε,M � <���� �� *�

����0#� ε → 0� " ,2�?- ��� �����

lim
T→∞

1
2T

T∫
−T




M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt =

= c(x0)ϕ(x0) = c(x0)f(x0) exp{σx0}, xo > τ.

=�����

|c(x0)f(x0) exp{σxo}| =

∣∣∣∣∣∣ lim
T→∞

1
2T

T∫
−T




M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)


 exp{−itx0}dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣
M∫
0

ϕ(x) exp{itx}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ = sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣IM (σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ .

,2��-
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@�
��)
� σ < 0� $�

|IM (σ + it) − I(σ + it)|=
∣∣∣∣∣∣

M∫
0

f(x) exp{(σ + it)x}dF (x)−
∞∫
0

f(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∫

M

f(x) exp{σx}dF (x) = o(1), M → ∞.

<���

sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣IM (σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ −→

−→ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ , M → ∞.

= ,2��- �
���

c(x0)f(x0) exp{σx0} ≤ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

ω(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣
��* 
����&� ��$�& 
�


τ∫
0

ω(x) exp{sx}dF (x)� x0 > τ � 
 "����� ������
� �� �����$)

,2��-� <�� ��� � ���������

�
��
�� �� ./� 01�� σ < 0 0�53678�91� 6���06�1�9

Eτ (σ) ≤ Rτ (σ).

����������

Eτ (σ) ≤ sup
t∈R

∣∣∣∣∣∣I(σ + it) −
τ∫

0

f(x) exp{(σ + it)x}dF (x)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ sup
t∈R




∞∫
τ

f(x) exp{σx}dF (x)


 = Rτ (σ).

<�� ��� 2 ���������

= $�� ��� 2 ������
�� %� ����������* 
����$�$�#��&� ���������* Eτ (σ) "���
��$)�* �� ����������* 
����$�$�#��&� ���������* Rτ (σ)�
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��  !��"#�#�$�
 "���%&
��' ����(�� Rτ (σ)� .
 � � 6?7 � ������

µ(σ) = sup{f(x) exp{σx} : x ≥ 0}, σ ∈ R.

<��� 
�� µ(σ) < +∞ ��* ���	 σ ∈ R� 
�� µ(σ) = +∞ ��* ���	 σ ∈ R� 
�� ����� #����

σµ $

�� %� µ(σ) < +∞ ��* ���	 σ < σµ � µ(σ) = +∞ ��* ���	 σ > σµ�

.
 � � 6�7 ��* σµ = A #� �" Ω(A) ��"�
#��� 
�
� ���
$��	 ����������	 �


(−∞, A) ���
��� Φ $

�	� %� ��	���
 Φ′ � ���� � ���0� ���
$��0 � " ��$
0#�0

�� +∞ �
 (−∞, A) ���
���0� ��* Φ ∈ Ω(A) ��	
� ϕ / ���
��*� ��� ���
 �� Φ′� 

Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) / ���
��*� 
�������
�
 " Φ "
 �)0$�����

:�  �"&�*�
$����� ��4� ���
�
� σµ = 0 � σµ = +∞�

�
��
�� �� ����: F ∈ V ; σµ = 0 � Φ ∈ Ω(0)� <5=3 ln µ(σ) ≤ Φ(σ) 2/� 01��

σ ∈ [σ0, 0) � ln F (x) = o(x|Ψ(ϕ(x))|) ��� x → +∞; �3 2/� σ ∈ [σ0, 0)

ln (Rτ (σ)e|σ|τ ) ≤ (1 + o(1))τ |Ψ(ϕ(τ))|, τ → +∞.

���������� @�
��)
� ln µ(σ) ≤ Φ(σ) ��* ���	 σ ∈ [σ0, 0)� $� ln f(x) ≤ Φ(σ)− σx ��*

���	 x ≥ x0 � σ ∈ [σ0, 0)� =����� ��* σ = ϕ(x) �$ ������

ln f(x) ≤ Φ(ϕ(x)) − xϕ(x) = −x

(
ϕ(x) − Φ(ϕ(x))

Φ′(ϕ(x))

)
= −xΨ(ϕ(x)), x ≥ x0.

<���

Rτ (σ) ≤
∞∫

τ

exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}dF (x) ≤

≤
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}(ϕ(x) + |σ|)dx ≤

≤ |σ|
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}dx ≤

≤ |σ|
∞∫

τ

exp{(1 + ε)x|Ψ(ϕ(x))| − |σ|x}dx, τ ≥ τ0(ε).

=
 � 
����� '���$
�* ��� �����

lim
τ→+∞

∫ ∞
τ exp{−(1 + ε)xΨ(ϕ(x)) − |σ|x}dx

exp{−(1 + ε)τΨ(ϕ(τ)) − |σ|τ} = lim
τ→+∞

1
(1 + ε)ϕ(τ) + |σ| =

1
|σ| .

@$���

ln (Rτ (σ)e|σ|τ ) ≤ (1 + 2ε)τ |Ψ(ϕ(τ))|, τ ≥ τ1(ε).

= �&�*�� �
 �����)���$) ε� $�� ��� 9 ���������
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�
��
�� )� ����: F ∈ V ; σµ = +∞ � Φ ∈ Ω(+∞)� <5=3 ln µ(σ) ≤
≤ Φ(σ) 2/� 01�� σ ≥ σ0 ≥ 0 � ln F (x) = o(xΨ(ϕ(x))); x → +∞; �3 2/� σ ≥ σ0

ln Rτ (σ) ≤ −(1 + o(1))τΨ(ϕ(τ)), τ → +∞.

���������� .
 � � ��������� $�� ��� 9� �$ ������

Rτ (σ) ≤
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}(ϕ(x) − σ)dx ≤

≤
∞∫

τ

F (x) exp{−xΨ(ϕ(x)) + σx}ϕ(x)dx ≤

≤
∞∫

τ

exp{−(1 − ε)xΨ(ϕ(x))}ϕ(x)dx =

=
1 + o(1)
1 − ε

exp{−(1 − ε)τΨ(ϕ(τ))}, τ → +∞,

$���

ln Rτ (σ) ≤ −(1 − 2ε)τΨ(ϕ(τ)), τ ≥ τ0(ε).

= �&�*�� �
 �����)���$) ε� $�� ��� ? ���������

!�"�
#���

∆F (τ) =
∫

[τ, τ+1)

dF (x).

�
��
�� *� ����: F ∈ V ; σµ = 0; f(x) → +∞ (x → +∞) � 2/� 230�/963>3 a ∈ [0, 1)

ln f(x + a) − ln f(x) → 0, x → +∞. ,9��-

�32� 2/� 01�� σ < 0

lim
τ→+∞

ln (Rτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

= 1 + lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

. ,9�2-

���������� @�
��)
� σ < 0� $�

Rτ (σ) ≥
∫

[τ, τ+1)

f(x)eσxdF (x) ≥ eσ(τ+1) inf
[τ, τ+1)

f(x)∆F (τ)

� " �&�*�� �
 ,9��-

ln (Rτ (σ)e|σ|τ ) ≥ σ + o(1) + ln f(τ) + ln ∆F (τ), τ → +∞,
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"���
�

lim
τ→+∞

ln (Rτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

≥ 1 + lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

. ,9�9-

= ��4�&� ��
��

Rτ (σ)e|σ|τ =
∞∑

k=0

e|σ|τ
∫

[τ+k, τ+k+1)

f(x)eσxdF (x) ≤
∞∑

k=0

sup
[τ+k, τ+k+1)

f(x)∆F (τ + k)eσk.

,9�?-

= ,9��- ������
�� %� ��* 
����&� ε > 0 � ���	 τ ≥ τ0(ε)

sup
[τ+k, τ+k+1)

ln f(x) ≤ ln f(τ + k) + ε ≤ ln f(τ) + (k + 1)ε.

.
%�

h := lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

< +∞,

$� ln ∆F (τ) ≤ h1 ln f(τ) ��* ���	 h1 > h � ��* ���	 τ ≥ τ0(h1)� <��� " ,9�?- �$ ������

Rτ (σ)e|σ|τ ≤
∞∑

k=0

eεf(τ + k)f(τ + k)h1eσk ≤ eε
∞∑

k=0

f(τ)1+h1e(1+h1)kεeσk ≤

≤ eεf(τ)1+h1

∞∑
k=0

e((1+h1)ε−|σ|)k =
eεf(τ)1+h1

1 − e(1+h1)ε−|σ|

"
 ����� (1+h1)ε < |σ|� "���
� " �&�*�� �
 �����)���$) ε � h1 ��� ����� �� �����$)

lim
τ→+∞

ln (Rτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

≤ 1 + h, ,9��-

*

 � �#������0� *
%� h = +∞� = ,9�9- � ,9��- �
��� ,9�2-� <�� ��� � ���������

?�70�@�66�  � = $�� �� �� 2 � � ������
�� %� "
 ���� ,9��- � f(x) → +∞
(x → +∞)� ��* ���	 σ < 0 ��
���0$)�* �� �����$�

1 + lim
τ→+∞

ln c(τ)
ln f(τ)

≤ lim
τ→+∞

ln (Eτ (σ)e|σ|τ )
ln f(τ)

≤ 1 + lim
τ→+∞

ln ∆F (τ)
ln f(τ)

.

�� A�5��B5 ��<�; C������� A�A� �� 
� �
���
��1  *��� �� �	�� �
��������
�)�

���� ���&�#���
�� AA 5���� ')���� ���$�� (� � ��	���
$�/ �BBB�/ 5��� �9�/ (�9��

9B�



47<  ���� *)()/9(� '���	 %'",('

2� ���)� &DED*DFE; &�&� 
($%$G$*); CD EFG HGIJ�DKGH LM N�H�OFPGE QGH�GQ AA :
$���

�$���1�/ 2RR9�/ <��B� S ��/ T� ���UR�

9� A�5��B5 ��<�; C������� A�A� ! � 
����$�$�#�� �������
� "
��4
� 
����

�0$�� "�����&� � ������%���  *�� �� �	�� AA �
 � �
$��� �� ��/ 2RR9�/ <����

S 9�/ T� 9�B�9VV�

?� H31�53 I���; �5�15�0 I�J�; C������� A�A� @���
� ��$�& 
�� '
��
�
�

($��)$)��
 AA:
$��� �$���1�/ 2RR?�/ <�2�� S 2�/ T� ��B��VU�

�� C������� A�A� W���  *�� �� �	���/ ��� �BB9�

�� ��� �  !�"	#��	�� ��$ %���&	�'! �( ���

!�#�	�$�! �( )� )�*��+�	)�,�+ 	���-!�)

+,-./0 1,2,3,-2
 45678 9/:�2/

� !" #$!"%& '!(�&"!) *"� +$,�(- &. / � �

*"� +$,�(+(,%! ,($�� �� ����� / � � *%$!�"+

=>>?@A�BCD�@E CEF GHICJ�@K? @L DIH ?HBC�EFH? @L DIH �EDHM?CN
∞∫
0

f(x) exp{sx}dF (x) C?H �EJHOD�MCDHF� PIH?H DIH LKEQD�@E f �O >@O�D�JH CEF

G@KEFHF @E HCQI RE�DH �EDH?JCN CEF LKEQD�@E F �O E@EEHMCD�JH E@EFHQ?HCO�EM

KEG@KEFHF CEF Q@ED�EK@KO @E DIH ?�MID @E [0, +∞)�

0+- 1&$2,� SC>NCQH!TD�NDUHO �EDHM?CN� ?HBC�EFH? @L SC>NCQH!TD�NDUHO �EDHM?CN�

($
$$* �
���4�
 ��  ��
���&�1 R��R��2RR�

! ���*$
 �� � �
� R2����2RRU
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�����
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��������� �����������“�

�
�� �� �����
�� ��� ����� ������ ��
� ��

������������� ����	
� �����
���� �������	� ��� ����� ����	 ��� ������

������	 ����	����� �������� ��� ������� �	�
��� �� �	
� �� ���������� ���

��������
����� �������� � 
��������� ��������� n��� ������	 �� 
���� ��

����
�� ������
������ ������	 �� ������������ �������� � ��
������ ��� 
��

�	 ������������� � 
���
����� ��������
������ 	������ �� 
���� ���	�	����

��������� ����� � ���������  � ������
���� 
���
��� ��������
���� 	���� �

���!�� ��� n ������� 
������ �	�
��" #
� ���	���� ���������� ��������
�����

����
 ����������� ����������
���������
���$ �����"

!�"#��� �����$ ��������
���� ����
�� �����
�� ��������� ����������
����

�����
���$ �����"


� ��	
��
���� ����� � 
���
����� �� ��
���
����� �� ��	�� ��������������
�� ������� �
� ���� ��!��
���"  ������ �� ��	������� #�"������ � �	�����  ���
# �	������ ����
� # �!� $���� %�& '& (& )& �* �� ���
��� ���� � ��"+� ,� ������ �����
���#�	� ���� ������� ���� # ���!�� � ����
�� - ���� ������� � �.����� ��������&
"��� . �	����� �� ����� �� ��
������ ����" ����� %/*� 0����
���� �� # ��!�#���
��������	�� ��
 ������� ��1� �� ������� � 
���
����� ��������������� �������
�� ��	�� �
� ���� 	����� ���� ��!��
�����  ������� � ��	������� #�"������& �	� 

�	��- # �!��� � � �������� #� �"��� ���  ���2���� �������������3 ������ ��  ���2���
�� ������ ��1� # � # �������� �	�" ��	���" ���
�� �� ������ $� �.����� 
�����+
���
� %�& 4*�

�© �������� �	
 ���




%&' ������$ ()*+,-).

,������ - ����
 #������ # � ��

���	�� � �������� #� �"��� ���  ���2���� ���
�����������3 ������ �
� ���� ��!��
�����  ������� � ��	������� #�"������ #� ���
�� n �� ��	�� � 
���
����� ��������������� ������� � n # �	��" ��	���" ���
�"
��  ���2���� !���� 
  �������& 5� ������
���- 
���
��� ������������� ����� � ����
1�& ��
 n � ����" ��	���" ���
�"& # � # �������� ���	���� ��
 ������� ���
���
�� ��
�� 6��� ��1�3 # �!� 7 �#�	��� ����. � ������. #� �"��& �& ��
�& ����	��& 5�
 ���2���� ������ � 
���
����� ��������������� ������� � � ����" ��	���" ���
�"
��
�� ��� 
��� �� 8# �	��1�39 �������������3 ������ � 
���
����� ������������
���� ������� � # �	��" ���
�"� :���2���� ����� ������ �������� �� ��#������
���� ��!��
����	����
����� ������ %�*�

�� ������� ����������� :���
����� ���� ������������� ������ � 1� � t ∈
(t1, tn), x ∈ Rs;

Ln

(
t,
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) ≡ ∂nU

∂tn
+

n∑
k=1

Ak

(
t,

∂

∂x

)
∂n−kU

∂tn−k
= 0, $�+

U(tk, x) = ϕk(x), k = 1, n, $'+

�� −∞ < t1 < t2 < . . . < tn < +∞, n ≥ 3, n, s ∈ N, Ak

(
t, ∂

∂x

)
, k = 1, n, < ����
��

�� ���� ��!��
��� �� ��� � ��#� � ��� ��
�
���� ��� t �����!�-�����& 	����
���
���" �
� ���	������� t - !�
� ���
������ ����!�3 Aj(t, ν), j = 1, n, ν ∈ Rs.

=� �� ���
�� t1, t2, . . . , tn ���� ��� p ���
�� t∗1, t
∗
2, . . . , t

∗
p, �� 1 < p < n, ���
���

�� 3" �#� ���������� �� � �	������� ,� ���
� ����
� ������������ �� �"�����& �
 �1�� ���
��& ��������" ��� �� �"���"& <  �"������ �
� � ����	�� 	#������ ���
��
-��& 5� t1 < �� �"���. ����
& ����� t1 = t∗1.

>������ ���� #���������; nk < ��
���	��  �"���" � �� �"���" ���
��& 5� ��
��

��� �� [t∗k, t

∗
k+1), �� k = 1, p− 1; np < ��
���	�� ���
��& ��� �� ���1� �� t

∗
p. ? �����
�&

5� n1, n2, . . . , np ∈ N, # ����� n1 + n2 + . . .+ np = n.

������� 
� @�5� 	� �� ���
�� t1, t2, t3, t4 ����� �� �� �"��� ���
� t
∗
1 = t1, t

∗
2 = t3,

�� p = 2, n1 = 2, n2 = 2. �

A �.����
tk − t∗1 = ξ1, k−1, k = 1, n1,

tn1+k − t∗2 = ξ2, k−1, k = 1, n2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tn1+n2+...+np−1+k − t∗p = ξp, k−1, k = 1, np.

B��� 	���#��	�� ���
�� t1, t2, . . . , tn ��
�� ��#�	��� � ���
���

t∗1 + ξ1, 0h, t
∗
1 + ξ1, 1h, t

∗
1 + ξ1, 2h, . . . , t

∗
1 + ξ1, n1−1h,

t∗2 + ξ2, 0h, t
∗
2 + ξ2, 1h, t

∗
2 + ξ2, 2h, . . . , t

∗
2 + ξ2, n2−1h,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . $(+

t∗p + ξp, 0h, t
∗
p + ξp, 1h, t

∗
p + ξp, 2h, . . . , t

∗
p + ξp, np−1h,
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�� h = 1.
�
� # ��
��� � 	���#��	�� ���
�� t1, t2, t3, t4 ��#�1��� ���; t

∗
1, t

∗
1+ξ1, 1h, t

∗
2, t

∗
2+

ξ2, 1h, �� ξ1, 1 = t2 − t∗1, ξ2, 1 = t4 − t∗2, h = 1.
C�
�& ��  ��
�����
� 	����!��& �� ���3 # � h = 1 ��-�� �	�  �"��� �� �� �"���

���
� � 	���#��	�� $(+& � # � h = 0 ��-�� 
�1� �� �"��� ���
� t∗1, t
∗
2, . . . , t

∗
p. 0���
�

���
�������& 5� h ∈ [0; 1]�
A�	
� ���#�������� #� �#��������� ����!�. ϕj(x), j = 1, n, ��#�1��� ���� �����

��������� �����;

U(t∗k + ξk, mh, x) = ϕk, m(x), m = 0, nk − 1, k = 1, p, h ∈ [0; 1]. $)+

����� $'+ - ��	������ ��#����� # � h = 1 ���� $)+�
:���
����� ����
 ����� � � ������ ���
���

∂j−1U

∂tj−1
(t∗k, x) = ψk, j−1(x), j = 1, nk, k = 1, p . $�+

?�������� # �!��� � � �������� #� �"���& ��� # � h→ 0 ��- ����� �� #��	����
 ���2���� ������ $�+& $)+ ��� 
���  ���2���� ������ $�+& $�+�

D� �� ��� Ln

(
t, ∂

∂t ,
∂
∂x

)
������� ∂

∂t ��
d
dt ��

∂
∂x �� ����� �#� ���� ν ∈ Rs ���� ��

�� ���� ��!��
���. �� �� Ln

(
t, d

dt , ν
)
�  ���
����� �����.�� ���� ��!��
���  ���

�����

Ln

(
t,
d

dt
, ν

)
T = 0. $/+

:���
����� � � 	�	���� {
Tj(t, ν)

}
j=1,n

, $�+{
T̃mi(t, ν)

}
i=1,nm, m=1,p

, $4+{
T̂mi(t, ν, h)

}
i=1,nm, m=1,p

$�+

 ���2�����  ������� $/+& 5� ������
������ ���#������ ���� #�������� �� ����������
���� �����

dk−1Tj

dtk−1
(t∗1, ν) = δkj , k, j = 1, n, $�E+

dj−1T̃mi

dtj−1
(t∗k, ν) = δkmδij , i = 1, nm, j = 1, nk, k,m = 1, p , $��+

T̂mi(t∗k + ξk, j−1h, ν, h) = δkmδij , i = 1, nm, j = 1, nk, k,m = 1, p , $�'+

�� δkj < 	����
 � ����� ��
=�	���� $�+ < !� �� ��
��� ����������
��� 	�	����  ���2�����  ������� $/+&

���� �	��- �
� ����
����� ν ∈ Cs � �������-��	� �����������
=��	���� 	�	��� $4+ � $�+ ��
��� ����������	� ���� ��#����;
�+ 	�	���� �� �	����� �
� 
������ �������� ν ∈ Cs �� 
����3 #� � (ν, h) ∈

Cs × R+F



%:; ������$ ()*+,-).

�+ 	�	���� �	����� �
� �	�" ��� �����" ������� ν ∈ C
s �� �
� �	�" ��� �
� �����"

#� (ν, h) ∈ Cs × R+ ���#�������
0���
� ��#���� �+ ���
���-�� �  ���
��� ���& ��1��� 	
�����&  ����� # �#��

5���� # � ���� ��
���	�� ����� $�+& $)+ �� $�+& $�+�

���� 
� /0� �1234�22� 1�1��� $�+ �� $4+ 2�56��725 � 751���2859 :56 ∆̂(ν, h) �= 0
� ∆̃(ν) �= 0 4�7�54�7259 7� ∆̂(ν, h) # 4�;2�<2�= �����>�9 j
��7=5� (j = 1, n) �=5? @
;2�<�22� Tj(t, ν) 3 43;0�� $(+9

∆̃(ν)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
T1(t∗1, ν) T ′

1(t
∗
1, ν) . . . T

(n1−1)
1 (t∗1, ν) T1(t∗2, ν) . . . T

(np−1)
1 (t∗p, ν)

T2(t∗1, ν) T ′
2(t

∗
1, ν) . . . T

(n1−1)
2 (t∗1, ν) T2(t∗2, ν) . . . T

(np−1)
2 (t∗p, ν)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tn(t∗1, ν) T ′
n(t∗1, ν) . . . T

(n1−1)
n (t∗1, ν) Tn(t∗2, ν) . . . T

(np−1)
n (t∗p, ν)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

������������56��72�1�8� A����� �
������ 	�	���� $�+ � ���
��� 
���.��3 �������!�3
�
������� �� ��
���3 ����������
���3 	�	����  ���2�����  ������� $/+

T̂mk(t, ν, h) =
n∑

i=1

cmki(ν, h)Ti(t, ν), k = 1, nm, m = 1, p , $�(+

�� cmki(ν, h) < �������� ����!�3& ��
�
�� ��� ν �� #� ���� � h.
=#�������1���� $�(+ ��#�1��� � ���
��� ��� ������  �������

T̂ (t, ν, h) = C(ν, h)T (t, ν), $�)+

� �����

T̂ (t, ν, h) =



T̂11(t, ν, h)
T̂12(t, ν, h)
· · · · · · · · ·

T̂1n1(t, ν, h)
T̂21(t, ν, h)
T̂22(t, ν, h)
· · · · · · · · ·

T̂2n2(t, ν, h)
· · · · · · · · ·
T̂p1(t, ν, h)
T̂p2(t, ν, h)
· · · · · · · · ·

T̂pnp(t, ν, h)



, T (t, ν) =


T1(t, ν)
T2(t, ν)
· · · · · ·
Tn(t, ν)

 ,

C(ν, h) =


C1(ν, h)
C2(ν, h)
· · · · · ·
Cp(ν, h)

 , Cm(ν, h) = ‖cmki‖ , k = 1, nm, m = 1, p, i = 1, n.
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A��	���
���� � $�(+ �� $�)+ #�	
������ ��
�� �� n ���
�� $(+ � ���� �	�������
����� $�'+& ��� 
��� ��� ����  �������

En = C(ν, h)
◦
T (ν, h), $��+

��
◦
T (ν, h) < ��� �!� #� ���� n& j� ����� (j = 1, n) ���3 - �������� Tj(t, ν) � ���
�"

$(+� :������� $��+  ���2����& ��5� det
◦
T (ν, h) ≡ ∆̂(ν, h) �= 0� ?� ��������� !�-3 �����

���"�����

C(ν, h) =
◦
T

−1

(ν, h) =
1

∆̂(ν, h)

◦
T

∨
(ν, h),

��
◦
T

∨
(ν, h) < # �-����� ��� �!� �
�

◦
T (ν, h)�

?  ������� $��+ �� ���-��

T̂ (t, ν, h) =
1

∆̂(ν, h)

◦
T

∨
(ν, h)T (t, ν). $�/+

@�5� ��#� ���
������ 1����� �
������ 	�	���� $4+ � ���
��� 
���.��3 �������!�3
�� ��
���3 ����������
���3 	�	����  ���2����� $�+& �����

T̃mk(t, ν) =
n∑

i=1

dmki(ν)Ti(t, ν), k = 1, nm, m = 1, p , $��+

�� dmki(ν) < �������� ����!�3& ��& ���� �	������� ����� $��+& ��� 
��� ��� ����
 �������

En =


D1(ν)
D2(ν)
· · · · · ·
Dp(ν)

T , $�4+

� ����� Dm(ν) = ‖dmki(ν)‖ , k = 1, nm , m = 1, p , i = 1, n & T < ��� �!� #� ���� n&
j� ����� (j = 1, n) ���3 - Tj(t∗1, ν)& T

′
j(t

∗
1, ν)& . . . , T

(n1−1)
j

(t∗1, ν)& Tj(t∗2, ν)& T
′
j(t

∗
2, ν)& . . . ,

T (n2−1)
j

(t∗2, ν)& . . . , Tj(t∗p, ν)& T
′
j(t

∗
p, ν)& . . . , T

(np−1)
j

(t∗p, ν)�

6�� ����  ������� $�4+ ����������  ���2����& ��5� detT ≡ ∆̃(ν) �= 0�
/51���2�1�8� A �#�	����& 5� ∆̂(ν, h) �= 0 � ∆̃(ν) �= 0 ���#������� A�����-��

	�	���� $4+ �� $�+ �� �� ��
��� $�/+ �� $��+& � ���" dmki(ν) <  ���2���� ��� �����
��  ������� $�4+� B��� �
������ ��� #���������" 	�	��� -  ���2������ �����.����
���� ��!��
�����  ������� $/+ � ������
��������� ����� $�'+ �� $��+ ���#������� �

A�34�B�22�  � =�	���� $4+ �� $�+ - 	�	������ 
���.�� ����
�
��"  ���2�����  ���

����� $/+& ��5� ∆̂(ν, h) �= 0 � ∆̃(ν) �= 0 ���#�������

���� �� /0� ��0�� ;2�<�28 h 4�=523@�81� 1��44�725C�22�

∆̂(ν, h) = hθ

p∏
m=1

(
nm−1∏
k=1

ξk
m, k

k!

)
∆̃(ν) + o(hθ), $��+



%:< ������$ ()*+,-).

7� θ = 1
2

[
n2

1 + n2
2 + . . .+ n2

p − n
]
, o(hθ) # 2�1=�2<�225 ��0� 4�0�<�2� �5��42�25 ; hθ

��� h→ 0.

���������� :�������� ����!�3

Tj(t∗k + ξk,1h, ν), Tj(t∗k + ξk,2h, ν), . . . , Tj(t∗k + ξk,nk−1h, ν)

�  ��� B�.
� � � ���
� ����� (t∗k, ν), j = 1, n, k = 1, p� >�������� �
������ ��

#� ���� ���� � ���������� ∆̂(ν, h) ��� 	���#!���& ��� 
��� ��������� ��� �!�&
j� ����� (j = 1, n) ���3 -

Tj(t∗1, ν), ξ1,1hT
′
j(t

∗
1, ν), . . . ,

(ξ1,n1−1h)n1−1

(n1 − 1)!
T (n1−1)

j
(t∗1, ν),

Tj(t∗2, ν), ξ2,1hT
′
j(t

∗
2, ν), . . . ,

(ξ2,n2−1h)n2−1

(n2 − 1)!
T (n2−1)

j
(t∗2, ν), . . . ,

Tj(t∗p), ξp,1hT
′
j(t

∗
p), . . . ,

(ξp,np−1h)np−1

(np − 1)!
T (np−1)

j
(t∗p, ν).

?���	� ��� 
�-��  ����	�� $��+& � ���.

Θ = 1 + 2 + . . .+ n1 − 1 + 1 + 2 + . . .+ n2 − 1 + . . .+ 1 + 2 + . . .+ np − 1 =

=
1 + n1 − 1

2
(n1 − 1) +

1 + n2 − 1
2

(n2 − 1) + . . .+
1 + np − 1

2
(np − 1) =

=
1
2
[
n2

1 + n2
2 + . . .+ n2

p − n
]
.

�

����  � ����D ∆̂(ν, h) �= 0 � ∆̃(ν) �= 09 �57� ��B �0���2���� 1�1��� $4+ �� $�+
4�=523E�81� 1��44�725C�22�

T̃mi(t, ν) =
p∑

k=1

nk∑
j=1

T̃mi(t∗k + ξk, j−1h, ν)T̂kj(t, ν, h), i = 1, nm , m = 1, p . $'E+

���������� >��#������ �� �����
���� � ��� ����� �
������ 	�	���� $4+ � ���
���

���.��3 �������!�3 �
������� 	�	���� $�+

T̃mi(t, ν) =
p∑

k=1

nk∑
j=1

gkjmi(ν, h)T̂kj(t, ν, h), i = 1, nm, m = 1, p , $'�+

�� gkjmi(ν, h) < �������� ����!�3& ��
�
�� ��� ν � #� ���� � h.
A �.����� � $'�+ ����	�� t #�	
������ ��
�� �� ���
�� $(+ � ���� �	�������

����� $�'+& ��� 
��� 	#�������1���� $'E+� �

:���
����� ��#� �� ��� T̃mi(t∗k + ξk, j−1h, ν). :��������� !� �� ��� �  ��� B�.�

� � � ���
� ����� (t∗k, ν) � ���� �	������� ����� $��+& ��-��

T̃mi(t∗k, ν) = δmkδi1,
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T̃mi(t∗k + ξk, j−1h, ν) =
(ξk, j−1h)i−1

(i− 1)!
δmkδij + o(hnk−1), $''+

i = 1, nm, j = 2, nk, m, k = 1, p.

=#�������1���� $'E+ � � �"������� $''+ � ��� ������ ���
��� ��
�� ��� �����
���;

T̃ (t, ν) =
(
Λ(h) + Λ̃(h)

)
T̂ (t, ν, h) , $'(+

��

T̃ (t, ν) =



T̃11(t, ν)
T̃12(t, ν)
· · · · · ·

T̃1n1(t, ν)
T̃21(t, ν)
T̃22(t, ν)
· · · · · ·

T̃2n2(t, ν)
· · · · · ·
T̃p1(t, ν)
T̃p2(t, ν)
· · · · · ·

T̃pnp(t, ν)



,

Λ(h) =


Λ1(h) O . . . O
O Λ2(h) . . . O
· · · · · · · · · · · ·
O O . . . Λp(h)

 , $')+

Λk(h) =


1 1 . . . 1
0 ξk, 1h . . . ξk, nk−1h

0 (ξk, 1h)2

2! . . .
(ξk, nk−1h)2

2!· · · · · · · · · · · ·
0 (ξk, 1h)nk−1

(nk−1)! . . .
(ξk, nk−1h)

nk−1

(nk−1)!

 , k = 1, p ,

O < ��� �!� � ��
������ �
�������� ���#������"  ���� ��& Λ̃(h) < ��� �!�& � ���3
 ���� � ���� ��� 1, n1 + 1, n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + . . . + np−1 + 1 	�
������	�

�1� � ��
��& �  ���� � '��� �� n1 ��	���� ��
����� o(hn1−1), � n1 + 2��� �� n1 + n2

��	���� ��
����� o(hn2−1) � ����& �	����� np − 1  ����� ��	���� ��
����� o(hnp−1).

���� !� F��4�0825E @ ��=� ��42�1�8

lim
h→0

Λ(h)T̂ (t, ν, h) = T̃ (t, ν). $'�+

���������� ? � �"������� $�/+  ����	�� $'(+ ��
�� ��#�	��� � ���
���

T̃ (t, ν) =
1

∆̂(ν, h)

(
Λ(h) + Λ̃(h)

) ◦
T

∨
(ν, h)T (t, ν).
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C���	
���� ��	��������& 5� ��� �!� Λ̃(h)
◦
T

∨
(ν, h) 	�
���-��	� � ��
����" �
��

������ ��� ��	�������� ��
�" ��
���� ��5���& ��
 Θ& #� ����� ?���	� ������ � 
��
��� ' ��-��

lim
h→0

Λ̃(h)
◦
T

∨
(ν, h)

∆̂(ν, h)
= 0,

���� ������-��	�  ����	�� $'�+� �

������� 
� ����D ∆̂(ν, h) �≡ 0 � ∆̃(ν) �≡ 0� �57� G5���082� �5;4H�;=� ;�7�< $�+9 $�+
�� $�+9 $)+ �5B2� 4�;2�<��� ;� G5��30���

U(t, x) =
p∑

m=1

nm∑
i=1

ψm, i−1

(
∂

∂ν

){
T̃mi(t, ν) exp[ν · x]

}∣∣∣∣∣
ν=0

, $'/+

U(t, x, ϕ10, ϕ11, . . . , ϕp, np−1) =

=
p∑

m=1

nm∑
i=1

ϕm, i−1

(
∂

∂ν

){
T̂mi(t, ν, h) exp[ν · x]

}∣∣∣∣
ν=0

, $'�+

7� 0 = (

s︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0)9 ν ·x =

s∑
i=1

νixi9 ���<5�3 3 �5;4H�;=3 ;�7�<� $�+9 $)+ 4���54�25 D5I5

;�0�B2�1�8 4�7 ϕ10(x)9 ϕ11(x)9 . . .9 ϕp,np−1(x)�

���������� A���
��� 	#������& 5� ����!�� $'/+ �� ��
��� ������
���-  �������
$�+

Ln

(
t,
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) =

= Ln

(
t,
∂

∂t
,
∂

∂x

)[
p∑

m=1

nm∑
i=1

ψm, i−1

(
∂

∂ν

){
T̃mi(t, ν) exp[ν · x]

}∣∣∣∣
ν=0

]
=

=
p∑

m=1

nm∑
i=1

ψm, i−1

(
∂

∂ν

) [
Ln

(
t,
∂

∂t
,
∂

∂x

){
T̃mi(t, ν) exp[ν · x]

}]∣∣∣∣
ν=0

=

=
p∑

m=1

nm∑
i=1

ψm, i−1

(
∂

∂ν

) {
exp[ν · x]Ln

(
t,
d

dt
, ν

)
T̃mi(t, ν)

}∣∣∣∣
ν=0

= 0.

� �� ����& ����!�� $'/+ ������
���- ����� $�+� =# ����& �
� j = 1, nk , k = 1, p
��-��

∂j−1U

∂tj−1
(t∗k, x) =

p∑
m=1

nm∑
i=1

ψm, i−1

(
∂

∂ν

) {
exp[ν · x]d

j−1T̃mi

dtj−1
(t∗k, ν)

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

=
p∑

m=1

nm∑
i=1

ψm, i−1

(
∂

∂ν

){
exp[ν · x]δkmδij

}∣∣∣∣
ν=0

=
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= ψk, j−1

(
∂

∂ν

){
exp[ν · x]

}∣∣∣∣
ν=0

= ψk, j−1(x)
{

exp[ν · x]
}∣∣∣

ν=0
= ψk, j−1(x).

,�
��� ���
������ ��������	�& 5� �� ��
� $'�+ �� ��
��� �������-  ���2����
������ $�+& $)+� �

?����
���& 5� � �� ��
�" $'/+ � $'�+ ���� ��!��
��� �� ��� ψm, i−1

(
∂
∂ν

)
��

ϕm, i−1

(
∂
∂ν

)
���� ����	� ������� x �� ∂

∂ν � ���
������" ����!��" ψm, i−1 (x) ��
ϕm, i−1 (x)� � �� ����& ��
�� ����
��� #���� �
�	� ���
������" ����!�.& � ���"
��������� �� ��
���  ���2���� ����� - ���������� $����& ��# ��
��& %�E*+�

:���
����� ��� �!�& ��� ���� �-��	� �����
����� �
������� #� 1���  ���
�� ��� �!� $')+ �� ψ10(x), �
������� � �����  ���� ��� �!� $')+ �� ψ11(x) � ����&
�
������� n1���  ���� ��� �!� $')+ �� ψ1, n1−1(x) � ����& �� �
������� �	�������
��  ���� ��� �!� $')+ �� ψp, np−1(x). :���� ���� ���3 ��� �!� #�������� �� ��
λ1(h), λ2(h), . . . , λn(h).

������� �� J5���082�D �5;4H�;5= ;�7�<� $�+9 $�+ �5B2� 57��B��� 2� ��71��4�
�5;4H�;=3 $'�+ ;�7�<� $�+9 $)+ ;� 75�5�5I5E ��=5? G5��30� I��2�<25I5 �����573K

U(t, x) = lim
h→0

n∑
k=1

U
(
t, x, λk(h)

)
$'4+

���

U(t, x) = lim
h→0

U
(
t, x,

n∑
k=1

λk(h)
)
.

���������� C���	
��� � ���!� # � h→ 0 #� 1��� ������� �  ����	�� $'4+

lim
h→0

U(t, x, λ1(h)) = lim
h→0

U(t, x,

n1︷ ︸︸ ︷
ψ10, ψ10, . . . , ψ10, 0, 0, . . . , 0) =

= lim
h→0

n1∑
i=1

ψ10

(
∂

∂ν

){
T̂1i(t, ν, h) exp[ν · x]

}∣∣∣∣
ν=0

=

= lim
h→0

ψ10

(
∂

∂ν

) {
n1∑
i=1

T̂1i(t, ν, h) exp[ν · x]
}∣∣∣∣∣

ν=0

.

? #� 1���  ������� ��� ����3  ����	�� $'�+ ��� 
�-��

lim
h→0

n1∑
i=1

T̂1i(t, ν, h) = T̃11(t, ν).

C�
�& ��-��

lim
h→0

U(t, x, λ1(h)) = ψ10

(
∂

∂ν

) {
T̃11(t, ν) exp[ν · x

}∣∣∣
ν=0

.
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C���	
���� ���
������  �1�� n − 1 � ���!� � ���� �	������� ���#������  ���
����� ��� ����3  ����	�� $'�+& ��� 
��� �� ��
� $'/+  ���2���� ������ $�+& $)+� �

� ��# �#��������� #��"��� �� �� �"���. ����
 ��
� # �.���� � �.��. 
���.
����
 t∗1 = t1. @�5� 
 ����
 t1 -  �"����& �� 	���#��	�� ���
�� t1, t2, . . . , tn ��
��
#����� � ���
���& ���
�������� �� $(+

t∗1 − ξ0, ñ0h, t
∗
1 − ξ0, ñ0−1h, . . . , t

∗
1 − ξ0, 1h,

t∗1 + ξ1, 0h, t
∗
1 + ξ1, 1h, t

∗
1 + ξ1, 2h, . . . , t

∗
1 + ξ1, ñ1−1h,

t∗2 + ξ2, 0h, t
∗
2 + ξ2, 1h, t

∗
2 + ξ2, 2h, . . . , t

∗
2 + ξ2, n2−1h, $'�+

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
t∗p + ξp, 0h, t∗p + ξp, 1h, t∗p + ξp, 2h, . . . , t∗p + ξp, np−1h,

�� ñ0, ñ1, n2, . . . , np ∈ N, ñ0 + ñ1 = n1, # ����� n1 + n2 + . . . + np = n,
ξ0, ñ0 , ξ0, ñ0−1, . . . , ξp, np−1 < #���� ������� ��	
�& ξ1, 0 = ξ2, 0 = . . . = ξp, 0 = 0,
h = 1.

:���
����� ������������� ����� � # �	��" ���
�" $'�+;

U(t∗1 − ξ0, ñ0−k+1h, x) = ϕ0k(x), k = 1, ñ0,

U(t∗1 + ξ1, jh, x) = ϕ1j(x), j = 0, ñ1 − 1, $(E+

U(t∗k + ξk, jh, x) = ϕkj(x), k = 2, p, j = 0, nk − 1,

� ����
 ���� ������������� ����� � � ����" ���
�"

∂ñ0−k+1U

∂tñ0−k+1
(t∗1, x) = ψ0k(x), k = 1, ñ0,

U(t∗1, x) = ψ10(x),

∂ñ0+jU

∂tñ0+j
(t∗1, x) = ψ1j(x), j = 1, ñ1 − 1, $(�+

∂jU

∂tj
(t∗k, x) = ψkj(x), j = 0, nk − 1, k = 2, p .

0�"�. U(t, x, ϕ0,1, ϕ0,2, . . . , ϕ0,ñ0 , ϕ1,0, . . . , ϕ1,ñ1−1, ϕ2,0, . . . , ϕ2,n2−1, . . . , ϕp,0,
. . . , ϕp,np−1) <  ���2���� ������ $�+& $(E+� B���  ���2���� ������ $�+& $(�+ ��
�� ��� �

��� ��  ���2����� ������ $�+& $(E+ �� �� ��
�� $'4+& �� λk(h)−k��.  ���� (k = 1, n)
��� �!�& ��� ���� �-��	� �� � ��5� ��������� ����!�. ψ0,1, ψ0,2, . . . , ψ0, ñ0 , ψ1,0,
. . . , ψ1, ñ1−1, ψ2,0,. . . , ψp, np−1 �� ���#������  ���� ��� �!� Λ(h), � ���. Λ2, Λ3, . . . ,Λp

< �� 	��� �
���& 5� � � ��� �!� $')+& � Λ1 � ��#���� ñ1 > 1 - ��� �!�� ���
���

Λ1 =
(

Λ11 Λ12 . . . Λ1,ñ0 Λ1,ñ0+1 Λ1,ñ0+2 . . . Λ1,ñ0+ñ1

)
,
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Λ11 =



(−ξ0, ñ0h)ñ0

ñ0!· · · · · ·
(−ξ0, ñ0h)2

2!−ξ0, ñ0h
1

(−ξ0, ñ0h)ñ0+1

(ñ0+1)!

· · · · · ·
(−ξ0, ñ0h)n1−1

(n1−1)!


, Λ12 =



(−ξ0, ñ0−1h)ñ0

ñ0!· · · · · ·
(−ξ0, ñ0−1h)2

2!−ξ0, ñ0−1h
1

(−ξ0, ñ0−1h)ñ0+1

(ñ0+1)!

· · · · · ·
(−ξ0, ñ0−1h)n1−1

(n1−1)!


, . . . ,

Λ1, ñ0 =



(−ξ0, 1h)ñ0

ñ0!

· · · · · ·
(−ξ0, 1h)2

2!−ξ0, 1h
1

(−ξ0, 1h)ñ0+1

(ñ0+1)!

· · · · · ·
(−ξ0, 1h)n1−1

(n1−1)!


, Λ1, ñ0+1 =



0
· · ·
0
0
1
0
· · ·
0


,

Λ1, ñ0+2 =



(−ξ1,1h)ñ0

ñ0!· · · · · ·
(−ξ1,1h)2

2!−ξ1,1h
1

(−ξ1,1h)ñ0+1

(ñ0+1)!

· · · · · ·
(−ξ1,1h)n1−1

(n1−1)!


, . . . ,Λ1, ñ0+ñ1 =



(−ξ1, ñ1−1h)ñ0

ñ0!· · · · · ·
(−ξ1, ñ1−1h)2

2!−ξ1, ñ1−1h
1

(−ξ1, ñ1−1h)ñ0+1

(ñ0+1)!

· · · · · ·
(−ξ1, ñ1−1h)n1−1

(n1−1)!


,

� � ��#���� ñ1 = 1 ��� �!� Λ1 - �����;

Λ1 =


(−ξ0, ñ0h)ñ0

ñ0!

(−ξ0, ñ0−1h)ñ0

ñ0! . . .
(−ξ0, 1h)ñ0

ñ0!
0

· · · · · · · · · · · · · · ·
(−ξ0, ñ0h)1

1!

(−ξ0, ñ0−1h)1

1! . . .
(−ξ0, 1h)1

1! 0
1 1 . . . 1 1

 .

A�34�B�22� �� @�5� � ������ $�+& $)+ n > 2 � p = 2, �� ��������� � ��� ��� ' �� �
��
� � �������� #� �"��� ��- ����� ��� 
���  ���2���� ������ ��#� �� �"
� � 1� �
(t∗1, t

∗
2) × Rs.

������� �� :���
����� ���� ��
��� ������ $�+& $'+ � ��#���� n = 4

L4

(
t,
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = 0, t ∈ (t1, t4), x ∈ R

s, $('+
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U(tk, x) = ϕk(x), k = 1, 2, 3, 4, $((+

�� t1 < t2 < t3 < t4�
0�"�. U(t, x, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4) <  ���2���� ������ $('+& $((+� ?�#�1��� �� ��
�

� �������� #� �"��� ��� !����  ���2���� ��  ���2���� ������ ��#� �� �"
� �
�  �����
��� $('+� :���
����� 
�1� ���� � ��

���" ����� ��#� �� �"
� � ��
�	�� (t1, t3)×Rs

�
�  ������� $('+ � �������

U(t1, x) = ψ1(x),
∂U

∂t
(t1, x) = ψ2(x), U(t3, x) = ψ3(x),

∂U

∂t
(t3, x) = ψ4(x). $()+

�
� ��������� � �������� #� �"��� ���  ���2���� ������ $('+& $((+ ��  ���2����
������ $('+& $()+ �������� t1 � t3 �� �� �"��� ���
�& � t2, t4 < ��  �"���� B��� ������
� # ��
���� � p = 2, n1 = 2, n2 = 2 . >��
� t1, t2, t3, t4 ��#�1��� � ���
��� t1, t1 +
ξ1,1h, t3, t3 + ξ2,1h, �� t2 − t1 = ξ1,1, t4 − t3 = ξ2,1& h = 1� 6�� �!� Λ(h) �� 	"���
� �������� #� �"��� �������� ���
��

Λ(h) =


1 1 0 0
0 ξ1,1h 0 0
0 0 1 1
0 0 0 ξ2,1h

 .

4t

x

t

1t

2t

3t

:���2���� ������ $('+& $()+ ������ � ��� ���� ' ��
�� ���.�� ��  ���2����� ������
$('+& $((+& ���� �	������� ���� �� ��
� � �������� #� �"���;

U(t, x) = lim
h→0

U(t, x, ψ1, ψ1 + ξ1,1hψ2, ψ3, ψ3 + ξ2,1hψ4).

 � "��������C� ����� � !�. # �!�  ���
����� ����� ����� �� #��	����  ���2����
���� ��!��
�����  ������� � ��	������� #�"������ 	���������� #� ���� �� ��	��
�� ��	���������� #� ���� ��
���� �� # �	�� ����� �������� � ��
�
���� ��� ��	�
�����!�-�����& 5� ������
���- 
���
��� ������������� �� ��	�� ����� $� # �	����
���
��� ���� #�
�!�3+& ��������  ���2���� ������ �
� !���� 	�����  ������� � �����
����������� ������� � ���1�. ��
���	�� � ����" ���
�� �  ���
����� �����������
� �������� #� �"��� # �  ������ ���� # �������� ���	���� ��
 ���
��� ���� #�
��
!�3 �� ��
��



/+0 1+2().(3 /,+,40#) 5 �2#2.24 � -212*0*0.607)8) 580728) %:9

�� F��C2�= L��� 0���  ����G� � �����G� ������ �
� ����� ��!��
��G" � ���
����. 	 ��	��G�� # �������G���< ��& ��4)�

'� F��C2�= L�M�9 �08=�4 ����9 ����8 ��N�9 F50�:3= ��O� 0�
���
��� � �.��� ���
���� �
�  ������ �� ��	������� #�"�������< ��& 'EE'�

(� L5�5= ��O� �
�		G ����	������	��  �1���� � ����. ������ � ��	�������� 	
��
�
� 	�	��� 
���.�G" � ������. � ��	��G" # �������G" 	 #�	�����G�� ��H��
��!������� II 6��� 	��< ��/��< #$& J'�< =� '�(�(E)�

)� ��0�2>8 ���� �
�	� -����	��  ���2���� ����
���3 � �.���3 ������ � 1� � �
� 	��
	��� 
���.��" ���� ��!��
���"  ������ � ��	�����" #�"����" II �K0 �:=:�<
=� � K�< ���)�< J(�< =� ��������

�� O�=��54 P�P� C ����"����G" � ��	������G" �	
����"  �� �1���	�� � ����.
������ � 	
�� �
� 	�	��� ����� ��!��
��G" � ������. 	 ��	��G�� # ������
��G�� II ����� ��!��
�� � ��������< ��4��< 
#& J'�< =� ('E�(')�

/� ��0�2E= F���9 L���2�>=�D N�Q�9 �����6�< A��� C���5���G. �����  ����
����
#� �����G"�< ��& ���(�

�� �����6�< A�O� A � � ������. #� �"�� ���  ���2���� �������������3 ������ ��
 ���2���� ������ ��1� II >�	�� L����� ������< =� � ��"������< �����< >�#� �)�<
=��'���(��

4� �����6�< A�O� M ������. #� �"�� ���  ���2���� �������������3 ������ ��
 ���2���� ������ ��1� �
� ������ ������  ������� �� ��	������� #�"������ II
6��� ������ �� �������"� #�
��< 'EEE�< ! & J(�< =�/)��E�

�� ��0�2E= F���9 �����6�< A�O� �����
����� 	"��� ����� ��
���� ������"�
���� ��!��
���<	����
���. ������< L����& 'EE'�

�E� �����6�< A�O� � �.��� ������ � �����
��. 	���� II 6��� ������ �� �������"�
#�
��< ���)�< J(��< =��/�'��

��� ����� �������  !"� ��� �"�#��"$� " �

�#����"�$� �!"%���  "! � ��!���� &�  �!�$����

�'#���"$ �" ��� �"�#��"$ " � �#����"�$�

�!"%��� (��� ������! )"#$� " *$"��
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@A BCDBDEA FGA EHGAIA DJ FGA K�I�F BLEELMA FD FGA NG�HG LKKDNE� OP FGA EDKQF�DR

DJ L BLCF�LK S�TACARF�LK AUQLF�DR DJ FGA n�FG DCSAC �R F�IA LRS� MARACLKKP� �RVR�FA

DCSAC �R EBLF�LK WLC�LOKAE N�FG SABARSARF DR F�IA HDAXH�ARFE� N�FG KDHLK IQKF�BD�RF

HDRS�F�DRE N�FG CAEBAHF FD F�IA� FD HDREFCQHF L EDKQF�DR DJ FGA ELIA AUQLF�DR N�FG

EILKKAC FGLR n HDQRF DJ IQKF�BKA F�IA YRDFE LE FGA S�EFLRHA OAFNAAR YRDFE FARSE

FD ZACD" [D HDREFCQHF FGA BCDOKAI EDKQF�DRE� NA ILYA QEA DJ FGA S�TACARF�LK�EPIODK

IAFGDS"

9,* :(364$ IQKF�BD�RF BCDOKAIE� K�I�F BLEELMAE� S�TACARF�LK�EPIODK IAFGDS"

=����� ����.1
� ��  ����
���3 �)�E)�'EE/

A �.���� �� � ��� E'����'EE/



������ ������ 	�
�	 ��
��� ���� �����
����� ����
���� ����� ������� �� ! " �! 
#$�%#&'
%()'������ �*+���� ,� ! " �!

��� ������

������ ����� ��	
������� 	�
���
�� �������

����� ��� �
��������� 	������� ����
�������� ����� � �
���
�
��� �������

����� �����

�����������	 
����
�����
”

��������� �����������“�

�
�� �� �����
�� ��� ����� ������ ��
� ��

���������� 	�
�� 
����� ������ ��� ������ ����������� 
������� 	�����
�� 	�
���� � ��
������ �� ������� �� ����
������ �� 	
����
���
� �
�����

� �������� ���������� 
������� ���������� 
������� utt + autxxxx + buxxxx +

|ut|p−2ut = f  p > 2 ��� �������� � ���
�! 	
�������� "�
�
��� �
��� �����
����� ������� ������������� 
��������� #���� ��������� �� �������� $ ������
����������� 	
����
� %���&���

!�"#��� �����$ ��������� 
������� �������� ����� 
���� '����
�����

��	
��
��� ����� ������ ������ �
� 	
���� ��
�������� ��������

utt +
∑

|α|=|β|�2

(−1)|α|Dβ (aαβ(x, t)Dαut) +
∑

|α|=|β|�2

(−1)|α|Dβ (bαβ(x, t)Dαu)+

+
∑

1�|α|�2

cα(x, t)Dαu+ g(x, ut) = f(x, t), ���

�� Dα =
∂|α|

∂x1
α1 · ... · ∂xnαn  α = (α1, ..., αn) |α| = α1+ ...+αn αi ∈ N∪{0} i = 1, ..., n 

� ������
���� �� ���	!����"�" �����"�" ��
�	!�� #������� !� 	"	!��" �"�
��� ���
�"���$!% � !����& ���
��	!� '�(� #������� ��� �����
%�$) ����
% ��
"����� ��
�" �
	������"*� � ������� +������ � ���,� '�( ��	
��
��� �	������� 	
���"- ����.�����
�����"- ����� � ����
���� ��
�	!� �
� �����& 	"	!��" 
�����"- ������% � ��	!"��"/
�" ��-���"�" ���� � �������"- 0���,�� � ���� ��"	�) ���!"��
%�� ���*���� ��
�"�

�© ����� ��� �		
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1��������� �������� !���& 	"	!��" ) ��	!"��"� �"������ �������� �"�
��� ��� ��
���� n = 1 aαβ = 0 bαβ = 0 0 � |α| = |β| � 1 cα = 0 1 � |α| � 2 g = 0� �������
����" ������� �"�
��� ��"	�$!% ���������!�� ��-������ ����
� ��� �"���$!% � !�/
���& ���
��	!�� +����� �"��������� �.�������
���� !��!� �� ����������� ������
����
���!� � ���,� '2( � '3( ��	
��
��� �"������"� ���!��! ��
 ��
��$ !� ��-���$
�����-��$ !�������
�"� ���!��! �"����� � '4(�

+����� �
� 
�����"- � ��
�����"- ���
$,���"- ������% !� 	"	!�� � ��	!"��"�"
��-���"�" ������� !� ������� ������� �� ��	���$ ������$ � ������
��"- ��
�	!�-
����
���
" � ����!%�- ���,�- ��"�� ����"�
�� '�526(�� ����� ����
%!�!" �	�������
)�"���� ����.���� ����� � ,"- ���,�- �!�"���� � ��"��*���� �����& ���	��& ����/
����" ����.���� ����!���"- ���"- !� �����& ��	!"�" �������� �	"	!��"� �� ��	���/
�����	!� ���� ����
%!�!" 5 ��� !��"- ��"��*��%� � '2�( �"����� ������ ������
�
� 	
���� ��
������& 	"	!��" �������
���"- ������% ������� ������� � ����� ��/
��
�
�"�" �����"�"� 7��,� '22( ��"	������ ��	
��
���$ �����& ������& ������
�
� 	
���� ��
�������� �������
������ �������� ������� ������� � ������
���� ��
���	!����"�" �����"�" ��
�	!��

� ,�� ���,� �
�	" �����!��	!� ����.���� ������& ������ ) ����"�" �����"�" 	���/

)�	%�"�" ���	!����" 0���,�� ��� ��"	�$!% ���	�� ��������� ����.���� �� ��	���/
�����	!� ��� ��
�
"!% ��� �����& ��	!"�" �������� !� ����!���"- ���"- �������

	��
��
����� ������� ��������� ������������� ����������

1 ��
�	!� QT = Ω × (0, T ) �� Ω ⊂ R
n 0 < T <∞ ����
���)�� �
� �������� ���

������ ������ � ����!���"�" ������"

u|t=0 = u0(x), �2�

ut|t=0 = u1(x) �3�

!� ������"�" ������"

u|ST = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
ST

= 0, �4�

ST = ∂Ω × (0, T ) 5 ����� �����-�� ��
�	!� QT  ν 5 ��"�"��"� ���!�� �������%�&
�����
� �� �����-�� ∂Ω�

7�"��	��)�� *� Ω 5 ������
��� ��
�	!% � ��
�$ ∂Ω �
�	� C1 ΩR = Ω ∩
{x ∈ R

n : |x| < R} 5 ��.���� ���
"�� �
� ����
%���� R > 1 � ����
����$ ��
��
%������� '23 8� 4�( ��
�$ ∂ΩR� +����
"�� ������� *� ����
� ��
�	!% Ω
������
%��) �	� ��������� ����" '23 8�49 ����� ����(� 7�����"�� Qτ = Ω × (0, τ) 
QRτ = ΩR × (0, τ) �
� ����
%�"- τ ∈ (0, T ] R > 1�

#���
���)�� 0���,�$ ψ � !��"�" �
�	!"��	!��":
�Ψ� 0���,�� ψ ∈ C2(R) 5 ����!���� ��" ξ → +∞ ψ : [0,+∞) → (0,+∞) 

|ψ′(ξ)| � M1ψ(ξ) |ψ′′(ξ)| � M2ψ(ξ) �� M1 M2 5 ����!�� 	!�
��
-�./�0�11�� 7�"�
����" 0���,�& ψ ��
�!% ��!" ������� ψ(ξ)=(1 + ξ)α α =

8;<=> ψ(ξ)=eβξ β = 8;<=> !�*��
1"���"	!���)�� ���	!��" � ������$ 0���,�)$ ψ

Lr,ψ (Ω) =
{
u :

∫
Ω

|u|rψ(|x|)dx < +∞
}
, r ∈ (1,+∞),
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‖u‖Lr,ψ(Ω) =


∫

Ω

|u|rψ(|x|)dx



1/r

,

H2,ψ
0 (Ω) 5 ���"����� ���	!��� ��	�������� �"0����,�����"- � ��
�	!� Ω 0���,��

� ������!�"� ��	�)� �� �����$ ‖u‖H2,ψ
0 (Ω) =


∫

Ω

∑
|α|�2

|Dαu|2ψ(|x|)dx



1
2

 H4,ψ(Ω) 5

���"����� ���	!��� ��	�������� �"0����,�����"- � ��
�	!� Ω 0���,�� �� �����$

‖u‖H4,ψ(Ω) =


∫

Ω

∑
|α|�4

|Dαu|2ψ(|x|)dx



1
2

� 7�����"�� ��
� V = H2,ψ
0 (Ω) ∩H4,ψ(Ω)�

?!�	���� ���0�,�)�!�� �����& ��	!"�" �������� ��� !� ����!���"- ���"- ��"��	/
��)�� �"������� !��"- �����
�� @���,�& aαβ  aαβ,t �|α| = |β| � 2� D2aαβ�|α| = |β| = 2� D1aαβ�|α|=|β|=1�

��
�
�!% �� ���	!��� L∞(QT ) ��"����
∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)ξαξβ ≥ a0,2

∑
|α|=2

|ξα|2

�
� ����
%�"- ���	�"- �"	�
 ξα, |α| = 2 !� �
� ���
� �	�- (x, t) ∈ QT  �� a0,2 =
8;<=>>0A aαβ(x, t) = aβα(x, t) �
� ���
� �	�- (x, t) ∈ QT  1 � |α| = |β| � 2�
�� @���,�& bαβ  bαβ,t �|α| = |β| � 2� D2bαβ �|α| = |β| = 2� D1bαβ �|α| = |β| = 1�

��
�
�!% �� L∞ (QT ) ��"����
∑

|α|=|β|=2

bαβ(x, t)ξαξβ ≥ b0,2
∑
|α|=2

|ξα|2

�
� ����
%�"- ���	�"- �"	�
 ξα |α| = 2 !� �
� ���
� �	�- (x, t) ∈ QT  �� b0,2 =
8;<=> > 0A bαβ(x, t) = bβα(x, t) �
� ���
� �	�- (x, t) ∈ QT  1 � |α| = |β| � 2�
�� @���,�& cα cα,t ��
�
�!% �� L∞ (QT ) 1 � |α| � 2�
�� @���,�� g(x, η) 5 �"����� �� x ���������� �� η ��"���� �
� ����
%�"- ξ, η ∈

R !� �
� ���
� �	�- x ∈ Ω: (g(x, ξ) − g(x, η)) (ξ − η) ≥ g0 |ξ − η|p |g(x, η)| ≤ g1 |η|p−1
 

�� g0 g1 5 ����!�� 	!�
� p > 2A 0���,�� gξ 5 ���������� �� ������$ ξ �
� ���
�
�	�- x ∈ Ω�
�� f ∈ Lp

′
((0, T );Lp

′,ψ(Ω)) p′ = p/(p− 1)A ft ∈ L2((0, T );L2,ψ(Ω))�
 � u0 ∈ H2,ψ

0 (Ω) ∩H4,ψ(Ω) u1 ∈ H2,ψ
0 (Ω) ∩H4,ψ(Ω) ∩ L2p−2,ψ(Ω)�

���������� 	2�3�451�1�� �62/7�286� 2�9�:� ; < " ;=< 1�2�/�>�6 ?.18@�A u∈
C([0, T ];H2,ψ

0 (Ω)) ��8.B C6 ut∈C
(
[0, T ];

(
H2,ψ

0 (Ω)∩Lp,ψ (Ω)
)∗)

∩L2
(
(0, T ) ;H2,ψ

0 (Ω)
)
∩

Lp
(
(0, T ) ;Lp,ψ (Ω)

)
B �8� 2�96/6451�> .�6/. ;�< �� �1��3��451. �6�601�D�5∫

Qτ

[
− utvtψ(|x|) +

∑
|α|=|β|�2

(aαβ(x, t)Dαut + bαβ(x, t)Dαu)Dβ(vψ(|x|))
]
dxdt +

+
∫
Qτ

[ ∑
|α|=1

cα(x, t)Dαuvψ(|x|) + g(x, ut)vψ(|x|) − f(x, t)vψ(|x|)
]
dxdt+



(); +��
� +,#-.

+
∫
Ω

ut(x, τ)v(x, τ)ψ(|x|)dx −
∫
Ω

u1(x)v(x, 0)ψ(|x|)dx = 0 ���

94� 96/�451636 τ ∈ (0, T ] �� 94� 96/�4516E ?.18@�E v ∈ L2((0, T );H2,ψ
0 (Ω))∩

Lp((0, T );Lp,ψ(Ω)) ��86EB C6 vt ∈ L2((0, T );L2,ψ(Ω))�

!����
� �"������� �� #�$��"���

!����
�� ����F /�861.A�5D� .�6/� �Ψ�� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �69�
�D1.> >9�1�F .2�3�451�1�F �62/7�268 u 2�9�:� ��� " �4� / 6G4�D�� QT B 94� �8636∫

Ω

[
|ut(x, τ)|2 +

∑
|α|=2

|Dαu(x, τ)|2
]
ψ(|x|)dx +

∫
Qτ

[ ∑
|α|=2

|Dαut|2 + |ut|p ψ(|x|)
]
dxdt ≤

≤ C0

(
‖f‖p′

Lp′((0,T );Lp′,ψ(Ω))
+ ‖u0‖2

H2,ψ
0 (Ω) + ‖u1‖2

L2,ψ(Ω)

)
�9�

94� 96/�451636 τ ∈ (0, T ]B 9� C0 " 969��1� D��4�B �8� 2�4�0��5 /�9 nB pB ψ ��
86�?�@�>1��/ aαβB bαβ ;|α| = |β| � 2<B cα ;1 � |α| � 2<B g ��/1�11� ����
���������� �D1./�11�� 1"������ ��	
������	!% ��
�	!��

{
Ωk

}
 k = 2, 3, ...� 7����/

�"�� ��
� SkT = ∂Ωk × (0, T ) fk(x, t) =
{
f(x, t), |x| ≤ k,
0, |x| > k,

uk0(x) = u0(x)ξk(x) 

uk1(x) = u1(x)ξk(x) ��"���� ξk ∈ C4(Rn) ξk(x) =
{

1, |x| ≤ k − 1,
0, |x| > k,

0 ≤ ξk(x) ≤ 1�

+������
� *� uk0 → u0 	"
%�� � H2,ψ
0 (Ω) uk1 → u1 	"
%�� � L2,ψ(Ω) ��" k → ∞�

#���
����� � QkT �k = 2, 3, ...� ������ ������

utt+
∑

|α|=|β|�2

(−1)|α|Dβ (aαβ(x, t)Dαut) +
∑

|α|=|β|�2

(−1)|α|Dβ (bαβ(x, t)Dαu) +

+
∑

1�|α|�2

cα(x, t)Dαu+ g(x, ut) = fk(x, t), ���

u|t=0 = uk0(x), �B�

ut|t=0 = uk1(x), ���

u|SkT = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
SkT

= 0. ��6�

C� ���	!��� ����
%!�!�� '24( ��
�� 	!����
���!" *� � QkT �	��) �����
%���"�
����.���� uk ������ ���5��6� !��"� *� uk∈C([0, T ];H2

0 (Ωk)) ukt∈C
(
[0, T ];L2(Ωk)

) ∩
L∞ (

(0, T ) ;H2
0

(
Ωk

)) ∩ Lp (
QkT

)
 uktt ∈ L∞ (

(0, T );L2(Ωk)
) ∩ L2

(
(0, T ) ;H2

0

(
Ωk

))
� #��/

�
����� !���� ��	
������	!% ����� �"�
��� ���5��6� �
� k = 2 k = 3 ��� ���"����"�/
�" uk ��
�� �� QT \QkT � D!�"��)�� ��	
������	!% ����.����� ������ ���5�4� � QT  
��� �
� ������	!� ����� ������"�� {uk}� 7�"����� v = ukt !� f = fk � ��!����
%���
�����	!� ���� 1"���"	!���$�" ����" !�����" !� ����
%!�!" '24( �!�"��)��

1
2

∫
Ω

|ukt (x, τ)|2ψ(|x|)dx +
∫
Qτ

∑
|α|=|β|�2

aαβ(x, t)DαuktD
β

(
uktψ(|x|)) dxdt +
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+
∫
Qτ

[ ∑
|α|=|β|�2

bαβ(x, t)DαukDβ
(
uktψ(|x|)) +

∑
1�|α|�2

cα(x, t)Dαukuktψ(|x|)
]
dxdt+

+
∫
Qτ

(
g(x, ukt )u

k
t − fkukt

)
ψ(|x|)dxdt − 1

2

∫
Ω

|uk1(x)|2ψ(|x|)dx = 0. ����

�
� ��	!���"- ����!�����% �"���"	!�)�� 0����
� E�����,� ��-����& ����!��
0���,�& ����!%�- �����"-

Dλ(f1f2) =
∑
λ1�λ

(
λ
λ1

)
Dλ1

f1D
λ−λ1

f2,

(
λ
λ1

)
=

(
λ1

λ1
1

)
· · ·

(
λn
λ1
n

)
,

��"���� ���	���������� ����!%	� �� �	��� ��
%!"�����	��" λ1 = (λ1
1, ..., λ

1
n) !��"�" 

*� 0 � λ1
i � λi �
� �	�- i = 1, ..., n� D!�
 ����
"�� � �����	!� ����

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαuktD
β

(
uktψ(|x|)) dxdt =

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαuktD
βuktψ(|x|)dxdt+

+
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

∑
|σ|=1, σ<β

(
β
σ

)
aαβ(x, t)DαuktD

σuktD
β−σψ(|x|)dxdt +

+
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

aαβ(x, t)Dαukt u
k
tD

βψ(|x|)dxdt = I1 + I2 + I3.

F�!����
 I1 �,��"�� !��:

I1 ≥ a0,2

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt.

�
� �,���" ��!����
� I2 �"���"	!�)�� �������	!%

∫
Ω

∑
|α|=1

|Dαw|2 ψ(|x|)dx � δ0

∫
Ω

∑
|α|=2

|Dαw|2 ψ(|x|)dx + C(δ0)
∫
Ω

|w|2ψ(|x|)dx, ��2�

δ0 > 0 C(δ0) > 0 ����"
%�� �
� ����
%��& 0���,�& w ∈ H2,ψ
0 (Ω)� �������� �����/

��	!% ��2� ���"	���" ����"��� �����	!%

∫
Ω

∆wwψ(|x|)dx=
∫
Ω

n∑
i=1

wxixiwψ(|x|)dx=
∫
Ω

n∑
i=1

(wxiwψ(|x|))xi dx−
∫
Ω

n∑
i=1

w2
xiψ(|x|)dx−

−
∫
Ω

n∑
i=1

wxiwψxi(|x|)dx = −
∫
Ω

n∑
i=1

w2
xiψ(|x|)dx −

∫
Ω

n∑
i=1

wxiwψxi(|x|)dx.
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��
� �� �������	!$ ���� ����
"��

∫
Ω

∑
|α|=1

|Dαw|2 ψ(|x|)dx = −
∫
Ω

∑
|α|=2

Dαwwψ(|x|)dx−
∫
Ω

∑
|α|=1

DαwwDαψ(|x|)dx �

� δ

2

∫
Ω

∑
|α|=2

|Dαw|2 ψ(|x|)dx +
1
2δ

∫
Ω

|w|2 ψ(|x|)dx +
a

2

∫
Ω

∑
|α|=1

|Dαw|2 ψ(|x|)dx +

+ M(a)
∫
Ω

|w|2 ψ(|x|)dx,

�� δ > 0 a � 1 M(a) > 0� + ,�)& �������	!� 
���� �!�"��!" ��2��
1"���"	!���$�" ��2� ��)��

I2 � C1δ1

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2 ψ(|x|)dxdt + C2

∫
Qτ

|ukt |2ψ(|x|)dxdt.

���� !��� 

I3 ≤ C3δ2

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt + C4

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt.

1 �	!����- ���- �,����- δ1 δ2 5 ����
%�� ����!�� 	!�
� 	!�
� C1 > 0 ��
�
"!% ���
a2 = max

|α|=|β|=2
G===HI

(x,t)∈QT
|aαβ(x, t)| M1 n 	!�
� C2 > 0 ��
�
"!% ��� a2 M1 δ1 	!�
�

C3 > 0 ��
�
"!% ��� a2 M2 n 	!�
� C4 > 0 ��
�
"!% ��� a2 δ2 M2�
7���!���"�� ��
�

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x, t)DαukDβ
(
uktψ(|x|)) dxdt=

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x, t)DαukDβuktψ(|x|)dxdt+

+
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

∑
|σ|=1, σ<β

(
β
σ

)
bαβ(x, t)DαukDσuktD

β−σψ(|x|)dxdt +

+
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x, t)DαukuktD
βψ(|x|)dxdt = I4 + I5 + I6.

D,��"�� ��!����
" I4 I5 I6�

I4 =
1
2

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

(
bαβ(x, t)DαukDβukψ(|x|))

t
dxdt −

− 1
2

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=2

bαβ,t(x, t)DαukDβukψ(|x|)dxdt � b0,2
2

∫
Ω

∑
|α|=2

∣∣Dαuk(x, τ)
∣∣2 ψ(|x|)dx−
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− 1
2

∫
Ω

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x, 0)Dαuk0D
βuk0ψ(|x|)dx − C5

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαuk
∣∣2 ψ(|x|)dxdt,

C5 5 ����� ����!�� 	!�
� *� ��
�
"!% ��� max
|α|=|β|=2

G===HI
x∈QT

|bαβ,t(x, t)| nA

I5 ≤ C6δ3

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt + C7

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαuk
∣∣2ψ(|x|)dxdt +

+ C8

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt,

δ3 5 ����
%�� ����!�� 	!�
� C6 C7 C8 5 ����� ����!�� 	!�
� *� ��
�
�!% ���
b2 = max

|α|=|β|=2
G===HI
x∈QT

|bαβ(x, t)| M1 nA

I6 ≤ C9

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt + C10

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαuk
∣∣2ψ(|x|)dxdt,

C9 5 ����� ����!�� 	!�
� *� ��
�
"!% ��� b2 M2 C10 5 ����� ����!�� 	!�
� *�
��
�
"!% ��� b2 n ψ� ���� !��� ∫

Qτ

∑
|α|=2

cα(x, t)DαuNuNt ψ(|x|)dxdt � c2n

2

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣DαuN
∣∣2 ψ(|x|)dxdt +

+
c2
2

∫
Qτ

∣∣uNt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt, c2 = max
|α|=2

G===HI
(x,t)∈QT

|cα(x, t)| .

J��
������ �� �!�"���"- ����!�����% � �,���� ����
"��∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

aαβ(x, t)DαuktD
β

(
uktψ(|x|)) dxdt=

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

aαβ(x, t)DαuktD
βuktψ(|x|)dxdt+

+
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

aαβ(x, t)Dαukt u
k
tD

βψ(|x|)dxdt = I7 + I8;

I7 � C11δ4

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt + C12

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt,

I8≤C13δ5

∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt + C14

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt,

δ4 δ5 5 ����
%�� ����!�� 	!�
� C11 > 0 ��
�
"!% ��� a1 = max
|α|=|β|=1

G===HI
x∈QT

|aαβ(x, t)| 
n C13 > 0 ��
�
"!% ��� a1 ψ n C12 > 0 ��
�
"!% ��� a1 δ4 ψ C14 > 0 ��
�
"!%
��� a1 δ5 M1� ���� !��� �!�"��)��∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

bαβ(x, t)DαukDβ
(
uktψ(|x|)) dxdt=

∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

bαβ(x, t)DαukDβuktψ(|x|)dxdt+



()> +��
� +,#-.

+
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

bαβ(x, t)DαukuktD
βψ(|x|)dxdt = I9 + I10;

I9=
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

bαβ(x, t)DβuktD
α
[
uk0(x) +

t∫
0

ukt (x, τ)dτ
]
ψ(|x|)dxdt �

� C15(b1, T, n)δ6
∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2 ψ(|x|)dxdt + C16(b1, T, δ6)

∫
Qτ

|ukt |2ψ(|x|)dxdt +

+ C17(b1, δ6)
∫
Ω

∑
|α|=1

∣∣Dαuk0
∣∣2 ψ(|x|)dx,

b1= max
|α|=|β|=1

G===HI
(x,t)∈QT

|bαβ(x, t)| δ6 > 0 5 ����
%�� 	!�
� C15 > 0 C16 > 0 C17 > 0A

I10 =
∫
Qτ

∑
|α|=|β|=1

bαβ(x, t)uktD
α
[
uk0(x) +

t∫
0

ukt (x, τ)dτ
]
Dβψ(|x|)dxdt �

� C18(b1,M1, T )δ7
∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt + C19(b1,M1, δ7, T )

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dx +

+ C20(b1,M1, δ7)
∫
Ω

∑
|α|=1

∣∣Dαuk0
∣∣2 ψ(|x|)dx,

δ7 5 ����
%�� ����!�� 	!�
� C18 > 0 C19 > 0 C20 > 0�
+�����"�� �,��$����� ��!����
�� �����	!� ����

∫
Qτ

a00

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt � a0

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt, a0 = G===HI
(x,t)∈QT

|a00(x, t)| ;

∫
Qτ

b00(x, t)ukuktψ(|x|)dxdt =
∫
Qτ

b00(x, t)
[
uk0(x) +

t∫
0

ukt (x, τ)dτ
]
uktψ(|x|)dxdt �

� b0

(
T +

1
2

) ∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt +
b0T

2

∫
Ω

∣∣uk0∣∣2 ψ(|x|)dx, b0 = G===HI
(x,t)∈QT

|b00(x, t)| ;

∫
Qτ

∑
|α|=1

cα(x, t)Dαukuktψ(|x|)dxdt =

=
∫
Qτ

∑
|α|=1

cα(x, t)Dα
[
uk0(x) +

t∫
0

ukt (x, τ)dτ
]
uktψ(|x|)dxdt �
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� C21(c1, n, T )δ8
∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt + C22(c1, δ8, T )

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dx +

+ C23(c1, δ8)
∫
Ω

∑
|α|=1

∣∣Dαuk0(x)
∣∣2 ψ(|x|)dx,

δ8 5 ����
%�� ����!�� 	!�
� c1= max
|α|=1

G===HI
(x,t)∈QT

|cα(x, t)| C21 > 0 C22 > 0 C23 > 0A

∫
Qτ

g(x, ukt )u
k
tψ(|x|)dxdt ≥ g0

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣p ψ(|x|)dxdt;

∫
Qτ

fkuktψ(|x|)dxdt ≤ δ9

∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣p ψ(|x|)dxdt + C24

∫
Qτ

∣∣fk∣∣p′ ψ(|x|)dxdt,

δ9 5 ����
%�� ����!�� 	!�
� C24 5 ����� ����!�� 	!�
� *� ��
�
"!% ��� δ9 p�
1��-���$�" �������� �,���" � �����	!� ���� �!�"��)��

∫
Ω

∣∣ukt (x, τ)∣∣2 ψ(|x|)dx+ 2
(
a0,2 −C1δ1 −C3δ2 −C6δ3 −C11δ4 −C13δ5 −C15δ6 −C18δ7 −

− C21δ8
) ∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2ψ(|x|)dxdt + b0,2

∫
Ω

∑
|α|=2

∣∣Dαuk(x, τ)
∣∣2ψ(|x|)dx +

+2 (g0 − δ9)
∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣p ψ(|x|)dxdt ≤ 2
(
C2 + C4 + C8 + C9 +

c2
2

+

+ C12 + C14 + C16 + C19 + a0 + b0
(
T +

1
2
)

+ C22

) ∫
Qτ

∣∣ukt ∣∣2 ψ(|x|)dxdt +

+ 2
(
C5 + C7 + C10 +

c2n

2

) ∫
Qτ

∑
|α|=2

∣∣Dαuk
∣∣2ψ(|x|)dxdt + 2C24

∫
Qτ

∣∣fk∣∣p′ ψ(|x|)dxdt +

+ 2
(
C17 + C20 + C23

) ∫
Ω

∑
|α|=1

∣∣Dαuk0
∣∣2 ψ(|x|)dx + b0T

∫
Ω

∣∣uk0∣∣2 ψ(|x|)dx +

+
∫
Ω

|uk1 |2ψ(|x|)dx +
∫
Ω

∑
|α|=|β|=2

bαβ(x, 0)Dαuk0(x)D
βuk0(x)ψ(|x|)dx.

K�*� ������"�� y(τ) =
∫
Ω

[ ∣∣ukt (x, τ)∣∣2 +
∑
|α|=2

∣∣Dαuk(x, τ)
∣∣2 ]

ψ(|x|dx !� �!�"��)��

�,���� y(τ) � C25+C26

τ∫
0

y(t)dt �� C25 C26 5 ����� ����!�� 	!�
� *� �� ��
�
�!% ���
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� +,#-.

uk� L��� �� ���	!��� 
��" M�����
� �"�����" ��
�
�� ��	!�!�%� ��
� 	!�
� δ1 − δ9 
���"�� �"	����� *�

∫
Ω

[ ∣∣ukt (x, τ)∣∣2 +
∑
|α|=2

∣∣Dαuk(x, τ)
∣∣2 ]

ψ(|x|)dx +

+
∫
Qτ

[ ∣∣ukt ∣∣p +
∑
|α|=2

∣∣Dαukt
∣∣2 ]

ψ(|x|)dxdt � C27 ��3�

�
� �	�- 0 < τ ≤ T  C27 5 ����!�� 	!�
� ��� �� ��
�
"!% ��� k� + �������	!� ��3�
�"�
"��) �	������� �����	
������	!� {uks} ⊂ {uk} !���& *�

uks → u ∗ 5 	
���� � L∞((0, T );H2,ψ
0 (Ω)),

ukst → ut ∗ 5 	
���� � L∞((0, T );L2,ψ(Ω)),

ukst → ut 	
���� � L2((0, T );H2,ψ
0 (Ω)) ∩ Lp((0, T );Lp,ψ(Ω))

��" ks → ∞� 1"���"	!���$�" '2� 	�26 
��� ��2( ��)�� u ∈ C
(
[0, T ];H2

0 (Ω)
)
� N����/

$�" ������� �� '2� 	�234( �!�"��)�� !���
 *� ut∈C
(
[0, T ]; (H2,ψ

0 (Ω) ∩ Lp,ψ (Ω))∗
)

�

D	��
%�" uks(·, 0) → u(·, 0) 	
���� �H2,ψ
0 (Ω) uks0 → u0 	"
%�� �H2,ψ

0 (Ω) !� u(x , 0) =
u0(x) x ∈ Ω� J��
������ �� '2� 	�239( ������)�� !���
 *� ut(x , 0) = u1(x) x ∈ Ω�
+����
"�� *� �
� ����
%���� k ∈ N

∥∥ukt ∥∥Lp((0,T );Lp,ψ(Ω))
≤ C28, C28 = 8;<=> > 0. ��4�

+ �������	!� ��4� ���-�����" ����� ��� 
���� �!�"��!" *�

∫
QT

∣∣g(x, ukt )∣∣p
′
dxdt ≤ C29, C29 > 0. ����

+ �������	!�� ��4�5���� ���"�� �"	����� �����-����" � ���� ��!���" �� �����	
����/
��	!��� *� g(x, ukt ) → z 	
���� � Lp

′
((0;T );Lp

′,ψ(Ω)). 7������ �� '2� 8� 239523�(
����
��� *� z = g(x, ut)� + �����	!� ���� 
���� ����
"��

∫
Ω

|ukt (x, τ)|2ψ(|x|)dx + 2
∫
Qτ

∑
|α|=|β|�2

aαβ(x, t)DαuktD
β

(
uktψ(|x|)) dxdt +

+ 2
∫
Qτ

[ ∑
|α|=|β|�2

bαβ(x, t)DαukDβ
(
uktψ(|x|)) +

∑
1�|α|�2

cα(x, t)Dαukuktψ(|x|)
]
dxdt+

+ 2
∫
Qτ

(
g(x, ukt )u

k
t − fkukt

)
ψ(|x|)dxdt −

∫
Ω

|uk1(x)|2ψ(|x|)dx = 0. ��9�
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C� ���	!��� ���
��	!�� �!�"���"- �
� ��	
������	!�
{
uk

}
�"*� � ��9� ��)��

∫
Ω

|ut(x, T )|2ψ(|x|)dx + 2
∫
QT

∑
|α|=|β|�2

aαβ(x, t)DαutD
β (utψ(|x|)) dxdt +

+ 2
∫
QT

[ ∑
|α|=|β|�2

bαβ(x, t)DαuDβ (utψ(|x|)) +
∑

1�|α|�2

cα(x, t)Dαuutψ(|x|)
]
dxdt +

+ 2
∫
QT

(z − f)utψ(|x|)dxdt −
∫
Ω

|u1(x)|2ψ(|x|)dx = 0. ����

C��� ��!� O �!�"��!" �,����∫
QT

(z − g(x, v)) (ut − v)ψ(|x|)dxdt ≥ 0 ��B�

�
� ����
%��& 0���,�& v ∈ Lp((0, T );Lp,ψ(Ω))� �
� ,%��� ����
�����

0 ≤ Ik =
∫
QT

(
g(x, ukt ) − g(x, v)

) (
ukt − v

)
ψ(|x|)dxdt =

∫
QT

g(x, ukt )u
k
tψ(|x|)dxdt −

−
∫
QT

g(x, ukt )vψ(|x|)dxdt −
∫
QT

g(x, v)
(
ukt − v

)
ψ(|x|)dxdt.

1"���"	!���$�" ��9� ����
"��∫
QT

g(x, ukt )u
k
tψ(|x|)dxdt =

∫
QT

fkuktψ(|x|)dxdt − 1
2

∫
Ω

|ukt (x, T )|2ψ(|x|)dx +

+
1
2

∫
Ω

|uk1(x)|2ψ(|x|)dx −
∫
QT

∑
|α|=|β|�2

aαβ(x, t)DαuktD
β(uktψ|x|)dxdt −

−
∫
QT

[ ∑
|α|=|β|�2

bαβ(x, t)DαukDβ
(
uktψ(|x|)) +

∑
1�|α|�2

cα(x, t)Dαukuktψ(|x|)
]
dxdt.

L��� ��
�� 	!����
���!" *�

0 ≤ Ik =
∫
QT

fkuktψ(|x|)dxdt−

−1
2

∫
Ω

|ukt (x, T )|2ψ(|x|)dx −
∫
QT

∑
|α|=|β|�2

aαβ(x, t)DαuktD
β(uktψ(|x|))dxdt −

−
∫
QT

[ ∑
|α|=|β|�2

bαβ(x, t)DαukDβ(uktψ(|x|)) +
∑

1�|α|�2

cα(x, t)Dαukuktψ(|x|)
]
dxdt +



(<* +��
� +,#-.

+
1
2

∫
Ω

|uk1(x)|2ψ(|x|)dx −
∫
QT

g(x, ukt )vψ(|x|)dxdt −
∫
QT

g(x, v)
(
ukt − v

)
ψ(|x|)dxdt.

+���	" '23 	�26 
��� ��3( ����
"��

0 ≤ lim sup Ik =
∫
QT

futψ(|x|)dxdt − 1
2

∫
Ω

|ut(x, T )|2ψ(|x|)dx −
∫
QT

zvψ(|x|)dxdt −

−
∫
QT

g(x, v) (ut − v)ψ(|x|)dxdt −
∫
QT

∑
|α|=|β|�2

aαβ(x, t)DαutD
β(utψ(|x|))dxdt −

−
∫
QT

[ ∑
|α|=|β|�2

bαβ(x, t)DαuDβ(utψ(|x|)) +
∑

1�|α|�2

cα(x, t)Dαuutψ(|x|)
]
dxdt +

+
1
2

∫
Ω

|u1(x)|2ψ(|x|)dx. ����

������" ���� !� ���� �!�"��)�� �������	!% ��B�� 7�"�����" � �������	!� ��B� v =
ut − λχ λ > 0 χ ∈ Lp((0, T );Lp,ψ(Ω)) 5 ����
%�� 0���,�� ���"�� �"	����� *�

λ

∫
QT

(z − g(x, ut − λχ))χψ(|x|)dxdt ≥ 0 �����"

∫
QT

(z − g(x, ut))χψ(|x|)dxdt ≥ 0 ��"

λ→ + 0� D!
� z = g(x, ut) !��!� g(x, ukt ) → g(x, ut) 	
���� � Lp
′
((0, T );Lp

′,ψ(Ω))�
7�" ,%��� u ������
%��) ��!����
%�� !�!�
��	!% ��� �"����$!%	� ����" �2� �4��
D!�
 u 5 �����
%���"� ����.���� ������ ��� 5 �4� � QT � 7���"
%��	!% �,���" �9�
�����"!%	� !�� 	��� �� �!�"���� �������	!% ��3��

H9�1�D�5� K�*� u1 !� u2 5 ��� ����
%�"- ����.���" ������ ��� 5 �4� !� ���
������
�� �9� ��
�� ����
�!" �,����∫

Ω

[ ∣∣u1
t (x, τ) − u2

t (x, τ)
∣∣2 +

∑
|α|=2

∣∣Dα
(
u1(x, τ) − u2(x, τ)

)∣∣2 ]
ψ(|x|)dx +

+
∫
Qτ

[ ∑
|α|=2

∣∣Dα
(
u1
t − u2

t

)∣∣2 +
∣∣u1
t − u2

t

∣∣p ]
ψ(|x|)dxdt ≤ 0

�
� �	�- 0 < τ ≤ T � D!
� u1 = u2 ���
� 	����% � QT � L������ ���������

%$"����$� � ,�� ���,� ��������� ����
%!�!" �!�"���� ��" ��	
��
���� ����/
��& ������ �
� ��
�������� �������
������ �������� � ������
���� ��
�	!� �"�
���/
�� � '22( �� �"����� ���
$,������ �������� ��� �����
%�$) ������ �������� !����&
���
��	!�� 1"������ ������"- ����� �
� ��������� �������� ) 	���	��$ !� ��!��
%/
��$ ����
���$ '�54(� 7�����
����� ��"	��"- ��	
��
��% ��
� ��!" ���-��
����
�
�	�� �����!��	!� ����.���� ������& ������ �
� �������� !"�� ��� � ��
�����"�" ��/
������" �"*��� ������� � �����"- 	���
)�	%�"- ���	!���- !� � ���	!���- 
���
%��
��!������"- 0���,���
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	������ �	��� �	�	�	 ����	����� ��	���� ��� �!

�"����# $� �	%�&	�� ��� ���� ���	%�&��� �
�����# � �	�	'�%����
� �������� �	(	%�!
��(� ��(%��� �	%��	"���� �� ����)��	��*� +��'%��� ����'� ���%��&��	�� ����'��
�	�	�� � ���	��� ��������� ��������� ��� �
�"���� 	'� �������(� ��������� , -�.
����	���� �
��� �����	��� �	 "������� ����)���� �'������� �	�	�� ����	����� �	!
%�&��(� %��� ��� �	�� ��	���(� ��� �
�"��	 '	(	����
����(� ���������(� ��������
���%������������ � ��)����/ �'%	��� Ω ⊂ Rn � (%	���* 
�&�* ∂Ω� 0���'�	 �	�	�	
�%� �������� ���%������������# 	%� � ���
��������# ���%��&��	 � -1.# 	 � -2. 3 �

�%����
� �%��	
� � ��������� 4'�����	 �	�	�	 �%� 	����������(� �������� ��!
�%������������ ���%��&��	 � -5.�
6� �������	"
�# $� ��	��� ��� �
�"��� �������� �	%�&	�� ��� �	����� � ��� ����!

"� � ����������� �
������ +	%�&����� ��� ����������� �
����� ��	&	"���� ����
�*�
7	�	 �	
	 �	�	�	# 	%� � ����
� ��	/���
� �
��	
� �	 �
��	
� ��������	����� ���!
(%����	 � -�.� 4�����
���	 �	�	�	 � 	�	%�(����* ���������* ��	���(� ��� �
�"��	
���%��&��	 � -8.�
�� , �'%	��� ΩT = {(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T} ���(%���
� �'��!

���� �	�	�� ����	����� ���/��  ���
�/ (a1(t), a2(t), u(x, y, t)) ∈ C[0, T ] × C[0, T ] ×
C2,1(ΩT ), ai(t) > 0, t ∈ [0, T ], i = 1, 2# $� �	����%���*�� ��������

�© �������� ��	 
���



#$%&'()&&* +','-).,/# 0 1�)2/3/4&.'5 +','6�7/(&�8� ,/#&*&&* 9:;

ut = a1(t)b1(x)uxx + a2(t)b2(y)uyy + c1(x, y, t)ux + c2(x, y, t)uy + c3(x, y, t)u+ f(x, y, t),

(x, y, t) ∈ ΩT , 9�:

���	����� �
���

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ [0, h]× [0, l], 91:

��	/��� �
���

ux(0, y, t) = µ1(y, t), ux(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], 92:

uy(x, 0, t) = µ3(x, t), uy(x, l, t) = µ4(x, t), (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ], 95:

�	 �
��� ��������	�����

u(0, 0, t) = ν1(t), u(h, 0, t) = ν2(t), t ∈ [0, T ]. 9�:

;������� �������� �	��� �	�	�� '���
� �������	�� �����	��� �	��� �
��<
(A1) ϕ ∈ C2(D)# �� D = (0, h) × (0, l), µi ∈ C2,1([0, l] × [0, T ]), i = 1, 2, µi ∈

C2,1([0, h] × [0, T ]), i = 3, 4, νi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, b1 ∈ C2[0, h], b2 ∈ C2[0, l], f ∈
C2,2,0(ΩT ), ci ∈ C1,1,0(ΩT ), i = 1, 2, 3;

(A2) S1(t) ≡ ν′1(t)−c1(0, 0, t)µ1(0, t)−c2(0, 0, t)µ3(0, t)−c3(0, 0, t)ν1(t)−f(0, 0, t) �
0, S2(t) ≡ ν′2(t) − c1(h, 0, t)µ2(0, t) − c2(h, 0, t)µ3(h, t) − c3(h, 0, t)ν2(t) − f(h, 0, t) �
0, b1(0)S2(t) − b1(h)S1(t) > 0, S1(t) − S2(t) > 0, t ∈ [0, T ], b1(x) > 0, x ∈ [0, h], b2(y) >
0, y ∈ [0, l], b1(0) − b1(h) > 0, ϕxx(x, y) > 0, ϕyy(x, y) > 0, (x, y) ∈ [0, h] ×
[0, l], ϕxx(β−1

1 (ζ), y) − ϕxx(β−1
1 (H − ζ), y) � 0, ϕyy(β−1

1 (ζ), y) − ϕyy(β−1
1 (H − ζ), y) �

0, (ζ, y) ∈ [0, H/2]× [0, l]# �� βk(s) =

s∫
0

dσ√
bk(σ)

, k = 1, 2, H = β1(h)=

(A3) ϕx(0, y) = µ1(y, 0), ϕx(h, y) = µ2(y, 0), ϕy(x, 0) = µ3(x, 0), ϕy(x, l) =
µ4(x, 0), µ1y(0, t) = µ3x(0, t), µ2y(0, t) = µ3x(h, t), µ1y(l, t) = µ4x(0, t), µ2y(l, t) =
µ4x(h, t), ν1(0) = ϕ(0, 0), ν2(0) = ϕ(h, 0).

���
��� �� ����. /�01234�56� 3�1/� (A1)!(A3)� �17� 8�7�9� : ;!:#; ��< �18/=�

810 / 1>?�6�� ΩT0 @ 7� T0, 0 < T0 � T, /�82�9�<�56� /���72��� 7�2��� 8�7�9��

���������� 0����������# $�  ���
�� ai(t)# i = 1, 2 ����
�# �'������ �	�	�� (1)3(5)
�����
� �� �����
� ������� ��������  ���
�/ a1(t)# a2(t)# u(x, y, t) �	 �������� ���
 ���
�� u(x, y, t) �� ���(�(� ������� ��%*����
0��
	 �	�	�	 9�:395: �����	%����	 �	��
� ����(��!�� ����
�	%���
� �������*<

u(x, y, t) = u0(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)((c1(ξ, η, τ) − 1
2
a1(τ)b

′
1(ξ))uξ+

+(c2(ξ, η, τ) − 1
2
a2(τ)b

′
2(η))uη + c3(ξ, η, τ)u)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ ΩT , 98:



9:< ,�	�� ='8'>?'1

�� u0(x, y, t) " ����)����
 ��������

u0t = a1(t)b1(x)u0xx + a2(t)b2(y)u0yy +
1
2
a1(t)b

′
1(x)u0x +

1
2
a2(t)b

′
2(y)u0y + f(x, y, t),

(x, y, t) ∈ ΩT , 9�:

���/ �	����%���" �
��� 91:395:�

>�(�� '	����# $�

u0(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη −

− b1(0)

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)a1(τ)µ1(η, τ)dηdτ +

+ b1(h)

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)a1(τ)µ2(η, τ)dηdτ −

− b2(0)

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)a2(τ)µ3(ξ, τ)dξdτ +

+ b2(l)

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)a2(τ)µ4(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ,

9?:

��

Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =
1

4π
√

(α1(t) − α1(τ))(α2(t) − α2(τ))b1(ξ)b2(η)
×

×
+∞∑

n,m=−∞

(
@AB

(
− (β1(x) − β1(ξ) + 2nH)2

4(α1(t) − α1(τ))

)
+(−1)i @AB

(
− (β1(x) + β1(ξ) + 2nH)2

4(α1(t) − α1(τ))

))
×

×
(
@AB

(
− (β2(y) − β2(η) + 2mL)2

4(α2(t) − α2(τ))

)
+(−1)j@AB

(
− (β2(y) + β2(η) + 2mL)2

4(α2(t) − α2(τ))

))
,

i, j = 1, 2,

αk(t) =

t∫
0

ak(τ)dτ, L = β2(l).
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0���� ����
�*�	��� �������� (6) �	 �
����
� x �	 y � ������ ����	����� ux =
u1, uy = u2# ����
	"
�

u1(x, y, t) = u0x(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22x(x, y, t, ξ, η, τ)((c1(ξ, η, τ) − 1
2
a1(τ)b

′
1(ξ))u1+

+(c2(ξ, η, τ) − 1
2
a2(τ)b

′
2(η))u2 + c3(ξ, η, τ)u)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ ΩT , 9�:

u2(x, y, t) = u0y(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22y(x, y, t, ξ, η, τ)((c1(ξ, η, τ) − 1
2
a1(τ)b

′
1(ξ))u1+

+(c2(ξ, η, τ) − 1
2
a2(τ)b

′
2(η))u2 + c3(ξ, η, τ)u)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ ΩT . 9�C:

+ ��	���	���
 �������� ����	���� (6) �	'��� ��(%���

u(x, y, t) = u0(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)((c1(ξ, η, τ) − 1
2
a1(τ)b

′
1(ξ))u1+

+(c2(ξ, η, τ) − 1
2
a2(τ)b

′
2(η))u2 + c3(ξ, η, τ)u)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ ΩT . 9��:

,����������*�� ��������������

∂

∂x
G22(x, y, t, ξ, η, τ) = − ∂

∂ξ

(√
b1(ξ)√
b1(x)

G12(x, y, t, ξ, η, τ)

)
,

∂

∂y
G22(x, y, t, ξ, η, τ) = − ∂

∂η

(√
b2(η)√
b2(y)

G21(x, y, t, ξ, η, τ)

)
,

a1(τ)
∂

∂ξ

(√
b1(ξ)

∂

∂ξ

(√
b1(ξ)Gij(x, y, t, ξ, η, τ)

))
+

+a2(τ)
∂

∂η

(√
b2(η)

∂

∂η

(√
b2(η)Gij(x, y, t, ξ, η, τ)

))
= − ∂

∂τ
Gij(x, y, t, ξ, η, τ), 9�1:

��	/��
� ������� ���  ���
�� u0(x, y, t) �	 ����������
� �
����
�

u0x(x, y, t) =
1√
b1(x)


 l∫

0

h∫
0

√
b1(ξ)G12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη+

+b1(0)

t∫
0

l∫
0

∂

∂ξ

(√
b1(ξ)G12(x, y, t, ξ, η, τ)

) ∣∣∣
ξ=0

a1(τ)µ1(η, τ)dηdτ−
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−b1(h)

t∫
0

l∫
0

∂

∂ξ

(√
b1(ξ)G12(x, y, t, ξ, η, τ)

) ∣∣∣
ξ=h

a1(τ)µ2(η, τ)dηdτ−

b2(0)

t∫
0

h∫
0

√
b1(ξ) ×G12(x, y, t, ξ, 0, τ)a2(τ)µ3ξ(ξ, τ)dξdτ+

+b2(l)

t∫
0

h∫
0

√
b1(ξ)G12(x, y, t, ξ, l, τ)a2(τ)µ4ξ(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

√
b1(ξ)G12(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ


 , 9�2:

u0y(x, y, t) =
1√
b2(y)


 l∫

0

h∫
0

√
b2(η)G21(x, y, t, ξ, η, 0)ϕη(ξ, η)dξdη−

−b1(0)

t∫
0

l∫
0

√
b2(η)G21(x, y, t, 0, η, τ)a1(τ)µ1η(η, τ)dηdτ + b1(h)

t∫
0

l∫
0

√
b2(η)×

×G21(x, y, t, h, η, τ)a1(τ)µ2η(η, τ)dηdτ+b2(0)

t∫
0

h∫
0

∂

∂η

(√
b2(η)G21(x, y, t, ξ, η, τ)

) ∣∣∣
η=0

×

×a2(τ)µ3(ξ, τ)dξdτ − b2(l)

t∫
0

h∫
0

∂

∂η

(√
b2(η)G21(x, y, t, ξ, η, τ)

) ∣∣∣
η=l

a2(τ)µ4(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

√
b2(η)G21(x, y, t, ξ, η, τ)fη(ξ, η, τ)dξdηdτ


 . 9�5:

7	� �	
� ��	/��
� ������� u0xx �	 u0yy

u0xx(x, y, t) = − b′1(x)
2b1(x)

u0x(x, y, t)+

+
1

b1(x)


 l∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)
(
b1(ξ)ϕξξ(ξ, η) +

b′1(ξ)
2

ϕξ(ξ, η)
)
dξdη−

−b1(0)

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)

(
µ1τ (η, τ) − fξ(0, η, τ) − (b2(η)µ1ηη(η, τ)+
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+
b′2(η)

2
µ1η(η, τ)

)
a2(τ)

)
dηdτ + b1(h)

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)
(
µ2τ (η, τ) − fξ(h, η, τ)−

−
(
b2(η)µ2ηη(η, τ) + +

b′2(η)
2

µ2η(η, τ)
)
a2(τ)

)
dηdτ−

−b2(0)

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)a2(τ)
(
b1(ξ)µ3ξξ(ξ, η) +

b′1(ξ)
2

µ3ξ(ξ, τ)
)
dξdτ +

+b2(l)

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)a2(τ)
(
b1(ξ)µ4ξξ(ξ, η) +

b′1(ξ)
2

µ4ξ(ξ, τ)
)
dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)
(
b1(ξ)fξξ(ξ, η, τ) +

b′1(ξ)
2

fξ(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ


 , 9��:

u0yy(x, y, t) = − b′2(y)
2b2(y)

u0y(x, y, t)+

+
1

b2(y)


 l∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)
(
b2(η)ϕηη(ξ, η) +

b′2(η)
2

ϕη(ξ, η)
)
dξdη−

−b1(0)

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)a1(τ)
(
b2(η)µ1ηη(η, τ) +

b′2(η)
2

µ1η(η, τ)
)
dηdτ+

+b1(h)

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)a1(τ)
(
b2(η)µ2ηη(η, τ) +

b′2(η)
2

µ2η(η, τ)
)
dηdτ−

−b2(0)

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)

(
µ3τ (ξ, τ) − fη(ξ, 0, τ) −

(
b1(ξ)µ3ξξ(ξ, τ)+

+
b′1(ξ)

2
µ3ξ(ξ, τ)

)
a1(τ)

)
dξdτ + b2(l)

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)

(
µ4τ (ξ, τ) − fη(ξ, l, τ)−

−
(
b1(ξ)µ4ξξ(ξ, τ) +

b′1(ξ)
2

µ4ξ(ξ, τ)

)
a1(τ)

)
dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)

(
b2(η)fηη(ξ, η, τ) +

b′2(η)
2

fη(ξ, η, τ)

)
dξdηdτ

)
. 9�8:
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0���	��
� uxx = u3, uyy = u4, uxy = u5� ,����������*�� 9�1:# � 9�:# 9�C: �)�����"
�#
$�

u3(x, y, t) = u0xx(x, y, t) +
1√
b1(x)

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12x(x, y, t, ξ, η, τ)
√
b1(ξ)×

×
((

c1ξ(ξ, η, τ) + c3(ξ, η, τ) − a1(τ)
2

b′′1(ξ)
)
u1 + c2ξ(ξ, η, τ)u2+

+
(
c1(ξ, η, τ) − a1(τ)

2
b′1(ξ)

)
u3+

+
(
c2(ξ, η, τ) − a2(τ)

2
b′2(η)

)
u5 + c3ξ(ξ, η, τ)u

)
dξdηdτ, (x, y, t) ∈ ΩT , 9��:

u4(x, y, t) = u0yy(x, y, t) +
1√
b2(y)

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G21y(x, y, t, ξ, η, τ)
√
b2(η)×

×
(
c1η(ξ, η, τ)u1 +

(
c2η(ξ, η, τ) + c3(ξ, η, τ) − a2(τ)

2
b′′2(η)

)
u2+

+
(
c2(ξ, η, τ) − a2(τ)

2
b′2(η)

)
u4+

+
(
c1(ξ, η, τ) − a1(τ)

2
b′1(ξ)

)
u5 + c3η(ξ, η, τ)u

)
dξdηdτ, (x, y, t) ∈ ΩT . 9�?:

�%� ��	���&���� 
��	��� �������� uxy ��
�	���� ��������
�# $� ��� �
�"��� ci#
i = 1, 3 ����	���� (%	���� 0���� ����
�*"
� �������� (1) �	 �
��� (2) �	 x � �	
y# �
��� (3) �	 y# 	 �
��� (4) �	 x� , ����
	��/ �	�	�� ��������	"
� ����	�����
uxy = u5� +	����*�� �� ����)���� �	 ����
�(�*  ���
�� D���	 �	 ����(��*�� �	���!
�	
� ���	���# $� 
������ ������� ���  ���
�� u5(x, y, t) �	 ���(� ������� ���  ���
�/
ci(x, y, t)# i = 1, 3# ����
	"
�

u5(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξη(ξ, η)dξdη+
√
b1(0)

t∫
0

l∫
0

∂

∂ξ

(
G11(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
√
b1(ξ)

)∣∣∣
ξ=0

a1(τ)µ1η(η, τ)dηdτ −
√
b1(h)

t∫
0

l∫
0

∂

∂ξ

(√
b1(ξ)G11(x, y, t, ξ, η, τ)

)∣∣∣
ξ=h

×

×a1(τ)µ2η(η, τ)dηdτ +
√
b2(0)

t∫
0

h∫
0

∂

∂η

(√
b2(η)G11(x, y, t, ξ, η, τ)

)∣∣∣
η=0

a2(τ)×

×µ3ξ(ξ, τ)dξdτ −−
√
b2(l)

t∫
0

h∫
0

∂

∂η

(√
b2(η)G11(x, y, t, ξ, η, τ)

)∣∣∣
η=l

a2(τ)µ4ξ(ξ, τ)dξdτ−
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−1
2

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)(a1(τ)b
′′
1 (ξ) + a2(τ)b

′′
2 (η))u5dξdηdτ−

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

(
G11ξ(x, y, t, ξ, η, τ)

((
c1(ξ, η, τ)+

1
2
a(τ)b

′
1(ξ)

)
u5+c3(ξ, η, τ)u2+c1η(ξ, η, τ)u1+

+c3η(ξ, η, τ)u + fη(ξ, η, τ)
)

+

+G11η(x, y, t, ξ, η, τ)
((

c2(ξ, η, τ) +
1
2
a(τ)b

′
2(η)

)
u5 + c2ξ(ξ, η, τ)u2

))
dξdηdτ. 9��:

+ 9��: �����# $� ������ ���	������ �����$��� �	 (%	������ ��� �
�"���� ��������
9�: �� �����'���
,�����
� � 9�: �������� �%� ��	���&����  ���
�/ a1(t) �	 a2(t)� ;���	���

���/
�
� � 9�: x = 0# y = 0� 7���

ut(0, 0, t) = a1(t)b1(0)u3(0, 0, t) + a2(t)b2(0)u4(0, 0, t) + c1(0, 0, t)u1(0, 0, t)+

+c2(0, 0, t)u2(0, 0, t) + c3(0, 0, t)u(0, 0, t) + f(0, 0, t).

0���� ����
�*�	��� ����� �������������� � 9�:# 
	��
�
�

ut(0, 0, t) = ν′1(t).

0���������� ��	�� �	����� ���� ���	���� ��������/ � ��	���	��� ��	/��� �
���
92:# 95: �	 �
��� ��������	����� 9�:# ����&�"
�

a1(t)b1(0)u3(0, 0, t) + a2(t)b2(0)u4(0, 0, t) + c1(0, 0, t)µ1(0, t) + c2(0, 0, t)µ3(0, t)+

+c3(0, 0, t)ν1(t) + f(0, 0, t) = ν′1(t), t ∈ [0, T ]. 91C:

;�������������

a1(t)b1(h)u3(h, 0, t) + a2(t)b2(0)u4(h, 0, t) + c1(h, 0, t)µ2(0, t) + c2(h, 0, t)µ3(h, t)+

+c3(h, 0, t)ν2(t) + f(h, 0, t) = ν′2(t), t ∈ [0, T ], 91�:

��	�������� �	� �	
��
E���)���*�� �����
� (20)# (21) �������� ������
��  ���
�/ a1(t) �	 a2(t)# �����!

��
� �� �	��� �����
�<

a1(t)S3(t) = S1(t)u4(h, 0, t) − S2(t)u4(0, 0, t), t ∈ [0, T ], 911:

a2(t)b2(0)S3(t) = S2(t)b1(0)u3(0, 0, t) − S1(t)b1(h)u3(h, 0, t), t ∈ [0, T ], 912:

�� S3(t) = b1(0)u3(0, 0, t)u4(h, 0, t) − b1(h)u3(h, 0, t)u4(0, 0, t)�
,���	��
� �
����  ���
�� S3(t) ������ +�'�	��
� �� �	�<

S3(t) = (b1(0) − b1(h))u3(h, 0, t)u4(h, 0, t) + b1(0)u4(h, 0, t)(u3(0, 0, t) − u3(h, 0, t))+
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+b1(h)u3(h, 0, t)(u4(h, 0, t) − u4(0, 0, t)), t ∈ [0, T ], 915:

� ���	&�
�# $� � 915: �����/ ���	��� ���	���/# ���� 3 �����)"
�� �	 �����
� ��!
��%����
� �	����
� ���
�&���
+ �
��� 9F1: �	 9�2:39�8: ���%��	"# $� ��� t = 0 � 9��:# 9�?: " %��� ���	���

���	���# 	 ��� ���� �'���	*���� � ��%�� 7�
�

u3(x, y, 0) =
1

b1(x)

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, 0, ξ, η, 0)b1(ξ)ϕξξ(ξ, η)dξdη = ϕxx(x, y), (x, y) ∈ D,

91�:

u4(x, y, 0) =
1

b2(y)

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, 0, ξ, η, 0)b2(η)ϕηη(ξ, η)dξdη = ϕyy(x, y), (x, y) ∈ D.

918:
4�&�# ����" T1, 0 < T1 � T �	��# $� ��	��%��� �
����

u3(x, y, t) � 1
2

minϕxx(x, y) = C1 > 0, (x, y) ∈ D, t ∈ [0, T1], 91�:

u4(x, y, t) � 1
2

minϕyy(x, y) = C2 > 0, (x, y) ∈ D, t ∈ [0, T1]. 91?:

,�������	��� 91�:# �	����
� u3(x, 0, t) � �	��
� ��(%���<

u3(x, 0, t) =

l∫
0

h∫
0

G22(x, 0, t, ξ, η, 0)ϕξξ(ξ, η)dξdη+

+

l∫
0

h∫
0

G22(x, 0, t, ξ, η, 0)
b1(ξ) − b1(x)

b1(x)
ϕξξ(ξ, η)dξdη +O(t), 91�:

�� �	 ������ �����
� � -�# �� ��. ���(�/ ���	��� � 91�: ���
�" �� ��%�# ��%� t → 0�
E��(%���
� �����
*

u3(0, 0, t)−u3(h, 0, t) =

l∫
0

h∫
0

(G22(0, 0, t, ξ, η, 0) −G22(h, 0, t, ξ, η, 0))ϕξξ(ξ, η)dξdη+O(t)=

=
1

π
√
α1(t)α2(t)

l∫
0

1√
b2(η)

+∞∑
m=−∞

exp
(
− (β2(η) + 2mL)2

4α2(t)

)
dη×

×
h∫

0

ϕξξ(ξ, η)√
b1(ξ)

+∞∑
n=−∞

(−1)n exp
(
− (β1(ξ) + nH)2

4α1(t)

)
dξ +O(t), 92C:
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�� � ����(�	%� �	 �
����* ξ �������
� �	
��� �
����� β1(ξ) = ζ � ����')"
� /�(� �	
��	< ��� 0 �� H/2 � ��� H/2 �� H � , ����(�	%� ��� H/2 �� H ���'�
� �	
��� H−ζ = s�
0��%� ����%	���� ����������� 
	��
�
�

u3(0, 0, t)− u3(h, 0, t) =
1

π
√
α1(t)α2(t)

l∫
0

1√
b2(η)

+∞∑
m=−∞

exp
(
− (β2(η) + 2mL)2

4α2(t)

)
dη×

×
H
2∫

0

(
ϕξξ(β−1

1 (ζ), η) − ϕξξ(β−1
1 (H − ζ), η)

) +∞∑
n=−∞

(−1)n exp
(
− (ζ + nH)2

4α1(t)

)
dζ +O(t).

92�:
,�	���	��� 9F1:# � 92�: ���%��	" �����	��� �	��(� T2# 0 < T2 � T # $� ��	��%��	
�
���	

u3(0, 0, t) − u3(h, 0, t) � 0, t ∈ [0, T2]. 921:

7	� �	
� ��	����
� 	�	%�(���� �������������� �%� �����
� ���(�� �������� �	 �
��!
��* y<

u4(0, 0, t) − u4(h, 0, t) � 0, t ∈ [0, T3]. 922:

,�	����*�� 91�:# 91?: �	 921:# 922:# � 915: ����
�"
� �
����

S3(t) � (b1(0) − b1(h))
4

C1C2 > 0, t ∈ [0, T4], 925:

�� T4 = min
i=1,3

Ti�

7��� �	 ������ 925: � 911:# 912: ����	�	"
� �����
� �%� ��	���&���� ������
��
 ���
�/ ak(t), k = 1, 2

a1(t) =
S1(t)u4(h, 0, t) − S2(t)u4(0, 0, t)

S3(t)
, t ∈ [0, T4], 92�:

a2(t) =
S2(t)b1(0)u3(0, 0, t) − S1(t)b1(h)u3(h, 0, t)

b2(0)S3(t)
, t ∈ [0, T4]. 928:

4��&# �	�	�	 9�:!9�: ������	 �� �����
� ������� 9�:!9��:# 9��:!9��:# 92�:# 928: �
����)���� 
�"� �	�	�� �	  ���
�� u1 = ux(x, y, t), u2 = uy(x, y, t), u3 = uxx(x, y, t), u4 =
uyy(x, y, t), u5 = uxy(x, y, t) �	����%���*�� 
* �����
�� + ����(� '���# ��$�
(a1(t), a2(t), u, u1, u2, u3, u4, u5) ∈ (C[0, T ]2×(C(ΩT4)6), a(t) > 0, t ∈ [0, T4]) 3 ����)����

�"� �����
�# ��# �����������*�� �%	�������� "������� ����)���� �����
 ����(�	%�!
��� ������� ,�%�����	 ���(�(� ����# %�(�� ����	����# $� u1 = ux, u2 = uy, u3 =
uxx, u4 = uyy, u5 = uxy �  ���
�� u(x, y, t) " ����)����
 �������� 98:� �	 ������
�%	��������/ �')"
��� �����
�	%�� -�.# ����	�	"
�# $� u ∈ C2,1(ΩT4) � " ����)����

�	�	�� 9�:!95:� ,����	��� �
�� 9�: ���%��	" � ��������/ 92�:# 928:�
4�&�# ������	 �	�	�	 � �����
	 ������� 9�:!9��:# 9��:!9��:# 92�:# 928: �����	%�����

��� (x, y) ∈ D, t ∈ [0, T4]�



9;: ,�	�� ='8'>?'1

�%� ��������� �����	��� ����)���� ����
	��� �����
� ��������	"
� �����
�
G	����	 ��� ������
� ����� 
�%��
 ����������(� ����	���	 -?.� 0�������
 �)���"
�
	������� �
���� ����)����� 
�"� �����
��
4���%���

a1(t) =
S1(t)(u4(h, 0, t) − u4(0, 0, t))

S3(t)
+

(S1(t) − S2(t))u4(0, 0, t)
S3(t)

�

� S1(t)
b1(h)u3(h, 0, t)

+
S1(t) − S2(t)

(b1(0) − b1(h))u3(h, 0, t)
=

b1(0)S1(t) − b1(h)S2(t)
b1(h)(b1(0) − b1(h))u3(h, 0, t)

, t∈ [0, T4],

�� � ���(�
� ���	��� S3(t) �	���	�� � �	��
� ��(%���<

S3(t) = (b1(0) − b1(h))u3(h, 0, t)u4(0, 0, t) + b1(0)u4(0, 0, t)(u3(0, 0, t) −
− u3(h, 0, t)) + b1(0)u3(0, 0, t)(u4(h, 0, t) − u4(0, 0, t)).

,�������	��� 91�:# � ����������� ���������� ����&�
� �
���� a(t) ������

a1(t) �
max

t∈[0,T ]
(b1(0)S1(t) − b1(h)S2(t))

C1b2(h)(b1(0) − b1(h))
= C3 <∞, t ∈ [0, T4]. 92�:

7	��
 �	
�
 �����'�
 ����	�	"
�# $�

a2(t) � C4 <∞, t ∈ [0, T4]. 92?:

�%� �
���� ai(t)# i = 1, 2 ����� ���������� �
���
� |u(x, y, t)|# |uk(x, y, t)|# k = 1, 5#
�������
+� �������������� 9��:# � ��	���	���
 92�:# 92?: ��	����
�# $�

U0(t) � C5 + C6

t∫
0

(U0(τ) + U1(τ) + U2(τ)) dτ, t ∈ [0, T4], 92�:

�� U0(t) = max
(x,y)∈D

|u(x, y, t)|, Uk(t) = max
(x,y)∈D

|uk(x, y, t)|, k = 1, 5�

7	� �	
� � 9�:# 9�C: ����
�"
�

U1(t) � C7 + C8

t∫
0

U0(τ) + U1(τ) + U2(τ)√
α1(t) − α1(τ)

dτ, t ∈ [0, T4], 95C:

U2(t) � C9 + C10

t∫
0

U0(τ) + U1(τ) + U2(τ)√
α2(t) − α2(τ)

dτ, t ∈ [0, T4]. 95�:

7��� � 9��:!9��: ���%��	"# $�

U3(t) � C11 + C12

t∫
0

dτ√
α1(t) − α1(τ)

+
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+C13

t∫
0

U0(τ) + U1(τ) + U2(τ) + U3(τ) + U5(τ)√
α1(t) − α1(τ)

dτ, t ∈ [0, T4], 951:

U4(t) � C14 + C15

t∫
0

dτ√
α2(t) − α2(τ)

+

+C16

t∫
0

U0(τ) + U1(τ) + U2(τ) + U4(τ) + U5(τ)√
α2(t) − α2(τ)

dτ, t ∈ [0, T4], 952:

U5(t) � C17 + C18

t∫
0

U5(τ)dτ + C19

t∫
0

(U0(τ) + U1(τ) + U2(τ) + U5(τ))dτ√
α1(t) − α1(τ)

+

+C20

t∫
0

U2(τ) + U5(τ)√
α2(t) − α2(τ)

dτ, t ∈ [0, T4]. 955:

0���	��
�
5∑

i=0

Ui(t) = U(t)� ���	��� 92�:!955:# �)�����"
�# $� ���	��&�"����

����������

U(t) � C21 + C22

t∫
0

(
1√

α1(t) − α1(τ)
+

1√
α2(t) − α2(τ)

)
dτ+

+C23

t∫
0

(
1√

α1(t) − α1(τ)
+

1√
α2(t) − α2(τ)

)
U(τ)dτ, t ∈ [0, T4]. 95�:

,����
� �	��  ���
�*<

A(t) ≡ 1√
min

τ∈[0,t]
a1(τ)

+
1√

min
τ∈[0,t]

a2(τ)
.

4
���
� ����� ��	
������ �������(�	%���� ���	��� � 95�:

U(t) � C21 + C24

√
tA(t) + C25A(t)

t∫
0

U(τ)dτ√
t− τ

, t ∈ [0, T4].

+	����
� 
* ���������� � �	��
� ��(%���<

U(t) � p(t) + q(t)

t∫
0

U(τ)dτ√
t− τ

, t ∈ [0, T4], 958:
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�� p(t) = C21 +C24

√
tA(t)# q(t) = C25A(t)� ��
��&�
� 958: �	

√
t− σ � �������(��"
�

��� 0 �� t

t∫
0

U(σ)dσ√
t− σ

�
t∫

0

p(σ)dσ√
t− σ

+

t∫
0

q(σ)dσ√
t− σ

σ∫
0

U(τ)dτ√
σ − τ

, t ∈ [0, T4]. 95�:

+
���
� ������� ����(���	��� � ���	����
� ���	��� � ��	��"
� ��������

t∫
τ

dσ√
(t− τ)(σ − τ )

= π

�	 
�����������  ���
�� q(t)# ��	�%���� ��(� ����
	"
� �
����

t∫
0

U(σ)dσ√
t− σ

�
t∫

0

p(σ)dσ√
t− σ

+ πq(t)

t∫
0

U(τ)dτ, t ∈ [0, T4]. 95?:

0����	��
� 948: � 946: � �����
� ����	����� ψ(t) ≡ p(t)+q(t)

t∫
0

p(σ)dσ√
t− σ

# χ(t) ≡ πq2(t)

U(t) � ψ(t) + χ(t)

t∫
0

U(τ)dτ, t ∈ [0, T4]. 95�:

>��� � ��	�� �	����� 949: �����%�
� �	 χ(t) � ����	��
� ω(t) ≡ ψ(t)
χ(t)

+

t∫
0

U(τ)dτ �

7���

U(t) � χ(t)ω(t). 9�C:

4���%���

ω′(t) =
(
ψ(t)
χ(t)

)′
+ U(t) �

(
ψ(t)
χ(t)

)′
+ χ(t)ω(t),

�� ���	��&�"���� ����������

ω′(t) − χ(t)ω(t) �
(
ψ(t)
χ(t)

)′
,

� ���� ���%��	" �	�� ��������������<


ω(t)e

−
t∫
0

χ(σ)dσ




′

�
(
ψ(t)
χ(t)

)′
e
−

t∫
0

χ(σ)dσ
. 9��:
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+����(��"
� 9��: �	 ���
�&�� ��� 0 �� t� 4'���%**�� ����(�	%�# ����
	��/ �����!
����� �	�	
� �	��(� ��(%���<

ω(t) � e

t∫
0

χ(σ)dσ


ψ(0)
χ(0)

+

t∫
0

(
ψ(τ)
χ(τ)

)′
e
−

τ∫
0

χ(σ)dσ
dτ


 =

ψ(t)
χ(t)

+

t∫
0

ψ(τ)e

t∫
τ

χ(σ)dσ
dτ.

0����	�%�*�� ���	��* ���������� � 950:# �)�����"
�# $�

U(t) � ψ(t) + χ(t)

t∫
0

ψ(τ)e

t∫
τ

χ(σ)dσ
dτ.

0����������� ��  ���
�/ p(t)# q(t) �	 �
������ ������� ����(���	���# 
	��
�
�
�	�� ����������<

U(t) � p(t) + q(t)

t∫
0

p(σ)dσ√
t− σ

+ πq2(t)
( t∫

0

p(τ)e
π

t∫
τ

q2(σ)dσ
dτ +

+

t∫
0

p(z)dz

t∫
z

q(τ)√
τ − z

e
π

t∫
τ

q2(σ)dσ
dτ

)
. 9�1:

,�	���	��� ��(%��  ���
�/ p(t), q(t)# �	�	
� 952: �	��(� ��(%���<

U(t) � C21 + C24

√
tA(t) + C25A(t)

t∫
0

C21 + C24
√
τA(τ)√

t− τ
dτ +

+ πC2
25A

2(t)
( t∫

0

(
C21 + +C24

√
τA(τ)

)
e

C2
25π

t∫
τ

A2(σ)dσ
dτ +

+ C25

t∫
0

(
C21 + C24

√
zA(z)

)
dz

t∫
z

A(τ)√
τ − z

e
C2

25π
t∫

τ

A2(σ)dσ
dτ

)
.

9�2:

4
������ ���������� � 953: ������ � ���	���	��� ����&	�� ����(�	%�# 
	��
�
�

U(t) � C21 + C26

√
tA(t) + C27tA

2(t) +

+ e
C2

25π
t∫
0

A2(σ)dσ(
C28tA

2(t) + C29t
3
2A3(t) + C30t

2A4(t)
)
.

+	������	��� ���������� ����# �������
� �� �	��(� ��������������<

U(t) � C31 + C32tA
2(t) +

(
C33t+ C34t

2A4(t)
)
e

C2
25π

t∫
0

A2(τ)dτ
. 9�5:
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+ 92�:# 928:# ��	����*�� ���	������  ���
�/ u3# u4 �	 [0, T4]# ����	�	"
� �	�� �
����<

a1(t) � S1(t) − S2(t)
b1(0)u3(0, 0, t)

, a2(t) � (S2(t)b1(0) − S1(t)b1(h))
b1(0)b2(0)u4(h, 0, t)

, t ∈ [0, T4],

������ ���%��	"# $�

ai(t) � C35

U(t)
, i = 1, 2, t ∈ [0, T4]. 9��:

4���%��� ��	
����� ��	��� �	����� 9��: " 
�������� �����	*��*  ���
�"*# ��
���	��&�"���� �	�	 ����������<

min
τ∈[0,t]

ai(τ) � C35

U(t)
, i = 1, 2, t ∈ [0, T4].

7���

A(t) � C36

√
U(t), t ∈ [0, T4]

� 9�5: 
	��
� �	��/ ��(%��<

A2(t) � C37 + C38tA
2(t) +

(
C39t+ C40t

2A4(t)
)
e

C2
25π

t∫
0

A2(τ)dτ
. 9�8:

0���	��
� A2(t) ≡ w(t) � ��	/��
� T5# 0 < T5 � T �	��# $�' C38T5 � 1/2� 7��� � 9�8:
���%��	"# $�

w(t) � C41 +
(
C42t+ C43t

2w2(t)
)
e

C44

t∫
0

w(τ)dτ
, t ∈ [0, T6],

�� T6 = min{T4, T5}� +�����

w(t)


1 − C43t

2w(t)e
C44

t∫
0

w(τ)dτ


 � C41 + C42te

C44

t∫
0

w(τ)dτ
, t ∈ [0, T6].

H���" T7# 0 < T7 � T �	��# $� 1 − C43t
2w(t)e

C44

t∫
0

w(τ)dτ
� 1/2# t ∈ [0, T7]� 7���

w(t) � C45 + C46te
C44

t∫
0

w(τ)dτ
, t ∈ [0, T8], 9��:

�� T8 = min{T6, T7}� 0������� �	
��� e
C44

t∫
0

w(τ)dτ ≡ z(t) �	 ��	���	���# $� z(t) � 1#
9��: �	����
� �	�<

z′(t)
z2(t)

� C44C45

z(t)
+ C44C46t � C47 + C48t, t ∈ [0, T8]. 9�?:
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+����(��"
� 9�?: �	 ���
�&�� ��� 0 �� t� 0��%� ������������ 
	��
�
�

z(t) � 1
1 − C47t− C49t2

, t ∈ [0, T8]. 9��:

,�'���
� T9# 0 < T9 � T �	�# $�' 1 − C47T9 − C49T
2
9 > 0 � ��������	��
� T0 =

min{T8, T9}� + 9��: ����
�"
�
z(t) � C50, t ∈ [0, T0],

������# ������������ �� ��	��� ����	����# ��	����
� �
����

U(t) � C51, t ∈ [0, T0].

7��� � �����
� ����������/ 92�:!955: ����	�	"
� �	�� �
����<

|u(x, y, t)| � C52 <∞, |ui(x, y, t)| � C53 <∞, i = 1, 5, (x, y, t) ∈ ΩT0 . 98C:

+	 ����
�(�* ����������/ 98C: � 9��: 
	��
�
�

ai(t) � A0 > 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T0]. 98�:

0�� �	������� 	�������� �
���� ����)����� �����
� 9�:!9��:# 9��:!9��:# 92�:# 928: ��!
������	 �
�� �����
� G	����	 ����������� 	�	%�(���� �� ��'��� -1.� 7����
� �
���������

1� E��(%���
� ��������* �	�	�� � �%	��  ���
�/# ����������� �	 D�%�����
�
, �'%	��� ΩT ���%���
� �����	��� ����)���� �'������� �	�	�� ��	���&���� ���/��
 ���
�/ (a1, a2, u) ∈ Hγ/2[0, T ] × H2+γ,1+γ/2(ΩT ), 0 < γ < 1, ai(t) > 0, i = 1, 2, t ∈
[0, T ]# $� �	���I%���*�� �
��� 9�:!9�:� 0�	��%��	 �	�	 �����
	�

���
��� �� ����.@ 0��� 3�1/ (A2)@ (A3)@ /�0123<�56� 3�1/�A
(A1

′
) ϕ ∈ H2+γ(D), µi ∈ H2+γ,1+γ/2([0, l]×[0, T ]), i = 1, 2, µi ∈ H2+γ,1+γ/2([0, h]×

[0, T ]), i = 3, 4, νi ∈ H1+γ/2[0, T ], i = 1, 2, b1 ∈ C2[0, h], b2 ∈ C2[0, l], f ∈ H2,2,γ/2(ΩT )@
ci ∈ H1,1,γ/2(ΩT ), i = 1, 3�

�17� 8�7�9� : ;
:#; ��< �18/=�810 / 0?�6� Hγ/2[0, T0]×H2+γ,1+γ/2(ΩT0)@ 7� T0, 0 <
T0 � T @ /�82�9�<�56� /���72��� 7�2��� 8�7�9��

���������� ��������� 
�"� �����
� 	�	%�(���� �� ��������� �����
� �# %��� ���'	
�)����	��# $� ����)���� ��J��
� 9�:!9��:# 9��:!9��:# 92�:# 928: �	%�&��� �%	��  ��!
�
�/# ����������� �	 D�%�����
 (a, u, ui) ∈ Hγ/2[0, T0] × (Hγ,γ/2(ΩT0))6# i = 1, 5�
�%� ���� Kij(x, y, t, ξ, η, τ) ����(�	%���� ������� 9�:!9��:# 9��:!9��: ���	��&�*!

���� �
����
l∫

0

h∫
0

|Kij(x, y, t, ξ, η, τ)|dξdη � C1√
t− τ

,

t∫
0

l∫
0

h∫
0

|Kij(x, y, t, ξ, η, τ)|dξdηdτ � C2

√
t.
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7�
� �(���� � �����
�* 5 -�# �� 511. ����
�"
�# $� (u, ui) ∈ (Hγ,γ/2(ΩT0))
6# i = 1, 5�

7��� � �����
� ������� 92�:!928: ���%��	"# $� ai(t) ∈ Hγ/2[0, T0]# i = 1, 2 � �	 ������
�����
� ��2 -�C# �� 285. ��'�
� ��������# $� u(x, y, t) ∈ H2+γ,1+γ/2(ΩT0)�

2� 0���/��
� �� ���	��� "������� ����)���� �	�	�� 9�:!9�:�

���
��� �� ����. 6���/7B3<�56� 3�1/�
(A4) ci(x, y, t) ∈ Hγ,γ,γ/2(ΩT ), i = 1, 3, b1(x) ∈ Hγ [0, h], b1(x) > 0, b2(y) ∈

Hγ [0, l], b2(y) > 0, b1(0) − b1(h) > 0, ϕxx(x, y) > 0, ϕyy(x, y) > 0, (x, y) ∈ [0, h] ×
[0, l], ϕxx(β−1

1 (ζ), y) − ϕxx(β−1
1 (H − ζ), y) � 0, ϕyy(β−1

1 (ζ), y) − ϕyy(β−1
1 (H − ζ), y) �

0, (ζ, y) ∈ [0, H/2) × [0, l].
�17� �18/=�810 8�7�9� : ;
:#; <7�2�. / 0?�6� Hγ/2[0, T ∗

0 ] × H2+γ,1+γ/2(ΩT∗
0
)@ 7�

9�6?1 T ∗
0 , 0 < T ∗

0 � T /�82�9�<�56� /���72��� 7�2��� 8�7�9��

����������0�������
�# $� ����" ��	 ����)���� 
�"� �	�	�� (a11, a12, u1), (a21, a22, u2)�
,����
� �	�� ����	����� A1(t) = a11(t) − a21(t), A2(t) = a12(t) − a22(t), U(x, y, t) =
u1(x, y, t) − u2(x, y, t)� 7��� ���/�	  ���
�/ (A1, A2, U) �	����%���" �
���

Ut = a11(t)b1(x)Uxx + a12(t)b2(y)Uyy +A1(t)b1(x)u2xx + A2(t)b2(y)u2yy+

+c1(x, y, t)Ux + c2(x, y, t)Uy + c3(x, y, t)U, (x, y, t) ∈ ΩT , 981:

U(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ [0, h] × [0, l], 982:

Ux(0, y, t) = Ux(h, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l] × [0, T ], 985:

Uy(x, 0, t) = Uy(x, l, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ], 98�:

U(0, 0, t) = U(h, 0, t) = 0, t ∈ [0, T ]. 988:

,����������*��  ���
�* D���	 G∗
22 �	�	�� 962:!965:# �� ����)���� ��'�	��
� �	�<

U(x, y, t) =

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G∗
22(x, y, t, ξ, η, τ)

(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdηdτ, 98�:

(x, y, t) ∈ ΩT .

0��/
�
� � 962: x = 0, y = 0# ��	��"
� �
��� 963:!966: � ��'�	&���� ����)���� 967:�
4���
	"
�

−(A1(t)b1(0)u2xx(0, 0, t) +A2(t)b2(0)u2yy(0, 0, t)
)

=

= a11(t)b1(0)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22xx(0, 0, t, ξ, η, τ)

(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ+

+A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη + a12(t)b2(0)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22yy(0, 0, t, ξ, η, τ)

(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ+

+A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη, t ∈ [0, T ]. 98?:
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F�	%�(����# ��� x = h, y = 0 
	��
�
�

−(A1(t)b1(h)u2xx(h, 0, t) +A2(t)b2(0)u2yy(h, 0, t)
)

=

= a11(t)b1(h)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22xx(h, 0, t, ξ, η, τ)

(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ+

+A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη + a12(t)b2(0)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22yy(h, 0, t, ξ, η, τ)

(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ+

+A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη, t ∈ [0, T ]. 98�:

E���)���*�� 968:# 969: �������� ������
��  ���
�/ A2(t), A2(t)# �������
� �� �	���
�����
�<

−A1(t)
(
b1(0)u2xx(0, 0, t)u2yy(h, 0, t) − b1(h)u2xx(h, 0, t)u2yy(0, 0, t)

)
=

= a11(t)
(
b1(0)u2yy(h, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22xx(0, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη−

−b1(h)u2yy(0, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22xx(h, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη

)
+

+a12(t)b2(0)
(
u2yy(h, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22yy(0, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη−

−u2yy(0, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22yy(h, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη

)
, 9�C:

−A2(t)b2(0)
(
b1(h)u2xx(h, 0, t)u2yy(0, 0, t)− b1(0)u2xx(0, 0, t)u2yy(h, 0, t)

)
=



9<D ,�	�� ='8'>?'1

= a11(t)b1(0)b1(h)
(
u2xx(h, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22xx(0, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη−

−u2xx(0, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22xx(h, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη

)
+

+a12(t)b2(0)
(
b1(h)u2xx(h, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22yy(0, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη−

−b1(0)u2xx(0, 0, t)

t∫
0

dτ

l∫
0

h∫
0

G∗
22yy(h, 0, t, ξ, η, τ)×

×
(
A1(τ)b1(ξ)u2ξξ +A2(τ)b2(η)u2ηη

)
dξdη

)
. 9��:

4���%���  ���
�� (a21(t), a21(t), u2(x, y, t)) " ����)����
 �	�	�� 9�:!9�:# �� � �
��� (A4)
���%��	"# $� b1(0)u2xx(0, 0, t)u2yy(h, 0, t)−b1(h)u2xx(h, 0, t)u2yy(0, 0, t) > 0# t ∈ [0, T ∗

0 ]�
4�&�# 970:# 971: 3 �����
	 ���������� ������� ,�%�����	 ���(�(� ���� � ����(���!
��
� ���	
�# � ��	�%���� "������� �� ����)���� Ai(t) ≡ 0# i = 1, 2# t ∈ [0, T ∗

0 ]� 0��	��
����)���� ���
�� �	�	�� "����/# �� ��'�
� ��������# $� U(x, y, t) ≡ 0, (x, y, t) ∈ ΩT∗

0
�

7����
� ���������

�� C)DD+D E�@ FGDH$,, I� K@JIL@M�NO P Q�R@ S@B@NS@NQ JI@TJ�@NQ �N P BPMPUIV�J
S�W@M@NQ�PV @XYPQ�INZZ [IYMNPV I\ RPQ]@RPQ�JPV PNPV^_�_ PNS PBBV�JPQ�IN�3 �����3
�8C�3 �̀��1!�?1�

1� �1/�?5930 �� J� ,���	����� ��� �
�"��	 ��
���	��������������� ���
�������
�%	����� ZZ ,���� >����� ��!��� ;��� 
���!
	��3 ���8�3 ,��� 5��3 ;��8!�C2�

2� ��K�.7�0 L� �� 0�� ���� �'������ �	�	�� �%� �����
����(� �������� �	�	'�!
%����(� ���� � ���
�������� ZZ ,���� >����� ��!��� ;��� 
���!
	��3 1CC2�3 ,���
81�3 ;����!�1?�

5� �/�291/ J� �� 4'�����	 �	�	�	 ���%������������ � 	����������
� ��%� ZZ 6	��

����� �	  ���!
��� ��%��3 1CCC�3 52# a ��3 ;�5�!�C�



#$%&'()&&* +','-).,/# 0 1�)2/3/4&.'5 +','6�7/(&�8� ,/#&*&&* 9<E
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���!
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�� M��7��2 N� ��	������ � �	���b
� ���������b
� �	�	'�%������(� ���	�3 6�#
��8?�

?� �46���2�0 �� O�@ �1>1?�/ �� �� c%�
���b  ���
���	%���(� 	�	%��	�3 6�#
��8��

�� ��2�1�1/�9 �� ��@ O0�?1/ P� Q� d���
���	%��b/ 	�	%���3 6�# �����

�C� ��7RB�260�� S� O�@ �1?122�01/ �� O�@ 	��?5T�/� �� �� >���/�b� � ��	��!
%���/�b� ��	������ �	�	'�%������(� ���	�3 6�# ��8��

�������� ��!� !" #�$�!%� & � �����' ��

� (!� )!�""�)����' !" �%!*�����'�!� +

& � ,!+�) �-# ��!�

����� ��������

� !" #$!"%& '!(�&"!) *"� +$,�(- &. / � �

*"� +$,�(+(,%! ,($�� �� ����� / � � *%$!�"+

FGHIH JIH KLMJ�NHO PKQH RKNO�M�KNP KS MGH HT�PMHNRH JNO UN�VUHNHPP KS J PKWUM��
KN SKI �NXHIPH YIKLWHQ Z�MG UN[NKZN YJIJQHMHIP �N QJ\KI RKH]R�HNMP KS MZK�
O�QHNP�KNJW YJIJLKW�R HVUJM�KN" Ĥ JPPUQHO MGJM MGHPH RKH]R�HNMP GJXH MGH SKIQ
KS YIKOURM KS MZK SUNRM�KNP OHYHNO�N_ KN MGH M�QH JNO KNH KS MGH PYJRH XJI�JLWHP
JRRKIO�N_W "̀

0+- 1&$2,� �NXHIPH YIKLWHQ� YJIJLKW�R HVUJM�KN"

;�	��� �	��/�%	 �� �����%�(�� C1�C8�1CC8

0��/���	 �� ����� C1����1CC8
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������� ����	� �	
��
�� ��
��� �
��
�� &��

�� ���"�
 ����
�
��� 

����	�����
 ���������

�	
��
�
� ������� ��� ����	�����
� ������� � �
����
���� ��
����
�� �����
��� �!�� " �
� ��
�#�$�����% &� ���
��
' ��� ���# �(��)
' $�
*���+�(% �$
' + �
�� 
���
�% ����#+ �� �#�� ��
 t → 0 �� �(
�
�
�
� ��$����� "
����$ ���	$�,� �
�� 
��
��� �������
�� ��� �������� (
������������(� �-� (� ��� �����,� ����	������,�
��������% ��
���# ��� ���#����� ����.��$# ��� �����)
� $�
*���+�(�� �������� �

�
��,����� ����#����� /� �� �#�� ��
 t→ 0 �!�� 0����,���
' �
����$ ��� �
����,�
�
����
��� ���,���#�
 (���$
 ��� �������� (
������������(� ���� 1
(� ��)�/ �����
2 ������
(
 �	
��
�# �����# ��� ����	������,� �������� � �������
� ����#������
�� �#�� �(��)�,� $�
*���+�(� � �
����
(
 ���
����(� ��� ���,� ���
���$
 �����)
�
��
����

�� 
����������� ������ �� ����������� " �	���(� QT ≡ {(x, t) : 0 < x <
h, 0 < t < T} ���,���
�� ����	�����
 ��������

ut = a(t)ψ0(t)uxx + b(x, t)ψ1(t)ux + c(x, t)ψ2(t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , 3�4

�© ������� ��	 
���
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� �
�����
� $�
*���+�(�� a(t) > 0, t ∈ [0, T ], ����($���5 #����5

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h], 3-4

$��'��
�
 #�����


u(0, t) = µ1(t), u(h, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], 364

(� #����5 �
�
�
����
���

a(t)ψ0(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ]. 3!4

7#�
�� �����(
% &� ψi(t), i = 0, 2− ������ ����(���� ����(�5�� *#�$��/% ψi(0) =
0, i = 0, 2. 8�� ����.��$�� ������ 3�4 3!4 ���#��+�� ���# *#�$��' (a(t), u(x, t)) ∈
C[0, T ]× C2,1(QT )

⋂
C(QT ), ux(0, t) ∈ C(0, T ], a(t) > 0, t ∈ [0, T ].

���������� ���-./�00� 0�1�2������- 3�450��6 �78- ��� t → +0 2���1
t∫

0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

����9: .- 0�37�0;�00-3��6 .� θ0(t) =

t∫
0

ψ0(σ)dσ.

������� �
�#��(�(
 ������
�� � (
��
���

������� ��������� �� ��������� <���93���-6 8- 2�7-09=�53� 9�-2�>
1) ϕ ∈ C1[0, h]; µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2; µ3, ψi ∈ C[0, T ], i = 0, 2; f ∈ C1,0(QT ); b, c ∈

C(QT ) �� 1�.-2-450�=�5 9�-29 ?�45.��� 2 -@4�3�� QT 1� 1��00-= x 1 �-7�10�7-�
α, 0 < α < 1, ��20-���0- 3�-3-20- t, t ∈ [0, T ];

2) f(0, t) − µ′
1(t) > 0, t ∈ [0, T ]; µ3(t) > 0, t ∈ (0, T ], �309: 37�0;�00� .-.��0�

A��0�B� lim
t→+0

µ3(t)√
ψ0(t)t

≡ M, ψi(t)− �-0-�-00- 1�-3��=;� C907B�D6ψi(t) > 0, t ∈

(0, T ], ψi(0) = 0, i = 0, 1, 2, lim
t→+0

t∫
0

ψ2
1(σ)σ
θ0(σ)

dσ = 0; lim
t→+0

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

= ∞;

3) ϕ(0) = µ1(0), ϕ(h) = µ2(0).
�-.� �-/0� 1�10�;��� ��7� ;�34- t0, 0 < t0 � T, �7� 2�10�;�:�53� 2���.


0��� .�0��� 1�.�;�6 8- �309: :.�0�E �-12F�1-7 (a(t), u(x, t)) 1�.�;� G H
GIH ��� x ∈
[0, h], t ∈ [0, t0]�

"�
�
�� (�$� ������
���� 9
�
� u0(x, t) ������
�� ����.���$ �������� (
������ 
������(�

ut = a(t)ψ0(t)uxx + f(x, t), (x, t) ∈ QT 3�4

� #�����
 3-4%364% �$
' ��+ �
,���

u0(x, t) =

h∫
0

G1(x, t, ξ, 0)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

G1ξ(x, t, 0, τ)a(τ)ψ0(τ)µ1(τ)dτ−

−
t∫

0

G1ξ(x, t, h, τ)a(τ)ψ0(τ)µ2(τ)dτ +

t∫
0

h∫
0

G1(x, t, ξ, τ)f(ξ, τ)dξdτ. 3:4
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9
�
� Gk(x, t, ξ, τ) ������
�� *#�$��/ ;���� �
�)�/ (� ��#,�/ $��'��
� ����� ���
�������� 3�4% �$� ��5(� �
,���

Gk(x, t, ξ, τ) =
1

2
√
π(θ(t) − θ(τ))

∞∑
n=−∞

(
exp

(
− (x− ξ + 2nh)2

4(θ(t) − θ(τ))

)
+

+ (−1)k exp

(
− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ(t) − θ(τ))

))
, k = 1, 2, θ(t) =

t∫
0

a(τ)ψ0(τ)dτ. 3�4

8�
�#�$�5�
% &� *#�$��� a(t) ������% ������
 ������
��� v(x, t) ≡ ux(x, t), �����#
3�4 3!4 �����
�� 
$�����
�(��5 �
�(
��5 �������

u(x, t) = u0(x, t) +

t∫
0

h∫
0

G1(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)ψ1(τ)v(ξ, τ) + c(ξ, τ)ψ2(τ)u(ξ, τ))dξdτ,

3<4

v(x, t) = v0(x, t) +

t∫
0

h∫
0

G1x(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)ψ1(τ)v(ξ, τ) + c(ξ, τ)ψ2(τ)u(ξ, τ))dξdτ,

3�4

a(t) =
µ3(t)

ψ0(t)v(0, t)
, t ∈ [0, T ], 3�=4

�
 �
��� v0(x, t) �(�
�#+(��� � 3:4 �
*
�
���5������ (� ��(
,�#������ ���(
���


v0(x, t) =

h∫
0

G2(x, t, ξ, 0)ϕ′(ξ)dξ +

t∫
0

G2(x, t, 0, τ)(f(0, τ) − µ′
1(τ))dτ+

+

t∫
0

G2(x, t, h, τ)(µ′
2(τ) − f(h, τ))dτ +

t∫
0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)fξ(ξ, τ)dξdτ. 3��4

�� 	�������� ��������� ���� ��!�� >��#����� ����.��$# 	#�
�� �����
(
 ��
������,�5 (
��
�
 ?�#�
�� ��� �
�#���# (��$# ���$�� �
�
�
����,� ��
��(���%
(��# �.��#+�� �������� ����$
 ����.��$�� �
�(
�
 3<4 3�=4�

@ ��
��
�# ��$�
�#�# ��% �� -��% �
��
��+

|u(x, t)| � U <∞ � QT . 3�-4

"���#(���(� ����,� �
,���# *#�$��/ v(x, t) �
��,�+ �������
��� ���
���$
 ��+/

*#�$��/ ��
 t → +0. @ 3��4% �� ������,�5 ������(�

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)dξ = 1, ��	
��
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�
�����$ ��� �	�
�
���(� �
�)�,� (� �
(�
�(�,� �����$��∣∣∣∣∣
h∫

0

G2(x, t, ξ, 0)ϕ′(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ � C1,

∣∣∣∣∣
t∫

0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)fξ(ξ, τ)dξdτ

∣∣∣∣∣ � C2. 3�64

"�����#5�
 ���
' �
,��� *#�$��/ ;���� � 3�4% ��� ���� ��)
� �����$�� �(�
��+��

t∫
0

G2(x, t, 0, τ)(f(0, τ) − µ′
1(τ))dτ � C3 + C4

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

,

∣∣∣∣∣
t∫

0

G2(x, t, h, τ)(µ′
2(τ) − f(h, τ))dτ

∣∣∣∣∣ � C5 + C6

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

. 3�!4

A��� ��(�(���� ��� v0(x, t) ��+��

|v0(x, t)| � C7 + C8

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

. 3��4

"�����
 ������
��� V (t) ≡ max
x∈[0,h]

|v(x, t)| (� �
$��
�(��#5�
 �����# ����$#

h∫
0

|G1x(x, t, ξ, τ)|dξ � C9√
θ(t) − θ(τ)

, � 39) �(�
��+��

V (t) � C10 + C11

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

+ C12

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)dτ√
θ(t) − θ(τ)

+ C13

t∫
0

ψ2(τ)dτ√
θ(t) − θ(τ)

. 3�:4

@� ������,�5 ������
��

amin(t) = min
0�τ�t

a(τ), amax(t) = max
0�τ�t

a(τ) 3��4

� 3�:4 �(�
��+��

V (t) � C10 +
C11√
amin(t)

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

+
C12√
amin(t)

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

+

+
C13√
amin(t)

t∫
0

ψ2(τ)dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

. 3�<4

"�����#5�
 (
% &� ������$ ���	�
���(� V (t) �
 �
��
% ���

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

, (�

#���
 (
��
�
% ��	
�� �
�����$% &� ������$ ���	�
���(� (�
(��,� (� �
(�
�(� 



589 +������ '1).3+1

,� �����$�� � 3�<4 �
�)�% ��� ��#,�,�� �(�
% *#�$��� v(x, t) �����
(� �
	
 �$

C14

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

��
 t→ +0.

"
����
�� ����$
 v(x, t) ��
��# (� ��
�# ��
 x = 0. "�����#5�
 #���
 (
��
�

(� 3�64% 3�!4% �(�
��+��

v(0, t) �
t∫

0

G2(0, t, 0, τ)(f(0, τ) − µ′
1(τ))dτ − C15 − C16

t∫
0

ψ1(τ)V (τ) + ψ2(τ)√
θ(t) − θ(τ)

dτ,

�	�

v(0, t) � 1√
π

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ − C15 − C16

t∫
0

ψ1(τ)V (τ) + ψ2(τ)√
θ(t) − θ(τ)

dτ, 3��4

��$���$


t∫
0

G2(0, t, 0, τ)(f(0, τ) − µ′
1(τ))dτ =

1√
π

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ +

2√
π

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
×

×
∞∑

n=1

exp

(
− n2h2√

θ(t) − θ(τ)

)
dτ � 1√

π

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ.

�������#5�
 ���
���$# $����,� �����$� � 3��4 ��
 t → +0% ��	
�� �
�����$% &�
���	�
���(� ��#,�,� ��(
,���� �
�)�% ��� ���	�
���(� �
�)�,�% � �(�
% ���#5(� (�$�
����
��� t1, 0 < t1 � T, (� q, 0 < q < 1, &�

C16

t∫
0

ψ1(τ)V (τ) + ψ2(τ)√
θ(t) − θ(τ)

dτ + C15 � q√
π

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ, t ∈ [0, t1].

A��� � 3��4 ��
��
��

v(0, t) � 1 − q√
π

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ. 3-=4

8���(��
�� �(�
���# ����$# � �������� 3�=4

a(t) �
√
πµ3(t)

(1 − q)ψ0(t)

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ

�	� a(t) �
√
πµ3(t)

√
amax(t)

(1 − q)ψ0(t)

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ0(t) − θ0(τ)
dτ

.

3-�4
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"�
�
�� ���# *#�$��5

H(t) ≡
√
πµ3(t)

ψ0(t)

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ0(t) − θ0(τ)
dτ

.

B#�$��� H(t) �
�
�
���� (� ����(�� �� ������$# 3=%C� � ��+ �$���
��# ����(�#
,���
�5 ��
 t→ +0

lim
t→+0

H(t) = lim
t→+0

√
πψ0(t∗)µ3(t)

ψ0(t)(f(0, t∗) − µ′
1(t∗))

t∫
0

dτ√
t− τ

=
√
πM

2(f(0, 0) − µ′
1(0))

, t∗ ∈ [0, T ].

8������#5�
 ����$# a(t) � �
$��
�(����� *#�$��/ H(t), � 3-�4 ��+��

a(t) � 1
1 − q

H(t)
√
amax(t) �	� amax(t) � 1

1 − q
Hmax(t)

√
amax(t),

�
 Hmax(t) = max
0�τ�t

H(τ). @����
 ��+��

a(t) � A1, t ∈ [0, t1], �
 A1 =
1

(1 − q)2
H2

max(T ). 3--4

����$� v(0, t) ��
��# 	#�
 (�$�5D

v(0, t) � C17 +
1√
π

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ + C18

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
θ(t) − θ(τ)

dτ + C19

t∫
0

ψ2(τ)dτ√
θ(t) − θ(τ)

.

"
$��
�(�+�� �5 �
������(� (� 3��4 ��� ����$
 *#�$��/ a(t) ��
�#

a(t) � µ3(t)
ψ0(t)

(
C17 +

1√
πamin(t)

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ0(t) − θ0(τ)
dτ +

C18√
amin(t)

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ+

+
C19√
amin(t)

t∫
0

ψ2(τ)dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

)−1

.

8
�
(���
�� �5 �
������(� �� �
,���#

a(t) �
√
amin(t)

(
C17

√
amin(t)ψ0(t)
µ3(t)

+
ψ0(t)√
πµ3(t)

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ0(t) − θ0(τ)
dτ+

+
C18ψ0(t)
µ3(t)

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ +
C19ψ0(t)
µ3(t)

t∫
0

ψ2(τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ

)−1

.
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@ �����
��� *#�$��/ H(t) (� #��� (
��
�
 ��+��

a(t) �
√
amin(t)

(
C17

√
amin(t)ψ0(t)
µ3(t)

+
1

H(t)
+
C18ψ0(t)
µ3(t)

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ+

+
C19ψ0(t)
µ3(t)

t∫
0

ψ2(τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ

)−1

�
√
amin(t)H(t)

(
C20

√
ψ0(t)
t

+ 1+

+ C21

√
ψ0(t)
t

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ + C22

√
ψ0(t)
t

t∫
0

ψ2(τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ

)−1

. 3-64

@ �����
��� �
����,� �
����
��� �
��
��+% &� �����)
���

√
ψ0(t)
t

����#+ �� �#��

��
 t → +0. @ ���
���$
 *#�$��/ V (t) (� #��� (
��
�
 ��	
�� �
�����$% &� ���#+
(�$
 ����
��� t2, 0 < t2 � T, &� ��
 t ∈ [0, t2] �
$��#+(��� �
������(�

C20

√
ψ0(t)
t

+ C21

√
ψ0(t)
t

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ + C22

√
ψ0(t)
t

t∫
0

ψ2(τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ � q.

A��� � �
������(� 3-64 �(�
��+��

a(t) �
√
amin(t)H(t)

1 + q
�	� amin(t) � H2

min(t)
(1 + q)2

, t ∈ [0, t2], 3-!4

�
 Hmin(t) = min
0�τ�t

H(τ). ��(�(���� ��+�� ��� a(t)

a(t) � A0, t ∈ [0, t2], �
 A0 =
1

(1 + q)2
H2

min(T ) > 0. 3-�4

8������
�� ����5��(
 3�<4% ����(����5�
 3-!4 # 3�<4

V (t) � C10 + C23

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

+ C24

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
θ0(t) − θ0(τ)

dτ+

+ C25

t∫
0

ψ2(τ)dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

. 3-:4

"�
�
�� ������
��� χ(t) ≡
( t∫

0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

)−1

. "�����#5�
 ����(���� *#�$��/

θ0(t)
t

, ��+��

θ0(t) − θ0(τ) =
θ0(t)
t

(
t− θ0(τ)

θ0(t)
t

)
� θ0(t)

t
(t− τ).
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A��� � 3-:4 �(�
��+��

V (t) � C10 +
C23

χ(t)
+ C24

√
t

θ0(t)

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)dτ√
t− τ

+ C25
ψ2(t)
χ(t)

. 3-�4

8�����
�� �	
��� ���(
�
 �
������(� �� χ(t) (� ��
�
�� ���# *#�$��5 W (t) ≡
V (t)χ(t)

W (t) � C26 + C24χ(t)

√
t

θ0(t)

t∫
0

ψ1(τ)W (τ)dτ
χ(τ)

√
t− τ

+ C25ψ2(t). 3-<4

8�
'�
�� t = σ, ������
�� �	
��� ���(
�
 �
������(� ��
1√
t− σ

� �����(
,�#+��

��� 0 �� t

t∫
0

W (σ)dσ√
t− σ

� 2C26

√
t+ C24

t∫
0

χ(σ)
√
σdσ√

θ0(σ)(t − σ)

σ∫
0

ψ1(τ)W (τ)dτ
χ(τ)

√
σ − τ

+ 2C25ψ2(t)
√
t.

8�����+�� ������$ ��(
,�#����� # �����' ���(
�� �
������(�% ����#���)
% &� *#�$ 

��� χ(t)

√
t

θ0(t)
E ������ (�

t∫
τ

dσ√
(t− σ)(σ − τ)

= π. 1�(
�
��

t∫
0

W (σ)dσ√
t− σ

� 2C26

√
t+ 2C25ψ2(t)

√
t+ C27

t∫
0

ψ1(τ)W (τ)
√
τ√

θ0(τ)
dτ. 3-�4

��$���$
 *#�$���
ψ1(t)
χ(t)

E ����(�5��% (� �
�
�
)
�� 3-<4 # �
,����

W (t) � C26 + C24

√
t

θ0(t)
ψ1(t)

t∫
0

W (τ)dτ√
t− τ

+ C25ψ2(t).

8���(��
�� � �5 �
������(� ����$# 3-�4 � ����� �
�
(���
�� �(�
��+��

W (t) � C28 + C29

√
t

θ0(t)
ψ1(t)

t∫
0

ψ1(τ)W (τ)
√
τ√

θ0(τ)
dτ.

� �
���$#% $��
 lim
t→+0

√
t

θ0(t)
ψ1(t) = 0, ������ �
������(� ����.��#+(��� �� ������,�5

�
�
 ;���#���� �:% �� �<<�% � �$ �������$% *#�$��� W (t) �	�
�
�� �
�$�5 $���(�� 
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(�5% �$� ���
�
(� ��� �
����
� ���
�� F
��' lim
t→+0

√
θ0(t)√
tψ1(t)

= 0. A���

√
θ0(t)√
tψ1(t)

W (t) � C28

√
θ0(t)√
tψ1(t)

+ C29

t∫
0

ψ1(τ)W (τ)
√
τ√

θ0(τ)
dτ. 36=4

8�����
�� ����# ���(
�# �
������(� 36=4 �
�
� L(t). �
*
�
���55�
% �(�
��+��

L′(t) − C29
ψ2

1(t)t
θ0(t)

L(t) � C28

( √
θ0(t)√
tψ1(t)

)′
.

������
�� �	
��� ���(
�
 �
������(� �� exp

(
−C29

t∫
0

ψ2
1(σ)σ
θ0(σ)

dσ

)
(� �����(
,�#+��

��� = �� t. �(�
��+��

L(t) � C28

√
θ0(t)√
tψ1(t)

+ C30

t∫
0

ψ1(τ)
√
τ√

θ0(τ)
exp

(
C29

t∫
τ

ψ2
1(σ)σ
θ0(σ)

)
dτ.

8���(����5�
 ��
����# ����$# � 36=4% ��
��#+��

W (t) � C28 + C31

√
tψ1(t)√
θ0(t)

t∫
0

√
τψ1(τ)√
θ0(τ)

exp

(
C29

t∫
τ

ψ2
1(σ)σ
θ0(σ)

)
dτ.

��(�(���� ��+��

V (t) � C32

χ(t)
, t ∈ [0, t2], �	� |v(x, t)| � C32

χ(t)
, (x, t) ∈ [0, h] × (0, t2], 36�4

�
 C32− $���(��(�% &� �
�����+(��� �
����
�
 ���
�
�
"�
�
�� ���# *#�$��5 ṽ(x, t) ≡ v(x, t)χ(t) � ������ �
�(
�# ������� 3<4% 3�4% 3�=4

# (�$�' *����D

u(x, t) = u0(x, t) +

t∫
0

h∫
0

G1(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)ψ1(τ)
ṽ(ξ, τ)
χ(τ)

+ c(ξ, τ)ψ2(τ)u(ξ, τ))dξdτ,

36-4

ṽ(x, t) = v0(x, t)χ(t) + χ(t)

t∫
0

h∫
0

G1x(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)ψ1(τ)
ṽ(ξ, τ)
χ(τ)

+

+ c(ξ, τ)ψ2(τ)u(ξ, τ))dξdτ, (x, t) ∈ Qt0 , 3664

a(t) =
µ3(t)χ(t)
ψ0(t)ṽ(0, t)

, t ∈ [0, t0], �
 t0 = min{t1, t2}. 36!4
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@��
)
�� �
�(
�# ������� 36-4 36!4 � ��
��(����' *����

ω = Pω,

�
 ω = (u, ṽ, a), P = (P1, P2, P3), ��
��(��
 P1, P2, P3 �
�����5(��� ����
�
 ��� 
(
���
 ������� 36-4 36!4� "
����
�� ����
�# N = {(u, ṽ, a) ∈ C(Qt0) × C(Qt0) ×
C[0, t0] : |u(x, t)| � U, |ṽ(x, t)| � C32, A0 � a(t) � A1}. @,���� � �(�
���
�
 ����$��

3�-4% 36�4% 3--4% 3-�4 ��
��(�� P �
�
���
(� ����
�# N � �
	
� 8�$��
��% &� ��
�� 
(�� P ���$�� �
�
�
���
' �� N . @,���� � (
��
��5 0��
�� 0�$��� (�
	� �.��#��(
%
&� ��� ��������,� ε > 0 ���#+ (�$
 δ > 0, &�

|Pi(x2, t2) − Pi(x1, t1)| < ε, i = 1, 2, |P3(t2) − P3(t1)| < ε, ∀ (u, ṽ, a) ∈ N ,

�$&� |t2 − t1| < δ, |x2 − x1| < δ, �
 (x1, t1), (x2, t2) ∈ Qt0 . ���
�
��� $����$(���(�
��$��
�� �� ��
$���� ����,� � �����$��% &� ����
(� �� ��(
,������,� ��
��(��� P

K =

∣∣∣∣∣χ(t2)

t2∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))G2(0, t2, 0, τ)dτ − χ(t1)

t1∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))G2(0, t1, 0, τ)dτ

∣∣∣∣∣.
8�
�#�(
��% &� ti, i = 1, 2  ���
(� ���� ����
���� G��,���
�� ��(
,���

K̂ ≡ χ(t)

t∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))G2(0, t, 0, τ)dτ =

χ(t)√
π

( t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ+

+ 2

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)

∞∑
n=1

exp

(
− n2h2

θ(t) − θ(τ)

)
dτ

)
≡ K̂1 + K̂2.

"
$��
�(��)
 ��
����� ����$
 ��� *#�$��/ a(t), ��� ��#,�,� �����$� ��+��

K̂2 � 2χ(t)√
πamin(t)

max
t∈[0,T ]

(f(0, t) − µ′
1(t))

t∫
0

1√
θ0(t) − θ0(τ)

×

×
∞∑

n=1

exp

(
− n2h2

amax(t)(θ0(t) − θ0(τ))

)
dτ.

"�����#5�
 �	�
�
���(� �����(
,������,� �
���#% � (�$�� ����#����� �� �#��
*#�$��/ χ(t) ��
 t → +0 ��	
�� �
�����$% &� K̂2 ����#+ �� �#�� ��
 t → +0�
@��'�
�� ,���
�5 �
�)�,� �����$�% �
$��
�(��)
 (
��
�# ��� �
�
��+

lim
t→+0

K̂1 = lim
t→+0

f(0, t̃) − µ′
1(t̃)√

πa(t̃)
χ(t)

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

=
f(0, 0) − µ′

1(0)√
πa(0)

.
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8�����
�� lim
t→+0

K̂1 = κ0. A��� ��� �
���# K �(�
��+��

K �
∣∣∣∣∣χ(t2)

t2∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))G2(0, t2, 0, τ)dτ − κ0

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣χ(t1)

t1∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))G2(0, t1, 0, τ)dτ − κ0

∣∣∣∣∣.
1���� ������
(
 (�$
 ����
��� t∗, $��
 0 < ti < t∗, i = 1, 2, 	#�#(� �
$��#��(
��
�
������(�D ∣∣∣∣∣χ(ti)

ti∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))G2(0, ti, 0, τ)dτ − κ0

∣∣∣∣∣ < ε

2
.

�(�
% K < ε, $��
 0 < ti < t∗, i = 1, 2. "
����$ ti > t∗, i = 1, 2 (� �������
��� ��)
�
��(
,�����
� ��
��(����% &� �����(� � P1, P2, P3, �������(� �����,���� �� �
���$#
�
����,� �
����
��� ��� �������� (
������������(� [�]� �(��% ��
��(�� P ���$��
�
�
�
���
' �� N .

����
 (
��
�
 ?�#�
�� �
$��#5(���� G���.���$ ������ 3�4 !4 ���#+ (� ������+
�
�	�����5 ,���$��(5�

"� 	�������� �������� ���� ��!�� "�
�
�� ������
��� a(t) ≡ a1(t) − a2(t),
u(x, t) ≡ u1(x, t)− u2(x, t), v(x, t) ≡ v1(x, t)− v2(x, t), �
 (ai(t), ui(x, t), vi(x, t)), i = 1, 2
 ����� ����.��$
 �
�(
�
 3<4  3�=4� �(�
��+�� (�$# �
�(
�#D

u(x, t) = u0(x, t) +

t∫
0

h∫
0

G1
1(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)ψ1(τ)v(ξ, τ) + c(ξ, τ)ψ2(τ)u(ξ, τ))dξdτ+

+

t∫
0

h∫
0

(G1
1(x, t, ξ, τ) −G2

1(x, t, ξ, τ))(b(ξ, τ)ψ1(τ)v2(ξ, τ) + c(ξ, τ)ψ2(τ)u2(ξ, τ))dξdτ,

36�4

(x, t) ∈ QT ,

v(x, t) = v0(x, t) +

t∫
0

h∫
0

G1
1x(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)ψ1(τ)v(ξ, τ) + c(ξ, τ)ψ2(τ)u(ξ, τ))dξdτ+

+

t∫
0

h∫
0

(G1
1x(x, t, ξ, τ) −G2

1x(x, t, ξ, τ))(b(ξ, τ)ψ1(τ)v2(ξ, τ) + c(ξ, τ)ψ2(τ)u2(ξ, τ))dξdτ,

36:4

(x, t) ∈ QT ,

a(t) = −a1(t)a2(t)
v(0, t)ψ0(t)

µ3(t)
, t ∈ [0, T ], 36�4
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�
 u0(x, t) = u01(x, t) − u02(x, t), v0(x, t) = v01(x, t) − v02(x, t), Gi
1(x, t, ξ, τ) E *#�$��/

;���� �
�)�/ $��'���/ ������ ��� ������� ut = ai(t)ψ0(t)uxx, i = 1, 2. ���
�
���
+�
���(� 	#�
�� ������
(
% ����55�
 � �������� 36�4 �
��� v(0, t)� 8�����
��

ãmax(t) ≡ max
0�τ�t

|a1(τ) − a2(τ)|.

@ *���#�
 3��4 ������
�� v0(x, t)

v0(x, t) =

h∫
0

(G1
2(x, t, ξ, 0) −G2

2(x, t, ξ, 0))ϕ′(ξ)dξ +

t∫
0

(G1
2(x, t, 0, τ) −G2

2(x, t, 0, τ))×

× (f(0, τ) − µ′
1(τ))dτ +

t∫
0

(G1
2(x, t, h, τ) −G2

2(x, t, h, τ))(µ
′
2(τ) − f(h, τ))dτ+

+

t∫
0

h∫
0

(G1
2(x, t, ξ, τ) −G2

2(x, t, ξ, τ))fξ(ξ, τ)dξdτ.

����
�� �
���
% &� �����(� �� v0(x, t). ��� �
�)�,� (� �
(�
�(�,� �����$�� ��� 
�
���� (�$� ����$
D

R1 ≡
h∫

0

|(G1
2(x, t, ξ, 0) −G2

2(x, t, ξ, 0))ϕ′(ξ)|dξ � C33ãmax(t),

R4 ≡
t∫

0

h∫
0

|(G1
2(x, t, ξ, τ) −G2

2(x, t, ξ, τ))fξ(ξ, τ)|dξdτ � C34tãmax(t). 36<4

��� ����$
 ��#,�,� ��(
,����% �$
' ����
(� �� v0% �
���
�� � ���# ������$% &�
���������+ n = 0

R2 ≡
t∫

0

∣∣∣∣∣ f(0, τ) − µ′
1(τ)√

π(θ1(t) − θ1(τ))

∞∑
n=−∞

exp

(
− (x+ 2nh)2

4(θ1(t) − θ1(τ))

)
− f(0, τ) − µ′

1(τ)√
π(θ2(t) − θ2(τ))

×

×
∞∑

n=−∞
exp

(
− (x+ 2nh)2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)∣∣∣∣∣dτ � C35

( t∫
0

exp

(
− x2

4(θ1(t) − θ1(τ))

)
×

×
∣∣∣∣∣ 1√

θ1(t) − θ1(τ)
− 1√

θ2(t) − θ2(τ)

∣∣∣∣∣dτ +

t∫
0

1√
θ2(t) − θ2(τ)

∣∣∣∣∣exp

(
− x2

4(θ1(t) − θ1(τ))

)
−

− exp

(
− x2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)∣∣∣∣∣dτ +

t∫
0

∣∣∣∣∣ 1√
θ1(t) − θ1(τ)

∞∑
n=−∞

n �=0

exp

(
− (x + 2nh)2

4(θ1(t) − θ1(τ))

)
−
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− 1√
θ2(t) − θ2(τ)

∞∑
n=−∞

n �=0

exp

(
− (x+ 2nh)2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)∣∣∣∣∣dτ
)

= C35

3∑
i=1

R2i.

"
��� R23 ����
�� (�$D

R23 =

t∫
0

∣∣∣∣∣
θ1(t)−θ1(τ)∫

θ2(t)−θ2(τ)

∂

∂z

(
1√
z

∞∑
n=−∞

n �=0

exp

(
− (x+ 2nh)2

4z

))
dz

∣∣∣∣∣dτ � C36

t∫
0

|θ1(t) − θ1(τ)−

− θ2(t) + θ2(τ)|dτ � C36

t∫
0

dτ

t∫
τ

|a1(σ) − a2(σ)|ψ0(σ)dσ � C36ãmax(t)

t∫
0

dτ

t∫
τ

ψ0(σ)dσ.

H�	 ����
(
 R22, �
$��
�(�+�� 3254 � �
������(� |ex − ey| � |x− y|max{ex, ey}

R22 � x2

4

t∫
0

1√
θ2(t) − θ2(τ)

∣∣∣∣∣ 1
θ1(t) − θ1(τ)

− 1
θ2(t) − θ2(τ)

∣∣∣∣∣ exp

(
− x2

C37(θ0(t) − θ0(τ))

)
dτ =

=
x2

4

t∫
0

|θ2(t) − θ2(τ) − θ1(t) + θ1(τ)|
(θ2(t) − θ2(τ))3/2(θ1(t) − θ1(τ))

exp

(
− x2

C37(θ0(t) − θ0(τ))

)
dτ.

"�����#5�
 ���
�
��� ����$
% ��+��

|θ2(t) − θ2(τ) − θ1(t) + θ1(τ)| �
t∫

τ

|a1(σ) − a2(σ)|ψ0(σ)dσ � ãmax(t)(θ0(t) − θ0(τ)),

θi(t) − θi(τ) � amin(t)

t∫
τ

ψ0(σ)dσ � H2
min(t)

(1 + q)2

t∫
τ

ψ0(σ)dσ =
H2

min(t)
(1 + q)2

(θ0(t) − θ0(τ)).

36�4

I$��
�(�+���� ������5 �
������(5 xpe−qx2 � Cp,q, x � 0, p � 0, q > 0 (� 3394 ���
������)�/ ����$
 R22

R22 � C38ãmax(t)

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

=
C38ãmax(t)

χ(t)
.

"
��� R21 ������ # �
,����

R21 =

t∫
0

exp

(
− x2

4(θ1(t) − θ1(τ))

)
|√θ2(t) − θ2(τ) −

√
θ1(t) − θ1(τ)|√

(θ2(t) − θ2(τ))(θ1(t) − θ1(τ))
dτ �

�
t∫

0

|θ2(t) − θ2(τ) − θ1(t) + θ1(τ)|√
(θ2(t) − θ2(τ))(θ1(t) − θ1(τ))(

√
θ2(t) − θ2(τ) +

√
θ1(t) − θ1(τ))

dτ.
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"�����#5�
 36�4% �(�
��+�� ����$# R21

R21 � C39ãmax(t)

t∫
0

dτ√
θ0(t) − θ0(τ)

=
C39ãmax(t)

χ(t)
.

��(�(���� ��� R2 ��+��

R2 � C40ãmax(t)
χ(t)

.

��(����' �� �����$��% &� ����
(� �� v0(x, t), ����5+(��� �����,���� �� ���
�
����,�

R3 ≡
t∫

0

∣∣∣∣∣ µ′
2(τ) − f(h, τ)√
π(θ1(t) − θ1(τ))

∞∑
n=−∞

exp

(
− (x+ h(2n− 1))2

4(θ1(t) − θ1(τ))

)
−

− µ′
2(τ) − f(h, τ)√
π(θ2(t) − θ2(τ))

∞∑
n=−∞

exp

(
− (x+ h(2n− 1))2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)∣∣∣∣∣dτ � C41ãmax(t)
χ(t)

. 3!=4

��(�(���� ��+��

|v0(x, t)| � C42ãmax(t)
χ(t)

.

"
��� |u0(x, t)| ����5+(��� �����,����

|u0(x, t)| � C43ãmax(t).

"�
�
�� *#�$��/ V (t) ≡ max
x∈[0,h]

|v(x, t)|, U(t) ≡ max
x∈[0,h]

|u(x, t)|. "
$��
�(��)
 �(�
����

����$
 ��� |u0(x, t)| (� |v0(x, t)|, � ������� 36�4% 36:4 ��
��#+��

U(t) � C44ãmax(t) + C45

t∫
0

(ψ1(τ)V (τ) + ψ2(τ)U(τ))dτ, 3!�4

V (t) � C46ãmax(t)
χ(t)

+ C47

√
t

θ0(t)

t∫
0

ψ1(τ)V (τ) + ψ2(τ)U(τ)√
t− τ

dτ. 3!-4

G���.����)
 �
�)# � �
� �
������(
' �(������ U(t)% ��+��

U(t) � C48ãmax(t) + C49

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)dτ.

8���(��
�� �(�
���# ����$# # 3!-4

V (t) � C50ãmax(t)
χ(t)

+ C47

√
t

θ0(t)

t∫
0

ψ1(τ)V (τ)√
t− τ

dτ+
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+ C51

√
t

θ0(t)

t∫
0

ψ2(τ)dτ√
t− τ

τ∫
0

ψ1(σ)V (σ)dσ.

�(�
���# �
������(� &��� V (t) ����.��#+�� �����,���� �� �
������(� 3-:4% ����� ��,�
���
�(�+���� �� ����$
 U(t). ��(�(���� ��
��
��

V (t) � C52ãmax(t)
χ(t)

, U(t) � C53ãmax(t), t ∈ (0, t0]

�	�

|v(x, t)| � C52ãmax(t)
χ(t)

, |u(x, t)| � C53ãmax(t), (x, t) ∈ Qt0 . 3!64

8�$��
�� ���������(� � ������ v(0, t) ��� v(x, t). 8�
 x = 0 �
������(� 36<4 ���
)� 
5(��� ����
���
�
� 8����(
,�����
' �
��� R3 ��
 x = 0 �	�
�
�
'% �(�
% �(�
 
�#+�� R3 � C54ãmax(t). ��� R2 ��+��

R̃2 ≡ 1√
π

t∫
0

∣∣∣∣∣ 1√
θ1(t) − θ1(τ)

− 1√
θ2(t) − θ2(τ)

∣∣∣∣∣(f(0, τ) − µ′
1(τ))dτ+

+
2√
π

t∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))

∣∣∣∣∣ 1√
θ1(t) − θ1(τ)

∞∑
n=1

exp

(
− n2h2

θ1(t) − θ1(τ)

)
−

− 1√
θ2(t) − θ2(τ)

∞∑
n=1

exp

(
− n2h2

θ2(t) − θ2(τ)

)∣∣∣∣∣dτ ≡ R̃21 + R̃22.

����
�� R̃22

R̃22 =
2√
π

t∫
0

(f(0, τ) − µ′
1(τ))

∣∣∣∣∣
θ1(t)−θ1(τ)∫

θ2(t)−θ2(τ)

d

dz

(
1√
z

∞∑
n=1

exp

(
−n

2h2

z

))
dz

∣∣∣∣∣dτ ≤

� C55ãmax(t)

t∫
0

dτ

t∫
τ

ψ0(σ)dσ.

��� ����$
 R̃21 �
$��
�(�+�� 36�4 (� �����
��� *#�$��/ H(t)

R̃21 =
1√
π

t∫
0

|θ1(t) − θ1(τ) − θ2(t) + θ2(τ)|(f(0, τ) − µ′
1(τ))√

(θ1(t) − θ1(τ))(θ2(t) − θ2(τ))(
√
θ1(t) − θ1(τ) +

√
θ2(t) − θ2(τ))

dτ �

� (1 + q)3ãmax(t)
2
√
πH3

min(t)

t∫
0

f(0, τ) − µ′
1(τ)√

θ0(t) − θ0(τ)
dτ � (1 + q)3µ3(t)ãmax(t)

2H4
min(t)ψ0(t)

.
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�(�
% ��� v0(0, t) ��(�(���� �(�
��+��

|v0(0, t)| � (1 + q)3µ3(t)ãmax(t)
2H4

min(t)ψ0(t)
+ C56ãmax(t)

t∫
0

dτ

t∫
τ

ψ0(σ)dσ + C57ãmax(t). 3!!4

8���(��
�)
 ��
����# ����$# # 36:4 (� ����#���)
 3!64% ��+��

|v(0, t)| � (1 + q)3µ3(t)ãmax(t)
2H4

min(t)ψ0(t)
+ C56ãmax(t)

t∫
0

dτ

t∫
τ

ψ0(σ)dσ + C57ãmax(t)+

+ C58ãmax(t)

t∫
0

(
ψ1(τ)
χ(τ)

+ ψ2(τ)

)
dτ. 3!�4

"
$��
�(��#5�
 3--4% � �������� 36�4 ������
��

|a(t)| � H4
max(t)

(1 − q)4
ψ0(t)
µ3(t)

|v(0, t)| ≤

�
(

(1 + q)3H4
max(t)

2(1 − q)4H4
min(t)

+ C59

√
ψ0(t)
t

+ F (t)

)
ãmax(t)

�	�

ãmax(t) �
(

(1 + q)4H4
max(t)

2(1 − q)4H4
min(t)

+ C59

√
ψ0(t)
t

+ F (t)

)
ãmax(t), 3!:4

�
 *#�$��� F (t) > 0 ��	#��+ ����
��� = ��
 t = 0. @ (�,�% &� lim
t→+0

Hmax(t) =

lim
t→+0

Hmin(t), �
��
��+% &� ��� ������,� q, 0 < q < 1, ���#+ (�$
 �
��� t∗, 0 < t∗ � T,

&�
H4

max(t)
H4

min(t)
� 1 + q, C59

√
ψ0(t)
t

+ F (t) � q, t ∈ [0, t∗]. @�*�$�#+�� �
��� q (�$%

&�	 0 < q <
5
√

2 − 1
5
√

2 + 1
. �(�
��+��

(1 + q)4H4
max(t)

2(1 − q)4H4
min(t)

+ C59

√
ψ0(t)
t

+ F (t) � (1 + q)4

2(1 − q)4
(1 + q) + q < 1.

A��� � 3!:4 �
��
��+ ãmax(t) ≡ 0 ��
 t ∈ [0, t0], �
 t0 = min{t1, t2, t∗}. @����
 ��
� 
�#+�� a(t) ≡ 0, t ∈ [0, t0], u(x, t) ≡ 0, v(x, t) ≡ 0, x ∈ [0, h], t ∈ [0, t0]. �(�
% +�
���(�
����.��$# ������ 3�4 3!4 �.�������% &� ���
�)#+ ���
�
��� (
��
�
�

�� �J(K&'*J %�6 
(+L�K( �� JK �KLMNOM PNQRSMT UQN OVNQKWSX YMWMKMNZVM [MZV M\]ZV� 
QK^^ _� >KL� >SS `QOMY `NQRS�E -==:�E aQS��!�E b��E �̀� �:�

-� �2�0;-2 M���6 ��4.�0� ���� �	
��
�� ������ ��� �������� (
������������(� �
�
����
����^^ �$�� ��(
�� �#�����E -==��E A���% b���E I���:6 ���=�
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6� ��4.�0� ���� �	
��
�� ������ ��� ����	������,� �������� � �
����
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�(
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� �
����
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' ����
$ 9
����
��$�,� #� (#� 1�(
��(
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b-<<�E I��� �=:�
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�
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 #����
�
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���
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�� 	
��
 Λ = (λn) � ��������� �� +∞ ������������� �
������� � � �
� !λ0 = 0"#
S(Λ) � $��� %�� � �&��� ������


F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, !�"

� µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} � ��$� ����� 
 ��
� �&�' !�"� 	 (���
R)���&�$�� ��$� ������*� ��
�� ��� ������& qR = lim

σ→+∞
σ−1 ln ln µ(σ, F )�

+ ������ �� '��� �� an � λn# �� &$ � qR > 0 �# ��$�
��#
qR = +∞� ,�'��( �� ��$
- &$.� λn ln λn = o(ln (1/|an|)), (n → ∞)# ��# � $�)
� ����'�� /���'�' 0���� ��& ������(
��& R)���&�$'# ��� �'��� qR = 0� 1$.�
( λn ln λn = O(ln (1/|an|)), (n → ∞)# �� qR < +∞� 2��' �
�3������ '����� �����)
����� qR !�
�$���
������ qR" � ���'����& ���������4 ������������� (nk) ���'����� �
� �
� ��$�4# .� ln (1/|ank

|) = O(λnk
ln λnk

) !����������# ln (1/|ank
|) = o(λnk

ln λnk
)"

�� k → ∞� 5�(
# ������ ���� ���& �� ������(
��& .�������� ������������� (λnk
)#

��& &$�4 � $��'����& �
 � ��6
 � ���
�
� � ���������6
�� ��& $�
/�%������� ,�'��)
( ��# .� � ����*� �
�'�����' �� 0������ 7�8 � �� ��� ��$
- &$.� ln λn ∼ ln λn+1#

n → ∞# � lim
σ→+∞

λn ln λn

− ln |an| > 0# �� qR > 0� �
.� � ����6 
 �
�'����� � �� ��� �

�
��
� �
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���
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������� �� ����- S∗(Λ) � S∗∗(Λ) ! ./�0� 1�/�� ��2�3 4����/� 567 ��.�8 9:8 3�2

�:3�2;:8 ln (1/|an|) = O(λn ln λn) (n → ∞) � ln (1/|an|) = o(λn ln λn) (n → ∞)� �:2�
<�:3�

lim
n→∞

ln λn+1

ln λn
< +∞ !�"

= ;�:>��2;:? � 2:0���;@:? 2/� �:A:8 9:> qR > 0 2/� .:B;:C D<;.1�C F ∈ S∗(Λ)8
� ��.:B ;�:>��2;:? � 2:0���;@:? 2/� �:A:8 9:> qR = +∞ 2/� .:B;:C D<;.1�C
F ∈ S∗∗(Λ)�

�� ��������� ������������ 9
�
� Ω ������ �� $��� ������ � �
�3�
(
� �
�� (−∞, +∞) /'�$%�
 Φ ��$ �# .� ������� Φ′ �������# �
�
�
����)� /
�
�%�
����
� ������� �� +∞ �� (−∞, +∞)� ��& Φ ∈ Ω �
��
 ϕ � /'�$%�&# �3
��
�� �� Φ′#
� Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) � /'�$%�&# ���%�
����� � Φ �� 	�������� 2��� 7� ) �8
/'�$%�& Ψ �
�
�
����)� /
�
�%�
���� � ������� �� +∞ �� (−∞, +∞)# � /'�$%�& ϕ
�
�
�
����)� /
�
�%�
���� � ������� �� +∞ �� (0, +∞)�

��& Φ ∈ Ω �� 
�
��

G1(λn, λn+1, Φ) =
λn+1λn

λn+1 − λn

λn+1∫
λn

Φ(ϕ(t))
t2

dt, κn = κ(λn, λn+1, Φ) =

=
1

λn+1 − λn

λn+1∫
λn

ϕ(t)dt.

, �
��
� ��� �� 7�8 � �� ��� ��$
- &$.� ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn)) (n ≥ n0)# �� ��& ����
σ ∈ [ϕ(λn), ϕ(λn+1)] � n ≥ n0

Φ−1(ln µ(σ, F )) ≥ σ
Φ−1(G1(λn, λn+1, Φ))

κn
.

:� �'�� ��# .� Φ(σ) = eqσ (0 < q < +∞)� 2��� ϕ(x) =
1
q

ln
x

q
# Ψ(σ) = σ −

1
q
# xΨ(ϕ(x)) =

x

q
ln

x

eq
# κn =

λn+1 ln λn+1 − λn ln λn

q(λn+1 − λn)
− ln (eq)

q
# G1(λn, λn+1, Φ) =

=
1
q

λnλn+1

λn+1 − λn
ln

λn+1

λn
� Φ−1(G1(λn, λn+1, Φ)) =

1
q

ln
(

λnλn+1

λn+1 − λn
ln

λn+1

λn

)
− ln q

q
�

1$.� ln |an| ≥ −λn

q
ln

λn

eq
(n ≥ n0)# ln λn ≤ qσ + ln q ≤ ln λn+1 � λn+1 ≤

≤ λ1+β
n (β > 0)# ������'�� # .�

Φ−1(G1(a, x, Φ))
κ(a, x, Φ)

� ������� �� (a, +∞)# ��& ����
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n ≥ n0 ��
�( ��

ln ln µ(σ, F ) ≥

≥ qσ

{
ln

(
λnλn+1

λn+1 − λn
ln

λn+1

λn

)
− ln q

}
/

{
λn+1 ln λn+1 − λn ln λn

λn+1 − λn
− ln(eq)

}
≥

≥ qσ

{
ln

(
λnλ1+β

n

λ1+β
n − λn

ln
λ1+β

n

λn

)
− ln q

}
/

{
λ1+β

n ln λ1+β
n − λn ln λn

λ1+β
n − λn

− ln (eq)
}

=

=
qσ

1 + β

{
1 +

ln ln λn

ln λn
− ln (q/β)

ln λn
+

ln (eq)
(1 + β) ln λn

+ o

(
1

ln λn

)}
≥

≥ qσ

1 + β

{
1 +

ln σ + ln q

qσ + ln q
+

(
ln (eq)
1 + β

− ln
q

β

)
1

qσ + ln q
+ o

(
1
σ

)}
=

=
qσ

1 + β

{
1 +

ln σ

qσ
+

1
qσ

(
ln (eq)
1 + β

− ln
1
β

)
+ o

(
1
σ

)}
=

=
1

1 + β

{
qσ + ln σ +

ln (eq)
1 + β

− ln
1
β

}
+ o(1), σ → +∞. !�"

:� �'�� ��# .� � $��'����& '���� !�" � F ∈ S∗(Λ)� 2��� ��& �
&$ � � �
� β > 0

� q > 0 ����� λn+1 ≤ λ1+β
n � ln |an| ≥ −λn

q
ln

λn

eq
(n ≥ n0)� 2��' � !�" ��� �'���

�
�������� qR ≥ q/(1+β) > 0� 1$.� ( F ∈ S∗∗(Λ)# �� �
�������� ln |an| ≥ −λn

q
ln

λn

eq
���� ���� ��& 3'��)&$�*� q > 0 � ���� n ≥ n0(q)� 2��� � �
�������� qR ≥ q/(1 + β)
��� �'��� qR = +∞� ����������� '��� !�" ���
�
���

�� ��������� ��� !�������� ; $���� S∗(Λ) �
�3�������� '��� !�" ���
�
��#
� $�� ����'�� �
��� $' �(� ��
�
$
�� 7<8� 	
��
 �R = R)���&��$ ��$� ������*�
��
�� �&�' ������
 !�" � ν(σ, F ) = 
�*� %
������� 
 ���
$�� 2���

qR = lim
σ→+∞

σ−1 ln λν(σ,F ), �R = lim
σ→+∞σ−1 ln λν(σ,F )

�# &$.� λnj ≤ λω
nj+1

��& �
&$ � ���������������� (λnj ) � � ��� ω > 0# �� � 3 ��)
�� ���$' σj ��� 3$� %
��������*� ���
$�' ��$# .�3 λν(σj−0,F ) ≤ λnj ≤ λnj+1 ≤
λν(σj+0,F )# �����

qR ≤ lim
j→∞

ln λν(σj−0,F )

σj
≤ lim

j→∞
ln λnj

σj
≤ ω lim

j→∞
ln λnj+1

σj
≤ ω lim

j→∞
ln λν(σj+0,F )

σj
≤ ω�R,

��3�� qR ≤ �R lim
n→∞

ln λn

ln λn+1
� 1$.� �
�
� � 3
�
�� $�
/�%���� �&�' !�" ��$# .�3

ln |an| = −λn ln (λn/e)# �� F ∈ S∗(Λ)# �R = 1 � qR = 0 �� '��� # .� !�" �
 � $��'����&�
	
�3�������� '��� !�" � $���� S∗(Λ) ���
�
���

���
�
��# .� '���� !�" � �
�3������ � � $���� S∗∗(Λ)� :� �'�� ��# .� ���� �

� $��'����&# ��3�� ���'� ��������� ������������� (nk) ���'����� � � �
� ��$�# .�



 !: #
�����	 $%&%#%'(� )����� *+#,-

ln λnk+1/ ln λnk
→ ∞, k → ∞� ; 3
�
�� �������� ��������' �� +∞ �
�
�
����)

� /
�
�%�
���' /'�$%�� α ��$# .�3 α(ln λnk+1) ≤ ln λnk+1/ ln λnk
��& ���� k �

/'�$%�& Φ(σ) = exp{σα(σ)} ���
(��� �� $���' Ω# � $�
/�%���� �&�' ������
 !�"
� 3
�
�� ��$# .�3 ln |an| = −λnΨ(ϕ(λn))� 2��� Φ′(σ) = exp{σα(σ)}(α(σ)+σα′(σ)) =
= (1 + o(1))α(σ) exp{σα(σ)} (σ → +∞) � ��& ������(
��& �� ����� $ /'�$%�4 ϕ
��
3� �����&��� ����&��& σα(σ)+ln (α(σ)+σα′(σ)) = ln x� 0����&��$ σ = ϕ(x) %��*�
����&��& ���������&� '���' σα(σ) + ln α(σ) + o(1) = ln x (x → +∞) �# ��(
#

ln σ + ln α(σ) + o(1) = ln ln x, x → +∞. !<"

5�$���$ ln α(σ) = o(ln σ), σ → +∞# �� �����&��$ ����&��& !<" 3'�
�� 6'$�� '
� *�&��

ln σ = ln ln x − β, β = β(x) = o(ln ln x) (x → +∞). !�"

:�������&�� !�" � !<"# ��
�('��� β = ln α(eln ln x−β) + o(1) = ln α(ln x) + o(1)
(x → +∞)# ��3�� ln σ = ln ln x − ln α(ln x) + o(1) (x → +∞) �

ϕ(x) =
(1 + o(1)) ln x

α(ln x)
, x → +∞. !>"

5�$���$ (xΨ(ϕ(x)))′ = ϕ(x)# ��# � $�� ����'�� ���� �� ?������& � ���������6
�)
�& !>"# 3�� ��# .� �&� ������
 !�" � � 3��� � $�
/�%������ ���
( �� �� $���'
S∗∗(Λ)� , !>" � �� ��� ��$�(# .�

κnk
=

1 + o(1)
λnk+1 − λnk

λnk+1∫
λnk

ln x

α(ln x)
dx ≥ 1 + o(1)

α(ln λnk+1)
λnk+1 ln λnk+1 − λnk

ln λnk

λnk+1 − λnk

=

=
(1 + o(1)) ln λnk+1

α(ln λnk+1)
, k → ∞. !�"

, ��6�*� 3�$'# ��$���$ 7�8

ln µ(κn, F ) = −λnΨ(ϕ(λn)) + κnλn = G1(λn, λn+1, Φ) =
λn+1λn

λn+1 − λn
Ψ(ϕ(x))

∣∣λn+1

λn
,

� � �*�&�' �� !>"

Ψ(ϕ(x)) =
1 + o(1)

x

∫ x

x0

ϕ(t)dt =
(1 + o(1)) ln x

α(ln x)
, x → +∞,

��

ln µ(κnk
, F ) =

λnk+1λnk

λnk+1 − λnk

(
(1 + o(1))

ln λnk+1

α(ln λnk+1)
− (1 + o(1))

ln λnk

α(ln λnk
)

)
=

= (1 + o(1))λnk

ln λnk+1

α(ln λnk+1)
, k → ∞. !@"
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, �
�������

 !�" � !@" � �� ���# .�

ln ln µ(κnk
, F )

κnk

≤
ln λnk

+ ln
ln λnk+1

α(ln λnk+1)
+ o(1)

(1 + o(1))
ln λnk+1

α(ln λnk+1)

=

=
ln λnk

α(ln λnk+1)
ln λnk+1

+ o(1) ≤ 1 + o(1), k → ∞,

��3�� qR < 1� 	
�3�������� '��� !�" � $���� S∗∗(Λ) ���
�
���
5�$���$ max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} ≥ max{|ank

| exp (σλnk
) : k ≥ 0}# �� �

�
��
� � �� ��� ��$
- &$.� ��& �
&$�4 ���������4 ������������� (nk) ���'����� �
� �
� ln λnk+1 = O(ln λnk

) � ln (1/|ank
|) = O(λnk

ln λnk
) �� k → ∞# �� qR > 0# �

&$.� ln λnk+1 = O(ln λnk
) � ln (1/|ank

|) = o(λnk
ln λnk

) �� k → ∞# �� qR = +∞�

�� E('F(G H��� AB CDE FGHEI GIJEI GK EBC�IE KLBMC�GBN JEOBEJ PQ R�I�MDFEC NEI�EN SS
TLUIC� V� WUCD� AXNKGIJ�� �Y�>�� ZGF� ��� [�Y>)YY�

�� I������� J���8 K�2L;�. ���� 5 ��� ������
 �&�� � � ��
 SS \ 3� ���
��
('���� �YY@�� 2� �Y# ] ��� \��^>)����

�� I������� J�J�8 M<��. N�J� ,��&��$ ��( ��������&� ���&(
� � �� _�*��
/'�$%�
 SS +��
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����������	 l
������
 ����������� �
������
���������� ����������� ������

������ ����	�
�1� 	
������ ����	�
�2

1�������� ����	
���� ��
�	�� �
���
���� � ���
���� ��� ���
����

��	� ���
��
� ��� �����  !���� ���
��
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�
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�
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�������� ���	
 �� ����
�
���
 �������	��� ���	
����� ����
�
���� 	 ����

DR = {z : |z| < R} �����
� f � �� ��
� f � �����
�� ���������� l�
������ �
l(r) = β/(R − r) ��� 	�
� r ∈ [0, R) 
 ������� β � 1 !���
����� �������
��"
l�
������ 	
�������� �
����������
���� �����
� 

%	&'
�� �	
�
( ����
�
��
 �����
� ���������� 
������� �������	� ���	
����
��� �
����������
��� �����
� 

��	
�

f(z) =
∞∑

n=0

anzn ��


� 
�
������
 � ����� DR = {z : |z| < R} ������� ��
���� ��� �!��� ���� ��
 "! �
���� ���#$�"% �� R
% 
 l � �!�
��
 ��&������
 �
 [0, R) �������� '������ f �
��(
�
)�#�� ������)* !�"� ��!+! l(������� ,�- � DR% ��.! ����) N ∈ Z+ �
��% .! ���
���	 n ∈ Z+ � z ∈ DR

|f (n)(z)|
n!ln(|z|) � max

{ |f (k)(z)|
k!lk(|z|) : 0 � k � N

}
. �/


�
�"��$� � �
��	 ����� N �
���
)�#�� l(������!" ������0 f � DR � &!��
�
)�#��
����� N(f, l; DR)� 1��
����� l(������� ���!0 ������0 !���"�)"! �
"��!* DR �
 C�
2��
 �
$!0 &�
�� 3 ����
���� �"!�� �
 �!�����)��� an% �
 ���	 ������� ��
 )

!�"� ��!+! l(������� � l(r) = β/(R−r)% �� β � 1 � ����� ����!% 
 �
�! �!���� ����
!�"� ��!��� l(������� ���!� ��!0 +�&��+�!"������!0 ������0�

�© �������� ��	 �������� 
�	 ���
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������ �� ./01 a0 �= 0 �
∞∑

n=1

|an|
|a0|R

n � α(R) < 12 �1 N(f, l; DR) = 0 3 l(r) =

=
1 + α(R)
1 − α(R)

1
R − r

45� 67�� r ∈ [0, R)�

���������� 4 !��
����� �/
 ��&���
)% .! N(f, l; DR) = N(ϕ, l; DR)% �� ϕ(z) = 1 +
∞∑

n=1

an

a0
zn� 5�� ��� ���	 z ∈ DR

1 − α(R) � 1 −
∞∑

n=1

|an|
|a0| |z|

n � |ϕ(z)| � 1 +
∞∑

n=1

|an|
|a0| |z|

n � 1 + α(R).

6!"� ��� �! �!+! z ∈ DR � ���	 k � 1

|ϕ(k)(z)|
k!

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
|τ−z|=R−|z|

ϕ(τ)
(τ − z)k+1

dτ

∣∣∣∣∣∣∣ � max{|ϕ(z)| : z ∈ DR}
(R − |z|)k

�

� 1 + α(R)
1 − α(R)

1 − α(R)
(R − |z|)k

� 1 + α(R)
1 − α(R)

|ϕ(z)|
(R − |z|)k

,

�!��!

|ϕ(k)(z)|
k!

(
(R − |z|)(1 − α(R))

1 + α(R)

)k

�
(

1 − α(R)
1 + α(R)

)k−1

|ϕ(z)| � |ϕ(z)|,

������ ��&���
)% .! N(f, l; DR) = 0 � l(r) =
1 + α(R)
1 − α(R)

1
R − r

� 6�!��"� � �!�����!�

4 ��!��"� � ��&���
*�# ��
 ����� �����

�������� �� ����8 f(z) = 1+
∞∑

n=1
fnzn ! �9�5���:9� 6 14�9�:91�; /�;3� <;9/=�� �

∞∑
n=1

|fn| � α < 1� �14� f ! <;9/=�� 1>��?�91@1 l
�94�/7; N(f, l; D1) = 0 3 l(r) =
β

1 − r
2

4� β = (1 + α)/(1 − α)�

�������� �� ����8 f(z) = 1 +
∞∑

n=1
fnzn ! =�5� <;9/=��2 � R > 0 ! 416�5A9� :�751

��/�2 01
∞∑

n=1
|fn|Rn � α(R) < 1� �14� N(f, l; DR/2) = 0 3 l(r) ≡ 2

R

1 + α(R)
1 − α(R)

�

�
���&�
 ��!��"
 "! � ���� �!����!* �� � ��&
���% �!�� a0 = 0% �
� � � ��&
���%
�!�� a0 �= 0�


������ �� ����8 <;9/=�� B"C �9�5���:9� 6 /�;3� DR2 j = min{n � 1 : an �= 0} �
∞∑

n=1

(n + j)!
j!n!

|an+j |
|aj | Rn � αj(R) < 1� �14� N(f, l; DR) � j + J(R)2 4� l(r) =

1
R − r

45�

67�� r ∈ [0, R) � J(R) = min
{

k � j :
1 + αj(R)
1 − αj(R)

� (k + j)!
k!j!

}
�
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���������� 1����#�� aj �= 0 �

f (j)(z) = j!aj +
∞∑

n=j+1

n(n− 1) . . . (n− j + 1)anzn−j = j!aj

(
1 +

∞∑
n=1

(n + j)!
j!n!

an+j

aj
zn

)
,

�! N(f (j), l; DR) = N(ϕ, l; DR)% �� ��&�� ϕ(z) = 1 +
∞∑

n=1

(n + j)!
j!n!

an+j

aj
zn �% �� � �!��(

����� ��!��"� �% 1 − αj(R) � |ϕ(z)| � 1 + αj(R) ��� ���	 z ∈ DR�
�
��% �� � �!������� ��!��"� �% ��� �! �!+! z ∈ DR � ���	 k � 1 "
)"!

|ϕ(k)(z)|
k!

� 1 + αj(R)
1 − αj(R)

|ϕ(z)|
(R − |z|)k

,

�% !����#�� ϕ(k)(z) = f (j+k)(z)/j!aj% �! ��� �! �!+! z ∈ DR � ���	 k � J(R)

|f (j+k)(z)|
(k + j)!

� k!j!
(k + j)!

1 + αj(R)
1 − αj(R)

|f (j)(z)|
j!(R − |z|)k

� |f (j)(z)|
j!(R − |z|)k

,

�!��! ��� ���	 k � J(R)

|f (j+k)(z)|
(k + j)!

(R − |z|)k+j � |f (j)(z)|
j!

(R − |z|)j,

������ ��&���
) ���������#

|f (n)(z)|
n!

(R − |z|)n � max
{ |f (m)(z)|

m!
(R − |z|)m : 0 � m � j + J(R)

}
.

6�!��"� / �!�����!�

4 ��!��"� / ��+�! !���"
�� ���&!����� 
�
�!+� �
������� � � /� 7!�+����"! ���#��

�
������� � !������!"� ����� ������0�

�������� �� ����8 f(z) = z +
∞∑

n=2
fnzn ! �9�5���:9� 6 14�9�:91�; /�;3� <;9/=��

�
∞∑

n=1
n|fn| � α < 1� �14� f ! <;9/=�� 1>��?�91@1 l
�94�/7; N(f, l; D1) � 1 + J 2 4�

l(r) =
1

1 − r
� J = min

{
k � 1 :

1 + α

1 − α
� k + 1

}
�

4
��
 �"!% .! �"!�

∞∑

n=1
n|fn| � α < 1 ) �!��
��#!* ��� �!+!% .!� �������

f(z) = z +
∞∑

n=2

fnzn ���
 ����#�!* �! !&���!0 � !������!"� ����� ,/-�

6�!��"� � � / �
 0	�� �
������ "! �
 �
��!�!���
�� �! �!���� ���� !�"� ��!���
l(������� �&���
�#��	 �������� 7!�+����"! ��� ��$� ���!� ��� +�&��+�!"�������
������*� 6
� �
���
)�#�� ,8% 9� �:- �������

F (z) = F (α, γ; z) = 1 +
∞∑

k=1


k−1∏

j=0

j + α

j + γ


 zk

k!
, γ �= 0, −1 − 2, . . . .
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'������ F (α, γ; z) ) ���!* � �
�!�!�#��) ,8% 9� �:- ���������
�#�� ��������

zw′′ + (γ − z)w′ − αw = 0. �8


4 ��!��"� � � ,;- ��&���
) �
��< ��.! 0 < α � γ% �! ���!� ��
 +�&��+�!"������

������� �
 ��� 00 &!	���� ) ����#��"� �! !&����	 � D � ln MF (r) ∼ r &�� r → +∞%
�� MF (r) = max{|F (z)| : |z| = r}�
1�"� �����# l(������� ������0 F ����"! �!���� ��
�� �
�! �
 �"!�� 0 < α � γ�
=�.! ����� ak &!��
��"! ����!�!�� �!�����)��� ������0 F % �!

F (n)(z) =
∞∑

k=0

(k + n)!
k!

ak+nzk

�% !� �% F (n) ) !�"� ��!+! l(������� � G �!�� � ���#�� �!��% �!�� �
�!* ) �������

Fn(z) = 1 +
∞∑

k=1

(k + n)!
k!n!

ak+n

an
zk = 1 +

∞∑
k=1


n+k−1∏

j=n

j + α

j + γ


 zk

k!
. �;


=�.! &!��
��"! F0 = F % �! � F0 "
) �!�������� � ���&������ ��� �;
� 1����#��

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
n+k−1∏

j=n

j + α

j + γ

∣∣∣∣∣∣
1

k!2k
�

∞∑
k=1

1
k!2k

=
√

e − 1 < 1,

�!% ���!����!��*�� �
����!� / � R = 1/2% !���"�)"! �
�� ����� �����

��������� �� ./01 0 < α � γ2 �1 N(F (n), l; D1/4) = 0 (n � 0) 3 l(r) = 4

√
e/(2 −√

e)2 0 � r � 1/4�
>������"! �! !�"� ��!��� l(������� ������0 F � C \ D1/4� >����
���*�� F �

�������� �8
% ��� |z| � 1/4 "
)"!

|F ′′(z)|
2!(4γ + 4)2

� γ/|z|+ 1
2(4γ + 4)

|F ′(z)|
1!(4γ + 4)

+
α/|z|

2(4γ + 4)2
|F (z)| �

�
(

4γ + 1
8(γ + 1)

+
4γ

32(γ + 1)2

)
max

{ |F ′(z)|
1!(4γ + 4)

, |F (z)|
}

<

< max
{ |F ′(z)|

1!(4γ + 4)
, |F (z)|

}
.

��


=�.! &����
��"! F � �8
 � &�!���������*)"! m � 1 �
�% �! !���"
)"!

zF (m+2)(z) + (m + γ − z)F (m+1)(z) − (m + α)F (m)(z) ≡ 0, �?


������% �� ��.�% !��� �)"!

|F (m+2)(z)|
(m + 2)!(4γ + 4)m+2

�
(

4(m + γ) + 1
(m + 2)(4γ + 4)

+
4(m + γ)

(m + 2)(m + 1)(4γ + 4)2

)
×

× max
{ |F (m+1)(z)|

(m + 1)!(4γ + 4)m+1
,

|F (m)(z)|
m!(4γ + 4)m

}
<

< max
{ |F (m+1)(z)|

(m + 1)!(4γ + 4)m+1
,

|F (m)(z)|
m!(4γ + 4)m

}
.

��
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4 ��
 � ��
 ��+�! ��&���
)% .! N(F, l; C \ D1/4) � 1 � l(r) ≡ 4(γ + 1) (r � 1/4)�
��� �! �!+! ����!�
�!+! n � 1 � ���	 j � 0 � �!�!� �!��� �?
 !��� �)"!

zF (n+j+2)(z) + (n + j + γ − z)F (n+j+1)(z) − (n + j + α)F (n+j)(z) ≡ 0,

������% �� ��.�% !���"�)"!

|F (n+j+2)(z)|
(j + 2)!(4γ + 4n + 4)j+2

�
(

4(n + j + γ) + 1
(j + 2)(4γ + 4n + 4)

+
4(n + j + γ)

(j + 2)(j + 1)(4γ + 4n + 4)2

)
×

× max
{ |F (n+j+1)(z)|

(j + 1)!(4γ + 4n + 4)j+1
,

|F (n+j)(z)|
j!(4γ + 4n + 4)j

}
<

< max
{ |F (n+j+1)(z)|

(j + 1)!(4γ + 4n + 4)j+1
,

|F (n+j)(z)|
j!(4γ + 4n + 4)j

}
.

4����� ��&���
)% .! N(F (n), ln; C \D1/4) � 1 (n � 1) � ln(r) ≡ 4(γ + n + 1) (r � 1/4)�
1� �% �!�����! ����� �����


��������� �� ./01 0 < α � γ2 �1 N(F (n), ln; C \ D1/4) � 1 45� /1?91@1 n � 02
4� ln(r) ≡ 4(γ + n + 1) (r � 1/4)�

���
 �! &!�
�
�� ,�% 9�/8- �
��< ��.! l∗(r) � l∗(r) � N(f, l∗; G) � N % �!
N(f, l∗; G) � N � 6!"� � ����� ��# � � / ��&���
) ��!��"
�


������ �� ./01 ��������� 6��14?�91D @����@�1�����:91D <;9/=�D F (z) =
F (α, γ; z) 3�41615A9�E�A ;�16; 0 < α � γ2 �1 N(F (n), ln; C) � 1 45� /1?91@1
n � 02 4� ln(r) ≡ 4 max{√e/(2 −√

e), γ + n + 1}�

�� 
($%$F$*) &�&� @ABCDE�9 FGA9E�HAI HF JHGAKLK �AKLM�� NO�O% �PPP�

/� G������� H�I� >�! ������0% ����#�� �! !&����	 QQ R���� S#���� ��(��� T���
"�	�("
��� /UU8�� R�&� ?/�� V��;;(�;?�

8� �;39�=16 J��� V&���
�#�W� ��������� 2�% �P?��

;� 
()( 
�&� XA�OBCLA9L HF B FGA9E�HA f BAK �EI IG99LII�OL KLY�OBE�OLI Z[LA f IBE�I\LI
B K�]LYLYAE�BC L^GBE�HA% __ QQ `� aBE[� @ABC� BAK @bbC�� �P:P�� cHC��;/�� d�;//(;8U�
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 � � �����-./.0�� � �.1-�2�--��
:	�	% Oε(A) �
%������
 ε"
��� ��
���� A � �	�����
�& ��
��
��( ε � 0� ;���"

�	�& �&�3 ��
�&�� ε % 1	���
� � �
�1� x �
%����3�$ %
	���$�
�
 Oε(x)( 
	 x ∈ X (
ε � 0�

<	������# ��
���� (X, d) ��%�����
 3/�4-��( ��)
 �
��� %����	�� �&�� � X
�
��������

=	 �# (X, d) � (Y, ρ) > ������ �	������ ��
��
��� ?�

����	��� f : X → Y
��%�����
 (λ, s)
/��5�6�3�� '�&� λ > 0, s � 0*( ��)


ρ(f(x), f(y)) � λ d(x, y) + s, x, y ∈ X.

���&�$( )
 ��

����	��� f : X → Y � �4����.��2-. /��5�6�3��( ��)
 �
�

� (λ, s)"�����1	��� 
�� 
	��� λ, s�

?�

����	��� f : X → Y ��%���3�$ 3/�4-��( ��)
 ��

���% �
��
� �
������
�
��
���� � �
��������� ?�

����	��� f : X → Y ��%���3�$ 0�78. 3/�4-��( ��)

��

���% �
��
� 
��	�	�
� ��
���� � 
��	�	���� <�
���& � �	�����
�& ��
��
��
��%���3�$ .8��9�-.:( ��)
 �
�� ������$�� � 
	���# �&��� ��� ��
��
���� A �
�	�����
�& ��
��
�� (X, d) ���#�	�
 diamA = sup{d(x, y) | x, y ∈ A}�

=	 �# C > 0� <�
���& M � �	�����
�& ��
��
�� X ��%�����
 C"13;�1-.:(
��)
 
�� �
��� x, y ∈ M ���&3�$ x0 = x, x1, ..., xn−1, xn = y ∈ M ����( )

d(xi, xi−1) � C, i = 1, ..., n� <�������$�& ')


 ���3�	���* C"%�9�%�& ��
���&
��%�����
 <.��.-�-�.: C
13;�1-.4���


� ������������ ���������� ? ,-. ��	
	�
 ������
����& ���	�
��3 A� +�9��"
���� 1��� ���	�
��� � ������ �	������ ��
��
��( � �
�@�%���� > ������ ������
����

�����1	�� ��

����	����

=	 �# n ∈ N� �
%�����
 �	�	% expn X ��
���& {A ⊂ X | 1 � |A| � n}� <	�����
d �� X �
�

�&� �	����& A�&�

�@� dH �� expn X

dH(A, B) = inf{ε � 0| A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.
B� ?�C	��� ,D. %���
�
�&��� �	���� n
0����4������2-�= 4����-> 
�� ��
��
���

�����
& expn X � ? ,D. %�&���	�
( )
 expn > @&���
� � ���	�
��� �
������� '�
�"
������ ��&�

�@
�� ��
��
���* � �	�	�	���� ��

����	�$�

�
���	�
( )
 �
����&�1�� expn ��%����� @&���
� � ���	�
���A� E	 ����������	
% ��	�
�	�$ �( �( 2�

���������� �� ?<@. (X, d) A 3/�4-�= �����2-�= ��.4���B �. (expn X, dH) A
��9 3/�4-�= �����2-�= ��.4����

���������� =	 �# A = {x1, ...xk} ∈ expn X � ε > 0� <�
���� C =
k⋃

i=1

Oε(xi) �

�����	���� 
�9�
������ �
�������( �
�& � �
�������� ��
��
�
�� �
%�����
 �	�	%
Nε(A) %����	�& �&�3 % 1	���
� � �
�1� A � ��
��
�� expn X

Nε(A) = {B ∈ expn X | dH(A, B) � ε} ⊆ expn Oε(A).

F	��
 ������( )
 Nε(A) � %����	�
3 ��
��
���
3 � expn C� +����$�� �
��"
��&�1�� expn %�	����� �
���������$( �
 %��
�� ��������( )
 ��
��
���� Nε(A) �
�
������
3 �� %����	�� ��
��
���� � �
������ expn C�



568 0
���� 91!(23

��� �
��
�
 ��

����	��� f : X → Y �	������ ��
��
��� 
%�����
 �	�	%
expn f : expn X → expn Y ��

����	���( )
 
�� %� @
��&�
3

expn f(A) = f(A) ⊂ Y, A ∈ expn X.

G����� ��
����( ��)
 A = {x1, ..., xk} ∈ expn X ( �

�

expn f(A) = {f(x1), ..., f(xk)} ∈ expn Y.

���������� 
� ����= f : X → Y A (λ, s)
/��5�6�3� 3�C.8��9�--�� �.C� 3�C.8��

9�--� expn f ��9 (λ, s)
/��5�6�3��

���������� =	
� �
�
 �
��%���( )


ρH(f(A), f(B)) � λ · dH(A, B) + s


�� �
��� A, B ∈ expn X �

=	 �# dH(A, B) = c� 8

� 
�� �
��
�
 x ∈ A %��#
	�$�� y ∈ B ���	( )
 d(x, y) � c
� 
�� �
��
�
 y ∈ B %��#
	�$�� x ∈ A ���	( )
 d(y, x) � c�

+����$�� ��

����	��� f � (λ, s)"�����1	���( �
 
�� 

���$�
�
 x ∈ A %��#"

	�$�� y ∈ B ���	( )
 ρ(f(x), f(y)) � λ · c + s( � 
�� 

���$�
�
 y ∈ B %��#
	�$��
x ∈ A ���	( )
 ρ(f(y), f(x)) � λ · c + s( �
��
 f(A) ⊂ Oε(f(B)) � f(B) ⊂ Oε(f(A))( 
	
ε = λ · c + s�

E	 
%�����( )


ρH(f(A), f(B)) � λ · c + s,

��


ρH(f(A), f(B)) � λ · dH(A, B) + s.

��������� �� ��C.8��9�--� f : X → Y �����2-�� ��.4�.��3 (X, d), (Y, ρ) -�1�

3�D�>4� 0�78. ��3-.���-��B �<@. �4-7D -�4��C-� E7-<6�� ϕ : [0,∞) → [0,∞) ��<�B
@. lim

t→∞ ϕ(t) = ∞ � ρ(f(x), f(y)) � ϕ(d(x, y)) C/� 34�� x, y ∈ X�

?�

����	��� f ��%�����$�� 0�78�� 3�C.8��9�--��( ��)
 �
�
 � ��&�
 ����
"
������ � ��&�
 ��������

���������� �� ����= f : X → Y A 3/�4-� 3�C.8��9�--�� �.C� expn f : expn X →
expn Y A 3/�4-� 3�C.8��9�--��

���������� =	 �# A ⊂ expn Y > �
������ 8

� ��
���� K =
⋃{C| C ∈ A} ���
� �

�
����� ,�.�

+����$�� ��

����	��� f �����	( �
 f−1(K) > �
�����( � 
��	( (expn f)−1(A) ⊂
expn(f−1(K)) > �
����� �� %����	�� ��
��
���� �
�����&�

����������  � ?<@. f : X → Y A 0�78. 3/�4-� 3�C.8��9�--�B �. 3�C.8��9�--�
expn f : expn X → expn Y ��9 0�78. 3/�4-��
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���������� =	 �# G ⊂ expn Y > 
��	�	�� ��
����� 8

� ���&3�$ A ∈ expn Y � r > 0
����( )
 G ⊂ Nr(A) '�&�� ��
�&�� r % 1	���
� & �
�1� A � expn Y *� =	 %�	��&3��
%����$�
���( �
�	�
 �������( )
 A = {y0} 
�� 
	��
� �
��� y0 ∈ Y � 8

�

(expn f)−1(G) ⊂ (expn f)−1(Nr({y0}) = expn(f−1(Or(y0)),

�
��
 ��
���� (expn f)−1(G) 
��	�	��� ;��
�� �������� ��&�� ��������$ ��

���"
�	��� expn f �

���������� !� ?<@. f A 0�78� 3�C.8��9�--�B �. expn f A 0�78� 3�C.8��9�--��

���������� =	 �# f : X → Y > ��&�	 ��

����	���� 8

� �
�
 � ��&�
 ����
������(
� 
��	( ���&� �	���
�� @&��1�� ϕ : [0,∞) → [0,∞) ����( )
 lim

t→∞ϕ(t) = ∞( � ����


ρ(f(x), f(y)) � ϕ(d(x, y)), x, y ∈ X.

0
%����	�
 

���$�� A, B ∈ expn X. =	 �# dH(A, B) = c.

8

� 
�� �
��
� �
��� x ∈ A ���&�( �����#���( 

�� �
��� y ∈ B ����( )

d(x, y) � c� /���
����
( 
�� �
��
� �
��� y ∈ B ���&�( �����#���( 

�� �
��� x ∈ A
����( )
 d(y, x) � c� 8

�( %� 
%���	���� ��&�
�
 ��

����	���( 
�� 

���$�
� �
���
f(x) ∈ f(A) %��#
	�$��  
�� � 

�� �
��� f(y) ∈ f(B) ����( )
 ρ(f(x), f(y)) � ϕ(c)(
�( ����
����
( 
�� 

���$�
� �
��� f(y) ∈ f(B) %��#
	�$��  
�� � 

�� �
��� f(x) ∈
f(A) ����( )
 ρ(f(y), f(x)) � ϕ(c)�

8
��
( 
�� �
��
�
 δ > 0 ����


f(A) ⊂ Oϕ(c)+δ(f(B)), f(B) ⊂ Oϕ(c)+δ(f(A)),

%��
�� ��������( )
 ρH(f(A), f(B)) � ϕ(c)� ?�� 
�&3�� �
�	�	
�� ��	�
�	��� -(


	��&��
( )
 expn f > ��&�	 ��

����	����

�� ��������� "��� +
�� % ������� ���	�
��# � ������
�����# �
�
�
��� ��	"

	�� � ,H.� <� ��%�����
 13 ���	�
��3 ���	�
���3 0
	 � �
%������
 R� +�9������
���	�
��� R � ������ �	������ ��
��
��( � �
�@�%���� > ��&�� ��

����	���� I�
�����

� ��	�
�	�$ �( -( � 

	��&��
( )
 �
����&�1�� expn ��%����� @&���
� �
���	�
��� R '@&���
� n"���	����	�����
�
 ��	�	��*�

��������� 
� ��C.8��9�--� f : (X, d) → (Y, ρ) -�1�3�D�>4� 0�78�� 3</�C�--��B
�<@. �4-7:�> -�4��C-� E7-<6�F ϕ1, ϕ2 : [0,∞) → [0,∞) ��<�B @.

lim
t→∞ϕ1(t) = lim

t→∞ϕ2(t) = ∞

�

ϕ1(d(x, y)) � ρ(f(x), f(y)) � ϕ2(d(x, y))

C/� 87C>
�<�� x, y ∈ X.

���������� #� G7-<�.� expn 18���0�D 0�78� 3</�C�--��
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�����������
�����$
 �
��%���( )
 ���
�&��$�� ���� ������� �	����
��� % 
%���	���
��&�
�
 ����
	���� '8�	�
�	��� � %��	%�	�&� ���
����� ����
� ������� �	����
���*�

=	 �# ϕ1, ϕ2 : [0,∞) → [0,∞) > �	���
�� @&��1�� % 
%���	��� ��&�
�
 ����
	���
� ρH(f(A), f(B)) = ε 
�� 
	��� A, B ∈ expn X � E	 
%�����( )
 
�� 

���$�
� �
���
x ∈ A ���&� 
	��� �
��� y ∈ B ����( )
 ρ(f(x), f(y)) � ε � 
�� 

���$�
� �
��� y ∈ B
���&� 
	��� �
��� x ∈ A ����( )
 ρ(f(y), f(x)) � ε�

;� 
%���	���� ��&�
�
 ����
	���

ϕ1(d(x, y)) � ρ(f(x), f(y)) � ε 
�� �
��
�
 x ∈ A � 
�� 
	��
�
 y ∈ B,

� ���
�

ϕ1(d(y, x)) � ρ(f(y), f(x)) � ε 
�� �
��
�
 y ∈ B � 
�� 
	��
�
 x ∈ A.

+�
�( ���&� m > 0 ���	( )


ϕ1(m) � ε, 
	 Om(A) ⊃ B � Om(B) ⊃ A.

+����$�� ϕ1 > �	���
�� @&��1��( �
 ϕ1(m) � ϕ1(c)( 
	

c = min{m| A ⊂ Om(B), B ⊂ Om(A)}.

+��	(

ϕ1(dH(A, B)) � ρH(f(A), f(B)) � ϕ2(dH(A, B)).

;��
�� ��������( )
 expn f � ��&��� ����
	�����

 � ������������$ ������ +%���	��� ������
����
�
 �����& ���	���$
<� A�
�
�& ,J.� 8&� �� �
%���
���
 ���	 ����

� ������
����
 �&�$������� 
��
��
����

=	 �# (X, d) > �	������# ��
�����

��������� �� ��97�>B @. �4����.��2-�= 3���� �����2-.0. ��.4�.�7 X C.

��3-:D -7/: H�.1-�2�D�>4� asdim X = 0IB �<@. C/� C.3�/>-.0. D > 0 �4-7D 4��;�
�-.9�- U ��<�B @.J

 I U �.<��3�D X ;
�I U ��3-.���-. .8��9�-� H�4-7D C > 0 ��<�B @. diam U < C C/� <.9-.F

U ∈ U)K
LI 4��;� U D D
C�4<���-.:B �.8�. C/� C.3�/>-�� U, V ∈ U ��<��B @. U �= V,

��D�. inf{d(u, v)| u ∈ U, v ∈ V } > D�

G����� ��
����( asdimX = 0( ��)
 
�� �
��
�
 D > 0 ��
���� X �
��� %
���"
%��� & �����
� 
�9�
����� D"
�%93����� ��
���( 
���	��� ��� 
��	�	�� %�
��

	��
3 ����
3�

������

� ������
����
 �&�$������
�
 ��
��
�& � ���� �
����&�1��( ��& �
�"
�� ������� ����
�
� �������
�
 �	����$�
�
 ��
��
�& � ������
�����# �
�
�
����

=	 �# (Xi)∞i=1 > �
���

�����$ �����	��� ��
���( Xi �= ∅ 
�� �
��
�
 i� ;�@��"
�&��
 �
��& xi ∈ Xi�
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�
%�����


X∗ = {(yi)∞i=1| yi ∈ Xi, yi = xi 
�� ��� ( ���� �����	��
�
 �����( i}.

=� ��
���� X∗ �
%����	�
 �	����&

d((yi), (zi)) = min{k| yi = zi 
�� ��� i > k}.

=	����
�& �	�	����& �
�
( )
 d > �	����� �� X ( %�������
 �����	���

���������� %� M����2-�= ��.4��� (X∗, d) 3/�4-�= � asdimX∗ = 0�

���������� K����
�( � ��
��
�� X∗ %����	�� �&�� ��
�&�� ε % 1	���
� � �
�1� (yi)
> 1	 ��
���� �
���

��
��	# (zi) ���� ( )
 d((zi), (yi)) � ε( �
��


Oε((yi)) = {(zi)| zi = yi 
�� ��� i > ε}.

+����$�� ��
���� Xi �����	���( �
 ��
���� �
�
� zi ∈ Xi ���� ( )
 zi �= yi(
�����	���� 8

� ��
���� Oε((yi)) � �����	���� 
�9�
������ �����	��� ��
���(

��	( �
��������

�
���	�
 �	�	�( )
 ������
�����# ����� 1$
�
 ��
��
�& 

����3� �&�3�
;�
��
 

���$�	 D � 1 � �	 �# n ∈ N > ��������$�	 ���&���$�	 ����
( )
 �	

�	�	��)&� D� ���
���
 ��
���&

A = {(yi)∞i=1| yi = xi 
�� �
��
�
 i > n}.

;�
%&���
( )
 diam A = n � D�
?��	�	�
 

���$�& �
���

�����$ (zi)∞i=1 ∈ X∗, (zi) = (z1, ..., zn, ...)( 
�� ��
�

zi �= xi  
�� � 
�� 

�
�
 �
�	�� i > n.
�
%�����
 Bn,z = {(yi)∞i=1| yi = zi 
�� ��� i > n}� 8

� diam Bn,z = n � D�

I�)
 (z
′
i)

∞
i=1 �= (z

′′
i )∞i=1, �
 ��
���� Bn,z′ �� Bn,z′′ ������$( ��
�
��
�
( �
�"

��

��
���( ��� ��
��%��3�$��( �����#���( 

���3 �

�
����
3 k > n '�����	 � �
��
���	���� ��# ����# ��
���� Bn,z*� +����$�� n > ��������$�	 ���&���$�	 ����
( )

�	 �	�	��)&� D( �
 k > D� 8
�& inf d(Bn,z′ , Bn,z′′ ) > k > D, � ���
� inf d(A, Bn,z) >
k > D. ���� �
�
( A ∪ ⋃

z
{Bn,z} = X∗, � 1	 
%�����( )
 asdimX∗ = 0�

���������� &� ����= asdimX = 0, �.C� asdim (expn X) = 0.

���������� =	 �# D > 0� +����$�� asdim X = 0( �
 ���&� ����
����
 
��	�	�� D"

����	��� ���9� U ��
��
��� ��
���� X ����( )
 �
������ X �

=	 �# A ∈ expn X � ���#�	�
 AU = {A′ ∈ expn X | A ∩ U �= ∅ ⇐⇒ A′ ∩ U �=
∅ 
�� �
��
�
 U ∈ U}� 8

� AU ⊂ expn X � �
%�����
 U = {AU | A ∈ expn X}�
+�	��
�
( )
 ���9� U � �
������� ��
��
�& expn X �

�
���	�
( )
 ���9� U � ����
����
 
��	�	�� � �	���1� A�&�

�@�� =	 �# C =
max{diam U | U ∈ U}� +����$�� U > ����
����
 
��	�	��( �
 C < ∞�

��� �
��
� A ∈ expn X ����
( )
 diam AU = max{dH(A
′
, A

′′ | A
′
, A

′′ ∈ AU}�
I�)
 x

′ ∈ A
′
( �
( 
�	��
�
( ���&3�$ x

′′ ∈ A
′′
� 	�	�	�� U ∈ U ( 
�� ��� {x′

, x
′′} ⊂ U �
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+����$�� diam U < C( �
 %��
�� ��������( )
 A
′ ⊂ OC(A

′′
)� <���&3�� ����
���"

�
( 

	��&��
( )
 A
′′ ⊂ OC(A

′
)( %��
�� dH(A

′
, A

′′
) < C� ;��
�� 

	��&��
( )


diam AU � C( � 1	 # 
%����� ����
����& 
��	�	����$ ���9� U �
�
���	�
 �	�	�( )
 ���9� U � D"
����	��
3� =	 �# A, B ∈ expn X � AU �= BU �

8

� ���&� V ∈ U ( )
 �	�	����� ���	 

�& % ��
��� A, B� =	 �# 
�� ��%���	�
���
A ∩ V �= ∅ � B ∩ V = ∅� 0
%����	�
 

���$�� A

′ ∈ AU � B
′ ∈ BU � =	 �# x ∈

A
′ ∩V � +����$�� ���9� U � D"
����	��
3( �
 

	��&��
( )
 OD(x)∩B

′
= ∅( %��
��

dH(A
′
, B′) > D�

!� '���(���� 0
%����	�
 
�� ������
�( )
 ��
�&3�$�� %�
��� ���&����� ��&�� 
����
	�$ ���	����	������ ��	�	��� 
	��� ������
����
 �&�$������� ��
��
����

�� ;���	��# �	������# ��
���� {xi| i ∈ N} ��%�����
 71�0�/>-�-.: �.4/�C.3-�

4�:( ��)
 lim

i→∞
d(xi, {x1, ..., xi−1}) = ∞�

������� �� ����= S = {xi| i ∈ N} A 71�0�/>-�-� �.4/�C.3-�4�>� N�� n � 2 -�
�4-7D 0�78.0. 3</�C�--� expn S 3 S.

��������������&����
( )
 ���	 f : expn S → S ���&�� 8

� ���&3�$ �	���
�� @&��1��
ϕ1, ϕ2 : [0,∞) → [0,∞) ����( )


lim
t�→∞ϕ1(t) = lim

t�→∞ϕ2(t) = ∞

�

ϕ1(dH(x, y)) � d(f(x), f(y)) � ϕ2(dH(x, y)) 
�� �&
$"��� x, y ∈ expn S.

+�	��
�
( ���&� t0 > 0 ���	( )
 ϕ1(t0) = c1 > 0.
0
%����	�
 

���$�� 
�� �
��� xi = y � xj = z � S ����( )
 d(y, z) � t0. ���#�	�


ϕ2(d(y, z)) = c2. =	 �# k > max i, j. 8

� dH({xk, y}, {xk, z}) = d(y, z).
+
	��&��


c1 � dH({xk, y}, {xk, z}) � c2 
�� 

���$�
�
 k. (1)

+����$�� lim
i�→∞

d(xi, {x1, ..., xi−1}) = ∞, �
 ���&� i0 ∈ N ���	( )
 
�� �
��
�


i > io ����


dH(xi, {x1, ..., xi−1}) > c2.

I�)
 k > i0, �
 % �	����
��� (1) � % 
%���	��� &%����$�	�
� �
���

��
��� �����"
���( )


f({xk, y}), f({xk, z}) ∈ {x1, ..., xi0}.
+����$�� ��
���� ��� ��
��
�
���� ��� 	�	�	���� ��
���� {x1, ..., xi0} ����"

�	���( �
 ���&� �	�����	��� ��
��
���� M ⊂ N � a ∈ {x1, ...xi0} ����( )
 f({xk, y}) =
a 
�� �
��
�
 k ∈ M.

0
%����	�
 %�
���3�& �
���

�����$ (ki)∞i=1 � M. +
	��&��


lim
i�→∞

dH({xk1 , y}, {xki, y}) = ∞,
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�
�&

lim
i�→∞

ϕ1(dH({xk1 , y}, {xki , y})) = ∞,

)
 �&�	�	���$ 
%���	��3 ��&�
�
 ����
	���( �
�	

ϕ1(dH({xk1 , y}, {xki, y})) � d(f({xk1 , y}, f({xki, y})) = 0.

�� 0
%����	�
 ��
��
���& 
�#��
� ����
� C =
∞⋃

n=1
Ci( 
	 C1 = [0; 1], C2 = C1 ∪

(C1 + 2 · 30), ..., Cn = Cn−1 ∪ (Cn−1 + 2 · 3n−2)�
<�
���& C �
��� ������� ����
�
� ����
����
� ����
�
�
� ��
���� � �����"

�
�����# �
�
�
����
K����
�( �&
&3�� ����
����& ����
�
�& ��
���&( �
���

��
 ��
�����
 % 

�"

����
�
 ��
��%�� ���9� ���	������ 

����� 3−n, n ∈ N( �

� �� �
�&

�& ��
���� C
�
��� &������ �� ��
��	��� % ��
���� R ���	# ���	������ 

����� 3n, n ∈ N�

������� 
� �4-7D 0�78� 3</�C�--� ��.4�.�7 expn C 3 C (n � 2).

���������� K�
����& �
���	�
( )
 ���&� ��&�	 ����
	��� ��
��
�& Cn � C(
(n � 2)�

7&
&��
 ��

����	��� f ���( )
� ���
�&�����$ &�
��
f((Cm)n) ⊂ Cmn−n+1 
�� �
��
�
 m�
<	����& � ��
��
�� Cn %�
���
 @
��&�
3 d(x, y) = max

i
d(xi, yi)( 
	 x =

(x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn)�
�
%�����
 �	�	% Dm �
��
�	��& 3m"%�9�%�
��� ��
��
�& Cn( )
 ������$ 0 =

(0, ..., 0)( (m � 0)� +�	��
�
( )
 �
��� �
��
�	��� Dm > 
�%93����	 
�9�
����� 2n

�
��
�	�� Dm−1�

Dm =
2n⋃

j=1

(aj + Dm−1)( 
	 aj ∈ R
n 
�� j = 1, ..., 2n� ?�

����	��� f �&
&��


��
&�����
� ���#�	�
 f(0, ..., 0) = 0� ����&����
( )
 ��

����	��� f |Di ��	 �
�&"


���	 
�� ��� i < k�

�
�&
&��
 fk = f |Dk
� =	 �# s : {1, ..., 2n} −→ Cn+1 > ��9������	 ��

����	���(

)
 ��� ����������$L ��)
 i �= j( �
 s(i) � s(j) ���	���$ ��%��� �
��
�	���� Dkn+n−2(
)
 ���	���$ �
��
�	��� Dkn+n−1( � � �������$���� 	�	�	����� � 1� �
��
�	��� �

8

� ��

����	��� f |Dk
��%������$�� &�
�
3L ��)
 x ∈ (aj + Dk−1)( �
 fk(x) =

s(j) + fk−1(x − aj)�
�
%�����
 �	�	% D−1 ��
���& Cn

1 � +���%
� 1��� ��
���� ��� ��

����	��� f �
��
���� C1( � 
�� ��� x, y( )
 ���	���$ D−1( ���
�&3�$�� �	����
���

0 � d(f(x), f(y)) � 1.

=	 �# �
��� x � y ���	���$ ��# ����# �
��
�	��� Dm ��
��
�& Cn( ��	 ��%���
��
����� 3m−1"%�9�%�
���( 
	 m �������$�	( �
��
 x ∈ ai +Dm−1, y ∈ aj +Dm−1, i �=
j� ��� ���
�& ��

����	��� f ( %�
��
�& ��)	( �&
&�$ ���
�&�����$ �	����
���

3m � d(x, y) � 3m+1, (2)
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�

3mn+n−1 � d(f(x), f(y)) � 3nm+n. (3)

8

� �� @&��1�� % 
%���	��� ��&�
�
 ����
	��� �
��� ������� @&��1�� ϕ1(t) =
t, ϕ2(t) = 3tk(m)( 
	 k(m) �&
	 
%���	�
 ����	� F	��
 ������( )
 ���
�&3�$�� �	"
����
���L d(x, y) � d(f(x), f(y)) � d(f(x), f(y)) � 3d(x,y)k(m)� �	��� �	�������$ 
%��"
���( )
 3m+1 � 3mn+n−1 + 1( %��
�� 

	��&��
( )
 n � 2 
�� �&
$"��
�
 m� ��&��
�	�������$ 
%�����( )
 3mn+n � 33m+1

k(m)( %��
�� ����
L n(m + 1) � 3m+1 + k1(m)(

	 k(m) = 3k1(m)( m + 1 � 3m+1+k1(m)

n � E� �	�������$ ���
�&��$�� 
�� 

���$�
�


m ∈ N ��� k1(m) = (n − 1) · 3m+1� 8

� k(m) = 3k1(m) = 3(n−1)·3m+1
�

<�3�� %���	��� k(m)( ����
 k(m + 1) %�� 

��
 %� �	�&�	���
3 @
��&�
3

k(m + 1) = 3(n−1)·3m+2
= 3(n−1)·3m+1·3 = (3(n−1)·3m+1

)3 = (k(m))3�
I�)
 � �
��� x � y ���	���$ ��# ����# �
��
�	��� M 3p"%�9�%�
��� �
��
�	���

Dm (p < m)( �
 ���
�&3�$�� �	����
��� (2) � (3) %� &�
�� m = p '�
��
�	��� M
��

�������$�� & �
��
�	��& 3pn+n+1"%�9�%�
���*�

8
��
( @&��1�� ϕ1(t) =

{
0, 0 � t � 1,

t, t > 1
� ϕ2(t) =

{
1, 0 � t � 1,

3tk(m), t > 1
%��	%"

�	�&3�$ ���
����� &�
� ��&�
�
 ����
	����
<�3�� ��&�	 ����
	��� f ��
��
�& Cn � C( �
��� �
�&
&���� ��&�	 ����
	���

��
��
�& expn C � C�
�
%�����
 �	�	% D

′
m �
��
�	��& 3m"%�9�%�
��� � ��
��
�� expn C( )
 ������$

{0}� I� � 
�� ��
��
�& Cn( ����
L D
′
m =

k(n)⋃
j=1

(aj + D
′
m−1)( 
	 aj ∈ R

n 
�� j =

1, ..., k(n)� �
%�����
 �	�	% p : Cn → expn C @���
���

����	���� 8

� p(Dm) =
D

′
m� ?�

����	��� g( �� � ��

����	��� f ( �&
&��
 ��
&�����
� <���
 g({0}) = 0�

=	 �# D
′
−1 = expn C1� +%�����
 ��

����	��� g|D′

−1
( ���#��3�� g(x) = f(y)( 
	

y ∈ Cn > 

���$�� �
��� ����( )
 p(y) = x�
8	�	� %���
�&��
 ��
&�1�3� ����&����
( )
 ��

����	��� g|D′

i
�
�&

���	 
��

��� i < k� <�3�� ��

����	��� s( ��%���	�	 ��)	( 
%�����
 ��

����	��� g|D′
k

���L ��)
 x ∈ (aj + D
′
k−1)( �
 gk(x) = s(j) + gk−1(x − aj)�

��� �
�
� x � y( )
 ���	���$ �
��
�	��� D
′
m( ��	 ��%��� �
��
�	���� 3m−1"

%�9�%�
���( 
���%� g(x) �� g(y) ���	�����&�$ �
��
�	��� Dmn+n−1 � �&
&�$ ���
"
�&�����$ �	����
��� (2) � (3)� I�)
 � �
��� x �� y ���	���$ 

��# �
��
�	��� 3p"
%�9�%�
��� �
��
�	��� D

′
m, p < m( �
 ���
�&3�$�� �� ���� �	����
��� ��� m = p�

��� ���
�
 ��

����	��� g ���
�&�����&�$�� &�
�� ��&�
�
 ����
	���( ����
"
�& @&��1�� ϕ1 � ϕ2 �&
&�$ ���� ������( )
 � 
�� ��

����	��� f �

#� )�*������� � �������� �������� =	 �# X > ��
����� ?�	
	�
 �� n"�&
��	�	�� Xn ��
���� X ��
�
�	��� 	������	���
��� ∼� ��� 1$
�& x = (x1, ..., xn) ∼
y = (y1, ..., yn)( ��)
 ���&� �	�	����
��� σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} ����( )
 xi =
yσ(i) ( 
�� �
��
�
 i = 1, . . . , n� �
%�����
 �	�	% [x1, . . . , xn] ���� 	������	���
���(
)
 ������$ (x1, . . . , xn) ∈ Xn� =	 �# SPnX > @���
�"��
����( 	�	�	����� ��
�
 �
����� 	������	���
��� [x] = [x1, ..., xn]�
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I�)
 X > �	������# ��
����( �
 �� ��
���� SPnX ��	
	�
 �	����&
d([x], [y]) = min

σ
max

i
d(xi, yi)�

<
��� �
��%���( )
 �	%&�$����( 

�	
	�� ��)	 
�� �
����&�1�� expn( �����
�&"
3�$�� � 
�� �
����&�1�� SPn� 7��$� %����$�
 1� �	%&�$���� �
%�
��3
�&3�$�� ��
���� �
����$�� @&���
��� �����	��
�
 ��	�	�� � ���	�
��� R( ��	
	��# � ,M.�

=� %��	��	��� �@
��&�3��
 ���
�	%&L �	 ���&� ��&�
�
 ����
	��� expn S �
expm S ��� n > m, 
	 S > &%����$�	�� �
���

�����$( 
%���	�� � �	
�	�� ��
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�� �����

������ �����	
���

�������� ����	
����
”

��� �����	������“�

����	
� ��
�� ��� ����� 
���� ��
���	

�� �� �����	 �
�� �
� ��� �� ���
�� �� �
��
 �
� ���������
 ��� �� �
� 
���������

�� ������� ��
��� ��	��� �� ��
���
� ��	�
 �
 R
3 �
�� �
� ��������
	�
� 
���������

�
 R
2 �� 
�� ���
� �� 	�
�� �
 �
� 
���������� � ������� ������ ��
 �� �����
 ��� �
�

���������
 �� R
n �
�� R

2� �
��� n > 2�

�	� ��
��� ��
���
� ��	�
� 
���������� ���
 ���


� ��	 cc(Rn) 
���	� 	
� ��	 �� ��� ������	 ������ �����	� �� R
n ��
���
 ��	


	
� ����
��� ��	���� ��� m ≤ n� �� ������ 	
�	 R
m �� ����

�
 �� R

n �� 	
� ��	
(x1, . . . , xm, 0 . . . , 0)� ��� m ≤ n� 	
� ��� ��	��� ��� pr : R

n → R
m ��
���� 	
� ��	����

��� A �→ pr(A) : cc(Rn) → cc(Rm)� !	 �� ����"#���� 	
�	 	
� ��
���
 ��� $�� ��������
	
� ��	�	��� pr ��� �	% �� ����� &�������� 	
�� ��� �� ���� ���	�

' �����
 ������ ��
( C �� R
n �� �� &*-.)(-) /�0)' d > 0 ��

C − C = {x− y | x, y ∈ C} = Bnd (0)

$	
� �����
 ���� �� R
n �� ��
��� d > 0 ���	���
 �	 	
� ���)��%� *
�� �� �+�������	 	� 	
�

��������), 	
� 
��	���� ��	���� 	
� 	�� ������	��) ������ 	� 	
� ��
( �� )���� 
����	���
�� ��
����
��	 �� 
����	��� ��
 �+���� d�

��	 cwd(Rn) 
���	� 	
� ��	 �� ��� ������ ��
��� �� ����	��	 ��
	
 d > 0 �� R
n� -�

��
�� 	
�� ��	 ��	
 	
� ����
��� ��	���� *
�� ��	���� dH � �� �� ���	 
�.��
 �� 	
� �����(
exp R

n �� ��� ������	( ������	 �����	� �� R
n,

dH(A,B) = inf{ε > 0 | A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}, A,B ∈ expX.

�© ���������� 	
� �
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!	 �� �����
 �� /�0 $��� ���� /�0 ��� �� ��	����	��� �����% 	
�	� ��� n ≥ 2� 	
� ����� cwd(Rn)
�� � �������
 ��
���
 �� 	
� ������	 ���� Q $� Q"�������
%� *
�� �����	 ���������
� 	�
	
� ����"#���� �����	 
�� 	� 1�
���� 2���� ��
 3	����#�� /40 	
�	 cc(Rn) �� � Q"�������

�� n ≥ 2� �������� 	
��� �� �� ������	� �����)( ��	���� 	
� ���� �� ������	 ������ ��	�
��
 	
�	 �� ������	 ������ ��	� �� ����	��	 ��
	
� 1����(� �	 �� �����
 �� /�0 	
�	 	
�
��
���
 ��� ��	��� ��� pr : cwd(R3) → cwd(R2) �� ��	 �����

5����� 	
�	 � ��� �� 	�����)���� ������ �� *1#- �� 	
� ���)� �� ����( ���� ��	 �� �����
-� ��( 	
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� ������� ���)	
 �� 	
� 
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�
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�
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�
��#�� �� �	
 ���
����� �� 
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��
 ���
� �	��
 ����
����� 
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��
�� ����
���
�
�� ��
��
 ��������
�� 
�
 ���
��
� ��!%��!�

&� �
�����#
�% �� ��! �	
 	��
���
�
 ������� 
����� �� �	
 �
�
���� �� ��
��
 ����#����
#
��
�
� �
� ������
�
�� &� �
� ���"
� �� ��! �	
� �	
 	��
���
�
 ������� �
�
����
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���
� �� �	
 ��
��
 �
�
�����

&� ��! �	
 
��	�� ������
�
� �	
 ������ �� ����
# ������� �� �	
 ��
��
 �
�
���� 
��

��
�#��	
� ���
 ����
���
� �� �	
 ����
# ��������� �	
 
�� �� �	�� ���
 �� �� �	
�
��
��'

�	
 �#
�� �� G(����
���� ���
� ������� �� �	
 ��
��
 �
�
���� �� �

�� �� �	
�� 
)�
�����
���� �	
 *#
��#� �
�
���� �� �	
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2. �������������� ,
 ���
-� �
�
## ���
 �
�
��
�� �
.������� 
�� �
��#�� ����
�����
�	
 �������� �� �	
 ��
��
 �
�
���� 
�� 
#�� �	
 *#
��#� �
�
����
� �� ���
���

���� ��� ���� �� ���  �����  ���!���� /�� �	
 ���"
��
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 �� �

�
� �
 �
�
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�
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�
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�© ������ ��� 	
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� ��� ����
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1
� X �
 
 �
� 
�� M,N ⊂ X ×X � �	
 &*-.*/�)�*0 �� M 
�� N �� �	
 �
�

MN = {(x, y) ∈ X ×X | �	
�
 
)���� z ∈ X ���	 �	
� (x, z) ∈M, (z, y) ∈ N},

�	
 �01#$/# �� M �� �	
 �
� M−1 = {(x, y) ∈ X ×X | (y, x) ∈M}�
2 &*($/# /)2&)2$# �� 
 �
� X �� 
 �
��#� E �� ����
��% �	��	 
�
 �
##
� �	
 #0)*2$(3#/%

�� �	
 ������� X ×X �	
� �
���.
� �	
 ��##����� ����
���
�3

�� 
�� .���
 ����� �� 
�����
�
� �� ����
��
� �� 
� 
�����
�
0

�� ��� 
"
�� 
�����
�
 M % ��� ��"
��
 M−1 �� ����
��
� �� 
� 
�����
�
0

4� ��� 
"
�� 
�����
�
� M % N �	
�� ����������� MN �� ����
��
� �� 
� 
�����
�
0

 � ∪E = X ×X �

2 &*($/# /.(&# �� 
 �
�� (X, E)% �	
�
 E �� 
 ��
��
 ��������
 �� 
 �
� X �
1
� (X, d) �
 
 �
���� ��
�
� �	
 �
��#�

Ed = {{(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < n} | n ∈ N}

����� 
 -#)$�& &*($/# /)$2&)2$# �� X �
5�"
� M ∈ E 
�� A ⊂ X �
 �
.�
 �	
 M 
0#�3'4*$'**5 M(A) �� A 
� ��##���3

M(A) = {x ∈ X | (a, x) ∈ M ��� ���
 a ∈ A}� ,
 ��
 �	
 ���
���� M({a}) ����

� ��
M(a)� 2 �
� A ⊂ X �� 4*205#5 �� �	
�
 
)���� x ∈ X ���	 �	
� A ⊂M(x)�

1
� (Xi, Ei)% i = 1, 2% �
 ��
��
 ��
�
�� 2 �
� f : X1 → X2 �� �
##
� &*($/#% �� �	

��##����� ��� ���������� 	�#�3

�� ��� 
"
�� M ∈ E1 �	
�
 
)���� N ∈ E2 ���	 �	
� (f × f)(M) ⊂ N 0

�� ��� 
�� �����
� ����
� A �� X2 �	
 �
� f−1(A) �� �����
��

1
� f, g : X1 → X2 �
 ��
��
 �
��� &� �	
�
 
)���� U ∈ E2 �	
�
 E2 �� �	
 ��
��

��������
 �� X2� ���	 �	
� (f(x), g(x)) ∈ U ��� 
"
�� x ∈ X1 �	
� �	
 �
�� f, g 
�
 �
��
�� �
 U 
&+*/#� 6
.�
 �	
 �
#
���� ∼ �� �	
 �
� �� 
## ��
��
 �
�� 
� ��##���3 f ∼ g �� 
��
��#� �� f 
�� g 
�
 U (�#��
% ��� ���
 U � &� �� 

�� �� �

 �	
� ∼ �� 
� 
7��"
#
��
 �
#
����
�� �	
 �
� �� ��
��
 �
�� ���� X − 1 �� X2� ,
 �
���
 �� [f ] �	
 
7��"
#
��
 �#
�� �� ∼
�	��	 ����
��� f �

�	
 ����������� �� �	
 
7��"
#
��
 �#
��
� �� �	
 �
�� �� �	
 �
)� �
�3 [gf ] = [g][f ]
&� �� 

�� �� �

 �	
� �	
 ��
��
 ��
�
� 
�� ��
��
 �
�� ���� 
 �
�
����� ,
 �
���
 ��

�� CS 
�� �� CS/∼ �
 �
���
 �	
 �
�
���� �	��
 ��8
��� 
�
 ��
��
 ��
�
� 
�� �	��

����	���� 
�
 �	
 
7��"
#
��
 �#
��
� �� �	
 ����	���� �� �	
 �
�
���� CS.

,
 ���
-� �
�
## ���
 ������� ���� �	
 �	
��� �� ����
# �������� �� �	
 �
�
����
Comp �� ����
�� 9
�����: ��
�
�0 �

% 
���% �;! ��� �
�
�#�� 2� 
���������� F �� Comp
�� �
##
� 0*$-(+ �� F �� ���������� % ��������	��% 
������	��% ��
�
�"
� �
��	� �� ��.���

����
��
% ���
��
������% ��
��
�
�% ����#
���� 
�� 
���� �
�� 2 ����
# ������� �� �
##
�
60�)($7 �� �� ��
�
�"
� �	
 �#
�� �� .���
 �
���



)*) ,�-������ $��. �� /�-
���� !�����#(�

<�� #
� F �
 .���
�� ����
# ������� �� �
��

 n ≥ 1% (X, E) 
 ��
��
 ��
�
� /�� 
��
U ∈ E �
.�


Û ={(a, b) ∈ FX × FX | �	
�
 
)��� W1, . . . ,Wk ∈ E ,
f1, . . . , f2k ∈ C(n,X), c1, . . . , ck ∈ Fn ���	 �	
�

W1 . . .Wk ⊂ U, 
�
 f2i−1, f2i U (�#��
% i = 1, . . . , k,
� Ff1(c1) = a, Ff2k(ck) = b,

Ff2j(cj) = Ff2j+1(cj+1), j = 1, . . . , k − 1}.
<��
 �	
� 	
�
 �
 ������
� �	
 �
� X 
� 
 �����
�
 ����#����
# ��
�
% �	
� �� �	� �� ��
������#
 �� ������
� �	
 �����
�
 ��
�
 FX % �	��	 �� ��
���.
� ���	 �	
 ���
�#���� �
��

&� �"! �� �� ���"
� �	
� �	
 �
��#� {Û |U ∈ E} ����� �	
 ��
��
 ��������
 �� FX.
$

 ��! ��� �	
 ����� �� �	
 ��##����� �
��#��

#���� �� �#) f, g : (X1, E1) → (X2, E2). �8 f ∼ g )'#0 F (f) ∼ F (g)�

�	�� #
��
 
##��� �� �� ������
� 
 ������� F �� �	
 �
�
���� CS/∼ �
�
��
 �� �	


7�
#��� F [f ] = [Ff ].

��$������ �� 9 820&)*$ F : CS → CS �/ ����
# �0 CS �8:
;< F .$#/#$1#/ =#�3')>
�< F �/ -*0*-*$.'�&>
 < F �/ #.�-*$.'�&>
?< F .$#/#$1#/ .$#�-(3#/>
"< F .$#/#$1#/ ∅ @��#� 4*205#5 &*($/# /.(&#/<�

�	
 ����
�������� ������� �� �	
 �
�
���� CS/ ∼ �� 
#�� �
##
� ����
#�

���� %������  ���!��� �& ��� ��'���'� � ����(� &� T �� 
� 
���������� �� 
 �
�
����
C 
�� η : 1C → T 
�� µ : T 2 ≡ TT → T 
�
 �
���
# ��
������
�����% �	
� T = (T, η, µ)
�� �
##
� 
 -*0(5 �� 
�� ��#� �� �	
 ��##����� ��
��
�� ������
3

T
ηT ��

1T

���
��

��
��

�

Tη

��

T 2

µ

��
T 2

µ �� T

T 3
µT ��

Tµ

��

T 2

µ

��
T 2

µ �� T.

$

 ��! ��� �	
 �
.������ �� �	
 	��
���
�
 ���
� �� �	
 ��
��
 �
�
�����
�	
 �+#�/+� &()#3*$7 *8 T �� �	
 �
�
���� CT �
.�
� 
� ��##���3 |CT| = |C|% CT(X,Y ) =

C(X,TY )% 
�� �	
 ����������� g ∗ f �� ����	���� f ∈ CT(X,Y )% g ∈ CT(Y, Z) �� ��"
�
�� g ∗ f = µZ ◦ Tg ◦ f �

6
.�
 �	
 ������� I : C → CT �� FTX = X % X ∈ |C| 
�� If = ηY ◦f ��� f ∈ C(X,Y )�
2 ������� F : CT → CT �
##
� 
� #A)#0/�*0 *8 )'# 820&)*$ F : C → C *0 )'# �+#�/+�

&()#3*$7 CT �� IF = FI�
&� �	
 �
7�
# �
 ��## �

� �	
 ��##����� �
��#��

)������ �� B'#$# #A�/)/ ( 4�C#&)�1# &*$$#/.*05#0&# 4#)=##0 #A)#0/�*0/ *8 820&)*$ F
*0)* )'# �+#�/+� &()#3*$7 CT *8 -*0(5 T (05 0()2$(+ )$(0/8*$-()�*0/ ξ : FT → TF
/()�/87�03
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;� ξ ◦ Fη = ηF >

�� µF ◦ Tξ ◦ ξT = ξ ◦ Fµ�

*� ����� ����+����� ��������

)������ �� 9 0*$-(+ 820&)*$ F *8 5#3$## n ≥ 1 �0 )'# &()#3*$7 CS/ ∼ &(0 4# #A)#05#5
*0)* )'# &()#3*$7 (CS/ ∼)H �8 (05 *0+7 �8 F � SPnGD 8*$ /*-# /243$*2. G *8 Sn�

������ /�� 
"
�� ��
��
 ��
�
 X % �
.�
 ξX : SPnG(expX) → expSPnG(X) �� �	

�����#
3

ξX([A1, . . . , An]G) = {[a1, . . . , an]G | ai ∈ Ai ��� 
## i ≤ n}).
�	
� �	
 �
���
# ��
������
���� ξ �
���.
� �	
 �	
 ����
���
� �� �	
��
� ��% ��

�
�
�=
� �� ��! ��	
 ����
�������� �
���
# ��
������
���� �� �
���
� �� d 	
�
���� ,

����#
�
�� �	
 ����� ���� ��! �� 
)�#���� ����� �	
� ξX �� 
 ��
��
 �
�� �
�
## �	
�%
��"
� 
 ��
��
 ��������
 E �� X % �
 �
.�
 
 ��
��
 ��������
 Ẽ �� SPnG(X) 
� ��##���3
Ẽ = {Ũ | U ∈ E}% �	
�
 ([a1, . . . , an]G, [b1, . . . , bn]G) ∈ Ũ �� 
�� ��#� �� �	
�
 �� 

�
����
���� σ ∈ G ���	 �	
� (ai, bσ(i)) ∈ U % ��� 
"
�� i ≤ n�

�
�
## 
#�� �	
� �
 ������
� �	
 9
�����: ��
��
 ��������
 Ê �� expX 3 ��"
� U ∈ E %
�
 �
.�


Û = {(A,B) ∈ expX × expX | A ⊂ U(B), B ⊂ U(A)}

�� #
� Ê = {Û | U ∈ E}�

<��% #
�
˜̂
U ∈ ˜̂E 
�� ([A1, . . . , An]G, [B1, . . . , Bn]G) ∈ ˜̂

U � �	
� �	
�
 �� 
 �
����
��(
�� σ ∈ G ���	 �	
� (Ai, Bσ(i)) ∈ Û % ��� 
"
�� i ≤ n� /�� 
�� [a1, . . . , an]G ∈
ξX([A1, . . . , An]G) 
�� 
�� i ≤ n% ��
 �
� .�� 
 �����% �	��	 �
 �
���
 �� bσ(i)%

���	 �	
� (ai, bσ(i)) ∈ U � ,
 ����#��
 �	
� ξX( ˜̂
U) ⊂ ˆ̃U 
�� �	
�
���
 �	
 �
� ξX ��

��
��
 �������� >�
 �
� 

��#� �

 �	
� �	
 �
� ξX �� ��
��
#� ����
��

<�� 
����
 �	
� �	
�
 
)���� 
 �
���
# ��
������
���� ξ = (ξX) : SPnG exp →
expSPnG �
���.
� �	
 ���������� �� �	
��
� ��� /�� 
"
�� ��8
�� A �� �	
 �
�
���� Kn%
#
� S(A) = A× N × N 
�� �
.�
 
 �
���� d �� S(A) 
� ��##���3

d((x1,m1, n1), (x2,m2, n2)) = |mn1
1 −mn2

2 | + max{m1,m2}�(x, y),

�	
�
 � �
���
� �	
 �����
�
 �
���� �� A� �	
� d �� 
 �
���� �� S(A) �
� �
 

��#�
"
��.
� 
�� �
 #

"
 �	�� �� �	
 �

�
�� 5�"
� 
 �
� f : A → B �� Kn% �
���
 ��
S(f) : S(A) → S(B) �	
 �
� �
.�
� 
� ��##���3 S(f)(x,m, l) = (f(x),m, l)� ?#

�#�% �

���
�� 
 ��"
��
�� ������� S : Kn → CS�

/�� 
�� A �� Kn% ����
 ξS(A) = [ψA]% �	
�
 ψA : SPnG expA→ expSPnGA �� 
 �
��

$���
 ψA �� 
 ��
��
 �
�% ��� 
�� m ∈ N �	
�
 
)���� l(m) ∈ N ���	 �	
� ψA(A ×
{m} × {l}) ⊂ A× {m} × {l}% ��� 
## n ≥ l(m)�

$���
 
## �	
 ��
�
� �� Kn 
�
 .���
 
�� Kn �� 
 .���
 �
�
����% �	
 �
�� �	
� �	

����
��
� �
��

� �	
 �������� ������ �� B × {m} × {l} �
�� ����
7�
��#� �� F ′(B ×
{m} × {l})% ��� 
�� B �� Kn 
�� 
�� .���
�� ����
# ������� F ′� 
�
 ≥ m ���#�
� �	




)*0 ,�-������ $��. �� /�-
���� !�����#(�

��##�����3 �	
�
 
)��� m,n ∈ N ���	 �	
�% ��� 
�� �
� f : A→ B �� Kn �	
 ��
��
�

F (expA× {m} × {l}) ψA|... ��

F (expS(f))|...
��

expF (A× {m} × {l})
expF (S(f))|...
��

F (expB × {m} × {l}) ψB |... �� expF (B × {m} × {l})

�� ������
��"
 ���� ��
"���% �
 ���� �	
 
)�#���� �����
���� �� ��
�
� ���� �	��	 �	

�
��������� �� ������
�
��� <��
 �	
� m,n �
� �
 �	��
� 
� #
��
 
� �
 ���	�

�	�� 
##��� �� �� �
.�
 
 �
���
# ��
������
���� ψ′ : F exp → expF �� Kn �� �	

��������� ψA(x,m, l) = (ψ′

A(x),m, l)�
&� m,n 
�
 #
��
 
����	% �	
 �
���
# ��
������
���� ψ′ �
���.
� �	
 ���������� ��

�	
��
� �� ����	 ξ �
�#
�
� �� ψ′� �� Kn� &� ��##��� ���� �	
 �
��#�� �� �+! �	
� F ��
�������	�� �� SPnG ��� ���
 �������� G �� �	
 ����
���� ����� Sn�

,� 	������� &� �@! �	
 ����
���� ���
� �������� 
�
 
#�� �	
�
��
��'
� 
� �	��
 	
"���

� 
)�
����� ���� �	
 *#
��#� �
�
���� �� �	
 ����
��#��� �

���
 ���
�� ,
 #

"
 
� 
�
��
� 7�
����� �	
� �� .����� 
 �����
��
�� �� �	�� �
��#� �� �	
 ��
��
 �
�
�����

�� E$�5#$ ��D F($�&'07� %� 9��
���
�
 ������� �� �	
 ��
��
 �
�
����� AA B����= 1"�"
C��"� $
�� D
�	�(D
�	�E �FF��E B�#�@��E G���4(����

�� %�)&'#0#$ ,�G� ?�
��
 	���#��� �	
���
�� 2#�
��� 5
��� ����#�E � ��FF���E G��+�(
�;+�

4� H�3/*0 ��3#+D ,#5#$/#0 I���D J*# K� C∗(
#�
��
� 
�� ������##
� ����#���� K(
�	
����E �� ��;;+��E <�4�E 9��F;(�4;�

 � J*# K� &��
) �	
���% ?�
��
 5
��
���% 
�� ����#��� �� D
����#��% ?HD$ �
����
#
?���
�
��
 $
��
� �� D
�	
�
�����E < ;F�E �;;@�

�� L$*-*1 %� 2��������� ��"
��
��� ��� ��.���
 ������% 1D$1
����
 <��
�% ������%
�;;4�

@� B#+#�M* 9�D F($�&'07� %� ?
�
�����
# ����#��� �� ����
�� 9
�����: ��
�
��(
D
�	
�
���
# $����
� D�����
�	 $
��
�% �� B<�1 G��#��	
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�	 �� ���	������
����� �
�
�
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	���
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�
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��	 �
�	� 
� ���
�
/	� 
� �������� 7� ,	��
�� � �	 �	�
�� ���	 �	��
�
��� ��
�� �	
��	 �	���� ,	��
�� 8 ����

�� 
 ����� �� ��	 ��
�	 ��	������
������
�
�
��� ��	 �

�
�	���� 
� �
�	� 
� ��	 	�� �� ��
� ,	��
���

��	 
����� ��
�	����� ��
�6� 9
��
	� 1
�
����
 ��� �	����� 
�	
�* �
�����
��� 
��
����	����


� 
�������� ��� �����������


��� ������� �� ���������������� ����������� :	� X �	 
 ����
�� 2
�����4 ��
�	

�� F 
 σ�
��	��
 �� 
�� #��	� ����	���

��������� �� - $#(+
.(+/#0 1#) 2/3&)�*3 µ *3 F �1 &(++#0 ( �
�
�
�� �2 µ(∅) = 04 µ(X) =
1 (30 µ(A) � µ(B) 2*$ (++ A ⊆ B4 A, B ∈ F �

��������� 
� - &(5(&�)6 µ �1 ���	������
����� �2 lim
n→∞µ(An) = µ(

∞∩
n=1

An) 2*$ (36

7*3*)*3�& 1#8/#3&# *2 1#)1 A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ... 9�)' An ∈ F 4 n ∈ N�

3	 �	���	 
 �	� �� 
�� ���	������
����� �
�
�
�
	� �� X 
� M(X)� ;�	 �� 1��� !��"
�	 �
� 
�	��
�� ��	 �	� M(X) �
�� ��	 �	� �� 
�� ���������
�
��� 
��
�
�	* �������
�

�� ����
����� �����
��
� �� C(X) �� ��	 ������


µ(f) =

∞∫
0

µ(f � t)dt +

0∫
−∞

(µ(f � t) − 1)dt.

��	 
���	 
��	��
� 
� �
��	� ��	 ��� �	� 
��	��
��
:	� �� 	���� ��	 �	� M(X) �
�� ��	 �	
6�< ��������� ��	 �
�	 �� ��
� ��������

����
��� �� ��	 �	� �� ��	 ����

O(µ0, f1, ..., fn, ε) = {µ ∈ M(X) : |µ0(fi) − µ(fi)| < ε, i = 1, ..., n},
��	�	 µ0 ∈ M(X)* f1, ..., fn ∈ C(X) 
�� ε > 0�

3	 �
� ����
�	� M : Comp → Comp 
� 
 ���
�

�� ������� 
� ��	 �
�	���� Comp

�� 
� 
� 
� ����� 
� !=" ��
� 
� 
� 
��� �	
6�� ����
�� 5����	� 
�����
�� ����	��� ��
��
� ������� 
� ��
� 
� 
� ��	� 
�� �
������
�
�	�

����������� �� :/3&)*$ M �1 ;�&*77/)()�.#�

������ :	� �� ����
�	� 
� 
��
��
�� �
������
�
�	 �

��
�

Z
f ��

g

��

X

h

��
Y s

�� T

'�-


� ��	 �
�	���� Comp� 7� ���	� �� ����	 ��
� M 
� 
 �
������
�
�	 ������� 
� 
� ��>�
	��
�� ���� ��
� ��� 	�	�� µ ∈ M(X) 
�� ν ∈ M(Y ) ���� ��
� Mh(µ) = Ms(ν) = τ ∈ M(T )
��	�	 	.
��� 
 �
�
�
�� λ ∈ M(Z) �
��

Mf(λ) = µ 
�� Mg(λ) = ν. '�-
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;�	 �� ����
�
�� '�- ��� 	�	�� A ∈ FX 
�� B ∈ FY 
� ���� ����

λ(f−1(A)) = µ(A) 
�� λ(g−1(B)) = ν(B).

;	���	 S = {f−1(A), g−1(B) : A ∈ FX , B ∈ FY }� :	� λ �	 
� 
��	� �	
���	 �	��	� 
�

λ(D) = sup{µ(f(C)), ν(g(C)) : C ⊆ D, C ∈ S}

��� 	�	�� D ∈ FZ � ;	��	� 
� ���� �
� �	� �����
�� λ 
� 
� ���	������
����� �
�
�
��
'�		* ��� 
���
��	* !��"-� :	� �� ���� ��
� ����
�
�� '�- 
� �
�
��	�� :	� A ∈ FX 
��
A′ = f−1(A) ⊂ Z� ?��
����� ��
� sup{µ(f(C)) : C ⊆ A′, C ∈ S} = µ(A)� 3	 
����	
��
� ��	�	 	.
��� 
 ����	� B ⊂ Y ���� ��
� B′ = g−1(B) ⊆ A′ 
�� ν(B) > µ(A)� @��	
��
� ��	 �	� Ã = h−1(s(B)) ⊆ A� 7��		�* ��	 �� ��	 �	��
�
�� �� ��
� �	� ��� 	�	�� ��
��
a ∈ Ã �	 �
� ��� b ∈ B ���� ��
� h(a) = s(b)� #	�
��	 �� ��	 �
������
�
�
�� ��
�

��
� '�- ��	�	 	.
��� ��
�� z ∈ Z �
�
���
�� f(z) = a 
�� g(z) = b� ,
��	 B′ 
� 
 ����
��	
�
�	 �� ��	 �	� B 
� 
� �	�	��
�� ��
� b ∈ B′ ⊆ A′� ��
� 
���
	� a ∈ A� ;�	 �� ��	
����
�
�� '�- �	 �
�	

ν(B) � τ(s(B)) = µ(h−1(s(B))) = µ(Ã) � µ(A),

��
�� �����
�
��� ��� 
������
��� ����* λ(f−1(A)) = µ(A) ��� 	�	�� A ∈ FX � 5�
���
�
�
��� �	 �
� ����	 ��
� λ(g−1(B)) = ν(B) ��� 	
�� B ∈ FY � ��	�	���	* ����
�
�� '�- 
�
�
�
��	��

����������� 
� :/3&)*$ M �1 *5#3�

������ ��
� ������
�
�� 
� ����	� 
� !="�


�
� ��������������������� �������� ��� �������������� ���� :	� �� �	�
�� ��	
���
�� �� ��	 ����
�������
�
�
�� �� 
 �	
6�������
� ������� ��
�� 
� 
�������	� 
� !�"�

,�����	 ��
� G 
� 
 ��
�	 �
��

��� ���	�	� �	� 
�� �	 
��� �	�
�� 
� 
� 
 ��
�	
�
�	��	� ��
��� ;	���	 �� VG ��	 ��
�� �� 
�� �	��
�	� �� ��
�� G 
�� �� EG ��	 �	� �� 
��
	��	�� 5 ������� O : G → Comp 
� �
��	� 
 0�(<$(7� 5 &*3# ��	� O ����
��� �� 
 ��
�	
X ∈ |Comp| 
�� 
 �
�
�� �� �
�� {X → O(o)}o∈VG ��
� �
�
��� ���
��� ������
�
�
��
����
�
���� A
�	� ���� 
 ���	* C = ({X → O(o)}o∈VG)* �	 �	���	 �� χC : X → limO 
��
��
�
��	�
��
� �
��

3	 �
� ��
� ��	 ���	 C 
� *5#3
7/+)�&*77/)()�.# 
� 
�� ��
�
��	�
��
� �
� 
� 
� ��	�
���� �
��

���������  � - 3*$7(+ 2/3&)*$ F �3 Comp �1 &(++#0 ��	������
������
�
�	 =��
�	
��	������
������
�
�	> �2 �) 5$#1#$.#1 )'# &+(11 *2 *5#3
7/+)�&*77/)()�.# 0�(<$(71
=9'�&' &*31�1) *2 ?3�)# 15(&#1>�

��	 ������
�� �	���� �
� �	 ����� 
� !B"�

�����������  � :*$ ( 9#(@+6 3*$7(+ *5#3 ;�&*77/)()�.# 2/3&)*$ F )'# 2*++*9�3<
5$*5#$)�#1 ($# #8/�.(+#3)A

F �1 *5#3
7/+)�&*77/)()�.#B
F �1 ?3�)# *5#3
7/+)�&*77/)()�.#�
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 � !��� �� �������� ������� 7� ��
� �	��
�� �	 
����	 ��
� 
�� ��
�	� O(o)* o ∈ VG

�	 ��
�	 
�� �
���	�	� 5�����
�� �� C�����
�
�� 8� ��� ��	 ��	������
������
�
�
�� ��
��	 ������� M 
� 
� ��>�
	�� �� ���� ��
� 
� 
� ��
�	 ��	������
������
�
�	* 
�	� ��	
��
�
��	�
��
� �
� χ : M(limO) → lim M(O) 
� ��	� 
�� ���D	��
�	� :	� �� 
����	 
���
��
� VG 
� ��
�	�

:	� �� 
��� �	�
�� ��
� limO �
� �	 �	��	� 
� �	��� �� )'$#(01� 3	 �
� ��
� ��	 ��
��
x = (xo)o∈VG ∈ ∏

o∈VG
O(o) 
� 
 )'$#(0 �� ��	 �

��
� O 
� ��� 	�	�� o1, o2 ∈ VG �
��

o1 � o2 
� ����� pro1(x) = ϕo1o2pro2(x)� 7� 
� �	�� 6���� ��
� limO ⊆ ∏
o∈VG

O(o) 
��

�
��	 
�� O(o) 
�	 �
���	�	* ��	 �
�
� �� ��	 �

��
� 
� 
��� �
���	�	 ��
�	�
:	� λ0 ∈ M(limO) �	 
 �
�
�
�� �� ��	 ��
�	 limO 
�� µ0

o ∈ M(O(o)) �	 
��
�
��
�
�� ��� o ∈ VG� :	� O(λ0, f1, ..., fn, ε) �	 
� 
��
��
�� �	
6�< �	
��������� �� ��	
��
�� λ0�

7� ���	� �� ����	 ��	 ��	��	�� �� ��	 ��
�
��	�
��
� �
� 
� 
� ��>�
	�� �� ��� 

�	
��������� �� ��	 ��
�� (µ0

o)o∈VG ���� ��
� 	�	�� ��
�� ���� ��
� �	
��������� �
�
�	 ���	�	� �� ���	 �
�
�
�� ���� O(λ0, f1, ..., fn, ε)�

"���� �� �#) X ;# ( 0�1&$#)# &*75(&)/7� C'# ;(1# *2 )'# 9#(@
D )*5*+*<6 *3 M(X)
&*31�1)1 *2 )'# 1#)1 *2 )'# 2*$7

O(µ, F1, ..., Fn, ε) = {ν ∈ M(X) : |ν0(Fi) − µ(Fi)| < ε, i = 1, ..., n},

µ0 ∈ M(X) (30 Fi ⊂ X4 i = 1, ..., n�

������ :	� �� ���� ���� ��
� ��� 	�	�� �	� �� ��	 ���� O(µ, F1, ..., Fn, ε) �	 �
� ��� 

�
�
� �	
��������� O(µ, f1, ..., fk, δ) ��� ���	 fi ∈ C(X) 
�� δ > 0* i = 1, ..., k� 7��		�*

� �	 �	� fi = 1Fi 
�� δ = ε �	 �	�

O(µ, F1, ..., Fn) = O(µ, f1, ..., fn, ε).

����	��	��* ����
�	� 
� 	�	�	�� �� ��	 �����
�	 O(µ, f, ε)� ,
��	 ��	 ��
�	 X 
� �
���	�	 �	

�
� �	��	�	�� f =
k∑

i=1

αi1Fi ���� ��
� F1 ⊂ F2 ⊂ ... ⊂ Fk� 7� 
� ��	
� '�		 !�"- ��
� ��� 	�	��

�
�
�
�� ν ∈ M(X) ����� ν(f) =
k∑

i=1

αiν(Fi)� :	� �� ����
�	� 
 �	� O(µ, F1, .., Fk, ε
kα )*

��	�	 α = max{|α1|, ..., |αk|}� ���������
�
�� �� �����
��� 1Fi 
���
	� ��
� ��� 	�	��
�
�
�
�� ν ∈ O(µ, F1, .., Fk, ε

kα ) �	 �
�	 ��
�

|µ(f) − ν(f)| = |
k∑

i=1

αi(µ(Fi) − ν(Fi))| �
k∑

i=1

|αi||µ(Fi) − ν(Fi)| <

k∑
i=1

εαi

kα
< ε.

2	��	* O(µ, F1, .., Fk, ε
kα ) ⊂ O(µ, f, ε)�

5�����
�� �� :	��
 �� �	 �
� 
����	 �
����� ���� �� �	�	�
�
�� ��
� �����
���

f1, ..., fn 
�	 �� ��	 ���� fi(x) =
{

1, x ∈ Fi,
0, x /∈ Fi

��� 	�	�� x ∈ lim D �
�� F1, ..., Fn


�	 ����	�� �� limO�
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3	 ����
�	� 
 �	
���������

U = O(µ0
1, {x1

1}, ..., {x1
m1

}, δ) × ... × O(µ0
k, {xk

1}, ..., {xk
mk

}, δ),
��	�	 Xi = {xi

1, ..., x
i
mi

}� :	� (µ1, ..., µk) �	 
� 
��
��
�� ��
�� 
� U � :	� �� �	��	 

�
�
�
�� λ �� limO�

0�� 	�	�� ����	� A ⊂ limO �	 �	��	

lA = max
o′∈VG

{max{µo′(W ) : W ⊆ O(o′), (
∏

o∈VG\{o′}
O(o) × W ) ∩ limO ⊆ A}}.

5�
���
�
���*

uA = min
o′∈VG

{min{µo′(W ) : W ⊆ O(o′), (
∏

o∈VG\{o′}
O(o) × W ) ∩ limO ⊇ A}}.

@��	 ��
� ��	 
��	��
� [lA, uA] 
� ��� 	���� 
�� 
� ���	� λ �� �	 �	�� �	��	� 
� ������
�
�
��	� 
�	 �
�
�
	�

lA � λ(A) � uA

��� 	�	�� ����	� A ⊂ limO� E	�
�� 
��� ��
� (µ1, ..., µk) ∈ U 
�� ��
� 
���
	� ��
� ���
	�	�� A ⊂ limO �	 �
�	 lA − δ < λ0(A) < uA + δ�

"���� 
� �2 A ⊆ B )'#3 lA � lb (30 uA � uB�

������ 7� 
� ��	
� ��
� ��� 	�	�� W ⊆ O(o′) ���� ��
� (
∏

o∈VG\{o′}
O(o) × W ) ∩ limO ⊆ A

�	 �
�	 ��
� (
∏

o∈VG\{o′}
O(o) × W ) ∩ limO ⊆ B ��� 	�	�� j = 1, ..., k� ��
� 
���
	� ��
�

lA � lB�
��	 
�
���
�
� �	���� ��� ��	 ���	� ������ �
� �	 �	�
�	� ���� ��	 ��
�	�	��

(
∏

o∈VG\{o′}
O(o) × W ) ∩ limO ⊇ A ⊇ B.

0�� 
 #��	� �	� A ⊂ limO �	 �	��	 
 �
�
�
�� λ 
�

λ(A) = max{lA, min{uA, λ0(A)}}.
"����  � C'# 1#) 2/3&)�*3 λ �1 ( 9#++
0#?3#0 &(5(&�)6�

������ 0
��� �� 
��* l(limO) = u(limO) = 1 ��
� 
���
	� ��
� λ(limO) = 1�
l∅ = u∅ = 0 ��
� 
���
	� ��
� λ(∅) = 0�
:	� �� ��	�6 ��� 
 �������
�
�� �� λ� 3	 ������	 ��
� A ⊂ B ⊂ limO� ����
�	�

���		 �
�	�F
�-� λ0(A) ∈ [lA, uA]� 7� ��
� �
�	

lA < λ(A) = λ0(A) � min{uA, λ0(B)} � min{uB, λ0(B)} = λ(B).

�-� λ0(A) > uA� 3	 �
�	

lA < λ(A) = uA � min{uB, λ0(A)} � min{uB, λ0(B)} = λ(B).
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8-� λ0(A) < lA� ��
� ����
�
�� 
���
	� ��
�

λ(A) = lA � lB � λ(B).

:	� �� �	� ��� δ = ε� 7� ��
� �
�	 �	 ���

� ��� 	�	�� i = 1, ..., n ��
�

|λ(Fi) − λ0(Fi)| < δ = ε.

��
� �	
�� �� λ ∈ O(λ0, f1, ..., fn, ε)�
;�	 �� ��	 �	��
�
�� �� lA 
�� uA 
� 
� 	
�� �� ��	�6 ��
�

l((
∏

o∈VG\{o′}
O(o)×W )∩limO) = µo′(W )


��
u((

∏
o∈VG\{o′}

O(o)×W )∩limO) = µo′(W )

��� 	�	�� o′ ∈ VG 
�� W ⊂ Xo′ � ��
� 
���
	� ��
� λ((
∏

o∈VG\{o′}
O(o) × W ) ∩ limO) =

µo′(W ) 
�� �	��	 Mpro′(λ) = µo′ ��� 
�� o′ ∈ VG�
2	��	 �	 ����	� ��
� ��	 
��	��	 �� ��	 ����	�����	��	 �
� 
� ��	� 
� ��	 �
�	 ��

�
���	�	 O(o)* o ∈ VG� ����* 
����
�� ��
� �
�� �� C�����
�
�� 8� �	 ���

�

#������ �� C'# &*$$#15*30#3&# 7(5 χ *2 )'# 0�(<$(7 O �1 *5#3 (30 1/$E#&)�.# 2*$
#.#$6 O(o) ∈ |Comp|4 o ∈ VG�

5 ��	�

� �
�	 �� ��	������
������
�
�
�� �
� ����
�	�	� �� G
H	� !8"� ?�	 �
�
�	� ��
� �
�	 �	��
�� ��	 �	� EG = ∅� G
H	� ����	� ��
� ��	 ������� �� ��	 ����
�
�
��
�	
���	� ��	�	��	� ���D	��
�
�� 
�� ��	��	�� �� ��	 ��
�
��	�
��
� �
�� �� ���� 6
�� ��
�

��
��� ����* ��	 �	���� �� ��	��	� �� 
� 
� 	.�	��
�� �� G
H	�&� ��	��	� �� ��	 �
�	
�� ����
��
�
�	 �	
���	��

�� -3<#$ F� E	��	�	��
�
�� �� �
�
�
�
	�� II 9
�	�
�
���	 5��
�	��J �K)�J L�����K�J
C��B����$�

�� G'*8/#) H� ��	��� �� �
�
�
�
	�� II 5��
�	� �	 �&7���
��� 0���
	��J �K�8�J ��J C��8��
�K��

8� I�J#$ �� ,��	 ��	� �
��
�� ��	��	�� ��� �
��
�
��� II ��
��
��
��� �� 5�	�
�
�
9
��	�
�
�
� ,��
	���J �K)��J ����

B� �*K'(3 L��� ?�	������
������
�
�
�� �� ���	 �������� �	�
�	� �� ��	 ������� ��
����
�
�
�� �	
���	�� II 9
��	�
�����
 ,���

�J �%%��J �B�J ��

�� �*K'(3 L���4 M($�&'36� %�%� ?�	������
������
�
�
�� �� ��	 C���
�
�
�� 9	
���	
0�������J �%%B '��	��
��-�

=� �6@62*$&'63 N�4 M($�&'36� %�%� ?� ��	 ������� �� ���	������
����� �
�
�
�
	��J
�%%� '��	��
��-�

)� O/�<<�3 P�A	�	�
�
/	� G.�	��	� M�
�
�� ��	���F ��	 E
�6��	�	��	�� 9��	�� N���	�
5�
�	�
�* #������J �KK8�
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������ ������ 	�
�	 ��
��� ���� �����
����� ����
���� ����� ������� ��� !"��� 
#$�%#&'
%()'������ �*+���� ,�� !"���

��� ������

��� ����� ��	
��� �	� 
 ��������
�
�����
	��� ���
��	� �� �����
�����

��
����� ��
���

������ �����	�
�� 
���	� ��	��

���� ������ ��	� 
��	���� 
�	����	���


�	����������� ���� �� ����� ��	�� 
���	��

��� ������� �	
����
 ���
� ��	���� �	� � ���������� �
����	��� ��
���	� �� �

�	
���� �
��������� �	���� �� �	��������� ��������� �	�����	�� �	� ���� ��	���� ���

	������� �� ����������� ������
� �������

��� ������ �
����	��� ��
���	�� ����� ��	����� ����������� ������
� �������

�� �	
��
�� �
	 �
����
�	 ���
	�
��� 
�����
�� �
	
 �
����
	
� �� ���� ����
	�
���� !� "�
 ��#
� �	
��
� �
	 ���� 
�����
�� �	
 �
�� �����
� �� $
�
�
% ����
� ��
������
�� ���
 
� �
���
� �
����� ���� 	
��
�� �
 ������� %�	����
�� &� ��	������	' �
�����
�	
���
	�
��� 
�����
� 
� ��
 �
	�

utt − ∆u+ αut + β|u|p−2u+ γ|ut|q−2ut = f(x, t),

��
	
 α � 0, γ � 0, β ∈ R ��� p, q �	
 �
�������' �� ��
 ���(
�� 
� 	
�
�	�� �� ���))!�
*����� �	
��
�� �
	 ��
 �	
%�
�� 
�����
� �	
 
#����
� �� ����! ��� ��#
� �	
��
�� ��
�+��,! 	
��
���%
��� -
	 ��
�
 �	
��
�� ��
 �
�����
�� 
� ��
 �

.��
��� 
� ��
 
������

� ��� �
����
�	��� 
#�
�
��� �	
 ����
� ����� �	
%��
� ��
 
#���
��
' �����
�
�� 
	
�
�
#���
��
 
� ��
 �	
��
�� �
����
���

/%
	 ��
 ���� �
�	� �	
��
�� �
	 �
����
�	 ��	���� ��0
	
����� 
�����
�� ��%
 �
��1
����%
�� �����
� �� �
�
 ��
���� �����
� 
� ������
�� ���
�� �� 1
�
	���2
� 3
�
�1�
 ���
$
�
�
% ����
�� "�
 ���� �	
�
	��
� 
� ��
�
 ����
� �	
 1�%
� �� ���!� &� ���� �	����
 �

�
����
	 � ��#
� �	
��
� �
	 �
	���� 1
�
	���2���
� 
� ��
 �
���
�
� ��
%
 
�����
� ����
β > 0, γ > 0 ' �� ����� �
����
�	��� 
#�
�
��� �
�
�� 
� ������� %�	����
�� *
�����
��
�	
 
�����
� �	
%����1 ��
 
#���
��
 
� ��
 �
����
� �� 1
�
	���2
� 3
�
�1�
 ����
��

�© ��������	 
�� 
���� ��� ����



��� �����
 ������

��  ����� !����

�� ����
�����	 �� ��� �������� 3
� Ω ⊂ R
n �
 � �
���
� �
���� ���� ��


	
1���	 �� *���
	
�4� �
��
 �
����	� ∂Ω ��+!' Qτ = Ω × (0, τ)' τ ∈ (0, T ]' Qt1,t2 =
Ω × (t1, t2), 0 � t1 < t2 � T, ST = ∂Ω × (0, T )�

*
����
	 ��
 �
��
���1 �	
��
� �� ��
 �
���� QT 5

utt −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
n∑

i=1

ai(x, t)uxi + a0(x, t)ut + c(x, t)u+

+b0(x, t)|ut|p0(x)−2ut + b1(x, t)|u|p1(x)−2u = f(x, t), (x, t) ∈ QT , 6�7

u|ST = 0, 6)7

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω. 6�7

8
 �
�
�
 �� Lp0(x)(Ω) ��
 ����� 
� ��� �
���	���
 ������
�� v, �
9�
� 
� Ω, �
	
�����

∫
Ω |v|p0(x) dx < +∞. &� �� �	
%
� �� ���! ���� Lp0(x)(Ω) �� � :����� ����
 ���� ��


�
	�

||v;Lp0(x)(Ω)|| = ���

{
λ > 0 :

∫
Ω

|v/λ|p0(x) dx � 1

}
.

3
�

V (Ω) = H1
0 (Ω) ∩ Lp0(x)(Ω) ∩ Lp1(x)(Ω), V (QT ) = H1

0 (QT ) ∩ Lp0(x)(QT ) ∩ Lp1(x)(QT ),

q(x) = min{2, p ′
0(x)}, b(x) = min{p ′

0(x), p
′
1(x)},

1
p i(x)

+
1

p ′
i(x)

= 1, i = 0, 1.

8
 �����
 ���� �
	 ��
 �

.��
��� 
� 
�����
� (1) ��
 �
��
���1 �
�����
�� �
��5
���5 aij ∈ L∞(Ω), aij(x) = aji(x), i, j = 1, ..., n �
	 �� 
� x ∈ Ω;

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj � θ0
n∑

i=1

|ξi|2' θ0 > 0 �
	 ��� ξ ∈ R
n ��� �
	 �� 
� x ∈ Ω;

ai, c ∈ L∞(QT ), i = 0, 1, ..., n;
���5 b0, b1, b1t ∈ L∞(QT )' b0(x, t) � β0 > 0' b1(x, t) � β1 > 0 �� 
� �� QT ;

���5 pi : Ω → (1,+∞), pi ∈ L∞(Ω), 1 < pi � p̂i < +∞, ��
	
 pi =

�� inf

Ω
pi(x), p̂i = 
�� sup

Ω
pi(x), i = 0, 1.

�� 	����	� :� � �
�< �
����
� 
� �	
��
� 6�7 = 6�7 �
 ���
	����� ��
 ������
�
u ∈ L∞(0, T ;H1

0(Ω)) ∩ Lp1(x)(QT ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), ut ∈ L2(QT ) ∩ Lp0(x)(QT ) ����
�����9
� ��
 
�������∫

ΩT

utv dx−
∫
Ω0

u1(x)v dx+
∫

QT

[
−utvt +

n∑
i,j=1

aij(x)uxivxj +

+
n∑

i=1

ai(x, t)uxiv + a0(x, t)utv + c(x, t)uv + b0(x, t)|ut|p0(x)−2utv +

+b1(x, t)|u|p1(x)−2uv − f(x, t)v

]
dx dt = 0, ∀ v ∈ V (QT ), vt ∈ L2(QT )



�"� #$%�& !' (��# ) ' * ��#$�$+�*' ",!�'( �$- �./*�$ + ��0

��� ��
 ������� ���� u(x, 0) = u0(x).

!� "#����	$� �� � %��� ���
���	� 8
 �
9�
 � ������
��� ρp0(·,Ω) �� �
��
��5

ρp0(v,Ω) =
∫
Ω

|v(x)|p0(x) dx

�
	 ��� ������
�� v �
	 ����� ��
 	�1�� ���
 ��<
� �
��
� "
 �	
%
 ��
 ���� 	
���� 
� ����
���
	' �
 �

� ��
 ��#����	� �
����

������ -'# ./0&)�*0(+ ρp0(·,Ω) �1 +*2#$ 1#3�&*0)�0/*/1�
,$**.� 3
� �� �
����
	 �
�
 ����� �	
� ��
 ������
��� ��������� :� "�

	
� ��))

���' �� ���! �� �� <�
�� ���� �� M �� � ��
�
� ���
�	 ����
� 
� � :����� ����
 X ���
v0 ∈ X\M, ��
� ��
	
 
#���� h ∈ X∗ ���� ���� 〈h, v0〉X = 1, 〈h, v〉X = 0 �
	 ��� v ∈ M

���' �� ������
�' ||h||X∗ =
1

����(v0,M)
.

8
 ���� ���
 ��
 ��
 1
�
	���2
� >ö��
	4� ��
�������∫
Ω

|v(x)w(x)| dx � rp0 ||v; [Lp0(x)(Ω)]∗|| ||w;Lp0(x)(Ω)||,

����� �� �	�
 �
	 ��� w ∈ Lp0(x)(Ω), v ∈ [Lp0(x)(Ω)]∗ ��� ��
	
 rp0 �� � �
������ ����
�
�
��� 
��� 
� p0 ��� Ω ���!�

3
� v0 ∈ Lp0(x)(Ω). -�# �� �	���	�	� r > 0. &� �� ��
�	 ���� ��
	
 
#���� � ��
�
� ���
�	

����
 Mr 6�
	 �������
' � ���
	���
 �� Lp0(x)(Ω)7 ���� ���� ����(v0,Mr) =
1
r
. "�
	


���
 
#���� �� 
�
�
�� hr ∈ [Lp0(x)(Ω)]∗ ���� ����' �� ��	������	' 〈hr, v0〉Lp0(x)(Ω) = 1
��� ||hr||[Lp0(x)(Ω)]∗ = r. >
��
' ��
 �
��
���1 ����
�
�� �
���5 �
	 �	���	�	� v ∈
Lp0(x)(Ω), z̃ > 0, r > 0 6�
� v0 = v

z̃ 7 ��
	
 
#���� h ∈ [Lp0(x)(Ω)]∗ ���� ����
〈h, v〉Lp0(x)(Ω) = z̃ ��� ||h||[Lp0(x)(Ω)]∗ = r. &� �� 
�%�
�� ���� h �
�
��� 
� v, z̃, r.

?
� �	
%
 ��
 ����
�
�� 
� �
���� 3
� vm → v �
�<�� �� Lp0(x)(Ω) ��m→ ∞. "�
�
��
	
 
#��� ���� �
������� c1 > 0, c2 > 0 ���� ||v;Lp0(x)(Ω)|| � c1 ��� ρp0(vm,Ω) � c2
�
	 �	���	�	� m ∈ N. -�	�� 
� ��� �
� �� �����
 ���� lim

m→∞
||vm;Lp0(x)(Ω)|| 	= 0. "�
�

lim
m→∞

ρ(vm,Ω) 	= 0. >
��
' ��
	
 
#�������
	� m0 ∈ N, c̃1 > 0, c̃2 > 0 ���� ���� �
	 ���

m � m0 c̃1 � ρ(vm,Ω) � c̃2, c̃1 � ||vm;Lp0(x)(Ω)|| � c̃2. 3
� z̃ = ρ(v,Ω), r =
c̃1
rp0 c̃2

.

-
	 ��
�
 z̃, r, v ��

�
 � �
		
��
����1 h ∈ [Lp(x)(Ω)]∗. "�
�

ρ(v,Ω) = z̃ = 〈h, v〉Lp0(x)(Ω) = lim
m→∞

〈h, vm〉Lp0(x)(Ω) �

� lim
m→∞

rp0 ||h; [Lp0(x)(Ω)]∗|| ||vm;Lp0(x)(Ω)|| � lim
m→∞

rp0rc̃2 = c̃1 � lim
m→∞

ρ(vm,Ω).

?
� �
� �� ����
�
 ���� lim
m→∞

||vm;Lp0(x)(Ω)|| = 0. @
A
#�%��� 
� ��
 ����
 Lp0(x)(Ω)

1�%
� ||v;Lp0(x)(Ω)|| � lim
m→∞

||vm;Lp0(x)(Ω)|| = 0. "��� �����
� v = 0. >
��
' ρ(v,Ω) =

0 � lim
m→∞

ρ(vm,Ω). "��� �
���
�
� ��
 �	

� 
� ��
 �
����
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&������� 
/44*1# )'() &*05�)�*01 6789 6:89 6,8 ($# )$/# (05 ;#1�5#1 )'() f ∈
Lq(x)(QT ), u0 ∈ H1

0 (Ω) ∩ Lp1(x)(Ω), u1 ∈ L2(Ω). -'#0 )'#$# #<�1)1 ( 2#(= 1*+/)�*0 u *.
)'# 4$*;+#3 6>8 " 6!8 1/&' )'() utt ∈ L2((0, T );H−1(Ω)) + Lb(x)(QT )�

,$**.� 8
 ��
 -�
�
�B��
	<��4� �
��
�� C� V (Ω) �� � :����� �
��	���
 ����
' ��
	


#���� � ���
�	�� ���
�
��
�� �
��
 
%
	���
	
 �� V (Ω) �
� 
� ������
�� {ϕk}k∈N �����

�� 
	��
�
	��� �� L2(Ω). 3
� �� �
����
	 � �
��
��
 uN(x, t) =
N∑

k=1

CN
k (t)ϕk(x)' N ∈ N'

��
	
 (CN
1 , . . . C

N
k ) �� � �
����
� 
� ��
 *����� �	
��
�∫

Ω

[
uN

ttϕ
k +

n∑
i,j=1

aij(x)uN
xi
ϕk

xj
+

n∑
i=1

ai(x, t)uN
xi
ϕk + a0(x, t)uN

t ϕ
k + c(x, t)uNϕk +

+b0(x, t)|uN
t |p0(x)−2uN

t ϕ
k + b1(x, t)|uN |p1(x)−2uNϕk − f(x, t)ϕk

]
dx = 0, 6,7

CN
k (0) = uN

0,k, C
N
kt(0) = uN

1,k, 6�7

uN
0 (x) =

N∑
k=1

uN
0,kϕ

k(x), uN
1 (x) =

N∑
k=1

uN
1,kϕ

k(x),

‖uN
0 − u0‖H1

0 (Ω)∩Lp1(x)(Ω) → 0, ‖uN
1 − u1‖L2(Ω) → 0.

$��������
 CN
k (t) = yk(t)' CN

kt(t) = zk(t)� "�<��1 ���
 ���
��� ��
 
	��
�
	������ 
�
{ϕk}k∈N �� ��
 ����
 L2(Ω)' (4), (5), �
 
�����

y′k(t) = zk(t),

z′k(t) = −
∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aij(x)
N∑

l=1

ylϕ
l
xi
ϕk

xj
+

n∑
i=1

ai(x, t)
N∑

l=1

ylϕ
l
xi
ϕk +

+a0(x, t)
N∑

l=1

zlϕ
lϕk + c(x, t)

N∑
l=1

ylϕ
lϕk + b0(x, t)

∣∣∣∣ N∑
l=1

zlϕ
l

∣∣∣∣p0(x)−2 N∑
l=1

zlϕ
l ϕk +

+b1(x, t)
∣∣∣∣ N∑
l=1

ylϕ
l

∣∣∣∣p1(x)−2 N∑
l=1

ylϕ
l ϕk − f(x, t)ϕk

]
dx, k = 1, . . . , N, 6 7

yk(0) = uN
0,k, zk(0) = uN

1,k. 6�7

@
�	��
 ����
� (6) �� ��
 �
��
���1 ���5{
y′k = zk,

z′k = fk(y1, . . . yN , z1, . . . zN).
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3
�
∏

a = {(y, x) ∈ R
2N : |yi| � a, |zi| � a, i = 1, . . .N}� "�
 >D
��
	 ��
������� 1�%
� ��



������
 ∣∣∣∣ N∑
l=1

zlϕ
l

∣∣∣∣p0(x)−1

�
N∑

l=1

|zl|p0(x)−1|ϕl|p0(x)−1N
p0(x)−1

(p0(x)−1)′ �

� N
p0(x)−1

(p0(x)−1)′ ap0(x)−1
N∑

l=1

|ϕl|p0(x)−1.

"���' ��
 ������
�� fk ������� ��
 �
�����
�� 
� *�	���

�
	� "�

	
� �,E' �� �,!� "�
�
��
	
 
#���� � �
�����
���� ��0
	
������
 �
����
� 
� �	
��
� 6 7' 6�7 ����� �� �
�
	���
�
�� �
�
 ���
	%�� (0, t0] ��� ��� ���
���
�� �
�����
�� �
	�%���%
� -	
� ��
 
������
�

�����
� �
�
� �� �
��
�� ���� t0 = T �

F���������1 
�����
� 6,7 �� ��
 ������
�� CN
kte

−ηt, η > 0 	
��
���%
��' ������1 �� k
�	
� 1 �
 N ��� ���
1	����1 ��
�1 ��
 ���
	%�� (0, τ ], τ ∈ (0, T ], �
 
�����∫

Qτ

[
uN

ttu
N
t +

n∑
i,j=1

aij(x)uN
xi
uN

xjt +
n∑

i=1

ai(x, t)uN
xi
uN

t + a0(x, t)|uN
t |2 + c(x, t)uNuN

t +

+b0(x, t)|uN
t |p0(x) + b1(x, t)|uN |p1(x)−2uNuN

t − f(x, t)uN
t

]
e−ηt dx dt = 0. 6+7

G������
 ��
 ���
��� �� 6+7' ��<��1 ���
 ���
��� ��
 �
�����
�� 
� ��
 ��

	
�5

I1 :=
∫

Qτ

uN
ttu

N
t e

−ηt dx dt =
1
2

∫
Ωτ

|uN
t |2e−ητ dx− 1

2

∫
Ω0

|uN
1 |2 dx+

η

2

∫
Qτ

|uN
t |2e−ηt dx dt;

I2 :=
∫

Qτ

n∑
i,j=1

aij(x)uN
xi
uN

xjte
−ηt dx dt =

1
2

∫
Ωτ

n∑
i,j=1

aij(x)uN
xi
uN

xj
e−ητ dx−

−1
2

∫
Ω0

n∑
i,j=1

aij(x)uN
0,xi

uN
0,xj

dx +
η

2

∫
Qτ

n∑
i,j=1

aij(x)uN
xi
uN

xj
e−ηt dx dt �

� θ0
2

∫
Ωτ

|∇uN |2e−ητ dx− A0

2

∫
Ω0

|∇uN
0 |2 dx+

ηθ0
2

∫
Qτ

|∇uN |2e−ηt dx dt,

A0 = nmax
i,j


�� sup
Ω

|aij(x)|;

I3 :=
∫

Qτ

n∑
i=1

ai(x, t)uN
xi
uN

t e
−ηt dx dt � 1

2

∫
Qτ

[
A1|∇uN |2 + |uN

t |2
]
e−ηt dx dt,

A1 = 
�� sup
QT

n∑
i=1

a2
i (x, t);

I4 :=
∫

Qτ

a0(x, t)|uN
t |2e−ηt dx dt � A2

2

∫
Qτ

|uN
t |2e−ηt dx dt, A2 = 2 
�� sup

QT

|a0(x, t)|;
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I5 :=
∫

Qτ

c(x, t)uNuN
t e

−ηt dx dt � 1
2
C1

∫
Qτ

[
|uN |2 + |uN

t |2
]
e−ηt dx dt, C1 = 
�� sup

QT

|c(x, t)|;

I6 :=
∫

Qτ

b0(x, t)|uN
t |p0(x)e−ηt dx dt � β0

∫
Qτ

|uN
t |p0(x)e−ηt dx dt;

I7 :=
∫

Qτ

b1(x, t)|uN |p1(x)−2uNuN
t e

−ηt dx dt =
∫
Ωτ

b1(x, τ)
p1(x)

|uN |p1(x)e−ητ dx−

−
∫
Ω0

b1(x, 0)
p1(x)

|uN
0 |p1(x) dx+

∫
Qτ

1
p1(x)

(ηb1(x, t) − b1t(x, t))|uN |p1(x)e−ηt dx dt �

� β1

p̂1

∫
Ωτ

|uN |p1(x)e−ητ dx− β2

p1

∫
Ω0

|uN
0 |p1(x) dx+

(
ηβ1

p̂1
− β3

p1

) ∫
Qτ

|uN |p1(x)e−ηt dx dt,

β2 = 
�� sup
Ω

|b1(x, 0)|, β3 = 
�� sup
QT

|b1t(x, t)|;

I8 :=
∫

Qτ

f(x, t)uN
t e

−ηt dx dt �
∫

Qτ

[
δ0

q ′(x)
|uN

t |q ′(x) +
1

δ
q(x)

q ′(x)
0 q(x)

|f(x, t)|q(x)

]
e−ηt dx dt �

� δ0
q ′

∫
Qτ

|uN
t |q ′(x)e−ηt dx dt+

1
δγ0
0 q

∫
Qτ

|f(x, t)|q(x)e−ηt dx dt,
1

q(x)
+

1
q ′(x)

= 1,

q = 
�� inf
Ω
q(x), q ′ = 
�� inf

Ω
q ′(x), γ0 = 
�� sup

Ω

q(x)
q ′(x)

, δ0 ∈ (0, 1].

$���


uN (x, t) = uN (x, 0) +

t∫
0

uN
t (x, s) ds,

��
� ∫
Qτ

|uN |2e−ηt dx dt � 2T
(∫

Ω0

|uN
0 |2 dx+ T

∫
Qτ

|uN
t |2e−ηt dx dt

)
. 6�7

"���' ��<��1 ���
 ���
��� ��
 
������
� 
� ��
 ���
1	��� I1 − I8 ��� (9)' �	
� (8) �


����� ��
 ��
�������∫

Ωτ

[
|uN

t |2 + θ0|∇uN |2 +
2β1

p̂1
|uN |p1(x)

]
e−ητ dx+

∫
Qτ

[(
η − 1 −A2 − C1 −

−2T 2 − ν
)
|uN

t |2 +
(
θ0η −A1

)
|∇uN |2 +

(
2β0 − 2δ0

q ′ (1 − ν)
)
|uN

t |p0(x) +

+2
(ηβ1

p̂1
− β3

p1

)
|uN |p1(x)

]
e−ηt dx dt �

∫
Ω0

[
|uN

1 |2 +
2β2

p1

|uN
0 |p1(x) +A0|∇uN

0 |2+



�"� #$%�& !' (��# ) ' * ��#$�$+�*' ",!�'( �$- �./*�$ + ��4

+2TC1|uN
0 |2
]
dx +

2
δγ0
0 q

∫
Qτ

|f(x, t)|q(x)e−ηt dx dt, 6�E7

��
	
 ν = 1 �� q(x) ≡ 2 ��� ν = 0 �� q(x) � 2, q(x) 	≡ 2.
*�

�
 η ��� δ0 ���� ���� ��
 �
��
���1 �
�����
�� �
��5

η − 2 −A2 − C1 − 2T 2 � 1, θ0η −A1 � 1,
ηβ1

p̂1
− β3

p1
� 1, δ0 = min{1;β0; q ′}.

"�
�' �
����
	��1 ��
 �
�%
	1
��
 
� uN
0 �
 u0 �� ��
 ����
 H1

0 (Ω) ∩ Lp1(x)(Ω) ��� ��

�
�%
	1
��
 
� uN

1 �
 u1 �� ��
 ����
 L2(Ω)' �	
� 6�E7 �
 ��%
 ��
 
������
�∫
Ωτ

[|uN
t |2 + |∇uN |2 + |uN |p1(x)] dx � M1, τ ∈ (0, T ], 6��7

∫
QT

[|uN
t |2 + |∇uN |2 + |uN

t |p0(x) + |uN |p1(x)] dx dt � M1, 6�)7

��
	
 M1 �

� �
� �
�
�� 
� N �
:
���
� ���� ∫

QT

||uN |p1(x)−2uN |p ′
1(x) dx dt �

∫
QT

|uN |p1(x) dx dt � M2, 6��7

∫
QT

||uN
t |p0(x)−2uN

t |p ′
0(x) dx dt �

∫
QT

|uN
t |p0(x) dx dt � M2. 6�,7

-	
� 
������
� 6��7 = 6�,7 �� �
��
�� ����

‖uN‖L∞((0,T );H1
0(Ω)∩Lp1(x)(Ω)) + ‖uN

t ‖L∞((0,T );L2(Ω)) � M3, 6��7

‖uN‖L2((0,T );H1
0 (Ω))∩Lp1(x)(QT ) � M3, ‖uN

t ‖Lp0(x)(QT ) � M3, 6� 7

‖|uN |p1(x)−2uN‖
Lp ′

1(x)(QT )
� M3, ‖|uN

t |p0(x)−2uN
t ‖

Lp ′
0(x)(QT )

� M3, 6��7

��
	
 ��
 �
������ M3 �

� �
� �
�
�� 
� N �
/� ��
 ����� 
� 6��7 = 6��7 ��
	
 
#���� � ����
��
��
 {uNk}Nk∈N ⊂ {uN}N∈N ���� ����

uNk → u ∗ − �
�<�� �� L∞((0, T );H1
0 (Ω) ∩ Lp1(x)(Ω)), uNk → u �
�<�� ��

L2((0, T );H1
0 (Ω)) ∩ Lp1(x)(QT ), uNk

t → ut ∗ − �
�<�� �� L∞((0, T );L2(Ω)),
uNk

t → ut �
�<�� �� Lp0(x)(QT ), uNk
t (·, T ) → w �
�<�� �� L2(Ω),

uNk → u ��	
�1�� �� L2(QT ) ��� �� 
� �� QT ,

|uNk |p1(x)−2uNk → χ �
�<�� �� Lp ′
1(x)(QT ), |uNk

t |p0(x)−2uNk
t → z �
�<�� ��



�05 �����
 ������

��  ����� !����

Lp ′
0(x)(QT ) �� Nk → ∞.

"�
� �	
� 3
��� )�) ��+' �� ��! �� �
��
�� ���� χ = |u|p1(x)−2u�
3
� �� �
����
	 ��
 �
� 
� ������
��

M =
∞⋃

N=1

MN , ��
	
 MN = {vN : vN (x, t) =
N∑

k=1

dN
k (t)ϕk(x), dN

k ∈ C1([0, T ])}.

-	
� 6,7 �
 1
�∫
QT

[
−uNk

t vN
t +

n∑
i,j=1

aij(x)uNk
xi
vN

xj
+

n∑
i=1

ai(x, t)uNk
xi
vN + a0(x, t)uNk

t vN + c(x, t)uNkvN +

+b0(x, t)|uNk
t |p0(x)−2uNk

t vN + b1(x, t)|uNk |p1(x)−2uNkvN − f(x, t)vN

]
dx dt =

= −
∫

ΩT

uNk
t vN dx+

∫
Ω0

uNk
1 vN dx, 6�+7

��
	
 N �� �� �	���	�	� 9#
� ����	�� ����
	 ��� Nk � N.
>
��
' ������1 �
 ��
 ����� �� Nk → ∞' 
�����∫

QT

[
−utv

N
t +

n∑
i,j=1

aij(x)uxiv
N
xj

+
n∑

i=1

ai(x, t)uxiv
N + a0(x, t)utv

N + c(x, t)uvN +

+b0(x, t)zvN + b1(x, t)|u|p1(x)−2uvN − f(x, t)vN

]
dx dt+

∫
ΩT

wvN dx =
∫
Ω0

u1v
N dx. 6��7

"�<��1 ���
 ���
��� ��
 �
����� 
� ��
 �
� M �� ��
 ����
 H1
0 (QT ) ��� �� ��
 ����


Lp0(x)(QT ) ∩ Lp1(x)(QT ) �� !' �	
� 6��7 �
 1
� ��
 
�������∫
QT

[
−utvt +

n∑
i,j=1

aij(x)uxivxj +
n∑

i=1

ai(x, t)uxiv + a0(x, t)utv + c(x, t)uv +

+b0(x, t)zv + b1(x, t)|u|p1(x)−2uv − f(x, t)v
]
dx dt+

∫
ΩT

wv dx =
∫
Ω0

u1v dx, 6)E7

����� �� �
		
�� �
	 ��� v ∈ V (QT ), vt ∈ L2(QT ).
&� ��	������	' 6)E7 �����
� ��
 
������� �� ��
 �
��
 
� ����	�����
��

utt = −
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj −
n∑

i=1

ai(x, t)uxi − a0(x, t)ut − c(x, t)u− b0(x, t)z −

−b1(x, t)|u|p1(x)−2u+ f(x, t). 6)�7

"�
� utt ∈ L2((0, T );H−1(Ω)) + Lp ′
0(x)(QT ) + Lp ′

1(x)(QT ) ⊂ L2((0, T );H−1(Ω)) +
Lb(x)(QT ).
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3
� b = 
�� inf
Ω
b(x) ��� ��� κ0 = min{2, b}' κ1 = min{2, p0}. "�
� utt ∈

Lκ0((0, T );H−1(Ω) + Lb(Ω))� -�	��
	�
	
' ut ∈ L2(QT ) ∩ Lp0(x)(QT ) ⊂ Lκ1(QT )'
u ∈ L2((0, T );H1

0 (Ω))� >
��
' u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) �+' �� )E!�
H
�
�
 �� s ��
 �����
�� �
����%
 ����
	 �
	 ����� ��
 
��
����1� Lκ1(Ω) ⊂

H−s(Ω) ��� Lb0(Ω) ⊂ H−s(Ω) �
��� "�
� utt ∈ Lκ((0, T );H−s(Ω)) ��� ut ∈
Lκ((0, T );H−s(Ω))' ��
	
 κ = min{κ0,κ1}� "���' ut ∈ C([0, T ];H−s(Ω)) �+ ' ��
)E!�

3
� vN |t=T = 0� "�
�

T∫
0

∫
Ω

uNk
t vN dx dt = −

T∫
0

∫
Ω

uNkvN
t dx dt −

∫
Ω0

uNk
0 vN dx −→

Nk→∞

−→
Nk→∞

−
T∫

0

∫
Ω

uvN
t dx dt−

∫
Ω0

u0v
N dx −→

N→∞
−
∫

QT

uvt dx dt−
∫
Ω0

u0v dx.

/� ��
 
��
	 ����'∫
QT

uNk
t vN dx dt −→

Nk→∞

∫
QT

utv
N dx dt = −

∫
QT

uvN
t dx dt−

∫
Ω0

u(x, 0)vN dx −→
N→∞

−→
N→∞

−
∫

QT

uvt dx dt−
∫
Ω0

u(x, 0)v dx.

"�
� ∫
Ω0

u0v dx =
∫
Ω0

u(x, 0)v dx.

-	
� �
	


u(x, 0) = u0(x).

/� ��
 ����� 
� 6,7 �
 ��%


〈uNk
tt , w〉H1

0 (Ω) = −
∫
Ωt

[ n∑
i,j=1

aij(x)uNk
xi
wxj +

n∑
i=1

ai(x, t)uNk
xi
w + a0(x, t)uNk

t w + c(x, t)uNkw +

+b0(x, t)|uNk
t |p0(x)−2uNk

t w + b1(x, t)|uNk |p1(x)−2uNkw − f(x, t)w
]
dx,

��
	
 Nk � N ' w ∈ $���{ϕ1, . . . , ϕN}.
"�
�

〈uNk
tt , w〉H1

0 (Ω) −→
Nk→∞

−
∫
Ωt

[ n∑
i,j=1

aij(x)uxiwxj +
n∑

i=1

ai(x, t)uxiw + a0(x, t)utw + c(x, t)uw +



�0� �����
 ������

��  ����� !����

+b0(x, t)zw + b1(x, t)|u|p1(x)−2uw − f(x, t)w

]
dx �
�<�� �� Lκ0(0, T ).

/� ��
 
��
	 ����' �	
� 6)�7 �
 ��%


d

dt

∫
Ωt

utw dx = −
∫
Ωt

[ n∑
i,j=1

aij(x)uxiwxj +
n∑

i=1

ai(x, t)uxiw + a0(x, t)utw +

+c(x, t)uw + b0(x, t)zw + b1(x, t)|u|p1(x)−2uw − f(x, t)w
]
dx.

"���'
d

dt

∫
Ωt

uNk
t w dx −→

Nk→∞
d

dt

∫
Ωt

utw dx �
�<�� �� Lκ0(0, T ).

$���
 〈uNk
tt , w〉H1

0 (Ω) ∈ Lκ0(0, T )' �
 �

 ����
∫
Ωt

utw dx ∈ C([0, T ])� 3
� ϕ ∈ C([0, T ]) ���

ϕ(T ) = 0� "�
�

T∫
0

d

dt

( ∫
Ωt

utw dx

)
ϕdt = −

∫
QT

utwϕ
′ dx dt−

∫
Ω0

ut(x, 0)wϕ(0) dx.

/� ��
 
��
	 ����'

T∫
0

d

dt

( ∫
Ωt

uNk
t w dx

)
ϕdt = −

∫
QT

uNk
t wϕ ′ dx dt−

∫
Ω0

uNk
t wϕ(0) dx −→

Nk→∞

−→
Nk→∞

−
∫

QT

utwϕ
′ dx dt−

∫
Ω0

u1wϕ(0) dx.

"���' ∫
Ω0

u1wϕ(0) dx =
∫
Ω0

ut(x, 0)wϕ(0) dx �
	 ��� N ∈ N,

���� ��'
ut(x, 0) = u1(x).

*�

���1 ϕ(0) = 0' �
 ��� �	
%
 �� � ������	 ��� ���� ut(x, T ) = w(x)� "�
� ��
 
�������
6)E7 ��� �
 �	���
� �� ��
 �
	�∫

QT

[
−utvt +

n∑
i,j=1

aij(x)uxivxj +
n∑

i=1

ai(x, t)uxiv + a0(x, t)utv + c(x, t)uv + b0(x, t)zv +

+b1(x, t)|u|p1(x)−2uv − f(x, t)v

]
dx dt+

∫
ΩT

utv dx =
∫
Ω0

u1(x)v dx, 6))7
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����� �� �
		
�� �
	 ��� v ∈ V (QT ), vt ∈ L2(QT ).
?
� �	
%
 ���� z = |ut|p1(x)−2ut. 3
� τ0, τ ∈ (0, T )' τ0 < τ, m ∈ N, Θm �
 �

�
�����
�� ��
�
���
 ���
�	 ������
� 
� ��
 ���
	%�� [0, T ] ���� ���� Θm(t) = 1' τ0 + 2
m <

t < τ − 2
m ' Θm(t) = 0' t > τ − 1

m ' t < τ0 + 1
m . 3
� ρl �
 � 	
1���	�2��1 �
��
��
 �� D(R)'

ρl(t) = ρl(−t)'
+∞∫

−∞
ρl(t)dt = 1, ���� ρl ⊂

[
−1
l
,
1
l

]
.

��� �� 6))7 v = ((Θme
−ηtut) ∗ ρl ∗ ρl)Θme

−ηt, ��
	
 l > 2m ��� ∗ �
�
�
� ��

�
�%
����
� �� t� C�

vt = ((Θme
−ηtut) ∗ ρl ∗ ρl)tΘme

−ηt + ((Θme
ηtut) ∗ ρl ∗ ρl)Θ ′

me
−ηt −

−η((Θme
−ηtut) ∗ ρl ∗ ρl)Θme

−ηt,

��
� ��
 9	�� ���
�� 
� 
������� 6))7 ��� �
 �	
�
��
� �� ��
 �
��
���1 �
	�5

−
∫

QT

utvt dx dt =
∫

QT

((Θmute
−ηt)t ∗ ρl)((Θmute

−ηt) ∗ ρl) dx dt−

−
∫

QT

((Θ ′
mute

−ηt) ∗ ρl)((Θmute
−ηt) ∗ ρl) dx dt+ η

∫
QT

((Θmute
−ηt) ∗ ρl)2 dx dt −→

l→∞

−→
l→∞

η

∫
QT

|ut|2Θ2
me

−2ηt dx dt−
∫

QT

|ut|2ΘmΘ ′
me

−2ηt dx dt −→
m→∞

−→
m→∞ η

∫
Qτ0 ,τ

|ut|2e−2ηt dx dt+
1
2

∫
Ωτ

|ut|2e−2ητ dx− 1
2

∫
Ωτ0

|ut|2e−2ητ0 dx.

$�����	��' �
	 ��
 �
�
�� �
	� 
� 
������� 6))7 �
 ��%
∫
QT

n∑
i,j=1

aij(x)uxivxi dx dt =
∫

QT

n∑
i,j=1

aij(x)((uxiΘme
−ηt) ∗ ρl)((uxj Θme

−ηt)t ∗ ρl) dx dt+

+η
∫

QT

n∑
i,j=1

aij(x)((uxiΘme
−ηt) ∗ ρl)((uxj Θme

−ηt) ∗ ρl) dx dt−

−
∫

QT

n∑
i,j=1

aij(x)((uxiΘme
−ηt) ∗ ρl)((uxj Θ

′
me

−ηt) ∗ ρl) dx dt −→
l→∞

−→
l→∞

η

∫
QT

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxjΘ
2
me

−2ηt dx dt−
∫

QT

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxjΘmΘ ′
me

−2ηt dx dt −→
m→∞

−→
m→∞ η

∫
QT

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxje
−2ηt dx dt+

1
2

∫
Ωτ

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxje
−2ητ dx−



�0� �����
 ������

��  ����� !����

−1
2

∫
Ωτ0

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxje
−2ητ0 dx.

F
	

%
	'∫
QT

[
n∑

i=1

ai(x, t)uxi + a0(x, t)ut + c(x, t)u + b0(x, t)z + b1(x, t)|u|p1(x)−2u−

−f(x, t)

]
v dx dt −→

l,m→∞

∫
Qτ0,τ

[
n∑

i=1

ai(x, t)uxi + a0(x, t)ut + c(x, t)u +

+b0(x, t)z + b1(x, t)|u|p1(x)−2u− f(x, t)

]
ute

−2ηt dx dt.

"���' �
	 ��
� τ0, τ ∈ (0, T ) ��
 �
��
���1 
������� �
���

1
2

∫
Ωτ

[
u2

t +
n∑

i,j=1

aij(x)uxiuxj

]
e−2ητ dx− 1

2

∫
Ωτ0

[
u2

t +
n∑

i,j=1

aij(x)uxiuxj

]
e−2ητ0 dx+

+
∫

Qτ0,τ

[
(η + a0(x, t))u2

t + η

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxj +
n∑

i=1

ai(x, t)uxiut + c(x, t)uut +

+b0(x, t)zut + b1(x, t)|u|p1(x)−2uut − f(x, t)ut

]
e−2ηt dx dt = 0. 6)�7

$���
 u ∈ L∞((0, T );H1
0 (Ω)) ��� ut ∈ L∞((0, T );L2(Ω)), �
 �

 ���� ||ut(·, t)||L2(Ω) �

M4, ||u(·, t)||H1
0 (Ω) � M4 �
	 ��
� t ∈ (0, T ]. $���
�
 ���� τ �� � �
�
#�����%
 �
���


� ��
 ������
�� u(·, t), ut(·, t). "�
� �
	 ��
 �
��
��
� uNk(·, τ), uNk
t (·, τ) �
 
�����

uNk(·, τ) → ψ0 �
�<�� �� H1
0 (Ω), uNk(·, τ) → ψ0 ��	
�1�� �� L2(Ω),

uNk(·, τ) → ψ0 �� 
� �� Ω, uNk
t (·, τ) → ψ1 �
�<�� �� L2(Ω) �� NK → ∞. 6),7

"��� �����
�

|uNk(·, τ)|p1(x)−2uNk(·, τ) → |ψ0|p1(x)−2ψ0 �
�<�� �� Lp ′
1(x)(Ω).

3
� {τk}k∈N ⊂ (0, T ) �
 � �
��
��
 
� �
�
#�����%
 %���
� �
	 ||ut(·, t)||L2(Ω) ���
||u(·, t)||H1

0 (Ω) ���� ���� lim
k→∞

τk = τ, τ ∈ [0, T ]. "�
� �	
� ��
 
������
�

||u(·, τk)||H1
0 (Ω) � M4, ||ut(·, τk)||L2(Ω) � M4,

�
 
����� ��
 
#���
��
 
� � ����
��
��
 
� ��
 �
��
��
 {τk}k∈N 6�
� �� �1��� �
 {τk}k∈N7
���� ����

u(·, τk) → ψ0 �
�<�� �� H1
0 (Ω), ut(·, τk) → ψ1 �
�<�� �� L2(Ω) �� τk → τ.



�"� #$%�& !' (��# ) ' * ��#$�$+�*' ",!�'( �$- �./*�$ + �00

/� ��
 
��
	 ����' �
 ��%
 ��
 �
�%
	1
��


u(·, τk) → u(·, τ) �� L2(Ω), ut(·, τk) → ut(·, τ) �
�<�� �� H−s(Ω) �� τk → τ.

>
��
' ψ1(x) = ut(x, τ) ��� ψ0(x) = u(x, τ).
?
� ��

�
 {τk

0 }k∈N � �
��
��
 
� �
�
#�����%
 %���
� �
	 ||ut(·, t)||L2(Ω) ���

||u(·, t)||H1
0 (Ω) ���� ���� lim

k→∞
τk
0 = 0. *
����
	 6)�7 �� ����� τ0 �� ���������
� �� ��



�
�
��� 
� ��
 �
���	���
� �
��
��
 {τk
0 }k∈N. -�	��
	 �����1
 �
 ��
 ����� �� k → ∞

��� 3
��� ��� ��+' �� )E ! �	
%��
 ��
 ���9���
�� 
� ��
 ��
�������

1
2

∫
Ωτ

[
u2

t +
n∑

i,j=1

aij(x)uxiuxj

]
e−2ητ dx +

∫
Qτ

[
(η + a0(x, t))u2

t +

+η
n∑

i,j=1

aij(x)uxiuxj +
n∑

i=1

ai(x, t)uxiut + c(x, t)uut + b0(x, t)zut +

+
1

p1(x)
(2ηb1(x, t) − b1t(x, t))|u|p1(x) − f(x, t)ut

]
e−2ηt dx dt+

+
∫
Ωτ

1
p1(x)

|u|p1(x)e−2ητ dx � 1
2

∫
Ω0

[
u2

t +
n∑

i,j=1

aij(x)u0,xiu0,xj

]
dx +

+
∫
Ω0

1
p1(x)

|u|p1(x) dx. 6)�7

&� u0 = 0 ��� u1 = 0, ��
� 6)�7 �	����
	�� ���
 �� 
��������
3
� �� �
����
	 ��
 �
��
��


0 � yk =
∫

Qτ

b0(x, t)(|uNk
t |p0(x)−2uNk

t − |v|p0(x)−2v)(uNk
t − v)e−2ηt dx dt =

=
∫

Qτ

[
f(x, t)uNK

t − uNk
tt u

NK
t −

n∑
i,j=1

aij(x)uNk
xi
uNk

xjt −
n∑

i=1

ai(x, t)uNk
xi
uNk

t −

−a0(x, t)|uNk
t |2 − c(x, t)uNkuNk

t − b1(x, t)|uNk
t |p1(x)−2uNkuNk

t

]
e−2ηt dx dt−

−
∫

Qτ

b0(x, t)[|uNk
t |p0(x)−2uNk

t v + |v|p0(x)−2v(uNk
t − v)]e−2ηt dx dt =

=
∫

Qτ

[
f(x, t)uNK

t − (η + a0(x, t))|uNk
t |2 − 2η

n∑
i,j=1

aij(x)uNk
xi
uNk

xj
−

n∑
i=1

ai(x, t)uNk
xi
uNk

t −



�01 �����
 ������

��  ����� !����

−c(x, t)uNkuNk
t − 1

p1(x)
(2ηb1(x, t) − b1t(x, t))|uNk |p1(x)

]
e−2ηt dx dt−

−
∫
Ωτ

[
1
2
|uNk

t |2 +
n∑

i,j=1

aij(x)uNk
xi
uNk

xj
+

1
p1(x)

b1(x, τ)|uNk |p1(x)

]
e−2ητ dx+

+
∫
Ω0

[
1
2
|uNk

1 |2 +
n∑

i,j=1

aij(x)uNk
0,xi

uNk
0,xj

+
1

p1(x)
b1(x, 0)|uNk |p1(x)

]
dx−

−
∫

Qτ

b0(x, t)[|uNk
t |p0(x)−2uNk

t v + |v|p0(x)−2v(uNk
t − v)]e−2ηt dx dt. 6) 7

&� �� 
��� �
 ��
� ���� �
	 ��.��
���� ��	1
 η ��
 ������
���

J1(uNk) =

( ∫
Qτ

[
(η + a0(x, t))|uNk

t |2 + 2η
n∑

i,j=1

aij(x)uNk
xi
uNk

xj
+

+
n∑

i=1

ai(x, t)uNk
xi
uNk

t + c(x, t)uNkuNk
t

]
e−2ηt dx dt

)1
2
, τ ∈ (0, T ]

�� 
���%��
�� �
 ��
 �
	� ||uNk ||H1
0 (Qτ ) ��� ��
 ������
���

J2(uNk) =
∫

Qτ

1
p1(x)

(2ηb1(x, t) − b1t(x, t))|uNk |p1(x)e−2ηt dx dt, τ ∈ (0, T ]

��
��9
� � �
	� �� ��
 ����
 Lp1(x)(Qτ ) ����� �� 
���%��
�� �
 ��
 �
	� ||uNk ||Lp1(x)(Qτ ).
"�<��1 ���
 ���
��� 6) 7' 6),7' 3
��� �� ��
 �
1�����1 
� ���� �
���
� ��� 3
��� ���
��+' �� )E!' �
 
�����

0 � yk =
∫

Qτ

[
f(x, t)ut − (η + a0(x, t))|ut|2 − 2η

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxj −

−
n∑

i=1

ai(x, t)uxiut − c(x, t)uut − 1
p1(x)

(2ηb1(x, t) − b1t(x, t))|u|p1(x)

]
e−2ηt dx dt−

−
∫
Ωτ

[
1
2
|ut|2 +

n∑
i,j=1

aij(x)uxiuxj +
1

p1(x)
b1(x, τ)|u|p1(x)

]
e−2ητ dx +

+
∫
Ω0

[
1
2
|u1|2 +

n∑
i,j=1

aij(x)u0,xiu0,xj +
1

p1(x)
b1(x, 0)|u|p1(x)

]
dx−
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−
∫

Qτ

b0(x, t)[zv + |v|p0(x)−2v(ut − v)]e−2ηt dx dt, ∀ v ∈ Lp0(x)(Qτ ). 6)�7

:� �����1 6)�7 ��� 6)�7' �
 1
�

0 � yk =
∫

Qτ

b0(x, t)(ut − v)(z − |v|p0(x)−2v)e−2ηt dx dt. 6)+7

$���
�
 ���� {τk}k∈N �� � �
��
��
 
� �
�
#�����%
 �
���� 
� ��
 ������
� ut(·, t) ����
���� lim

k→∞
τk = T. "�
� �	
� 6)+7 �
	 ��� v ∈ Lp0(x)(QT ) �
 
����� ��
 
������


0 � yk =
∫

QT

b0(x, t)(ut − v)(z − |v|p0(x)−2v)e−2ηt dx dt. 6)�7

3
� �� �
����
	 ��
 ������
���

J(v) =
∫

QT

1
p0(x)

|v|p0(x) dx dt, v ∈ Lp0(x)(QT ).

$���
 J(u) �� �
�%
# ��� ��� �
	�%���%
 �� B��
��#4� �
��
 
�����

J ′(v) =
∫

QT

|v|p0(x)−2v dx dt,

��
� ���
	���1 �
 �+' �� � �! ��
 
�
	��
	 A : Lp0(x)(QT ) → Lp′
0(x)(QT ) ����� �� �
9�
�

�� ��
 �
	����

〈Av, u〉1 =
∫

QT

|v|p0(x)−2vu dx dt,

��
	
 〈 , 〉1 �
�
�
� ��
 ���	��1 �
��

� ��
 ����
� Lp ′
0(x)(QT ), Lp 0(x)(QT ), �� �
���

�
�����
��� "�<��1 ���
 ���
��� 6)�7' �
 ��%
 ��
 ��
�������

〈z −Av, ut − v〉1 � 0, ∀ ut, v ∈ Lp0(x)(QT ). 6�E7

3
� �� ��<
 �� 6�E7 v = ut − λω, ��
	
 λ > 0, ω ∈ Lp0(x)(QT ) �	
 �	���	�	�� ������1 �

��
 ����� �� λ→ 0 �
 1
�

〈z −Aut, ω〉1 � 0 �
	 ��� ω ∈ Lp0(x)(QT ).

3
� h �
 �� �	���	�	� 
�
�
�� �	
� Lp0(x)(QT ). :� �
����1 �� ��
 ���� ��
������� 9	��
ω = h ��� ��
� ω = −h, �
 
����� z = |ut|p0(x)−2ut. "���' u �� � �
�< �
����
� 
�
6�7 = 6�7� "�
 �	

� 
� ��
 ��

	
� �� �
���
�
��

�� ?$*@5#0( -*5*$*A(9 B0@* ��)�++($*� :�
���� �
	 �
����
�	 ���������%
 ��%
 
������

�� �� R

n II J� F���� C���� C����= )EE��= K
�� �E��= �� ),)�)���
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��� �
����
�
��
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	 �
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�	
��%
 
�����
�� II *
����� &� ��	���� H�0
	
����� G�����
�� = )EEE� = K
�� )��=
?
 ���E�= �� ��,�����)�

�� C'(0D<�0D %�(*9 :* E'(0D� Hs� 1�
��� �
����
�
��
�� �
	 �
�����
�	 ��%
 
������

�� II J� F���� C���� C����= )EE��= K
�� )+��= ��  ,��   �

,� FG* �=#'()(� &��	
%
� �
��� 	��
� �
	 �
����
�� �
 
�
����
���
��� ���
�	 ��� �
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� 
� ��
 ��%
 
�����
� ���� �
����2
�
�
����
�	 ������1 II J� H�0
	
����� G�����
�� = ���+�= K
�� �,��= �� �E)��),�

)�� %*/$(5 :#++(11*/#5� H
��� 
� �
����
�� 
� ��
 ��%
 
�����
� ���� �	���	�	� �
�����
2
� �
����
�	 ������1 II J� H�0
	
����� G�����
�� = )EE��= K
�� )���= �� �E����)�

)+� N/0 �()*9 -*'$/ P@(2(� 8
�1��
� $�	����	�2 
������
� �
	 ��
 ��%
 
�����
� ��

%
� ����
 ���
���
�� II F���� c�= )EE,�= K
�� ),��= �� �,��� ,�

)�� �+(5�3�$ �($+(3*A� 3
�1����
 ������
��� 
#�����
� �
	 ��
 ����
� �
�����
�	
��%
 
�����
� II J� F���� C���� C����= )EE)�= K
�� )� �= �� +� ��)��

�E� N*1# %�D/#+ 7+*01*9 N#(0 %(2'�09 F(.(#+ P$)#D(� :
���
� �
����
�� 
� �
�
��

	�
	 �
�����
�	 
%
����
� 
�����
�� ��� ���������
�� �
 ��
 �
�
1	��� 
�����
�
II J� F���� ��	
� C����= �����= K
�� �+�= �� ,�� ��

��� Q(*G/(0 R(0D9 ?�++#1 �(1&'*09 7+(�0 ,�$�*/9 �($#00# N� ,� >��
	�
��� �
�
	���
����
� ��� �
�����
�	 ��%
 
�����
� II J� F���� ��	
� C����= )EE,�= K
�� +��= ��
 �������



�15 �����
 ������

��  ����� !����

�)� F�&($5* S#5#$� F�������
���
��� ��%
	�
 �����
	��1 �
	 ��
 �
����
�	 b�
���B
	�
�

�����
� ���� � �
�
����� II J� H�0
	
����� G�����
�� = )EE)�= K
�� �+,�= ��  )=���

��� H/�&'#0D ��09 �0D* S�))� B�
��� ���1���	��� ��	����	
 
� �
�< �
����
�� �
 ��H
�
�����
�	 ����
	��%
 ��%
 
�����
�� ���� ����
�����
�� ������� ���� II J� H�0
	
����
�� G�����
�� = )EE,�= K
�� �� �= �� ��,���E�

�,� :(*<�(0D S(0D� ?
����
�	 �����
	��1 ��

	� �
	 � ����� 
� ��%
 
�����
�� �� Hs II
J� F���� C���� C����= )EE,�= K
�� )� �= �� �,�� �

��� :($(;(1' H� "�
 ��#
� �	
��
� �
	 
�
 �
�����
�	 ���
	�
��� 
�����
� �� ��
���
���
� �
���� II K����< 3%�% ���%
	����� $
	� F
���F����= )EE��= K
��  ,�=
�� ����� 6�� d<	������7

� � :/D$�� P�9 Q*3(01T=( ?�9 ,$*)1(' �� &������ �
����	� %���
 �	
��
� �
	 �
����
�	
��0
	
����� 
�����
� 
� ��
 ���	� 
	�
	 �� 1
�
	���2
� $
�
�
% ����
� II K����< 3%�%
���%
	����� $
	� F
���F����= )EE��= K
��  ,�= �� ,,� �� 6�� d<	������7

��� Kováčik O., Rákosnik J. /� ����
� Lp(x) ���W 1,p(x) II *2
��
��
%�< F���� J�=
�����= K
�� ,� 6�� 7�= �� ��)� �+�

�+� ?(M#21=� H�9 ?$*D#$ ��9 E(&'($�(1 �� ?�������
�	
 
�
	��
	1�
�����1
� ���

�
	��
	��0
	
�����1�
�����1
�� = F
��
��= ���+ 6�� @������7�

��� �()* -� �
	��	����
� ��

	� �
	 ���
�	 
�
	��
	��= F
��
��= ���) 6�� @������7�

,E� C*55�0D)*0 B�7�9 �#A�01*0 �� "�

	� 
� 
	����	� ��0
	
����� 
�����
���= F
��
��=
���+ 6�� @������7�

������ ������ ��� ��� !" �#����$�"%"
%�&#' "����"%" '�(����� ( )��%��*�#�+,

&'"�-"'�, �# #%�
'()*�+ ,-.)(/01� 213-/- 4-/-5

���	��� !" #$%	&#$'�#!" (#	�)*�!+)+ 	,)#	 ��$#$ -*$# $�

�('� .#	�)*�!+)+�� $� �� ����� ���	�� . *$/#$

8 9:;<=<>�? @AB�>CDAE>�? 9:BFGH� D9IJBK>LH9 ;�MF>L IFCFEL CBK GBF:N9

><B�>�?>9J9 J�O<D:9B�E>9J9 D�P>K>>K� Q;9PA �G>LPF>>K D9IPRKINL HFN9S IFCFE�

9HDA;F>9 P LIFJFBT><>AU OD9GH9DFU V<:<JF�

0'12&�	 �'&�$� J�O<D:9B�E>< D�P>K>>K� ;�MF>F IFCFEF� LIFJFBT><>� OD9GH9DA

V<:<JF�

eP\PPX V\T�ZUY\ TO QMTNOYMf�g E��E��)EE 

hQWZVXP\ TO TQiNi E)����)EE 



Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org


Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org

