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���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

������ ������ �
�� ��������������	� �

����� Ω ⊂ R
n � ����	�
��� �����
�� Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}�

Qt1,t2 = Ω× (t1, t2)� p ∈ (1; 2)� K ⊂ Lp(0, T ;W 1,p
���

(Ω))∩ L2
���

(Q0,T ) � ������ ��	��
���� 	��
���� ��������
� ����������� ���������� ��������
�∫

Q0,τ

[
vt(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai|uxi |p−2uxi [(v − u)ψ]xi + (cu− f)(v − u)ψ+

+ 1
2
ψt|v − u|2]dxdt ≥ 1

2

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx− 1
2

∫
Ω0

|v − u0|2ψdx,
�� τ ∈ (0, T ]� ψ ≥ 0 � ����������� �� �����������  ������ � ��	���
��	 � Q0,T

����!	� v ∈ K� vt ∈ L2
���

(Q0,T ) � ��������� "�#�  �����$ a1, . . . , an ����
�%
�
��� |x| → ∞ �� &���&� �� a0(1 + |x|ν)� �� a0, ν > 0� 
� '��� ������ ����
���
��� �	����( �������� ���������� ����)�����
� ��!$ ����������$ ��������
� � �����
 ������ u ∈ K ∩ C([0, T ];L2

���
(Ω))�

������� ����	� ����������� ���������� ��������
�� ������ � ����
����% �	��
��%� ����	�
��� �����
��

�	
��
���	 � 	������ G = R
n × (0;T ) 
����� �	��

ut −
n∑

i=1

(a(x)|uxi |p−2uxi)xi + b(x)|u|q−2u = 0, u|t=0 = u0, (∗)

�� p, q ∈ (1; +∞) � ��
�� ������ ��	����� ��� ������	! "	 a ≡ 1! b ≡ 0 � #���
��

$∗% & ����'���! �	��	 p, q = 2� (	�� 
����� $∗% �� �	 � ���� ���)�� 	��	�	 #	
�*

�� �
����� +���,�'! 
�� 
��	�	�)�
-�) ��	�� |u(x, t)| ≤ Cec|x|2 
 
����.�����) �������
C, c > 0� /�������' ��� ���
 #	
�*

	� ���	0 
����� �#� u0 = 0! 
��' 
��	�	�).
�
& 	,���� |u(x, t)| ≤ C exp(c|x|2+ε) 
 ε > 0 ���#�� �	������� (�1	�	� 2�3� � 4�5�
(������ �� � 465 �	��� &������) #	
�*

�� ,�&0 
����� � ����� +���,�'! 
�� 
��	�	�).
�
-�) ��	�� |u(x, t)| ≤ e|x|h(|x|)! �� h � �������� �����*&��� +���,�
 h! ��
 
�	0

�© ������ ��	�
 ���
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1

ds
h(s) = +∞� 7#�
�� 8� �� 9#����� 2� � 4:5 �	���� ��������
 �� &������) � �����

{u : |u(x, t)| ≤ Cea|x|} #	
�*

�� ����'�	0 ��#��	����	0 ��#��,�'�	0 ��#���	���! "	 ���.
�	����& 
����� $∗%� /�� +���,�0 u0 ≥ 0 �������	�
! "	� �	�� ���� ���	- ��#	-! ��


�	0

∫
Rn du0 < +∞� ;������) #	
�*

�� 
����)�	0 ����'�	0 ��#��	����	0 ��#��,�'�	0

��#���	��� � �����1 (�1	�	�� ��
����� ���	# � 4<5�

=�"	 #���
��
 $∗% & ������'���! n = 1! a, b ≡ 1! �	 
 #�
��)����� �������.
�	�� 2��� $4�5% �������& ��������
 #	
�*

�� ,�&0 
����� �#� p > 3! q = 2 � �����
+���,�'! 
�� 
��	�	�)�
-�) 	,���� |ux(x, t)|p−2 ≤ C(1+ |x|2)! C > 0� /�� �	����	�	0
+���,�0 ���������
 ���� ���� �	������� �� ����������	���� ;������) � ,)	�� �����
��
�����	 �#� p > 2! q = 2� / 4>5 � �����1 �	���)�	 �����#	���1 +���,�' ��
�����	
	��	
����� #	
�*

����) 
����� $∗% 
� ��	�� |u0(x)| ≤ C|x|p/(p−2) �#� |x| → ∞� (��
������	 �����	����#�� #���
��
! 
�� ����	����& $∗% 
 a ≡ 1! b ≡ 0! p > 2� 2���	�����'
#�
��)��� � ������� p < 2 ��
����	 � 4�5� � 4?5 ��
 	��� ��) �� �	������� #	
�*

��
�� ��1����1 ����1 �#� |x| → ∞ ��
�����	 	��	
����� #	
�*

����) 
����� �	�� ��

�������'�	�	 #���
��
 $p = 2! q > 2%� (��� ���� #�
��)���� 	�#����	 � 4�5 ��
 
�����!

�� � �	���)�	�� ������� 
����&�)�
 �
 
�����- $∗% �#� a, b ≡ 1! p = 2! q > 2! � �
4�@5 � ��
 ������'�	�	 #���
��
 ��"	�	 �	#
��� 
 ����'�	- �	�	��	- ������	-�

A�#�'���	 �	 �������! �	�� �	�+�,�&��� a, b �	 ��) 
#	����� �#� |x| → ∞� /
4�:5 ��
�����	 ��������
 &���	�	 	��� ��	�	 � R+ × (0;T ) #	
�*

�� 
�����! 
�� �
�����	�	�� ������� 
����&�)�
 
 $∗% �#� n = 1! p, q = 2! a = xm! m ≥ 0� /�����&�)�

	��� �����) u0 �� ���	����
 �	����	��1 ��	� �� +���,�- b� / 4�<5 #	
��
���	
#���
��
! 
�� �
����)�-& $∗% 
 a = (1 + |x|)λ! λ > 0! p, q = 2� B� �����1 ��	� �� �	�.
+�,�&�� b �	�����	 &������) #	
�*

�� ,�&0 
����� ��
 ��	� �� �	������� #	
�*

�� ��
����������	���� A�#��	����� ��#��,�'�� ��#���	��� � ��	��� ���1 	�����
1 ������	
� 4��5�4��5�

C��� ���	0 �#�,� � �	����� ��������
 �� &������) #	
�*

�� ��#��	����	0 ��#��.
,�'�	0 ��#���	���! 
�� �
����)�-& ��	��	#���� #���
��
 $∗% 
 p < 2! q = 2� �	�+�.
,�&��� ��#���	��� �	 ��) 
#	����� �#� |x| → ∞ �� ������ 
� a0(1 + |x|ν)! a0, ν > 0�
��
��)��� 	�#����	 ��
 �	����	��1 �#���"��) �� �	������� #	
�*

�� �� +���,�0
u0 �� ����������	����


� �
���������� ������ �� 
��
���� ������������ 3�1�' T > 0! Ω ⊂ R
n

� ��	��� ��� 	�����) 
 �� �- ∂Ω ����� C1! 
�� 
��	�	�)�
& ��	��D ��
 �	 �	�	
l ∈ N ��	 ��� Ωl = Ω ∩ {x ∈ R

n : |x| < l} & 	�����-! �� � 
�	0 ������&�)�
 

��	1 ����	�	 ������1 ����#�	��#1	�) Γl

1 � Γl
2 ����1! "	 Γl

1 ⊂ ∂Ω! EFGn−1 Γl
1 > 0!

EFGn−1 {Γl
2 ∩ ∂Ω} = 0� A#�'���	 Qt1,t2 = Ω × (t1; t2)! Ql

t1,t2 = Ωl × (t1; t2)! Ωτ =
= {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}! Ωl

τ = {(x, t) : x ∈ Ωl, t = τ}! l ∈ N�

��
 �	 �	�	 l ∈ N �	
�����	D {w ∈ W 1,p(Ωl) : w|Γl
1

= 0} ⊂ X l ⊂ W 1,p(Ωl)!
p ∈ (1; 2)! X l � 
�������' ����#	���#! V l = L2(Ωl) ∩ X l! K l � 	����� 
�������
�����	 ��� V l! 0 ∈ K l! U(Ql

0,T ) = L2(Ql
0,T ) ∩ Lp(0, T ;X l)� 3� ������� �#	��	#� Xs

�� ��	 ��� Ks! s ∈ N ��������	 ��	��D 
�"	 l, s ∈ N! l < s! �	 
�� ���
 ���������

 Xs $Ks% �� Ωl ���� ��) �	 �#	��	#� X l $��	 ��� K l%�

3�1�' Ψ = {ψ ∈ C∞(Q0,T ) | ψ ≥ 0, ∃ s ∈ N ����! "	 GHII ψ ⊂ Qs
0,T },

U���(Q0,T ) = {u : Q0,T → R | u ∈ U(Ql
0,T ) ∀ l ∈ N},

K = {u ∈ U���(Q0,T ) | u(·, t) ∈ K l ��
 ��' � ���1 t ∈ (0, T ) � ∀ l ∈ N}.



8: ���� �����	

3�1�' +���,�0 a1, . . . , an, c, f, u0 
��	�	�)�
-�) ��	��D
� !D ai ∈ L∞

���
(Q0,T )! a0 ≤ ai(x, t) ≤ a0(1 + |x|ν) ��
 ��' � ���1 (x, t) ∈ Q0,T !

i = 1, n! �� a0, a
0, ν > 0J

�"!D c ∈ L∞(Q0,T )! c(x, t) ≥ c0 ��
 ��' � ���1 (x, t) ∈ Q0,T ! �� c0 ∈ RJ
�#!D f, ft ∈ L2

���
(Q0,T )J

�$!D u0 ∈ K! ����& �	����	�����) {ul
0}l∈N ����! "	 ��
 �	 �	�	 l ∈ N �������	

ul
0 ∈ K l! ul

0 = 0 �� Ω \ Ωl! ul+1
0 = u0 �� Ωl�

��������� 
� ./012�3 u ∈ K ∩ C([0;T ];L2
���

(Ω)) 0�4�5������6 78�91�� �645:�4

16� ����968�;06< 5����2�=06< 0���5067��∫

Q0,τ

[
vt(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai(x, t)|uxi |p−2uxi((v − u)ψ)xi + c(x, t)u(v − u)ψ −

− f(x, t)(v − u)ψ +
1
2
|v − u|2ψt

]
dxdt ≥ 1

2

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx − 1
2

∫
Ω0

|v − u0|2ψdx, (1.1)

�1>6 u 4�?6568@0�A BC�CD ?8� 57�� τ ∈ (0;T ]E ψ ∈ ΨE v ∈ KE vt ∈ L2
���

(Q0,T )�

3�1�' u � ������' #	
�*

	� ��#���	��� $���%! ψ ∈ Ψ! v ∈ K! vt ∈ L2
���

(Q0,T )�
=�"	 v(·, 0) = u0(·)! �	 
 $���% �������	

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx → 0 �#� τ → +0! �	��	
lim

τ→+0
u(·, τ) = lim

τ→+0
v(·, τ) � �#	��	#� L2(Ωl)� K����)�� u, v ∈ C([0;T ];L2

���
(Ω))! �	 


	�#����	0 #���	��� �#���,) �� �#���"���
 �� v 	��# ��	 ��	��

u(x, 0) = u0(x) ��
 ��' � ���1 x ∈ Ω. (1.2)

��������� %� ��8@0�� �645:�416� ����968�;06< 5����2�=06< 0���5067�� BC�CD 0�

4�5������6 78�91�= �645:�461 2�A< 0���5067��E �1>6 5�0 4�?6568@0�A 5183;�00�
ut ∈ L2

���
(Q0,T )�

L���	 �	��
���! "	 ��
 ���)�	�	 #	
�*

�� ��#���	��� $���% ��������	����
 $���%!
$��6% ������������ ��#���	���∫

Q0,τ

[
ut(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai|uxi |p−2uxi((v − u)ψ)xi + cu(v − u)ψ − f(v − u)ψ
]
dxdt ≥ 0

��
 ���1 τ ∈ (0;T ]! ψ ∈ Ψ! v ∈ K�
&��'��� 
� 3�1�' X l = {w ∈ W 1,p(Ωl) : w|Γl

1
= 0} ∀ l ∈ N! K = U���(Q0,T )� (	��

���)��' #	
�*

	� ��#���	��� $���% & �
����)����� #	
�*

�	� 
�����

ut −
n∑

i=1

(ai|uxi |p−2uxi)xi + cu = f � Q0,T , (1.3)

u = 0 �� ∂Ω × (0;T ), u|t=0 = u0, (1.4)

$���� 4��! M� 6�<5%�
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&��'��� %� 3�1�' K = U���(Q0,T ) ∩ {v : v ≥ 0 � Q0,T }� (	�� ���)��' #	
�*

	�
u ��#��	����	0 ��#��,�'�	0 ��#���	��� $���% 
��	�	�)�
& #���
��
 $��:% �� ��	 ���
Φ = {(x, t) ∈ Q0,T : u(x, t) > 0}! �	#���-& ���- � Q0,T \ Φ �� 
��	�	�)�
& ��	��
$��<% $���� 4��! M� 6�:5%�

/�����	 �	
������
! 
�� ���	#���	���������	 ����� 3	#�� ����1	�	�	 �#	��	#�
B �	
���������	 ��#�
 || · ;B||! � ��#
 ���' �	 B �#	���# � B∗� ����
#��' �	���	�
�� B∗ �� B �	
���������	 〈·, ·〉B �

(�
���� 
� ����= 5�160/3�@7� /�65� ���E ��� �

1 < p < 2, n− 2p
2 − p

+
2νp

2 − p
< 0. (1.5)

�6?� 5����2�=0� 0���50�7�@ BC�CD 0� �6F� ���� 9�8@G� 6?06H6 78�916H6 �645:�41/�

3�1�' l ∈ N� B�
�����	! "	 
 ��	�� $���% �� ��	#�� ��������
 �	�	�&�� 46@!
�� <�5 �������&! "	 X l ⊂ L2(Ωl) ⊂ [X l]∗! � 	� �! V l = X l� ��
 ��' � ���1 t ∈ (0;T )
��
�����	 	��#��	#� Al(t) : V l → [V l]∗ ���	- +	#���	-D

〈Al(t)v1, v2〉V l =
∫
Ωl

t

[ n∑
i=1

ai(x, t)|v1
xi

(x)|p−2v1
xi

(x)v2
xi

(x) + c(x, t)v1(x)v2(x)
]
dx,

�� v1, v2 ∈ V l. =�"	 +���,�0 a1, . . . , an, c �� 
��� ��) ��� t! �	 
�����) A
l(t) �	.

,��)�	 ������ �#	��	 Al� (	�� �	 �� ��� ���! "	 Al : U(Ql
0,T ) → [U(Ql

0,T )]∗ �

〈Alw1, w2〉U(Ql
0,T ) =

∫ T

0 〈Alw1(t), w2(t)〉V ldt! w1, w2 ∈ U(Ql
0,T )�

3�1�' l ∈ N! +���,�0 a1! � � � ! an! c �� 
��� ��) ��� t!

Dl = {v ∈ V l : v|Γl
2

= 0}, Dl = {u ∈ U(Ql
0,T ) : u|Γl

2×(0;T ) = 0},

H l = {v ∈ W 1,2(Ω) : v|Γl
2

= 0}, Hl = {u ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)) : u|Γl
2×(0;T ) = 0}.

B#	
����	! "	H l⊂Dl!Hl⊂Dl� /�
�����	 	��#��	#�El : Dl→ [Dl]∗ ��Gl : H l→ [H l]∗


� �	�	�	�	- #���	���' 〈Elv1, v2〉Dl = 〈Alv1, v2〉V l ! v1! v2 ∈ Dl! 〈Glz1, z2〉Dl =
=

∫
Ω(∇z1(x),∇z2(x))dx! z1, z2 ∈ H l� ��
 ��#	"���
 ��� ������	! "	 	��#��	# El

���	 ��& 
 Dl � [Dl]∗! � Gl � 
 Hl � [Hl]∗ ���! "	 〈Elw1, w2〉Dl = 〈Alw1, w2〉U(Ql
0,T )!

〈Gly1, y2〉Hl =
∫ T

0
〈Gly1(t), y2(t)〉Hldt ��
 ���1 w1, w2 ∈ Dl �� y1, y2 ∈ Hl�

(�
���� %� ����= 5�160/3�@7� /�65� ���"���E /�65� BC�#DE u0 ∈ W 2,2
���

(Ω)E
Elul

0, G
lul

0 ∈ L2(Ωl) ∀ l ∈ NE K = U���(Q0,T ) ∩ {v : v ≥ 0 ��=F� 71��4@ 5 Q0,T }E
I/012�< a1, . . . , an, c 0� 4�8�F��@ 5�? t� �6?� ����968�;0� 5����2�=0� 0���50�7�@ BC�CD
��A A?�0�= 7�8@0�= �645:�461�

�	�	�
�� ��	#��� � � 6! 
�� �	���	 � ������ :! ���	#�����	 ��
�� �	�	�� ��1
���#� ��)� ��
 
#���	��� ���������
 01 �	���	 � ����
�� ��� �� ���#� ��) � 
��#��	
� �#��	�� �������

%� )
���'
�� *
�������� �� �
*
��+�� �����+����� ��
 ��#	"���

���������
 
�����) u(·, t) ���������	 �#	��	 u(t)�
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=�"	 +���,�
 f 
��	�	�)�
& ��	�� �#!! �	 ��
 �	 �	�	 l ∈ N \ {1} ��
�����	
+���,�- fl ∈ L2(Q0,T ) ����! "	 fl,t ∈ L2(Q0,T )!

fl(x, t) =
{
f(x, t), (x, t) ∈ Ql−1

0,T ,

0, (x, t) ∈ Q0,T \Ql
0,T .

��
 �����1 R,ω > 0 � β =
3p− 2
2 − p

+ ω ��
�����	 
#�
�� 7�#���� ϕR : R
n → R

1 ���

ϕR(x) =

{
(R2−|x|2

R )β , |x| ≤ R,
0, |x| > R.

(2.1)

L���	 ������! "	 ��
 ���).
��1 r ∈ R �� x ∈ R
n! |x| < R! �������	

|ϕR
xi

(x)|r
|ϕR(x)|r−1

=
| 2β
Rβ xi(R2 − |x|2)(β−1)|r
| 1
Rβ (R2 − |x|2)β |r−1

=
(2β)r

Rβ

|xi|r
(R2 − |x|2)r−β

, i = 1, n. (2.2)

=�"	 l > 0! 2l < R! �	 R − |x| ≥ R − l ≥ R/2 �#� x ∈ Ωl� (	�� ���	��&�)�
 	,����
ϕR(x) = ((R − |x|)(R + |x|)/R)β ≥ (R/2)β! x ∈ Ωl� �#�� �	�	! 	������	! "	 ��
 ���1
x ∈ R

n �������	 ϕR(x) ≤ Rβ� B�
�����	! "	 +���,�- 
 $6��% ������	 � �#�,� 4�@5
$���� ���	 4��5! 4�65%�
3�1�' w− = max{−w, 0}! w ∈ R� L���	 ��#��	�����
! "	

([−r−] − [−s−])(r − s) ≥ 0 (2.3)

��
 ���1 r, s ∈ R� B 466! M� ��5 ���	�	 ����D 
�"	 v ∈W 1,p(Ω)! �	 v− ∈ W 1,p(Ω)�
=�"	 +���,�
 w ��
������ � ,�����#� Q0,T ! �	 ��
 �	 �	�	 h > 0 �	
�����	

w+h(x, t) = w(x, t + h) �#� (x, t) ∈ Q0,T−h�

,��� 
� ����= q > 1� �6?� ?8� 57�� r, s ∈ R

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s) ≥ 22−q|r − s|q, �1>6 q ∈ [2,+∞), (2.4)

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s) ≤ 22−q|r − s|q, �1>6 q ∈ (1; 2]. (2.5)

���������� �	������
 $6�<% �	���	 � ���� ��6 46:! M� �@5� �	�����	 ��#������) $6��%�
A#� q = 2 ,
 ��#������) 	�������� 3�1�' q ∈ (1; 2)! r, s ∈ R� 3� 
�����-�� 
����).
�	���! �#�������	! "	 r > s� (	�� $6��% ��#������	 � ����
��

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s)1−q ≤ 22−q. (2.6)

A#� s = 0 �������	 rq−2rr1−q = 1 ≤ 22−q� 3�1�' s �= 0! w = r/s� A#� s > 0 
 $6�>%
	�#���&�	

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s)1−q = (wq−1 − 1)(w − 1)1−q = g1(w), w ∈ (1; +∞).

A#� s < 0 	��# ��	! "	

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s)1−q = (1 − |w|q−2w)(1 − w)1−q = g2(w), w ∈ (−∞; 1).

K����)�� sup
w∈(1;+∞)

g1(w) = g1(+∞) = 1! sup
w∈(−∞;1)

g2(w) = g2(−1) = 22−q! �	 $6�>%

�#����)��� L��� �	�������
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J�/5�F�00� C� 3�1�' q ∈ (1; +∞)! y, z : R → R! y(s) = |s|q
q ! z(s) = |s|q−2s! s ∈ R�

K������	! "	 y′(s) = z(s) �#� s �= 0! y′(0) = 0! z′(s) = (q− 1)|s|q−2 �#� s �= 0! �! �#��
�	�	! z′(0) = 0! 
�"	 q > 2! lim

s→0

z(s)−z(0)
s = +∞! 
�"	 q ∈ (1; 2)�

(����+���� 
� ����= k ∈ NE 5�160/3�@7� /�65� ���"��� �� BC�#DE I/012�<
a1, . . . , an, c 0� 4�8�F��@ 5�? tE Ekuk

0 ∈ L2(Ωk)� �6?� ?8� 16F06H6 s ∈ N �70/A I/01

2�� zs ∈ Dk ∩C([0;T ];L2(Ωk)) ��1�E >6 zs

t , E
kzs ∈ L2(Qk

0,T ) �

〈zs
t (t) + Ekzs(t) − s(zs(t))−, v〉Dk = 〈fk(t), v〉Dk , t ∈ (0;T ), v ∈ Dk, (2.7)

zs(0) = uk
0 . (2.8)

���������� /��	#����&�	 ���	� 9���	.N��)	#����� 3�1�' ��	 ��� {wµ
k}µ∈N & ��.

��'�	 ��
��� �	- � ��-�� "��)�	- � Dk! w1
k = uk

0 ! 
�"	 u
k
0 �= 0� O���&�	

zs,m(x, t) =
m∑

µ=1

ϕs,m
µ (t)wµ

k (x), (x, t) ∈ Qk
0,T , (2.9)

�� ϕs,m
1 , . . . , ϕs,m

m � ����#�#��	 ��+�#��,�'	��� #	
�*

�� 
����� �	��

〈zs,m
t (t)+Ekzs,m(t)−s(zs,m(t))−, wµ

k 〉Dk =〈fk(t), wµ
k 〉Dk , t ∈ (0;T ), µ = 1,m, (2.10)

ϕs,m
1 (0) =

{
1, uk

0 �= 0,
0, uk

0 = 0, ϕs,m
2 (0) = · · · = ϕs,m

m (0) = 0. (2.11)

L���	 �	��
���! "	 ���� ϕs,m
1 , . . . , ϕs,m

m ����-�) $��	#��� A���	% � "	 zs,m 
��	�	�).
�
-�) 	,����

max
t∈[0,T ]

∫
Ωk

|zs,m(t)|2dx+
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

|zs,m
xi

|p + |zs,m|2
]
dxdt ≤ C1

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
,

(2.12)
�� C1 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s,m, k�
B ��	� � !! �"! 	��# ��	 ���� 	,����D |ai(x)| ≤ C2(k)! x ∈ Ωk! i = 1, n!

|c(x)| ≤ C3! x ∈ Ω� (	�� �� �������� ��#���	��� N��)��#� �������	! "	

〈Ekzs,m, v〉Dk =
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

ai|zs,m
xi

|p−2zs,m
xi

vxi + czs,mv

]
dxdt ≤ C4(k) ×

×
( n∑

i=1

||zs,m
xi

;Lp(Qk
0,T )||p−1 · ||vxi ;L

p(Qk
0,T )|| + ||zs,m;L2(Qk

0,T )|| · ||v;L2(Qk
0,T )||

)
,

��
 ���).
�	0 v ∈ Dk� /

��� ��#1�- �	��� �#��) 
� ����� v ∈ Dk! ||v;Dk|| ≤ 1!
�� ���	#������� 	,���� $6��6%! 	�#���&�	 ��������
 ����	0 C5(k) ���	0! "	 ��
 ���1
s,m ���	��&�)�
 ��#������)

||Ekzs,m; [Dk]∗|| ≤ C5(k). (2.13)



8= ���� �����	

B ��	�� �#! �������	! "	 fk ∈ C([0, T ];L2(Ωk))� (	�� 
 �����	��� +���,�'!

�� & � $6��@%! �������&! "	 � $6��@% �	 �� �

�� t = 0! �	��	 ��� �� ϕs,m

µ,t (0) �
����������� 
� µ = 1,m� K����)�� (zs,m(0))− = (uk

0)− = 0! �	 	�#����� #������)
������ ����
�� 〈zs,m

t (0), zs,m
t (0)〉Dk = 〈fk(0) − Ekuk

0 , z
s,m
t (0)〉Dk � B �	�	! "	 �������

zs,m
t (0) ���� ��) �	 �#	��	#� L2(Ωk) 
� ����'�� �	�����,�
 ��������� 
 L2(Ωk)!
���-����
 fk(0)−Ekuk

0 ∈ L2(Ωk) �� ��#���	��� N��)��#� �������&! "	 ���	��&�)�

	,���� ||zs,m

t (0);L2(Ωk)||2 ≤ ||fk(0) − Ekuk
0 ;L

2(Ωk)|| · ||zs,m
t (0);L2(Ωk)||� K� �!

||zs,m
t (0);L2(Ωk)|| ≤ ||fk(0) − Ekuk

0 ;L2(Ωk)||. (2.14)

3�1�' T1 ∈ (0;T )! h ∈ (0;T − T1)! t ∈ (0;T1)� (	�� 
 $6��@% 	��# ��	 #������)

〈zs,m,+h
t − zs,m

t , wµ
k 〉Dk + 〈Ekzs,m,+h − Ekzs,m, wµ

k 〉Dk −

− s〈(zs,m,+h)− − (zs,m)−, wµ
k 〉Dk = 〈f+h

k − fk, w
µ
k 〉Dk , µ = 1,m.

��
 ��#	"���
 
����� �	
�����	 vh = (zs,m,+h − zs,m)/h! h ∈ (0;T − T1)!
ãi(x, η) = ai(x)|η|p−2η! x ∈ Ω! η ∈ R� (	�� +���,�
 vh 
��	�	�)�
& #������)

∫
Ωk

t

[
vh

t w
µ
k +

1
h

n∑
i=1

( 1∫
0

∂ãi(x, rzs,m,+h
xi

+ (1 − r)zs,m
xi

)
∂r

dr

)
(wµ

k )xi + cvhwµ
k −

− s

h
[(zs,m,+h)− − (zs,m)−]wµ

k

]
dx =

∫
Ωk

t

(f+h
k − fk)
h

wµ
kdx, t ∈ (0;T1), µ = 1,m.

(2.15)

L���	 ������! "	 ��
 �	 �	�	 i = 1, nD 1
h

∫ 1

0

∂ãi(x,rzs,m,+h
xi

+(1−r)zs,m
xi

)

∂r dr = biv
h
xi
! ��

bi(x, t, h) =
∫ 1

0
∂ãi(x,η)

∂η |η=rzs,m,+h
xi

+(1−r)zs,m
xi

dr! (x, t) ∈ Q0,T1 ! h ∈ (0;T − T1)! 
�"	

zs,m,+h
xi

(x, t) �= zs,m
xi

(x, t)! �� bi = 0 � ���	�� �������� �	��	 ��	 $6���% �� ��#�

(ϕs,m,+h

µ − ϕs,m
µ )/h � �������&�	 
� µ = 1,m� C������	∫

Ωk
t

[
vh

t v
h +

n∑
i=1

bi|vh
xi
|2 + c|vh|2 − s

h
[(zs,m,+h)− − (zs,m)−]vh

]
dx =

∫
Ωk

t

(f+h
k − fk)
h

vhdx,

(2.16)
t ∈ (0;T1)� K����)��

∂ãi(x,η)
∂η = ai(x)(p−1)|η|p−2 ≥ 0! x ∈ Ω! η �= 0 � �����#��' �	���	�


���� � $6��>% �����*&���' $���� $6�:%%! �	 
 $6��>% ����
 ��������#��1 ��#���	#��)

	��# ��	! "	
∫
Ωk

t
vh

t v
hdx≤∫

Ωk
t
| (f

+h
k −fk)

h |2dx+C6

∫
Ωk

t
|vh|2dx, �� C6>0 � �����! 
�� ��


��� ��) ��� h, s,m, k, T1� B�����#�&�	 	�����- ��#������) 
� t ∈ (0; τ)! �� τ ∈ (0;T1)!
�� ��#��' �	���	� 
���� 
�����#�&�	 ���������� /��	#������� ���� N#	��	�� 46@!
�� ���5! 	�#���&�	! "	∫

Ωk
τ

|vh|2dx ≤ C7

(∫
Ωk

|vh(0)|2dx+
∫

Qk
0,τ

∣∣∣∣ (f+h
k − fk)
h

∣∣∣∣2dxdt), (2.17)
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�� C7 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� h, s,m, k, T1� A�#��' �	���	� ��#��� � ,�'
��#���	��� �#� h → 0 �#
��& �	 ��#�
�

∫
Ωk |zs,m

t (0)|2dx! �	 +���,�0 ϕs,m
1 , . . . , ϕs,m

m

� ����#�#��	 ��+�#��,�'	���� (�� 
� � � ������ �% ��	#��� : 46�! M� ���5 �������	!
"	 �#���' �	���	� �#
��& �	

∫
Qk

0,τ
|fk,t|2dxdt� K� �! �#��� ������� ��#���	��� $6���%

#���	��#�	 	��� ��� 
� ��#����#	� h ∈ (0;T−T1)� (�� 
� � � ������ �% ��	#��� : 46�!
M� ���5 ��&�	 ��������
 �	1���	0 zs,m

t ∈ L2(Q0,T1)� B�����#�&�	 $6���% 
� τ ∈ (0;T1)!
��
)���	 �� �- �#���,- �#� h → +0 �� ���	#����&�	 $6��<%� A���
 ��
�����1
��#���	#��) 	�#���&�	∫

Qk
0,T1

|zs,m
t |2dxdt ≤ C8

(
||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)||2 +

∫
Qk

0,T1

|fk,t|2dxdt
)
, T1 ∈ (0, T ), (2.18)

�� C8 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s,m, k, T1�
B 	,��	� $6��6%! $6��:%! $6��?% 	��# ��	 ��������
 ���	0 ����	����	��	��� $��1�'

,� ���� ���� {zs,m}m∈N%! "	 z
s,m → zs ∗.�����	 � L∞(0, T ;L2(Ωk))! �����	 � Dk ��

���)�	 � L2(Qk
0,T ) $���� ��	#��� ��� �#	 �	���������) 4��! M� �@5%! Ekzs,m → χk,s

�����	 � [Dk]∗! zs,m
t → zs

t �����	 � L
2(Qk

0,T ) �#� m → ∞� B ���� <�� 466! �� �?5
�������	! "	 (zs,m)− → (zs)− ���)�	 � L2(Qk

0,T )� =� � � 4��! M� ���5 �	��
�&�	! "	
χk,s = Ekzs� (	�� +���,�
 zs 
��	�	�)�
& #���
��
 $6��% � ��	�� $6�?%� K����)��
zs ∈ Dk ⊂ L2(Qk

0,T ) � zs
t ∈ L2(Qk

0,T )! �	 zs ∈ C([0;T ];L2(Ωk))� B #���
��
 $6��%
Ekzs ∈ L2(Qk

0,T )! "	 � 
���#��& �	������
 ���	�	 ���#� ���
�

,��� %� ����= 5�160/3�@7� /�65� ���E ���E k ∈ NE R,ω > 0E R < kE �� ϕR

" I/012��E �1� 5�40�;�0� 5 B��CDE J(ψ) =
∫ t2

t1
〈Aku−Akv, (u− v)ψ〉V kdt ?8� ?��1��

t1, t2, u, v, ψ� �6?� ?8� ?65�8@0�� u, v ∈ U(Qk
0,T )E χ ∈ C∞([0;T ])E χ ≥ 0E �� 9/?@
�1��

;�7�8 0 ≤ t1 < t2 ≤ T 5�160/A�@7� 62�01�

J(ϕRχ) ≥ (a0 − κ)
∫

Qt1 ,t2

n∑
i=1

(|uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi)(uxi − vxi)ϕ
Rχdxdt +

+ c0

∫
Qt1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt − P (R)
( ∫

Qt1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt

)p/2

, (2.19)

?� κ > 0 " ?65�8@0� 7��8�E P (R) = C9(κ, χ)R(n−1+ω)
2−p
2 +νpE C9(κ, χ) " ?��1� ?6


?��0� 7��8��

���������� 3�1�' ���	��-�)�
 ��	�� ����! u, v ∈ U(Qk
0,T )! 0 ≤ t1 < t2 ≤ T � (	��

J(ϕRχ)≥
∫

Qt1,t2

[
a0

n∑
i=1

(|uxi |p−2uxi−|vxi |p−2vxi)(uxi−vxi)+c0|u−v|2
]
ϕRχdxdt−I, (2.20)

�� I =
∫

Qt1,t2

n∑
i=1

|ai| · ||uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi | · |u− v| · |ϕR
xi
| · χ dxdt.



8? ���� �����	

3������	 ���)�� �	�	�� ��1 	,��	�� B ��#���	��� $6��% ��
 q = p � �	���)��1
τ, s ∈ R �������	

||τ |p−2τ − |s|p−2s|p′
= ||τ |p−2τ − |s|p−2s| · ||τ |p−2τ − |s|p−2s|p′−1 ≤

≤ C10(p)||τ |p−2τ − |s|p−2s| · |τ − s| = C10(p)(|τ |p−2τ − |s|p−2s)(τ − s), (2.21)

�� p′ = p/(p− 1)� B���� ��	! "	 ��� �� �	��� P������� �	���)Q! �	 �#��� �������
$6�6�% ������& �����*&��� 
������
�

3�1�' r = 2p
2−p = 1 + p′+2

p′−2 > 1 $ 1
p′ + 1

2 + 1
r = 1%� (	�� �� �	 ��	 
���	������ �	 I

��#������) N��)��#� ��
 �#)	1 +���,�' $466! M� ��5% ����	����	 
 �	��
������ p′, 2, r�
/��	#������� $6�6�% �� ��#������) R���! 	��# ��	

I =
n∑

i=1

∫
QR

t1,t2

||uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi |(ϕRχ)1/p′ · |u− v|(ϕRχ)1/2 ×

× |ai| · |ϕR
xi
|

ϕR
(ϕRχ)1/rdxdt ≤

n∑
i=1

( ∫
QR

t1,t2

||uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi |p
′
ϕRχdxdt

)1/p′

×

×
( ∫

QR
t1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt

)1/2

·
( ∫

QR
t1,t2

|ai|r · |ϕR
xi
|rχ

|ϕR|r−1
dxdt

)1/r

≤

≤ κ

n∑
i=1

∫
QR

t1 ,t2

(|uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi)(uxi − vxi)ϕ
Rχdxdt+

+ C11(κ)
(
T sup

[0;T ]

|χ(t)|Rνr

∫
ΩR

|ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
dx

)p/r

·
( ∫

QR
t1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt

)p/2

, (2.22)

�� κ > 0 � �	���)�� ����	! C11(κ) > 0 � ��
�� 
��� �� ��� κ �	����� ������ /��	.
#������� $6�6% � ������ �	�
#�� �		#������ � R

n! 	��# ��	

∫
ΩR

|ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
dx ≤ (2β)r

Rβ

∫
|x|<R

|xi|r
(R2 − |x|2)r−β

dx ≤ C12

Rβ

R∫
0

ρrρn−1

(R2 − ρ2)r−β
dρ ≤

≤ C12R
2p

2−p+n−2− 3p−2
2−p −ω

R∫
0

ρ

(R2 − ρ2)
2p

2−p− 3p−2
2−p −ω

dρ =

= C12R
n−1−ω

R∫
0

ρ

(R2 − ρ2)1−ω
dρ = C13R

n−1+ω,

�� C12, C13 � ��
�� �	����� �����! 
�� ��� R �� 
��� ��)� (	�� 
����� �� 
 $6�6@%!
$6�66% � 	�#���&�	 $6���%� L��� �	�������

K�#���&�	 ����# ����� 	,���� �� +���,�0 zs! s ∈ N�
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(����+���� %� ����= 5�160/3�@7� /�65� �5��?F�00� C� �6?� ?8� 16F06H6
k ∈ N �678�?650�7�@ I/012�= {zs}s∈N 4 �5��?F�00� C A 69��F�063 5 DkE �
�678�?65067�� {zs

t }s∈NE {s(zs)−}s∈NE {Ekzs}s∈N " 69��F�0� 5 L2(Qk
0,T )�

���������� 3�1�' ���	��-�)�
 ��	�� ���#� ���
� B $6��% 	�#���&�	 	,����∫
Ωk

τ

|zs|2dx ≤
∫
Ωk

|uk
0 |2dx +

∫
Qk

0,τ

|fk|2dxdt+ C14

∫
Qk

0,τ

|zs|2dxdt, τ ∈ (0;T ],

�� C14 �� 
��� ��) ��� s, k, τ � (	�� 
 ���� N#	��	�� 46@! M� ���5 �������	! "	∫
Ωk

τ

|zs|2dx ≤ C15

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,τ

|fk|2dxdt
)
, τ ∈ (0;T ].

B����� �� 
 $6��% 	��# ��	! "	 +���,�0 zs 
��	�	�)�
-�) 	,����∫
Qk

0,T

[ n∑
i=1

|zs
xi
|p + |zs|2

]
dxdt ≤ C16

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
,

∫
Qk

0,T

|(zs)−|2dxdt ≤ C16

s

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
, (2.23)

�� C16 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s, k� /�
)���	 
 	�	1 ������ ��#���	��� $6��?%
�� �- �#���,- �#� m→ ∞� K�#���&�	∫

Qk
0,τ

|zs
t |2dxdt ≤ C17

(
||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)||2 +

∫
Qk

0,τ

|fk,t|2dxdt
)
, τ ∈ (0;T ], (2.24)

�� C17 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s, k, τ �
/�
)���	 � $6��% v = −(zs(t))−e2c0t �� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0;T )� C������	

〈zs
t + Ekzs − s(zs)−,−(zs)−e2c0t〉Dk = 〈fk,−(zs)−e2c0t〉Dk . (2.25)

B ��	�� uk
0 ≥ 0 	��# ��	! "	 (uk

0)− = 0� (	��

−
∫

Qk
0,T

zs
t (z

s)−e2c0tdxdt =
1
2
e2c0T

∫
Ωk

T

|(zs)−|2dx − 1
2

∫
Ω

|(uk
0)

−|2dx−

− c0

∫
Qk

0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt ≥ −c0
∫

Qk
0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt.

�#�� �	�	!

〈Ekzs,−(zs)−e2c0t〉Dk =
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

ai|zs
xi
|p−2zs

xi
[−(zs)−]xi + c|(zs)−|2

]
e2c0tdxdt =



;A ���� �����	

=
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

ai|[(zs)−]xi |p + c|(zs)−|2
]
e2c0tdxdt ≥ c0

∫
Qk

0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt.

/��	#������� ,� 	,���� �� ��#������) N��)��#�! 
 $6�6�% 	�#���&�	 ��#������)
s
∫

Qk
0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt ≤ ||fke
c0t;L2(Qk

0,T )|| · ||(zs)−ec0t;L2(Qk
0,T )||! 
�����

||s(zs)−;L2(Qk
0,T )|| ≤ C18(c0) · ||fk;L2(Qk

0,T )||. (2.26)

B #���
��
 $6��% 	��# ��	 Ekzs = fk − zs
t + s(zs)− ∈ L2(Qk

0,T )� (	�� 
 ��	�
��	#��� �� 	,��	� $6�6<%! $6�6>% �������&! "	

||Ekzs;L2(Qk
0,T )||2 ≤ C19(||fk;L2(Qk

0,T )||2 + ||fk,t;L2(Qk
0,T )||2 +

+ ||fk(0) − Ekuk
0 ;L

2(Ωk)||2),
�� C19 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� k, s� (��#� ���
 �	�����	�

(����+���� -� ����= k ∈ NE k > 4E 5�160/3�@7� /�65� �5��?F�00� CE uk
0 ∈

∈ W 2,2(Ωk)E Gkuk
0 ∈ L2(Ωk)E {zs}s∈N " �678�?650�7�@ 4 �5��?F�00� C� �6?� ?8�

7��8�� l, RE >6 4�?6568@0�3�@ /�65/

l, R ∈ N, 2l < R < k − 1, (2.27)

5�160/A�@7� 62�01�∫
Ql

0,T

[
|zs|2 +

n∑
i=1

|zs
xi
|p + |zs

t |2 + |Ekzs|2
]
dxdt ≤ C20(R) ?8� 57�� s ∈ N, (2.28)

?� C20(R) > 0 " 7��8�E �1� 0� 4�8�F��@ 5�? s, k, l�

���������� 3�1�' ���	��-�)�
 ��	�� ���#� ���
� /�
)���	 v = zsϕRe−2λt � $6��%
�� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0; τ)! �� ϕR ��
������ � $6��%! τ ∈ (0;T ]! λ ∈ R� K����)��
ϕR = 0 �� Ω \ ΩR! �	 �����#�����
 �#	�	�
�) �	 QR

0,τ � (	��

1
2

∫
ΩR

t

|zs|2ϕRe−2λtdx

∣∣∣∣t=τ

t=0

+

τ∫
0

〈Ekzs(t), zs(t)ϕR〉Dke−2λtdt+

+ λ

∫
QR

0,τ

|zs|2ϕRe−2λtdxdt ≤
∫

QR
0,τ

fkz
sϕRe−2λtdxdt, τ ∈ (0;T ]. (2.29)

B�����! ���	#������� ���� 6 �� ��#������) R���! 	��# ��	 	,����

(2c0 + 2λ)y(τ) ≤
∫

ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+ 2

∫
QR

0,τ

fkz
sϕRe−2λtdxdt+ 2P (R)yp/2(τ) ≤



*+�,+-,.�+ �/�,*�,012 * �/345/6/�,. 347+01, ;9

≤
∫

ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+

∫
QR

0,τ

|fk|2ϕRe−2λtdxdt + y(τ) + 2
(
y(τ)
2/p

+
[P (R)]

2/p
2/p−1

2/p
2/p−1

)
,

�� y(τ) =
∫

QR
0,τ

|zs|2ϕRe−2λtdxdt! τ ∈ (0;T ]� /��#���� λ = −2c0 +1! �������	 	,����

y(τ) ≤ C21

(
P

2
2−p (R) +

∫
ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+

∫
QR

0,τ

|fk|2ϕRdxdt

)
, τ ∈ (0;T ].

K����)�� k > R+ 1! �	 uk
0 = u0! fk = f ��
 |x| < R� /#�1������ ����
� y(τ) � P (R)!


 �	��#���)	0 	,���� ����	 	�#���&�	 ��#������)∫
QR

0,T

|zs|2ϕRdxdt ≤ C22

(
R

n−1+ω+
2νp
2−p +

∫
ΩR

|u0|2ϕRdx+
∫

QR
0,T

|f |2ϕRdxdt

)
, (2.30)

�� C22 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� k, s, R� K����)�� l, R, k �

�� 
 ��	�� $6�6�%!
�	 (R/2)β ≤ ϕR(x) ≤ Rβ ��
 x ∈ Ωl� (	�� 
 $6�:@% 	��# ��	! "	∫

Ql
0,T

|zs|2dxdt = (R/2)−β(R/2)β

∫
Ql

0,T

|zs|2dxdt ≤ (R/2)−β

∫
Ql

0,T

|zs|2ϕRdxdt ≤

≤ C23R
−β

(
R

n−1+ω+
2νp
2−p +

∫
ΩR

|u0|2ϕRdx+
∫

QR
0,T

|f |2ϕRdxdt

)
.

K����)�� n−1+ω+ 2νp
2−p −β = n−1+ω+ 2νp

2−p − 3p−2
2−p −ω = n− 2p

2−p + 2νp
2−p � ���	��&�)�


��#������) ϕR ≤ Rβ! �	 	��# ��	∫
Ql

0,T

|zs|2dxdt ≤ C24

(
R

n− 2p
2−p +

2νp
2−p +

∫
ΩR

|u0|2dx+
∫

QR
0,T

|f |2dxdt
)

≤ C25(R). (2.31)

�#�� �	�	! �#� λ = 0 
 $6�6�% �� ���� 6 �������	∫
ΩR

τ

|zs|2ϕRdx+ 2(a0 − κ)
∫

QR
0,τ

n∑
i=1

|zs
xi
|pϕRdxdt ≤

∫
ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+

+ 2
∫

QR
0,τ

fkz
sϕRdxdt− 2c0

∫
QR

0,τ

|zs|2ϕRdxdt + 2P (R)
( ∫

QR
0,τ

|zs|2ϕRdxdt

)p/2

, τ ∈ (0;T ],

�� κ > 0! "	 #�
	� 
 $6�:@% ����) ��#������)

max
τ∈[0,T ]

∫
ΩR

τ

|zs|2ϕRdx +
∫

QR
0,T

n∑
i=1

|zs
xi
|pϕRdxdt ≤ C26(R). (2.32)



;: ���� �����	

B����� � $6�:�% 	��# ��	 	,����

max
τ∈[0,T ]

∫
Ωl

τ

|zs|2dx+
∫

Ql
0,T

n∑
i=1

|zs
xi
|pdxdt ≤ C27(R). (2.33)

��
 �	�	 "	� 	�#����� 	,���� zs
t ! #	
��
���	 �	�	�� �� 
�����D ��
 ε ∈ (0; 1]


��'�� ζε ∈ Hk ∩C([0;T ];L2(Ωk)) ����! "	 ζε(0) = uk
0 �

〈ζε
t (t) + Ekζε(t) − s(ζε(t))−, v〉Hk + ε〈Gkζε(t), v〉Hk = 〈fk(t), v〉Hk , (2.34)

��
 t ∈ (0;T )! v ∈ Hk� B���� ��	! "	 ,
 +���,�
 ζε 
��� ��) � ��� ����� s, k! ���
��
 ��#	"���
 
����� ,� ������� ���
 ζε 	����������	� =� � � ���#� ���
1 � �� 6
�	��
�&�	! "	 ���� +���,�
 ζε ����&! �! �#�� �	�	! ζε

t , E
kζε + εGkζε ∈ L2(Qk

0,T )� C�
	�#���&�	 ζε 
� �#���,- � ����	�����1 �#	��	#�1 �	����	��	��� {ζε,m}m∈N +���,�'
����
�� $6��%! 
�� 
��	�	�)�
-�) ����	� #���	���' $6��@%! $6���%� =� � 	,���� $6��6%.
$6��<%! �������	! "	∫
Qk

0,T

[
ε|∇xζ

ε,m|2 +
n∑

i=1

|ζε,m
xi

|p + |ζε,m|2
]
dxdt ≤ C28

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
, (2.35)

||Ekζε,m; [Hk]∗|| ≤ C29(k), ||√ε Gkζε,m; [Hk]∗|| ≤ C30(k), (2.36)

||ζε,m
t (0);L2(Ωk)|| ≤ ||fk(0) − Ekuk

0 − εGkuk
0 ;L

2(Ωk)|| ≤
≤ ||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)|| + ||Gkuk

0 ;L2(Ωk)||, (2.37)

�� C28 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� m, ε, s, k! � C29, C30 > 0 � �����! 
�� ��

��� ��) ��� m, ε, s�
3�1�' T1 ∈ (0;T )! h ∈ (0;T − T1)! t ∈ (0;T1)! vh = (ζε,m,+h − ζε,m)/h� B #���	���

$6��>% 	��# ��	! "	∫
Ωk

t

[
vh

t v
h +

n∑
i=1

(ε+ b̃i)|vh
xi
|2 + c|vh|2 − s

h
[(ζε,+h)− − (ζε)−]vh

]
dx =

∫
Ωk

t

(f+h
k − fk)
h

vhdx,

�� +���,�0 b̃1, . . . , b̃n ≥ 0 ��
����-�)�
 ����	����	 
� � ���#� ���� �� ���� 	�#�.
��&�	 	,���� $6���% ��
 ���	0 +���,�0 vh� /��	#������� 00 �� �	��#���- #������)!
	��# ��	∫

Ωk
τ

|vh|2dx+
∫

Qk
0,τ

ε|∇xv
h|2dxdt ≤ C31

(∫
Ωk

|vh(0)|2dx +
∫

Qk
0,τ

∣∣∣∣ (f+h
k − fk)
h

∣∣∣∣2dxdt), (2.38)

τ ∈ (0;T1)! �� C31 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� h,m, ε, s, k, T1� A#	����� ��#��.
����
 
� �#� 	�#������ 	,���� $6��?%! �������	 ��������
 �	1����1 ζε,m

t ! ζε,m
x1 t ! � � � !

ζε,m
xn t ∈ L2(Q0,T1)� �#�� �	�	! 
 $6�:?% � $6�:�% 	�#���&�	 	,����∫

Qk
0,T1

[|ζε,m
t |2 + ε|∇xζ

ε,m
t |2]dxdt ≤ C32

(
||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)||2 +



*+�,+-,.�+ �/�,*�,012 * �/345/6/�,. 347+01, ;8

+ ||Gkuk
0 ;L2(Ωk)||2 +

∫
Qk

0,T1

|fk,t|2dxdt
)
, T1 ∈ (0;T ), (2.39)

�� C32 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� ε, s,m, k, T1�

/��	#������� ���� ��: 46@! M� 6@5! 	�#���&�	! "	 +���,�0 ζε ���	 
��	�	�)�
.
�����) 	,���� $6�:�%! $6�:>%! $6�:�%� (	�� 	��# ��	 ��������
 ���	0 �	����	��	���
{εj}j∈N! εj → +0 �#� j → ∞! "	 ζεj → ζ �����	 � Dk �� ���)�	 � L2(Qk

0,T )! ζεj

t → ζt
�����	 � L2(Qk

0,T )! Ekζεj → χ̃1 �����	 � [Hk]∗! √εjζ
εj → χ̃2 �����	 � Hk �#� j → ∞�

B �	�	! "	
√
εjζ

εj → χ̃2 � ζ
εj → ζ! 
	�#���! �����	 � L2(Qk

0,T ) #	���	 ����	�	�! "	
χ̃2 = 0� B ���� <�� 466! �� �?5 �������	! "	 (ζεj )− → (ζ)− ���)�	 � L2(Qk

0,T )� �#��
�	�	!

√
εj G

kζεj → χ̃3 �����	 � [Hk]∗! �	�� εj G
kζεj → 0 �����	 � [Hk]∗ �#� j → ∞�

���� �	��
�&�	! "	 χ̃1 = Ekζ $���� 4��! M� ���5% �� ��! "	 ζ = zs�

3�1�' j ∈ N! τ ∈ (0;T )! δ ∈ (0;T − τ)� /�
)���	 � #���	��� $6�:<% ε = εj ! �
v = 1

δ (ζεj (t + δ) − ζεj (t))ϕR ∈ Hk �� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0, τ)� N�������) +���,�0 ζεj

�	�	�	 � ��� ��#�'�� �	 �#���,� �#� δ → +0 � 	�#����� #������)∫
QR

0,τ

[
|ζεj

t |2ϕR + εj

n∑
i=1

ζεj
xi

(ζεj

xi tϕ
R + ζ

εj

t ϕR
xi

) +
n∑

i=1

ai|ζεj
xi
|p−2ζεj

xi
(ζεj

xi tϕ
R + ζ

εj

t ϕR
xi

) +

+ cζεj ζ
εj

t ϕR − s(ζεj )−ζεj

t ϕ
R

]
dxdt =

∫
QR

0,τ

fζ
εj

t ϕRdxdt, τ ∈ (0;T ].

B�����#������ ��������� $���� 
���� ���
 �%! 
����� 	��# ��	

εj

2

∫
ΩR

t

n∑
i=1

|ζεj
xi
|2ϕRdx

∣∣∣∣t=T

t=0

+
1
p

∫
ΩR

t

n∑
i=1

ai|ζεj
xi
|pϕRdx

∣∣∣∣t=T

t=0

+
s

2

∫
ΩR

t

|(ζεj )−|2ϕRdx

∣∣∣∣t=T

t=0

+

+
∫

QR
0,T

[
|ζεj

t |2ϕR + εj

n∑
i=1

ζεj
xi
ζ

εj

t ϕR
xi

+
n∑

i=1

ai|ζεj
xi
|p−2ζεj

xi
ζ

εj

t ϕR
xi

+ cζεj ζ
εj

t ϕR

]
dxdt =

=
∫

QR
0,T

fζ
εj

t ϕRdxdt. (2.40)

=� � � ���� 6 ��
)���	 r = 2p
2−p $������&�	! "	

1
p′ + 1

2 + 1
r = 1 � �	�� abc ≤ ap′

p′ + b2

2 + cr

r %
� ��
 �	 �	�	 κ1 > 0 	�#���&�	∣∣∣∣ n∑

i=1

ai|ζεj
xi
|p−2ζεj

xi
ζ

εj

t ϕ
R
xi

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

ai · |ζεj
xi
|p−1 · |ζεj

t | · |ϕ
R
xi
|

ϕR
· ϕR ≤

≤ κ1|ζεj

t |2ϕR + C33(κ1)
( n∑

i=1

|ζεj
xi
|pϕR +

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1

)
.



;; ���� �����	

B $6�:6% 	��# ��	 	,����
∫

QR
0,T

n∑
i=1

|ζεj
xi |pϕRdxdt ≤ C34(R)� ��
 �	 �	�	 κ2 > 0 ��.

�����	 fζ
εj

t ≤ κ2|ζεj

t |2 + C35(κ2)|f |2� /#�1	��-�� ,� 	,���� �� ��! "	 (ζεj )−|t=0 =
= (uk

0)
− = 0! ����
 ��������#��1 ��#���	#��) 
 $6�<@% 	��# ��	∫
QR

0,T

[
(1 − κ1 − κ2)|ζεj

t |2ϕR +
√
εj

n∑
i=1

√
εjζ

εj
xi
ζ

εj

t ϕR
xi

+ cζεj ζ
εj

t ϕR

]
dxdt ≤

≤
∫

ΩR
0

[ n∑
i=1

(
εj

2
|uk

0,xi
|2 +

ai

p
|uk

0,xi
|p

)
+
s

2
|(uk

0)
−|2

]
ϕRdx+ C36(κ1,κ2)

∫
QR

0,T

[ n∑
i=1

|ζεj
xi
|pϕR +

+ |f |2ϕR +
|ai|r · |ϕR

xi
|r

|ϕR|r−1

]
dxdt ≤

∫
ΩR

0

n∑
i=1

(
εj

2
|uk

0,xi
|2 +

ai

p
|uk

0,xi
|p

)
ϕRdx+C37(κ1,κ2, R)+

+ C38(κ1,κ2)
∫

Qk
0,T

[
|f |2ϕR +

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1

]
dxdt, (2.41)

�� C37 �� 
��� ��) ��� εj , s, k! C38 �� 
��� ��) ��� εj , s, k, R� /��	#���	��-�� 	,����
$6�:�%! ����	 �	��
���! "	 ��
 �	 �	�	 +���	���	�	 R > 0 �#���,
 �#��	�	 �	�����

���� � $6�<�% �#� j → ∞ �	#���-& ���-� B#	
����	! "	 �#���,
 ��#�	�	 �	�����
��#��� � $6�<�% �� �	#���-& ���-� 3�1�' κ1 + κ2 ∈ (0; 1)� /

��� 
 	�	1 ������
$6�<�% �� �- �#���,- �#� j → ∞ 	��# ��	! "	 +���,�
 ζ $�	��	 zs% 
��	�	�)�
&
	,����∫
QR

0,T

[(1 − κ1 − κ2)|zs
t |2 + czszs

t ]ϕ
Rdxdt ≤ 1

p

∫
ΩR

0

n∑
i=1

ai|uk
0,xi

|pϕRdx+ C39(κ1,κ2, R) +

+ C40(κ1,κ2)
∫

Qk
0,T

[
|f |2 +

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1

]
dxdt.

�	�	�
�� ���� 6! �� �	��
���! "	
∫
ΩR

|ϕR
xi

|r
|ϕR|r−1 dx ≤ C41R

n−1+ω. �#�� �	�	!

|czszs
tϕ

R| ≤ κ3|zs
t |2ϕR +C42(κ3)|zs|2ϕR! κ3 > 0� (	�� ����
 ���������1 ��#���	#��)


 �	��#���)	0 ��#���	��� �� $6�:@% 	�#���&�	∫
QR

0,T

|zs
t |2ϕRdxdt ≤ C43(R). (2.42)

B����� � $6�:�% 	��# ��	 	,����∫
Ql

0,T

|zs
t |2dxdt ≤ C44(R). (2.43)
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3�1�' τ ∈ (0;T ]! ws(τ) = (
∫

Qk
0,τ

|s(zs)−|2ϕRe2c0tdxdt)1/2 �= 0� (	�� ��
)���	 � #��.

�
��� $6��% +���,�- v = −s(zs)−ϕRe2c0t �� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0; τ)� /��	#�������
��#������) N��)��#�! �������	! "	

−Is(τ) + w2
s(τ) ≤ ||fk

√
ϕRec0t;L2(Qk

0,τ )|| · ws(τ), (2.44)

��

Is(τ) =

τ∫
0

〈zs
t (t) + Ekzs(t), s(zs(t))−ϕR〉Dke2c0tdt = s

∫
Qk

0,τ

[
zs

t (z
s)−ϕR +

+
n∑

i=1

ai|zs
xi
|p−2zs

xi
([(zs)−]xiϕ

R + (zs)−ϕR
xi

) − c|(zs)−|2ϕR

]
e2c0tdxdt.

K,����	 ,�' �����#��� K����)��∫
Qk

0,τ

[
zs

t (z
s)− +

n∑
i=1

ai|zs
xi
|p−2zs

xi
[(zs)−]xi − c|(zs)−|2

]
ϕRe2c0tdxdt =

= −1
2

∫
ΩR

τ

|(zs)−|2ϕRe2c0τdx+

+
∫

QR
0,τ

[
−

n∑
i=1

ai|[(zs)−]xi |p + (c0 − c)|(zs)−|2
]
ϕRe2c0tdxdt ≤ 0,

�	

Is(τ) ≤ s

∫
QR

0,τ

n∑
i=1

|zs
xi
|p−1 · |(zs)−| · ai · |ϕR

xi
|e2c0tdxdt.

=� � � ���� 6 	�#���&�	 	,����

Is(τ) ≤ C45(R)s
n∑

i=1

( ∫
QR

0,τ

|zs
xi
|pϕRdxdt

)1/p′

·
( ∫

QR
0,τ

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
e2c0tdxdt

)1/r

·

·
( ∫

QR
0,τ

|(zs)−|2ϕRe2c0tdxdt

)1/2

= C45(R)
n∑

i=1

( ∫
QR

0,τ

|zs
xi
|pϕRdxdt

)1/p′

·

·
( ∫

QR
0,τ

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
e2c0tdxdt

)1/r

· ws(τ), τ ∈ (0;T ].

(	�� 
 $6�:6% �� ����
�� ϕ(R) �������	! "	 Is(τ) ≤ C46(R)ws(τ)! τ ∈ (0;T ]� (	�� 

$6�<<% 	��# ��	 	,���� ∫

QR
0,T

|s(zs)−|2ϕRdxdt ≤ C47(R). (2.45)



;= ���� �����	

K� �!
∫

Ql
0,T

|s(zs)−|2dxdt ≤ C48(R).

B #���
��
 $6��% 	�#���&�	 Ekzs = fk − zs
t + s(zs)− ∈ L2(Qk

0,T )� (	�� 
 ��	�
��	#��� �� 	,��	� $6�<6%! $6�<�% �������&! "	∫

QR
0,T

|Ekzs|2ϕRdxdt =
∫

QR
0,T

|fk − zs
t + s(zs)−|2ϕRdxdt ≤ C49(R), (2.46)

�	�� ∫
Ql

0,T

|Ekzs|2dxdt ≤ C50(R). (2.47)

B 	,��	� $6�:�%! $6�::%! $6�<:%! $6�<�% �������	 $6�6?%� (��#� ���
 �	�����	�

-� )
������� 
��
���� ������������
��������� ���	�
� �� 3�1�' u1! u2 � #	
�*

�� ��#���	��� $���% 
 +���,�
�� f1, u

1
0

�� f2, u
2
0 ����	����	! w = (u1 + u2)/2! +���,�
 wη & #	
�*

�	� 
����� 
 ��#����#	�

η > 0D ηwηt(t) + wη(t) = w(t)! t ∈ (0, T )! wη(0) = (u1
0 + u2

0)/2� B 4�>! M� ��5 ���	�	!
"	 wη ∈ K �� ����& �	����	�����) {wηs}s∈N $ηs → +0 �#� s → ∞%! 
�� 
����&�)�

�	 w �����	 � U(Qk

0,T ) �� ���)�	 � L2(Qk
0,T ) ��
 ���1 k ∈ N� (	�� 
 ���� ���? 46@!

M� :�5 �������& ��������
 ����	����	��	��� $�	
�����	 00 
�	�� {wηs}s∈N% ���	0! "	
||wηs(t) − w(t);L2(Ωk)|| → 0 �#� s → ∞ ��
 ��' � ���1 t ∈ (0;T )� K����)�� wηs !
w ∈ C([0;T ];L2(Ωk))! �	 wηs(t) → w(t) ���)�	 � L2(Ωk) ��
 ���1 t ∈ (0;T )�
3�1�' ψ ∈ Ψ� S���& l ∈ N ����! "	 ψ = 0 � Q0,T \Ql

0,T � A#�'�
��� � $���% v = wηs !
s ∈ N! f = fr! u0 = ur

0! r = 1, 2! 	�#���&�	 ��#���	���
τ∫

0

〈Alur, (wηs − ur)ψ〉V ldt+
∫

Q0,τ

[
(wηst − fr)(wηs − ur)ψ +

1
2
ψt|wηs − ur|2

]
dxdt ≥

≥ 1
2

∫
Ωτ

|wηs − ur|2ψdx− 1
8

∫
Ω0

|u1
0 − u2

0|2ψdx, r = 1, 2.

�	����� ,� ��� ��#���	���! 
 	,���� wηst(wηs − w) = −ηs|wηst|2 ≤ 0 �������	

τ∫
0

[〈Alu1, (wηs − u1)ψ〉V l + 〈Alu2, (wηs − u2)ψ〉V l ]dt+

+
∫

Q0,τ

[−f1(wηs − u1) − f2(wηs − u2)]ψdxdt+
1
2

∫
Q0,τ

[|wηs − u1|2 + |wηs − u2|2]ψtdxdt ≥

≥ 1
2

∫
Ωτ

[|wηs − u1|2 + |wηs − u2|2]ψdx− 1
4

∫
Ω0

|u1
0 − u2

0|2ψdx.

��#
������� s→ +∞ $ηs → +0%! 	�#���&�	

1
2

∫
Ωτ

|u1 − u2|2ψdx+

τ∫
0

〈Alu1 −Alu2, (u1 − u2)ψ〉V ldt ≤ 1
2

∫
Ω0

|u1
0 − u2

0|2ψdx+
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+
1
2

∫
Q0,τ

|u1 − u2|2ψtdxdt +
∫

Q0,τ

(f1 − f2)(u1 − u2)ψdxdt, τ ∈ (0;T ]. (3.1)

A#�������	 ����#! "	 f1 = f2! u
1
0 = u2

0� /�
)���	 � $:��% ψ = ϕRe−2λt! �� λ > 0
����! "	 α = 2c0 + 2λ > 0� (	�� $:��% �� 	,���� $6���% 
 κ = a0 �����) ��#��.
����) αy(τ) ≤ P (R)yp/2(τ), �� y(τ) =

∫
Q0,τ

|u1 − u2|2ϕRe−2λtdxdt! τ ∈ (0;T ]� (	��

αyp/2(T )[y
2−p
2 (T ) − P (R)/α] ≤ 0! 
����� 	�#���&�	 ��#������) y

2−p
2 (T ) ≤ P (R)/α!

�	��	! ( ∫
Q0,T

|u1 − u2|2ϕRe−2λtdxdt

)2−p
2

≤ C51R
(n−1+ω)

2−p
2 +νp, (3.2)

�� C51 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� R� 3�1�' l ∈ N! R ∈ R! R > 2l� C�
�	��
�����! "	 ϕR(x) ≥ (R/2)β ��
 x ∈ Ωl� (	�� 
 $:�6% 	��# ��	 	,����∫

Ql
0,T

|u1 − u2|2dxdt ≤ C52R
−β

∫
QR

0,T

|u1 − u2|2ϕRe−2λtdxdt ≤

≤ C53R
− 3p−2

2−p +n−1+
2νp
2−p = C53R

n− 2p
2−p +

2νp
2−p , (3.3)

�� C53 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� R� K����)�� n − 2p
2−p + 2νp

2−p < 0! �	 ��#
.
������� � $:�:% R → +∞! 	�#���&�	 u1 = u2 ��' � ��#�
) � Ql

0,T ! l ∈ N� K� �!

u1 = u2 ��' � ��#�
) � Q0,T �

��������� ���	�
� 
� 3�1�' k, l ∈ N! l < k! w ∈ Dk� B ����1 �#���"��) �����.
��-�) ��������
 Dk ⊂ L2(Qk

0,T ) ⊂ [Dk]∗� =�"	 Ekw ∈ L2(Qk
0,T )! �	 〈Ekw, v〉Dk =

=
∫

Qk
0,T

Ekwv dxdt, v ∈ Dk� A	
�����	 ��#�
 Ekw|l ����' ������� 
 �#	��	#� [Dl]∗!

"	 〈Ekw|l, v〉Dl = 〈Ekw, ṽ〉Dk ��
 ���1 v ∈ Dl� (�� ṽ ∈ Dk � �#	�	� ���
 v �����
�	
� Ql

0,T � =�"	 
�	�� E
kw ∈ L2(Qk

0,T )! �	

〈Ekw|l, v〉Dl = 〈Ekw, ṽ〉Dk =
∫

Qk
0,T

Ekwṽ dxdt =
∫

Ql
0,T

Ekw|lv dxdt =
∫

Ql
0,T

Ekwv dxdt,

v ∈ Dl� (	�� 
�����) Ekw|l �	 �� ������ Ekw�

3�1�' k, s ∈ N! zs = uk,s 
��	�	�)�
& $6��%! $6�?%� B ���#� ���
 � �������&! "	
���� +���,�
 uk,s ∈ Dk ����&� B ���#� ���
 6 �������	 	��� �����) �	����	��	���
{uk,s}s∈N � �#	��	#� Dk �� �	����	��	���' {uk,s

t }s∈N! {Ekuk,s}s∈N! {s(uk,s)−}s∈N

� �#	��	#� L2(Qk
0,T )� (	�� ����& ����	����	�����) $�	
�����	 00 ��� ���	 ��#�


{uk,s}s∈N% ����! "	 u
k,s → uk �����	 � Dk �� ���)�	 � L2(Qk

0,T )! Ekuk,s → χ̃k �����	

� L2(Qk
0,T )! uk,s

t → uk
t �����	 � L

2(Qk
0,T ) �#� s→ ∞�

B ���#� ���
 � ��&�	! "	
∫

Qk
0,T

(uk,s
t +Ekuk,s − s(uk,s)− − fk)v dxdt = 0 ��
 ���1

v ∈ L2(Qk
0,T )� A#�'�
��� (v − uk,s)ψ 
�����) v! �� v ∈ L2(Qk

0,T )! ψ ∈ L∞(Qk
0,T )!



;? ���� �����	

v, ψ ≥ 0! �� ���	#������� 	,���� $6�:%! 	�#���&�	 ��#������)∫
Qk

0,T

(uk,s
t +Ekuk,s − fk)(v−uk,s)ψ dxdt = s

∫
Qk

0,T

(−v−− [−(uk,s)−])(v−uk,s)ψ dxdt ≥ 0.

��#
������� s → ∞! 	��# ��	! "	 ∫
Qk

0,T
(uk

t + χ̃k − fk)(v − uk)ψdxdt ≥ 0 ��
 ���1

v ∈ L2(Qk
0,T )! ψ ∈ L∞(Qk

0,T )! v, ψ ≥ 0� A#�'���	 ψ ≡ 1 �� 
� � � 4��! �� :��5 �	�� ��	!
"	 χ̃k = Ekuk � uk ≥ 0�
3�1�' l, k, R 
��	�	�)�
-�) ��	�� $6�6�%� B 	,���� $6�6?% �������	∫

Ql
0,T

[
|uk,s|2 +

n∑
i=1

|uk,s
xi

|p + |uk,s
t |2 + |Ekuk,s|2

]
dxdt ≤ C54(R), s ∈ N.

�� C54(R) > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� l, k, s� (	�� 
 ���� ��: 46@! �� 6@5 	�#���&�	∫
Ql

0,T

[
|uk|2 +

n∑
i=1

|uk
xi
|p + |uk

t |2 + |Ekuk|2
]
dxdt ≤ C55(R). (3.4)

(�� C55(R) > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� l, k, s�
A#	�	� ��	 �	 �� +���,�- uk ����� �	
� 	�����) Qk

0,T � (	�� �	����	�����)

{uk}k∈N ��& ����������)D ��
 �	���)��1 l ∈ N! +���,�' v ∈ L2
���

(Q0,T )! v ≥ 0! ��
ψ ∈ Ψ! ψ = 0 �� Q0,T \Ql

0,T ! � ��
 ���1 k ≥ l ��#��� �&�)�
 ��#������)∫
Ql

0,T

(uk
t + Ekuk − fk)(v − uk)ψ dxdt ≥ 0. (3.5)

�	���	 ��#���	��� $:��% 
������� ��
 k ∈ N �� m ∈ N! k,m ≥ l� /�� ������	!
"	 m ≥ k > R+ 1! �� 0 < R < l� A#�'���	 � 	�#�����' ��#���	��� v = (uk + um)/2!
ψ ∈ Ψ! ψ = 0 �� Q0,T \QR

0,T � A���
 ���������1 ��#���	#��) 	��# ��	! "	

1
2

∫
ΩR

t

|uk − um|2ψdx
∣∣∣∣t=τ

t=0

+
∫

QR
0,τ

(Ekuk − fk)(uk − um)ψdxdt −

−
∫

QR
0,τ

(Emum − fm)(uk − um)ψdxdt− 1
2

∫
QR

0,τ

|uk − um|2ψtdxdt ≤ 0, τ ∈ (0;T ].

A#�'���	 ψ = ϕRe−2λt $���� $6��%%! �� λ ∈ R� B ��	� �� ���� +���,�0 �� 	
������

	��#��	#� Ek 	�#���&�	

1
2

∫
ΩR

τ

|uk − um|2ϕRe−2λτdx+
∫

QR
0,τ

[ n∑
i=1

ai(|uk
xi
|p−2uk

xi
− |um

xi
|p−2um

xi
)[(uk − um)ϕR]xi +
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+ (c+ λ)|u − v|2ϕR

]
e−2λtdxdt ≤ 1

2

∫
ΩR

|uk
0 − um

0 |2ϕRdx+

+
∫

QR
0,τ

(fk − fm)(uk − um)ϕRe−2λtdxdt, τ ∈ (0;T ].

(	�� 
����� �� 
 $6���% � ��	� ��	#��� 	��# ��	∫
ΩR

τ

|uk − um|2ϕRe−2λτdx+ 2(a0 − κ1)
∫

QR
0,τ

n∑
i=1

(|uk
xi
|p−2uk

xi
− |um

xi
|p−2um

xi
)(uk

xi
−

− um
xi

)ϕRe−2λtdxdt+ (2c0 + 2λ− κ2)
∫

QR
0,τ

|uk − um|2ϕRe−2λtdxdt ≤

≤ 2P (R)
( ∫

QR
0,τ

|uk − um|2ϕRe−2λtdxdt

)p/2

+

+
∫

ΩR

|uk
0 − um

0 |2ϕRdx+
1

κ2

∫
QR

0,τ

|fk − fm|2ϕRe−2λtdxdt, (3.6)

�� κ1,κ2 > 0! P (R) � ����� 
 ���� 6! 
��� �� ��� κ1, R �� ��� λ� A#�'���	 κ1 = a0!
κ2 > 0! λ ���� ������! "	� α = 2c0 + 2λ− κ2 > 0� C������	 	,����

αyk,m(τ) ≤ P (R)yp/2
k,m(τ) + εk,m, (3.7)

�� εk,m =
∫
ΩR |uk

0 − um
0 |2ϕRdx + C56

∫
QR

0,T
|fk − fm|2ϕRe−2λtdxdt! C56 > 0 � �����!


�� �� 
��� ��) ��� k,m,R! yk,m(τ) =
∫

QR
0,τ

|uk − um|2ϕRe−2λtdxdt� 3�1�' l ∈ N�

B����	 �	���)�� ε > 0� /���#��	 R > 2l ����� �������! "	 Rn− 2p
2−p +

2νp
2−p < ε�

3�1�' k,m > R + 1� B ��	�� �$! �� ���	#� {fr}r∈N 	�#���&�	! "	 εk,m = 0� =� �
	,���� $:�:% �#� �	������� ��	#��� � 
 $:��% 	��# ��	∫

Ql
0,T

|uk − um|2dxdt ≤ C57R
n− 2p

2−p+
2νp
2−p < C57ε.

(�� C57 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� l, k,m,R, ε� K� �! �	����	�����) {uk}k∈N

& +����������)�	- � L2(Ql
0,T )! �	�� ���)�	 
�� �	- � ,)	�� �#	��	#� �	 ��
�	�	

ũl� 3�1�' u � ���� +���,�
! "	 u(x, t) = ũl(x, t) ��
 ��' � ���1 (x, t) ∈ Ql
0,T ! l ∈ N�

K������	! "	 ���� +���,�
 ��
������ �	#����	 �! �#�� �	�	! ��
 ���1 +���	����1
l ∈ ND uk → u ���)�	 � �#	��	#� L2(Ql

0,T )� T
 
�� ����)! #�
	� 
 	,���	- $:�>%!
�����) +����������)����) $� �	�� 
�� ����)% �	����	��	��� {uk}k∈N �	 u � �#	��	#�
C([0;T ];L2(Ωl))! l ∈ N� K����)�� uk ≥ 0! �	 u ≥ 0�
K�#����� 
�� �	��� #�
	� 
 	,���	- $:�<%! #�+����������- �#	��	#�� L2(Qk

0,T )
�� W 1,p(Qk

0,T ) �����) ��� ��������
 ���	0 ����	����	��	��� {ukm}m∈N⊂{uk}k∈N! "	



<A ���� �����	

ukm →u � C([0;T ];L2(Ωl))! ���)�	 � L2(Ql
0,T ) �� �����	 � U(Ql

0,T )! ukm
t →ut �����	

� L2(Ql
0,T )! Ekmukm → χ �����	 � L2(Ql

0,T ) �#� m → ∞ ��
 �	 �	�	 l ∈ N! ��

χ ∈ L2
���

(Q0,T )�
3�1�' s ∈ N! R > 0!R < s < km� �	�����	! "	 ��
 ���1 g ∈ U���(Q0,T ) ��R > 0 ��.

�	��&�)�
 #������) 〈Asu, gϕR〉U(Qs
0,T ) = 〈χ, gϕR〉U(Qs

0,T )� 3�1�' m ∈ N! w ∈ U���(Q0,T )!
Zm =

∫
QR

0,T
Ekmukm(ukm−w)ϕRdxdt−〈Asw, (ukm − w)ϕR〉U(Qs

0,T )� /��	#������� 	,��.

�� $6���% 
 κ = a0 	��# ��	! "	

Zm ≥ c0

∫
QR

0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt− P (R)
( ∫

QR
0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt

)p/2

. (3.8)

B ��#���	��� $:��% $fkm = f � 	������ QR
0,T % �������	 	,����∫

QR
0,T

Ekmukm ukmϕRdxdt ≤
∫

QR
0,T

(ukm
t − f)(v − ukm)ϕRdxdt +

∫
QR

0,T

Ekmukm vϕRdxdt

��
 ���1 v ∈ L2
���

(Q0,T )! v ≥ 0� (	�� 
 $:�?% �� 	�����)	0 	,���� �������	

c0

∫
QR

0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt − P (R)
( ∫

QR
0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt

)p/2

≤ Zm ≤

≤
∫

QR
0,T

(ukm
t − f)(v − ukm)ϕRdxdt+

∫
QR

0,T

Ekmukm vϕRdxdt−
∫

QR
0,T

Ekmukm wϕRdxdt−

− 〈Asw, (ukm − w)ϕR〉U(Qs
0,T ).

��#
������� m→ ∞! ����
 ��
�����1 ��#���	#��) 	��# ��	

c0

∫
QR

0,T

|u− w|2ϕRdxdt ≤ P (R)
( ∫

QR
0,T

|u− w|2ϕRdxdt

)p/2

+
∫

QR
0,T

[(ut − f)(v − u)ϕR +

+ χ(v − w)ϕR]dxdt − 〈Asw, (u − w)ϕR〉U(Qs
0,T

).

A#�'�
��� v = u $"	 
��	��	%! 	��# ��	 	,����

c0

∫
QR

0,T

|u− w|2ϕRdxdt ≤ P (R)
( ∫

QR
0,T

|u− w|2ϕRdxdt

)p/2

+ 〈χ−Asw, (u− w)ϕR〉U(Qs
0,T ).

A#�'���	 ��� w = u − λg! �� λ > 0! g ∈ U���(Q0,T )! �������	 λ �� �	�����	 �� λ�
C������	

c0λ

∫
QR

0,T

|g|2ϕRdxdt ≤ λp−1P (R)
( ∫

Q0,T

|g|2ϕRdxdt

)p/2

+ 〈χ−As(u− λg), gϕR〉U(Qs
0,T ).
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 ��������#�#��	��� 	��#��	#� As 	��# ��	 ���� ��#������)
0 ≤ 〈χ−Asu, gϕR〉U(Qs

0,T
). B����� 〈χ, gϕR〉U(Qs

0,T
) = 〈Asu, gϕR〉U(Qs

0,T
) $4��! �� ��65%�

3�1�' ψ ∈ Ψ! v ∈ L2
���

(Q0,T )! v ≥ 0� /�
)���	 s ∈ N ����! "	� ψ = 0 � Q0,T \Qs
0,T �

��#
������� � $:��% m → ∞! 	�#���&�	 ∫
Qs

0,τ
(ut + Asu − f)(v − u)ψdxdt ≥ 0 ��
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iIP T > 0� Ω ⊂ R
n VI L FNVRFNQIQ QRYL�N� Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}�

Qt1,t2 = Ω× (t1; t2)� K ⊂ Lp(0, T ;W 1,p

���
(Ω))∩L2

���
(Q0,T ) VI L KHRJFGI KRNTIS JFVJIP�

p ∈ (1; 2)� sI JIIt PXI ]FNKP�RN u ∈ K ∩ C([0; T ];L2
���

(Ω)) JFKX PXLP u JLP�JlIJ PXI
ULGLVRH�K TLG�LP�RNLH �NIMFLH�PO∫

Q0,τ

[
vt(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai|uxi |p−2uxi [(v − u)ψ]xi + (cu− f)(v − u)ψ+

+ 1
2
ψt|v − u|2]dxdt ≥ 1

2

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx− 1
2

∫
Ω0

|v − u0|2ψdx
]RG LHH PIJP ]FNKP�RN v LNQ ]RG LHH τ ∈ (0, T ] LNQ LGV�PGLGO PIJP ]FNKP�RNJ ψ ≥ 0�
v� sI JFUURJI PXLP u0 ∈ W 2,2

���
(Ω)� f, ft ∈ L2

���
(Q0,T )� KRIuK�INPJ a1, . . . , an YLO

�NKGILJI �] |x| → ∞� ,] JRYI LQQ�P�RNLH KRNQ�P�RNJ LGI JLP�JlIQ PXIN jI UGRTI PXLP
RFG TLG�LP�RNLH �NIMFLH�PO XLJ L FN�MFI JRHFP�RN�
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