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������� ������ � ���� ���
������� �
����
�� ���������� ������ ! ���
"�� �� �
��
���#� $���� �� %��
�
�������� �������� ��
��� ����&�'��  ������ ��� %�(��%)
��� &��(�������� (�� &� �!  �
������ ���
����
��� ���(����(�
* (&��%��� �
�
)���%�"��� &��(�� &��*!  "������# ��� ��%
+
�'����� ��(� ��(��� � �� �� , �����% &��(����# �
���# %��
�
��������� �������!
��-�� (���� � (�(�
��' �
��&�# &���&�(�� ������� �� (&��%���� �
��&�������  ��+
����� .%��& ���
���
����� ��&�� (�(�
� �& %��
�
��������� ������� �� ������ %�-
���� %�(��%��&��� ��&���(��� ���� /���&�* (�
&�� ���
"������ �� �
��
�������
�
��%�� � ��%����( ���(�� ���� �'���� �������� �
� ������! ��%�'�� #� ���������
��������� �� �
��
�������� ���&� ������

,� ��� �(����� %
(�������� �� ����� �&����� �
�
��(��� �
� ������ �&�(��# �
�+
��# �����*��� %��
�
��������� �������! ������� (�
&������� ���(����(�� �� #���*
��0���& � �
��
���-' ������� 1���� ���������! 2�  %
�&�� �(�
&��� �
� ������
%�(��%)
�� ��%�� �� ������ ( ��-�� ��%�����'��(� ��% &��(�����! ��&�
�� 2�%�
&�����(�� (�
&��� �� ������� (���(���)
��(�� ��
��������

3� ����� - �%��� � �
�/�� %�(��%)
�� (��� ����� �" �
��� &��*���� ��%�� ��
������ � ��&���(������ �(������������ ������ �� ��&�� �
��
������� �"0-&����
4�%
��! �&� � �  �������'-��(� �� ����%�& ����� ��������# (�� &� ��! �������� +
���� .� 5� .�-*��& 6�7� 8%
��(� ��� &������ (�(�
�� � (����� �
����������� ���+
��%���� ��(�� ��(��%)
��� ���(����(�
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%)
���� ��(��� �����%��� �
����&� �� ���
����&�! ������'�� � 9:;;; (��
<��� �
�������#! ��&�
�� ����� &���������� ���
������! �����
�� %� ����&�
��� ��+
��� ���
�������� ��%
�
* � "���/ ���
(����' �����' ����&�
��(��&� <����&��%!
�� ��%
�� %��� ���� ���(��� ��%���* � 
&(�
���
���� 
�
&� ��&������ &������� �
�&��� ���� �" �
��� ��(� =����' �
����&� � 
�
&� ��&�������# �
�&��#>�

5(���������� ���(����(�� �%���������� &������� (�(�
� �� (��� ����� �" �
+
��' � (����'! ��&�
�� 
�
&� ��&������ &�������! %�(��%) ���� � 6�7+6�7� � ������
6�7+6?7 ������� (�
&������� ���(����(�� (�� �� � �
����������� �����%���� ��(�� 1
6@7 ��" %����� ����� �(���������� ������
��� ���(��� ����
�� � ���(��� � �&��*
��-# ��%���� 1 6�7! 6A7 �� �
� ������ " �� �
�
�
(
�� �� ����%�& %��
�
��������� ��
+
������� �
��
����� ����%& � ��%
�� (�
�)��� B�� %�(������ �
��&�� ��&������ 
�" �
��� � (���� � (�(�
��! &��� 
�
&� ��&������ &�������! ����&�'�� ��(�&���(+
����� ���(�� &��������� C��- �(� ����� %�� (�� �� ��
�/
 %��
%
�� � 6�7! � %��
(�
�)�� �  6	7� D������������ ��%��� � ������� �" �
����� � (���� ��(� �������
� 6�E7+6��7� , %����� %
������� ����%�� �����! ���(���
��� ��&�� ��%����! ��)��
����*�����(�  6�	7�
�� ����� �� ���
�
�������� ��������� <
��* Γ(V,E) � (&���
���* ��0����*

���� � ���)���' V *��� �
�/�� �� ���)���' �
"
� E� ��)�
 �
"�� � �
 �
�����%+
&����� ���� (ai, aj) 
�
�
���� � V � &�) ��! 2� ���� �0-%� - �
�/��� ai �� aj � F
"��
� %������� � %��� �
�/��! �&� ���� �0-%� -! ������'��(� �./�0�.�.���� ��� �
�/�+
�� � 12��3.�! �&2� ���� ����%
���� %
�&�� �
"� � ����&�(�� �
"
�! ����%
�����
�
�/��� a! ������-��(� �4��054� ��-# �
�/���� $��� Γ - ��������# (�� &� �� � %�+
� (&�'��(� �
"��+�
��� (ai, ai)! � ��&�) &����� �
"��! &��� %�� �
�/��� ��) ��
�0-%� ����(� &���&��� �
"�����

6�0�478���� ��8�� (ai, aj) � �
 ��%�� ����� �
"�� ����' �
�/���' a �� %��
� (ai, a) �� (a, aj)� F
� ������� (&���
���# &���&�(�� ��&�� ��
����* - ����! �&�*
������-��(� ��0�478����� ����%���� ������

F������
�� %
�& �
�������' ����� Γ � R
3! ��� �&�* &�)�
 �
"�� - ���%&�'

&����' � �
"�� �
 �
�
����'��(�� <�%��� �
 " %
�� ���������� �"(���&���* ���� �
*��� �
�������' � 9�4�����:.�; 9��<� =2.5/�� .� 9��<� � �
 ��%�"��)
��� u : Γ→R�
<
��* uγ � �� )
��� u �� �
"�� γ� .(&���&� ���& ����%��# � �&��# ���
)��� ��%
������ �����
�������# �
"�� γ! �� %�� ���������� ����
��� ����%��# � �&��# uγ

�� &���� �
"�� γ ��
%
�� ��&
 ������
���


du

dγ
(a) ! 5��;.� �4��0.� <2.5/�> u ?704?3 ��8�� γ 2 .������ ?�0 ?��@�.� a�

�.��9��A .� 9��<� ��% � �&��# u - ( ��' ���
������ �� �(�� *��� �
"���∫
Γ

u dx =
∑

γ∈E

∫
γ

u ds.

1�
%
�� ���(����
 C(Γ) � ���(��� �
�
�
����� �� ����� Γ � �&��*G C[Γ] � ���(+
��� � �&��* �� Γ! ���������� �
�
�
����� �� &�)��� �
"�� � ������� �
������
���

�
������� �
��� �� ������� ��
�� �� ���
����� �
�
���� �
���������  � 
�

� 
����!���"��

���
�!���� � R
3# $���� �� �� 
����� �
���������� ��%� ��&������� ����
�
���'�(� ������#
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 �
�/����G C{Γ} � ���(��� � �&��* �� Γ! ���������� �
�
�
����� �� &�)��� �
"��
� ������
���  �
�/���� �����! ����
��� u(a) � �&��# u  �
�/��� a �
 �"��0��&���
�"���-��(� � ## ���������� ����
����� uγ(a) ��%��) �
"
�G Cn[Γ] � ���(��� � �&��*!
�(� ����%�� �&�� %� n+�� ����%& ���
)��� C[Γ]G Cn(Γ) = Cn[Γ] ∩ C(Γ)! ����%�&
n = ∞ %�� (&�-��(�G L2(Γ) � ���(��� H
"
�� �� (&������� %�" �&�� (u, v)0 =

∫
Γ
uv dx

�� �����' ‖u‖0 =
√

(u, u)0�
<
��* ∂Γ � %
�&� �
����)�� ��%���)��� �
�/��! �& ���������
�� ��3�B

9��<�� I�%� V = ∂Γ∪J ! %
 ���&� � J ������'��(� ?.2���@.��� ?��@�.���� .(&���&�
�
* ��%�� ��%" ��-��(� %�������! �� ���)��� ∂Γ ������� �
 �"���-��(� � �
)
' �
������������ (
�(�� <
��* C∞

0 (Γ) � ���(��� � �&��* � C∞(Γ)! 2� %�����''�� � �'
 %
�&�� �&��� ∂Γ� I�%� H1

0 (Γ) � ���(��� J�"��-��! ��������* ������
���� C∞
0 (Γ)

�� �����' ‖u‖1 = (
∫
Γ u

′2 dx)1/2G (u, v)1 � (&������* %�" ��& � H1
0 (Γ)� ��� � �&��*

� H1
0 (Γ) (����%) '��(� �
�����(��

‖u‖0 � C ‖u‖1 , max
x∈Γ

|u| � C ‖u‖1 .

H���*��* %��
�
��������* ��
����� L �� ����� Γ � �
 ( & ���(�� {Lγ}γ∈E ��+
��*��� %��
�
��������� ��
������� �� �
"���� ���;4?4B 7�0�:�B %�� �������� %� +
���� ����%& Lu = f �� Γ - ( & ���(�� %��
�
��������� ������� %� ���� ����%& 
Lγuγ = fγ �� �
"��� ��  ���! ��%����  �
�/����� 3
 ��) �� " ��  ���� ������

u(a) = 0 ��  ���� (���)
���

uγ1(a) = uγ2(a) = · · · = uγr(a), γi ∈ I(a), i = 1, 2, . . . r, =�>∑
γ∈I(a)

du

dγ
(a) + h(a)u(a) = 0, =�>

%
 h � %
�&� � �&��� � C{Γ}� I � � ��%��� I(a) � ���)��� �
"
�! ����%
�����
�
�/��� a� 4� %�������(�! 2� �
"��+�
��� � ���)�� I(a) ���%��� %����! � ��%�
��% ���&�� ( �� � =�> *�� ��%����%�- %�� %�%��&�! �(&���&� �"�%�� &���� �
���
�������'�� %� a� F����(�� =�> -  ����' �
�
�
����(�� ����0��&  �
�/��� a! � =�>
�  ���� "����( (�� ����� ! ����&�� � �� �� ���*�� ��%�� �����'��  &��(� C2(Γ)�
B����& ����0���& u ∈ C2(Γ) �
�
�
����*  �(�� �
�/����! �� ��%���  ���� =�>  
���� �'����� &��*���� ��%�� �� (&����
���

C�2?�3�..� D� � �������� �	
��
� 
	
��	� h(a)u(a) 	������ ��
������ �	����
���
�	�	 ����	�� � ������� a� �� ������ �	��������� h(a)δ(x) � 
������������	�� ����
�
���� ��� δ(x) � ������
  ������  �
 �������� ���	� �������� h(a) � �	�������!
"����	# 	"	�� � ������� a� � �"���������� ��
���� ��	��

∑
γ

du
dγ (a)+λρ(a)u(a) = 0

�������� "���
���� ���� �������� ρ(a) � ��$ ��������

��� &��*���# ��%��� �� Γ �� ���)����
��! 2� ∂Γ � �
 ���)��� �
�/��!  �&��
��%�-��(�  ���� ������
� I�%�  ���� =�>! =�> ��%�'��(� �  (�� �
�/���� � J � �� �+
��/��� �
�/����� ,� ��)���! 2� �
�/��� b &�����(�� � - ��������' ���&�' �
+
�������# �����  ������������ (
�(�� K&2� b �∈ ∂Γ! �� =�>! =�> ����%) '��(� �
&��*��  ��� ��
����� ��% du

dγi
(b)+h(b)u(b) = 0 ��  ��� <
*����! &��� h(b) = 0�

.%��& �� ��� ���)���! 2� �
�/��� b - �� ���/���'� 3� &��*���  ���� ���&� '��
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�& ���%��)
��� %��
�
���������� ��
������ ��%��� � �
"
� �� �� ���/�� �
�/����
1�
%
�� %��
�
��������* ��
����� 6�7

(
d

dΓ
v′

)
(x) =




v′′(x), x ∈ E,∑
γ∈I(x)

dv
dγ (x), x ∈ J,

2� �"0-%� - %��
�
�������� ��
������ �� �
"��� �  ���� (���)
��� ����%���  �� �+
��/��� �
�/����� ���
�
���'����� � �&��* �� �
"��� �����%��� �� ��� �������
�����
���� &����#� ,� ��)���! 2� %� �� ����%�� - �����������' 2�%� ������ 
�����
�������# �
"���
��  !�"#�$����� %&#�
�!' %���(� �� �!)!"�*�� ��+��� J�
&������� ��+

%���! �& �� �����-��! ��- ��%��*�
 �" �
��� � ��% ������ �����
��� ���
)��� �
%��
�
�������
 ��������! � �
��
������* ����� F������
�� � ���( �" �
��� �
�+
�
���# ������

<
��* Γ = Γ(V,E) � ����! �
���������* � R
3! V = ∂Γ ∪ J � L
�
� Γε �������+

�� �%�������
����� (��0' �
�������* (�
��������� ��%���"���� ����� Γ! �&
 �����
���/
��� B�" % -�� (�
�� ��%� (� ε � �
������  �� ���/��� �
�/���� Γ� B��
%�(������ ����� ε ���� �
 �
�
����'��(�� ��)�� ��&� (�
�� �
�
����- �
"��!
����%
���� ## �
��� ! � �%��* �����! �� �����&�� �
�
��! �&� ���� �
�
����- � %���
���&��� I��&� �
�
��� ��" %������ (�
� � �
"���� ����� Γ � �
���� ��� (�
�
����
�� �� ���/���� �
�/����� ��%���"���� Γε� 4��)�� �(�� �
�/�� Γε �����+
���� �
�
� Vε! � ���)�� �� ���/��� �
�/�� � �
�
� Jε� ,��� ����! 2� J ⊂ Jε �
Vε = ∂Γ ∪ Jε� ��� &�)��# �
�/��� a ∈ J �
�
� sε(a) ��������� ���&���* ��%����!
2� *��� ������- � Γ (�
�� ��%� (� ε � �
�����  �
�/��� a�

F�(� �


<
��* ρ � � �&��� � C∞{Γ}! �&� - %�%����' �� �
"��� � ��" ��- � ������� ���+
�
���  �(�� �
�/����� F�����%�'�� ρ �� Γε! �� %�%��&��� ���������
��! 2�"
���� %�����'���� � �' �� Jε! �"
����'�� �� �
' ������
��� ρ� 3� � �&��� ��%
+
�'- � (��� ��(� �
�" �
��# (�(�
��� 1�
%
�� ��&�) �
��%0-�� � �&��' qε &��( 
C∞

0 {Γε}! 2� %�����'- � �' �� Jε ∪ J ! � ��&�) ���� �(��� ��%������� sε(a)! a ∈ J �
<� &�)��* ����� sε(a) ���� ��- ��"��)
��� qε(x) = qa(ε−1(x−a))! %
 qa = qa(ξ) � %�+
%���� ���%&� � �&��� �� �
"��� ����� s(a)  %�����)��� ���(���� R

3
ξ! � qa(0) = 0�
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$��� s(a) ����� -�� � sε(a) �( ���! ��� �&�� �
�/��� a �
�
��%���  ������&
&���%���� ξ = 0! � �����
������ �������� � &�
����-���� ε−1� B�" %����� � �&���
qε " %
 ���( ���� �" �
��� � (���� � �&��� � ����� F������
�� � �&��'

ρε(x, σ) = ρ(x) + ε−σqε(x), x ∈ Γε,

%
 σ � %�*(��* �����
��! �&�* �������- (�� �" �
���� 4� ��������
�� �(�����+
��& (�
&��� &��*���# ��%���

d

dΓε
u′ε + λερεuε = 0 �� Γε, uε = 0 �� ∂Γ, =?>

%
 λε � (�
&�������* �����
��! � uε � ���(�� � �&��� &��( C2(Γε)�
1 6@7 %�� ��%
�� (�� �� ��&�����! 2� - ��/
 � ����%&�� �&�(�� �����# ���
%��&�

(�
&��� 2�%� (��� �" �
���
 σ < 1! σ = 1! σ ∈ (1, 2)! σ = 2 �� σ > 2� 3
 ����/�-��(�
���������� � %�� ��%
�� �� ������ 1 ��* ����� �� ��������
�� �
�/� ��� ����%&��

.(&���&� ���(���� J�"��-�� H1
0 (Γ) �� H1

0 (Γε)! �& ���)��� � �&��*! �"���'��(�!
�� ��%��� ��&
 �������*�
 ���� �'����� ��%��� =?>
 ���$�� ����	 λε � ������!

uε �≡ 0 � ����� H1
0 (Γ) ����� %	

(uε, ϕ)1 = λε(ρεuε, ϕ)0 =@>


�
 ���� ϕ ∈ H1
0 (Γ)� I���)��(�� �%
�) -�� �� %�������' ���� �� ���
�� �����

��(������ �� ����� Γ

∫
Γ

(
d

dΓ
φ′

)
ψ dx = −

∑
x∈∂Γ

dφ

dγ
(x)ψ(x) −

∫
Γ

φ′ψ′ dx. =�>

,�
��
��  ��� ! 2� �� ���� �� �
 ���
)��� ��% ���-�����# �
"
�� ,�%��� =@> ��%��+
��%�- ��
����� Aε : H1

0 (Γ) → H1
0 (Γ)! ����%)
��* �����(�'

(Aεu, v)1 = (ρεu, v)0 =A>

%��� "�����*��� ���� %�� �(�� v ∈ H1
0 (Γ)� .�
��%��! ��� - (���(���)
��* &����&�+

��* � %�%����*� I��&��� *��� (�
&��� - �
������ (λε)−1! �"
��
�� %� ���(��� ���+
�
�� ��%��� =?>� .�)
! %�� " %�+�&��� ε > 0 �� ��%��� ��- %�(&�
���* %�%����*
(�
&�� λε

1 < λε
2 � λε

3 � · · · � λε
k � · · · ! � � ���(��� � �&��* {uε,k}∞k=1 ��)��

(���� ���� ������������ "�� � H1
0 (Γ)� .(&���&� �� �
"��� &�
����-��� �������

- ���%&���! �� ���%�� � �
��
���� �
� �����(�� �������*�
 ���� �'����� %�- ���
���(�� � �&��# &��( C2(Γε)�

,��� ����! 2� ��
����� Aε ���
)��� ��&�) ��% σ! � ���������/
 " �� " ��(���
A(ε, σ)� ,"
����'�� &����/
 ������
���! �� ��%��� ���)%� ����������
��! %�� �&��
����
�� σ �����-��(� �(���������� ���
%��&� (��0# Aε ��� ε→ 0�

1�
%
�� ������
��� ma =
∫

s(a) qa(ξ) dξ %�� �(�� a ∈ J � � ����%& ! &��� � ��%
��
σ = 1! �
������ ma - ��(�'! 2� &���
��� -��(� ��"��� � ��� a�
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�
"� �� EA� 543.4> ?��@�.� a ∈ J �� 04?�AF.�� <2.5/�; uG v 7 ��41�4�2 H1
0 (Γ)

?�54.2B�F1� 4/�.5�

max
x∈sε(a)

|u(x) − u(a)| � c
√
ε ‖u‖1 , =�>

∣∣∣ε−1

∫
sε(a)

qεuv dx−mau(a)v(a)
∣∣∣ � C

√
ε ‖u‖1 ‖v‖1 , =	>

7 .�7�A�3.��� ?�0 ε 1��A��� c �� C�

 	��
���
� <
��* γε � �
"�� ����� sε(a) %��)��� �ε� .�
��%��! 2� �ε = O(ε) ���
ε→ 0� I�%� %�� x ∈ γε �����
��

|u(x) − u(a)| �
∫

γε

|u′(s)| ds �
(∫ �ε

0

ds
)1/2(∫

γε

u′2 ds
)1/2

� c
√
ε ‖u‖1 .

���
%
�� ����& =	>� 1����� '�� =�>! ��-��

|u(x)v(x) − u(a)v(a)| � |u(x)(v(x) − v(a))| + |v(a)(u(x) − u(a))| �
� |(v(x) − v(a))| max

Γ
u+ |(u(x) − u(a))| max

Γ
v �

√
εC ‖u‖1 ‖v‖1 .

I�%� ∣∣∣ε−1

∫
sε(a)

qεuv dx−mau(a)v(a)
∣∣∣ � ε−1

∫
sε(a)

qε(x)
∣∣u(x)v(x) − u(a)v(a)

∣∣ dx �

� c
√
ε
( ∫
s(a)

qa(ξ) dξ
)
‖u‖1 ‖v‖1 � cma

√
ε ‖u‖1 ‖v‖1.

K& ��(��%�& ��-�� ��&�) �
�����(�� %�� u, v ∈ H1
0 (Γ)

|(qεu, v)0| � c ε ‖u‖1 ‖v‖1 , =�>∣∣∣ε−1(qεu, v)0 −
∑

a∈J mau(a)v(a)
∣∣∣ � C

√
ε ‖u‖1 ‖v‖1 . =�E>

<�� ���%�"����(� %
�&� ��&�� � �
���# �" �
�� ��
�������! �&� (���� �'-�� �
�� ���� %�� ��/�� ����
" �����%�� � "���/ ��������� ���� �'����� #� ��)��
���*�� � 6��7�6��7� <
��* T � &����&���* (���(���)
��* ��
�����  ����"
������ 
���(���� H � �����' ‖ · ‖�
�%��(
��� �� �������%�' 7 .�?H�754B δ 0A� 4�����4�� T 820��4 .�7�?��� ��52

���2 (µ, v) ∈ R ×HG I4 ‖Tv − µv‖ � δ � ‖v‖ = 1�

�
"� �� (i) J5I4 (µ, v) ! 5?�7��40� 7 .�?H�754B δ 0A� 4�����4�� T G �4 �.���?�A

[µ− δ, µ+ δ] ��1���F ���.�;�.� 40.� ?A�1.� 7.�:�..� 4�����4�� T �
(ii) ����; ET (∆) ! 1��5���AF.�; ��4�5�4� 4�����4�� T G I4 ?�0�4?�0�K �.���?�A2

∆ = [µ− α, µ+ α]G 0� α > 0� �40�

‖ET (∆)v − v‖ � δα−1.
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������ �������

C45����G 54A� ? ∆ A�3��F A�@� 40.� ��41�� ?A�1.� 7.�:�..� 4�����4�� T G �4

;4�2 ?�0�4?�0�K ��5� .4��4?�.� ?A�1.� <2.5/�� uG I4 ‖u− v‖ � 2δα−1�

(iii) ����; (µ, v1), . . . , (µ, vr) ! 4��494.�AF.� 1��H� 5?�7��40 0A� 4�����4�� T 7

.�?H�754B δG �48�4 (vi, vj)H = 0 ��� i �= j� J5I4 rδ < αG �4 12���.� 5���.�1�F

:�1��.� 1��5��� 4�����4�� T G I4 A�3��F ? �.���?�A� ∆G 04��?.BK r�

<
��* S 2
 �%�� &����&���* (���(���)
��* ��
����� � H � I�%�! �& ��%���!

|λk(T ) − λk(S)| � ‖T − S‖, =��>

%
 λk(T ) � λk(S) � k+�� ���(�� ����
��� ��
������� T � S� K&2� Sv = µv! �� (µ, v) -
&������%�' %�� ��
������ T � �
�0��&�' ‖T − S‖� <
��* ES(µ) � �������
&��� ��
���(��* ��%���(��� %�� µ! � ���
���� ∆ �
 ��(���� ��/�� ����& (�
&��� S! �&��� µ�
I�%�

‖ET (∆) − ES(µ)‖ � cµ ‖T − S‖, =��>

2� "
���(
�
%��� �������- � ��(��� (ii)! (iii) �
�� ��
,� �
-#����� %&#�
���. ��)��+� σ < 1 �� σ = 1� F
� ������� ������-��

��&� �" �
���! �� �&�� (��0� ��
������� Aε = A(ε, σ) - ���������� �"�)��'� K& ��
%��
%
��! %�� ����%& σ < 1 ��������' - ��%���

d

dΓ
u′ + λρu = 0 �� Γ, u = 0 �� ∂Γ, u ∈ C2(Γ) =�?>

�� �
�" �
��' � (����' ρ� , �
' �(���*�����* (���(���)
��*! &����&���*! %�%��+
��* ��
����� B0 : H1

0 (Γ) → H1
0 (Γ)! �&�* ��%�-��(� �����(�' (B0u, ϕ)1 = (ρu, ϕ)0

%�� �(�� ϕ ∈ H1
0 (Γ)� <
��* {λk}∞k=1 � ���(�� ����
��� ��%��� =�?>! �
�
� �
������ �

���� ������ &�����(��! � {uk}∞k=1 � ��%����%�� ���(�� � �&��#� I�%� (�
&�� ��
������
B0 (&��%�-��(� � ����& (λk)−1�

<
��* Pλ � �������
&��� � H1
0 (Γ) �� ���(��* ��%���(���! 2� ��%����%�- ���(��� 

����
��' λ ��%��� =�?>! � P ε
λ � �������
&��� �� ��%���(���! ����%)
��* ���(����

� �&����� ��%��� =?>! %�� �&�� ���(�� ����
��� λε ���� '�� %� λ ��� ε→ 0�

	
!�
"� �� ����; σ < 1� �A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =?> 78�9�B�F1� ��� ε → 0 04

?A�1.�� 7.�:�.F 7�0�:� =�?>G /� 78�3.�1�F K �4.4���.4B � |λε
k − λk| � ck ε

1−σ 0A�

?1�� k ∈ N� ���� �494G �5I4 λ ! ?A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =�?>G �4 ‖P ε
λ−Pλ‖ � Cλ ε

1−σ�

�2� 1��A� ckG Cλ .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� B�&�)
��! 2� (��0� ��
������� Aε ��� ε → 0 ���������� �"���-��(� %�
��
������ B0� J����%�! %�� � �&��* u, ϕ ∈ H1

0 (Γ)! ������ '�� =�>! ��-��∣∣((Aε −B0)u, ϕ
)
1

∣∣ =
∣∣(ρεu, ϕ)0 − (ρu, ϕ)0

∣∣ =
∣∣ε−σ(qεu, ϕ)0

∣∣ � cε1−σ‖u‖1 ‖ϕ‖1,

��"�� ‖Aε −B0‖ � cε1−σ� I�%� |(λε
k)−1 − (λk)−1| � cε1−σ ���%�� � =��>� ,��%(� ��-��

|λε
k − λk| � c |λε

k| |λk| ε1−σ � ck ε
1−σ! �(&���&� λε

k → λk ��� ε→ 0�
<
��* ∆ � �&�� ���(���� ����
��� λ! 2� �
 ��(���� ��/�� ����& (�
&��� B0� I�%�

��� ����� ε �(� ���(�� ����
��� Aε! 2� ���� '�� %� λ! � ��/
 ����! ���
)���� ��
���
���� ∆� .�)
! ����&� %�� ������� ���
&����� P ε

λ ! Pλ �������- � =��>�
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C�2?�3�..� �� .������� � �
��
�� ����&� ‖P ε
λ − Pλ‖ � Cλ ε

1−σ %�� &�)���� �
���(��� ����
�� λ ��%��� =�?> �����(����� �����
���* �"�)��(�� ���(��� � �&��*
uε,k → uk � H1

0 (Γ) ��� ��%����%��� ��"��� uk� ,�
/��'! ‖uε,k − uk‖1 � Ck ε
1−σ! �

� ������� ���%&�(�� &�
����-���� ���(�� � �&��# uε,k �"���'��(� � � ���(���� C2(Γ)�
3
 (��( -��(� � ����%& ! ���(����� � �
��
�� ��

I
�
� ������� ����%�& σ = 1� <
��* � �&��� ρ0 ∈ C∞{Γ} �"���-��(� � �
�" +
�
��' � (����' ρ �� �
"��� �����! ��
  �� ���/��� �
�/���� ρ0(a) = ma! a ∈ J �
1 �� ��)
��� � ������
��! 2� ��&� � (���� ���( - ���-%���� ��(� �
������' ma  
�
�/���� a ∈ J � F������
�� (�
&������ ��%�� 

d

dΓ
v′ + λρ0 v = 0 �� Γ, v = 0 �� ∂Γ, v ∈ C2(Γ), =�@>

�&�* ��%����%�- (���(���)
��* &����&���* ��
����� B1 � H1
0 (Γ)! ������
��* ��&


(B1v, ϕ)1 = (ρv, ϕ)0 +
∑

a∈J mav(a)ϕ(a) %�� �(�� ϕ ∈ H1
0 (Γ)� ,�� �
� -�� ���(��

����
��� ��%��� =�@> � ���� ������ #���� &�����(�
*
 λ1 < λ2 � λ3 � · · · � λk � · · · �
L
�
� Pλ ��������� �������
&��� � H1

0 (Γ) �� ���(��* ��%���(���! 2� ��%����%�-
���(��� ����
��' λ ��%��� =�@>�

	
!�
"� �� ����; σ = 1� �A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =?> 78�9�B�F1� ��� ε → 0 04

?A�1.�� 7.�:�.F 7�0�:� =�@>G /� 78�3.�1�F K �4.4���.4B � |λε
k − λk| � ck

√
ε 0A�

?1�� k ∈ N� ���� �494G 0A� 543.494 ?A�1.494 7.�:�..� λ 7�0�:� =�@> 1���?032K�F1�

4/�.5� ‖P ε
λ − Pλ‖ � Cλ

√
εG 0� 1��A� ckG Cλ .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� K& � � %��
%
��� �
��
�� �! %�(������ �
�
������! 2� (��0� ��
������� Aε

���������� �"���-��(� %� ��
������ B1� J&���(���/�(� �
�����(�' =�E>! �����
��

∣∣((Aε −B1)v, ϕ
)
1

∣∣ =
∣∣(ρεv, ϕ)0 − (ρv, ϕ)0 −

∑
a∈J

mav(a)ϕ(a)
∣∣ =

=
∣∣∣ε−1(qεv, ϕ)0 −

∑
a∈J

mav(a)ϕ(a)
∣∣∣ � C

√
ε ‖v‖1 ‖ϕ‖1

%�� %�������� � �&��* u, ϕ ∈ H1
0 (Γ)� ,��%(� ‖Aε −B1‖ � C

√
ε�

.�)
! %�� σ < 1 (�
&�� ��%��� =?> ���� - %� (�
&��� ��%��� � �
�" �
��' � (+
����'! �(&���&� �������� ��(�! 2� &���
��� -��(� � �&���� �� ���/��� �
�/��!
"
��
)�� ���� ��� ε → 0� � ����%& σ = 1 �" �
��� � (���� � �&���� �� ���/���
�
�/�� δ+��%�"��! ��� � ������� ����� -�� ��%�� =�@> � ���-%������ ��(����
/� 0��-#����� %&#�
���. ��)��!+ 1 < σ < 2� � ���� ����%& (��0� ��
��+

����� Aε �)
 �
 - ���������� �"�
)
��' ��� ε→ 0� B����& ‖Aε‖ - ���&�' (�
&���
Aε! ��%� ‖Aε‖−1 - ���(��� ����
���� ��%��� =?>! �� �����*��� �%�
 ���(�
 ����
���
���� - %� � �� ��� ε → 0� <�(����%�! (�
&�� ��%��� =?> %�����(� �� %�� ��(�����
.%�� � ��� (&��%�-��(� �� (&���
���# &���&�(�� ���(��� ����
��! �"�)��� %� � ��
=.�3.� :�1��.� 1��5���>! � %� ��/�# ���
)��� ���(�� ����
���! �&� ��'�� %�%����
������� =?���.� :�1��.� 1��5���>�

L�D� M��?�94��N 9��<� 7 ?�35��� ?27A����

4� %��
%
��! 2� ��)�� ��(���� (�
&��� (&��%�-��(� � n ���(��� ����
�� �� ���+
� ������ #����# &�����(��! %
 n � ��� )��(�� ���)��� J � F������
�� (�
&������ 



5< ���� ������	
�� �
������ �������

��%�� 
d

dΓ
w′ + νq0w = 0 �� Γ, w = 0 �� ∂Γ =��>

� � (����' q0 ∈ C∞{Γ}! �&� - ��%�����' ��% � �� ��/
 �� ���)��� J ! � (��

q0(a) = ma %�� a ∈ J � I�&� ��%��� ��%
�'- ��%�
�& (��& (�� � � ��)&��� � �����!
&��� ��(�' �
"
� ��)�� ��
�� ���� ��������� � ��(�' � �����

�%��(
��� �� =2.5/�� u .�7�?�K�F1� A�.�;.4B .� 9��<� ΓG �5I4 ?4.� .������?.�

.� Γ � K A�.�;.4B .� 543.4�2 ��8�� ? ;494 ���������7�/�> .��2��AF.�� ����


����4��

I � � ��%��� ����������
�� �
�
� b1, b2, . . . , bN �
�/��� ����� Γ! � �� ���/��
�
�/��� ��� " %
 �� ��� ��������� ��/��� ���
���� � a1, . . . , an� I � n < N ! "�
J ⊂ V � ��������(� ��&�)! 2� bi = ai %�� i = 1, . . . , n�

�
"� ,� ��.�;.� <2.5/�> .� 9��<� Γ 2�?4�BB�F A�.�;.�; ��41��� L(Γ)G ?����


.�1�F �5494 04��?.BK 5�AF541�� ?��@�. 9��<�O dimL(Γ) = N �

 	��
���
�.(&���&� ����*�� � �&��� � �� Γ �%�������� �������-��(� (��#�� ����
�+
���� �(b1), . . . , �(bN)  �
�/���� �����! �� L(Γ) ���������* ���(��� R

N �

L
�
� L0(Γ) ��������� ��%���(��� ����*��� � �&��* �� Γ! �&� �"
���'��(� � � ��
�� ∂Γ� ,��� ����! 2� dimL0(Γ) = n� 1�"
�
�� � L0(Γ) "�� � ��&�� ����*��� � �&��*
�1, . . . , �n! 2� �i(ai) = 1 �� �i(aj) = 0! &��� i �= j�

	
!�
"� ,� C�0�:� =��> ��K n = |J | 040��.�� ?A�1.�� 7.�:�.F �7 ?���2?�..��

5���.41��;G � ?A�1.� <2.5/�> K A�.�;.��� .� Γ � 2�?4�BB�F 8�72 ? ��41�4�� L0(Γ)�

 	��
���
� F������� =��> �� �
"��� ����� ��- �����% w′′
γ = 0! ��� " %�+�&�*

�
�
�
����* *��� ����0���& - ����*��' � �&��-' �� Γ� ,�%��� =��> ��- ��
������

��"��)
��� ν T0w − w = 0 � ��
������� T0 � H1

0 (Γ)

(T0 w, ϕ)1 =
∑
a∈J

maw(a)ϕ(a) %�� �(�� ϕ ∈ H1
0 (Γ). =�A>

3
 ��
����� (&���
����� ���� � J����%�! MNOT0 =
{
w ∈ H1

0 (Γ): w = 0 �� J
}
� P �&+

��� f ∈ H1
0 (Γ) ��- �%�������
 ��"��)
��� f = f(a1)�1 + · · · + f(an)�n + f0! %


f0 ∈ MNOT0� ,��%(� ;QT0 = L0(Γ)! ��"�� ���� T0 %�����'- n� I
�
� ��
�%)
��� ���
"�� � L0(Γ) (��- ��
��%����

�� �
��! �(� - ���(��* � &��(�� &�����* �������� �����%)
��� ���(��� ����
��
� ���(��� � �&��* ��%��� =��>� 1�
%
�� ��&� ������
���
 I∗(a) � ���)��� �
"
�! �&�
- ����%
������ �
�/��� a! ��
 �
 - �
�����G Rij � ���)��� �
"
�! 2� �0-%� '��
�
�/��� ai �� aj � K&2� w � ���(�� � �&��� ��%��� =��> � ���(��� ����
���� ν! ��
�� �
"�� γ = (bi, bj) ���� ��- ��"��)
��� wγ(τ) =

(
w(bj) − w(bi)

)
d−1

γ τ + w(bi)! %

dγ � %��)��� �
"��! � τ � ��� ������* �����
��! τ ∈ (0, dγ)� K&2� γ - �
��
'!
�� wγ(τ) = wγ(bi)! ��"�� w - (����' �� �
����� .�)
! ��/ & � �&��# w ���%���(�
%� �����%)
��� �
&���� � = (w(a1), . . . , w(an)) # # ����
��  �� ���/��� �
�/����!
�(&���&� w(bi) = 0 %�� i ∈ {n+1, . . . , N} � (�� &��*����  ���� 5�
 %��
�
�������
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�������� =��> %�� w �� ���)��� J �����(����
 ����*��* ���
"�����* (�(�
��

(C − νM)� = 0. =��>

I � M = R�ST (ma1 , . . . ,man) � %���������� �������! (&��%
�� � ��( � ����! � 
�
+
�
��� cij &��%�����# ������� C ����%& n " % '�� �� ��&��� ���������


cii =
∑

γ∈I∗(ai)

1
dγ
, cij = −

∑
γ∈Rij

1
dγ
, &��� ai �� aj ( ��)��!

� cij = 0! &��� �
�/��� ai �� aj ( ��)���� �
 -� F������� =��> - ��& �����' 27�9�AF


.�.4B 7�0�:�B .� ?A�1.� 7.�:�..� %�� �����%)
��� ν �� � 6�@7� 1��(�� ����
���
ν1, . . . , νn ��%��� =��> - &��
���� ����&�
��(������� �������� det(C − νM) = 0! � ��
��%����%���� ���(���� �
&������ �1, . . . ,�n " % '�� ����*�� ���(�� � �&��#�

F�(� �


1��+��� �� F������
�� ��%
�� �
�������� �����! ��"��)
���� �� ��(� �� 1�� (&��+
%�-��(� � �%�������� &��%���� �� �������� �����)&�� %��)��� 1/2� � �
�/����
&��%���� a1, a2, a3, a4! �&� ���)�'�� �� ���/����! ��(
�
%)
�� ��(� �
������ m�
��� ��&��� ����� ������� C ��- �����%

C =




4 −1 0 −1
−1 4 −1 0

0 −1 4 −1
−1 0 −1 4


 ,

�M = mI! %
 I � �%������ ������� �
��
����� ����%& � I�%� ��%��� =��> ��- ������
���(�� ����
��� � %�� ���(��! � �%�
 %��&����


ν1 = 2 −→ �1 = (1, 1, 1, 1),

ν2 = ν3 = 4 −→
{
�2 = (−1, −1, 1, 1),
�3 = (−1, 1, 1, −1),

ν4 = 6 −→ �4 = (−1, 1, −1, 1).

)������� �� J ( ���������� ���� ��
������ ��
%�& ��&����& � ����
�%��& ��
%���& �
���#
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<���%�-��! 2� &���%����� ���(��� �
&����� �k � �
 ����
���  �� ���/��� �
�+
/���� ��%����%��� ����*��� ���(��� � �&��* %�� �
�������� ������ 3� � �&��#
��"��)
�� �� ��(� ?�

F�(� ?


L��� P1����4��5� .�3.F4> :�1��.� 1��5���� 1������ ���
%��& ��� ε → 0
�
�/�� n ���(��� ����
�� λε

1, . . . , λ
ε
n ��%��� =?> �� ��%����%��� ���(��� � �&��* uε,k!

�&� ���)����
�� ����������� � H1
0 (Γ)�

1�
%
�� ������
���
 Pν � �������
&��� � H1
0 (Γ) �� ���(��* ��%���(��� ��%���

=��>! 2� ��%����%�- ���(��� ����
��' νG Pε
ν � �������
&��� � H1

0 (Γ) �� ��%���(���!
����%)
��* ���(���� � �&����� �" �
��# ��%��� =?> � ��&��� ���(���� ����
���+
�� λε! 2� ε1−σλε → ν ��� ε → 0� <
��* ν1, . . . , νn � ���(�� ����
��� ��%��� =��>!
��� �
������ � ���� ������ &�����(���

	
!�
"� /� ����; σ > 1� EA� ?1�� k = 1, 2, . . . , n ?A�1.� 7.�:�..� λε
k 7�0�:� =?>

����2B�F 04 .2A� ��� ε→ 0 � ?�54.2B�F1� 4/�.5�

|ε1−σλε
k − νk| � ckε

θ, θ = min{1/2, σ − 1}.

���� �494G 0A� 543.494 ?A�1.494 7.�:�..� ν 7�0�:� =��>

‖Pε
ν − Pν‖ � Cνε

θ,

� A�.�;.� ?A�1.� <2.5/�> w1, . . . , wn /�K> 7�0�:� �43.� ?�8���� ��5G I4

‖uε,k − wk‖1 � Lk ε
θ =�	>

0A� ?1�� k = 1, . . . , n� �2� 1��A� ckG Cν G Lk .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� B
�
���� -�� (��0' ��
������� Aε! ����/� ������
��� Tε = εσ−1Aε�
J��0� Tε �)
 - ���������� �"�
)
��' � ��� ε→ 0 �"���-��(� � ��
�������* ����� %�
��
������ T0� J����%�! ��&���(���/� �����(�� =A> � =�A>! �����
��∣∣((Tε − T0)v, v

)
1

∣∣ =
∣∣εσ−1(Aεv, v)1 − (T0v, v)1

∣∣ �

� εσ−1|(ρv, v)0| +
∣∣∣ε−1(qεv, v)0 −

∑
a∈J

mav(a)2
∣∣∣ � c (εσ−1 +

√
ε) ‖v‖2

1
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%�� �(�� v ∈ H1
0 (Γ)� I � �� ��(��( ���� �
�����(�� =�E>� .�)
!

‖Tε − T0‖ � c εθ. =��>

B����& �
������ εσ−1(λε
k)−1 - ���(���� ����
����� ��
������ Tε! � *��� ���(��

�
&���� ��&� (��� �&  ��
������ Aε! �� �(� ��
�%)
��� �
��
�� �������'�� ��
����&� ���� =��> �� �
�����(�
* =��>! =��>�

U��� � ��* (����� �� �"�
)���(� %�(��%)
���� ��%
�� ��� σ < 2! �%��& �
� ��+
��� ��� ���
%��& ��)���# ��(���� (�
&��� ����/�-��(� ���������� %�� �(�� σ > 1�
���� ��(�! 2� &���
��� -��(� � �&��� � ����! �
�"�
)
�� ���(��- ��� ε→ 0! �� �
�+
/� n ���(��� ����
�� �" �
��# ��%��� =?>! %
 n � &���&�(�� �� ���/��� �
�/�/ �����
Γ! ���)%� ���� '�� %� � ��! � ��%����%�� ���(�� � �&��# - �(���������� "����&���
%� ����*��� � �&��* �� Γ� 3� ����*�� � �&��#! ��"�� "�� w1, . . . , wn � �
��
��! ��)��
���*�� &��(�� &�����! ��" % ���/� �(���������� ������
��� ���(��� ����
�� λε

k

� ��%����%��� ���(��� � �&��* uε,k � �&��� &������� ���(���� ����
��� ν�
B
�
���� ������ (��0# Aε �� %�(���� ## �"�
)
��(�� � ��
�������* �����! ��


�������� � �
� ������ ���������� �
�
��% �(' ���������' ��� ����� ���(���
&�������! 2� ��%����%�'�� �
����* ��(���� (�
&���� 3� ���(�� � �&��# V���&��W �
�%�� ��
������ T0�

L�#� P1����4��5� ?���.F4> :�1��.� 1��5���� B�&�)
��! 2� %�� 1 < σ < 2
�
/�� ���(��� ����
�� ��%�&�
��
�� ��% � �� ��� ε→ 0�

�
"� /� EA� 543.4> ?��@�.� ai ∈ J 9��<� Γε �1.2K A�.�;.� 54�8�.�/�� vε,i ���@��

n ?A�1.�� <2.5/�; 7�0�:� =?>G ��5� I4

|vε,i(ai)| � c �� vε,i(aj) → 0 0A� j �= i

7 0��54B 040��.4B 1��A4B c� 6�� j �= i

|vε,i(aj)| � Cεθ, θ = min{1/2, σ − 1}. =�E>

 	��
���
� F��/
 �� ��&���(��� ���� %�� ����� "��� � ���(���� L0(Γ)! �&�* - �"��+
��� ��
������ T0� B
�/ � ��� ��" %����� � �
��
�� ?! � %� � � � �
��
�� @� H���*+
�� � �&��� �i � �
�/�# "��� - ��%�����' ��% � �� ��/
 � �%��* �� ���/��* �
�/���
ai� <
��* �i = α1w1 + · · · + αnwn � ## ��"��)
���  "��� � �
��
�� @� B��*�
��
vε,i = α1uε,1 + · · · + αnuε,n� I�%� ���%�� � =�> �� =�	> ��-��

max
x∈Γ

|vε,i(x) − �i(x)| � ‖vε,i − �i‖1 � Cεθ.

.�)
! ����*�� &��"������ vε,i ��%�������- �(�  ���� �
���

�
"� 2� ����; σ ∈ (1, 2]� �40� �1.2K ��5� 040��.� 1��A� κG I4 λε
n+1 � κ 0A� ?1��

040��.�� ε�

 	��
���
� <
��* uε = uε,n+1 � ���(�� � �&��� ��%��� =?>! �&� ��%����%�- ���(+
��� ����
��' λε

n+1! ‖uε‖1 = 1� I�%� ���� ������������ � H1
0 (Γ) %� � �&��# vε,i �

���
�
%���# �
��! 2� �� ��%(���� ����)��(�� =@> ��)�� ����(��� ��&
 (ρuε, vε,i)0+
+ε−σ(qεuε, vε,i)0 = 0� .�)
!

ε−σ|(qεuε, vε,i)0| � |(ρuε, vε,i)0| � C.
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B
�
��/
�� �' �
�����(��  ��&�� �����%�


ε−1
∣∣∣ ∫
sε(ai)

qεuεvε,i dx+ βε(uε, vε,i)
∣∣∣ � Cεσ−1, =��>

%
 βε(uε, vε,i) =
∑

j
′∫
sε(aj)

qεuεvε,i dx. I � ( �� "
�
��(� �� �(��� �� ���/���� �
�/�+

����! &��� ai� 1��� ���/� =�> � =�E>! �����
�� |βε(uε, vε,i)| � Cε1+θ� ���"�� '��
�' �
�����(�� � ����&��� =	>! =��>! �
�&� ��������! 2� |uε(ai)vε,i(ai)| � Cεθ� ,��%��
� �
��' @ �
������ |vε,i(ai)| ���������� ��%�&�
��
�� ��% � ��� I�� |uε(ai)| � Cεθ!
� �(�������

max
x∈sε(ai)

|uε(x)| � Cεθ =��>

�� ��%(���� �
�����(�� =�>� ,� ��)���! 2� �� �
�����(�� ��&�� -��(� %�� &�)��#
�� ���/���# �
�/��� ai ∈ J ! "�  ���
�
%��� ���& ������ �
�/��� " �� %��������

I
�
� � ����)��(�� =@> ��-�� 1 = λε
n+1(ρεuε, uε)0� .�)
!(

λε
n+1

)−1 � |(ρuε, uε)0| + ε−σ|(qεuε, uε)0| �
� C‖uε‖2

0 + ε1−σ
∑
a∈J

ma max
sε(a)

|uε|2 � C1 + C2ε
1−σ+2θ

���%�� � ����&��� =��>� ��� ���
�/
��� %��
%
��� %�(������ �� ��)���! 2�
1 − σ + 2θ � 0 ��� σ ∈ (1, 2]! ��"�� �
������ (λε

n+1)
−1 - �"�
)
��' ��� ε→ 0�

.�)
! �(� ���(�� ����
��� λε
k �" �
��# ��%��� =?>! ������'�� � ���
�� n + 1!

���������� ��%�&�
��
�� ��% � ��� J��
 ���� (��������� �
���' ��(��� (�
&����
���� ������� ���
%��& ���(��� � �&��*! �&� ��%����%�'�� ��* ��(���� (�
&����
U���&�
���' ����&�' ��&�� &������� - �
! 2� �
��&� ��(�! �&� &���
��� '��(�  
� ����! ��"���� �� � ��� �(���������� �
� �������

�
"� 3� ����; σ ∈ (1, 2] � k > n� C.�:�..� 543.4> ?A�1.4> <2.5/�> uε,k 2 ?1��

?.2���@.�� ?��@�.�� ����2B�F 04 .2A� ��� ε → 0� P 1���G |uε,k(a)| � Ckε
θ 0A�

?1�� a ∈ J �

 	��
���
� <�(����%� �(
 �)
 %��
%
�� � ���
�
%��* �
��� .���&�! �&� ��� �����"��!
�������� %�� � �&��# uε,n+1 =%��� �
�����(�� =��>>� B�� %��
%
��� �� ��&���(����
��/
 ��&�! 2� �� ���(�� � �&��� ������������ %� �
�/�� n ���(��� � �&��*� I�� 
*��� "
� )�%��� ���� ��)�� ��������� %�� &�)��# uε,k � ���
���! "���/�� �� n�

.��)! �����%�� ���& ����! 2� � ��������* ��%���! �&� ���( �����
 �(�������& 
���(��� � �&��* �
�����# ��(���� (�
&���! ����&� ��  ���� ������
  &�)��� 
� ���! %
 �" �'-��(� � (���� ��(�� F������
�� ��%�� �� ���(�� ����
���

d

dΓ
u′ + µρu = 0 �� Γ, u = 0 �� V, =�?>

%
 ����%�-��! 2� V � ���)���  (�� �
�/�� ������ 1 ��* ��%��� ��
"� ���)���! 2�
∂Γ = V ! ��%� ���� ��&����� (��- ( & ���(�' &��(����� ��%�� X� ���+H� ����� ��
�
"��� ����� Γ

u′′γ(τ) + µργ(τ)uγ(τ) = 0, τ ∈ (0, dγ), uγ(0) = uγ(dγ) = 0. =�@>
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U��� �(� ���(�� ����
��� " %�+�&�# �� ��%�� =�@> - ���(����! (�
&�� ��%��� =�?> �&
%��0'�&��
 �"0-%����� (�
&���� ��%�� =�@> ��)
 " �� &������� 4�&(������� &���+
��(�� ���(���� ����
��� �
 �
�
��2 - &���&�(�� �
"
� ����� Γ�

<
��* µ1 � µ2 � · · · � µn � · · · � ���(�� ����
��� ��%��� =�?>! ��� �
������ � ���+
� ������ &�����(��� 1�
%
�� ��%���(��� H =

{
u ∈ H1(Γ): u(a) = 0 %�� �(�� a ∈ V

}
���(��� H1

0 (Γ)� 1������*�
 ���� �'����� ��%��� =�?> - ��&��
 ���$�� ����	 µ �
������! u �= 0 � ����� H ����� %	

(u, ϕ)1 = µ(ρu, ϕ)0, ϕ ∈ H. =��>

, �
' �(���*�����* (���(���)
��* &����&���* %�%����* ��
����� T1 : H → H! %��
�&��� �������-��(� �����(�' (T1u, ϕ)1 = (ρu, ϕ)0 %�� �(�� ϕ ∈ H�

��� � �&��# u ∈ C1(Γ) ��
%
�� ��&� ������
��� ga(u) =
∑

γ∈I(a)
du
dγ (a), a ∈ J �

���
%
�� �%� �
����� �
� �

�
"� 4� ����; µ � v ! ?A�1.� 7.�:�..� � ?A�1.� <2.5/�� 7�0�:� =�?>G � ϕ ! 04?�AF.�

<2.5/�� 7 H1
0 (Γ)� �40�

(v, ϕ)1 − µ(ρv, ϕ)0 =
∑
a∈J

ga(v)ϕ(a), =�A>

∣∣∣∣ε−2

∫
sε(a)

qεvϕ dx

∣∣∣∣ � C‖ϕ‖1. =��>

 	��
���
� ,� ��)��� ��&

 ���� �� ���&� -�� v �& 
�
�
�� H1
0 (Γ)! �� � �&��� �&

����0���& �������� =�@> - ���%&�' �� &�)��� �
"��� I�� ## ����%�� dv
dγ (a)! � ��%� �

�
������ ga(v)! &��
&��� ������
��� Y�" �������� =�A>! ��
"� �����)��� ��������
=�?> �� ϕ � ������
�� ���� ��(������ �� %�������' ���� �� =�>� ,��� ���� ��&


&��� ϕ ���
)��� ��%���(��� H! �� =�A> �"���-��(� � ����)��(�' =��>�

.(&���&� v(a) = 0! �� ��&�� -��(� ����&� max
x∈sε(a)

|v(x)| � cε� I�%�

∣∣∣∣ε−2

∫
sε(a)

qεvϕ dx

∣∣∣∣ �
(
ε−1 max

x∈sε(a)
|v(x)|

)(
ε−1

∫
sε(a)

qε|ϕ| dx)
)

� C‖ϕ‖1

��%����%�� %� =	>�

�
"� 5� ����; 1 < σ < 2� �43.� ?A�1.� 7.�:�..� λε
kG k > nG ?���.F4> :�1��.�

1��5��� ��K 15�.:�..2 040��.2 9��.�/B ��� ε→ 0 � /� 9��.�/� K ?A�1.�� 7.�:�.


.�� 7�0�:� =�?>�

 	��
���
�<
��* λε � ���(�
 ����
��� �
�����# ��(���� (�
&��� � λε → µ ��� ε→ 0�
J�����& %��
%
�� ��&�* ��&�
 �&2� uε � ��%����%�� ��(��%����(�� ����������
���(��� � �&��* � uε → u (��"&� � H1

0 (Γ)! �� u - ���(��' � �&��-' ��%��� =�?> �
���(��� ����
���� µ� <����� ��&�)
��! 2� �������� � �&��� u ��%����� ��% � ���
1�&���(��-�� ����)��(�� =@>

(ρuε, uε)0 + ε−σ(qεuε, uε)0 =
1
λε
. =�	>
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��� ���(��� � �&��* �
�����# ��(���� (�
&��� ��&�� '��(� ����&� =��>! ��� 

ε−σ(qεuε, uε)0 � cε1−σ
∑
a∈J

max
x∈sε(a)

|uε(x)|2
(
ε−1

∫
sε(a)

qε dx
)

� cε1−σ+2θ
∑
a∈J

ma.

���� ����! 1−σ+2θ > 0 %�� σ ∈ (1, 2)� .(&���&� ��(��%����(�� uε - �"�)��' � L2(Γ)!
�� ��������* �
�
��% � =�	> %�- (ρu, u)0 = (µ)−1 > 0� .�)
! � �&��� u - �
� �����'�

5��������� ��)�� %��
(��! 2� ε−σ(qεuε, ϕ) → 0 %�� %�������# � �&��# ϕ � ��%+
���(��� H � σ ∈ (1, 2)� I�� 2
 ��� �
�
*/��/� %� ������� � =�	>! �
�
� �)
 %��
ϕ ∈ H! ������-��! 2� u ��%�������- ����)��(�� =��>� ,��%�� � �
��' A � �&��� u
���
)��� H! ��� - ���(��' � �&��-' ��%��� =�?> � ���(��� ����
���� µ�

I
�
� ���� (����! 2� %
�&
 ���(�
 ����
��� λε
k �
 ��- ������� ��� ε→ 0

α = lim
ε→0

λε
k < lim

ε→0
λε

k = β.

.(&���&� λε
k - �
�
�
����' � �&��-' ������ �����
���! �� %�� &�)��# ���&� λ �

���
���� [α, β] ���*%
��(� ��%��(��%����(�� {λε′} ⊂ {λε
k} ���(��� ����
�� �� ��%��+

��%��� ���(��� � �&��* {uε′} ��&��! 2� λε′ → λ �� uε′ → u! %
 u �= 0� I�%� ���%�� �
%��
%
���! ��(�� λ - ���&�' (�
&��� ��%��� =�?>� .�)
! �
(� ���
���� [α, β] �����
�
��(����(� � ���� (�
&���! 2� �
��)�����

<
��* Pµ � �������
&��� � H1
0 (Γ) �� ���(��* ��%���(���! 2� ��%����%�- ���(��� 

����
��' µ ��%��� =�?>! � P ε
µ � �������
&��� �� ��%���(���! ����%)
��* ���(����

� �&����� ��%��� =?>! %�� �&�� ���(�� ����
��� λε ���� '�� %� µ ��� ε→ 0�

	
!�
"� 2� ����; 1 < σ < 2� �A�1.� 7.�:�..� ?���.F4> :�1��.� 1��5��� 7�0�:� =?>
78�9�B�F1� ��� ε → 0 04 ?A�1.�� 7.�:�.F 7�0�:� =�?>G /� 78�3.�1�F K �4.4���.4B

? �4�2 1�.1�G I4

|λε
k − µk−n| � ck ε

ω, ω = min{σ − 1, 2 − σ} =��>

0A� ?1�� k = n+ 1, n+ 2, . . . � ���� �494G �5I4 µ ! ?A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =�?>G �4

‖P ε
µ − Pµ‖ � Cµ ε

ω, =?E>

� ?A�1.� <2.5/�> u1, u2, . . . /�K> 7�0�:� �43.� ?�8���� ��5G I4

‖uε,k − uk−n‖1 � Lk ε
ω =?�>

0A� ?1�� k > n� �2� 1��A� ckG CµG Lk .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� ��� &�)��# �
�/��� a ∈ J ��
%
�� � �&��'+����& ζa ∈ C∞
0 (Γ) ��& ! 2�

��� %�(������ ����� ε ���� %�����'- �%����� �� ���&���� ��%����� sε(a) � � �'
���� %
�&�� *��� �&����� B����� �
* �&�� �
 ��(���� )�%��# ��/�# �
�/��� �����
Γ! �&��� a� <
��* µ � ���(�
 ����
��� ��%��� =�?> � ���(��' � �&��-' v! ‖v‖1 = 1�
��� ��-# ���� ��" % -�� � �&��' �� Γ ψ(x) =

∑
a∈J

ga(v)
µ ma

ζa(x)! �������
���� �&�# -
��%&���� ���� ���(� � �&��' v ��&! 2�" ���� (���� &������%�' %�� ��
������ Aε�
F������
�� � �&��' wε = v+εσ−1ψ � ��&�)
��! 2� ���� (µ−1, wε) - &������%�' %��
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��
������ Aε � �
�0��&�' c εω� ,� ��)���! 2� ‖wε‖1 = 1 + O(εσ−1)� ��� %�������#
� �&��# ϕ ∈ H1

0 (Γ) ��-��

(Aεwε − µ−1wε, ϕ)1 = (ρwε, ϕ)0 + ε−σ(qεwε, ϕ)0 − µ−1(wε, ϕ)1 =
[
(ρv, ϕ)0−

− µ−1(v, ϕ)1 + ε−1(qεψ, ϕ)0
]
+ ε−σ(qεv, ϕ)0 + εσ−1

[
(ρψ, ϕ)0 − µ−1(ψ, ϕ)1

]
. =?�>

���� (&���(��-��(� �����%�� � �&��* ψ �� ζa� I�%� ���%�� � =�E> ε−1(qεψ, ϕ)0 =
= 1

µ

∑
a∈J ga(v)ϕ(a) + αε(ϕ)! %
 |αε(ϕ)| � c0

√
ε� 1��� ���/� =�A>! ������-+

��
∣∣µ−1(v, ϕ)1 − (ρv, ϕ)0 − ε−1(qεψ, ϕ)0

∣∣ � c1
√
ε ‖ϕ‖1� ���� ����! ���%�� � =��>

|ε−σ(qεv, ϕ)0| � ε2−σ
∑

a∈J |ε−2
∫

sε(a) qεvϕ dx| � c2ε
2−σ‖ϕ‖1� .�)
! �(������� �

�����(�� =?�> ��-��∣∣(Aεwε − µ−1wε, ϕ)1
∣∣ � (c1

√
ε+ c2ε

2−σ + c3ε
σ−1)‖ϕ‖1 � cεω‖ϕ‖1,

��"��
∥∥Aεwε − µ−1wε

∥∥
1

� c εω! � ���� (µ−1, wε) - &������%�' %�� ��
������ Aε�
<
��* �
�
� µ - ���(��� ����
���� &�����(�� r� 1�"
�
�� ������������ "�� 

v1, . . . , vr � *��� ���(��� ��%���(����� ���
%
�
 (��( -��(� %�������# ���(��# � �&+
��# v! ��� (ν−1, v1 + εσ−1ψ1), . . . , (ν−1, vr + εσ−1ψr) � ������������ (��0� &������%
%�� ��
������ Aε � �
�0��&�' cεω� 1�"
�
�� %�%���
 ��(�� α ��&! 2�" ���
����
∆ = [ν−1 − α, ν−1 + α] �
 ��(��� ��%������ ��% ν−1 ����& (�
&��� ��
������ T1�
I
�
� ��
�� �/�(� %� �
�� �! ��)�� ���"��� %�� ��(���&�� B�+�
�/
! %�� ����
��
ε ��&��! 2� rcεω < α! �(� - (��
 r =�� ���� ������ &�����(��> ���(��� ����
��
(λε

k)−1 ��
������ Aε! 2� �
)��� � ���
����� ∆! � ��&�) |(λε
k)−1 − ν−1| � cεω� ,��%(�!

� ��&�) � �
�� 	 �������- �����
��� �"�)��(�� λε
k → νk−n �� ����&� =��> %�� �(��

k > n� B�+%� �
! ‖EAε(∆)vj − vj‖ � cα−1εω %�� j = 1, . . . , r! ���%&� �������- =?E>! �
��� ���
)��� ��"��� "��� � ���(���� L0(Γ) ��&�) � �����
��� �"�)��(�� ���(���
� �&��* =?�>�

.������� �
� ������ %�� ��)���# �� �
�����# ��(��� (�
&��� ��)�� ��-%����
��&� .(&���&� H1

0 (Γ) = L0(Γ)⊕H! �� ��
����� Aε ��)�� ��(������  ��%����%��(��
��������* ��
����� Aε! �&�* %�- �� ��* �����* ( ��

Aε =
(
Aε

11 Aε
12

Aε
21 Aε

22

)
.

4� ��&����� %��
��! 2� Aε �(���������� "����&�* %� %������������ ��
������

Tε =
(
ε1−σT0 0

0 T1

)
,

�&�* ���� � ���
)��� ��% ε! ��
 �� ���
)��(�� - &��(�� &�����'� <����&��%! %��
σ ∈ (1, 3/2] �' �(��������� "����&�(�� ��
"� ��� ���� ��&� U��� �"�%�� (��0# ��
+
������� Aε �� Tε �
 - ���������� �"�
)
�� ��� ε→ 0! ����
 �
 ��������� %�� #����#
�������! � (��
 ‖Aε − Tε‖ � M � ��� "���/�� σ ����� ‖Aε − Tε‖ �
�"�
)
�� ���(��-
��� ε → 0! ��
 ����%�& ## ��(� %�����'- 3/2 − σ! 2� �
�/
 ��% 1 − σ � (�
�
��
���(����� ���� ��
������� Aε �� Tε�
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uD MHQSO G M�ECQLGJ IDJHQJKDS KAQESGJO ZGLQD IJAKLDB RAJ MDNAES AJSDJ S�R�

RDJDEH�GL AIDJGHAJ AE G CDABDHJ�NGL CJGIV� g EDHbAJc AR vDw�KLD MHJ�ECM NAEEDNH�EC

KO VDGZO EASDM �M NAEM�SDJDS� uD �EZDMH�CGHD HVD GMOBIHAH�N KDVGZ�AJ AR D�CDEZGLQDM

GES D�CDEMIGNDM AR HVD IJAKLDB b�HV IDJHQJKDS BGMM SDEM�HO� ]VD MIDNHJGL IJAIDJH�DM

AR EDHbAJcM b�HV ZDJO L�CVH" L�CVH GES VDGZO K�ES�ECM GJD SDMNJ�KDS�

^1H _D:T\� S�xDJDEH�GL DfQGH�AEM AE CJGIVM" M�ECQLGJ IDJHQJKGH�AEM" GSlA�EH

BGMMDM" MIDNHJQB" D�CDEZGLQDM" GMOBIHAH�N DwIGEM�AEM
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