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�
 � �	
��
�� 
��	 ��� �������������� � �������� ���
������� �	
��
��� ���	�
�	��� � 
���
 �� ������ ��!
�����"	!� ��������� ����	����� ���#��������� 
��#���
��� ����
�������$ ���
�	��$ �	��� 	  ������� �������������� %&'() � ���� �*��
��+ �����+ ��������  ����� �
�����	, ���#+��� '��
��� -�� �� �./� ������*����
�����	��	, �����	�����! ����
�������$ �� 
����$ &'( ��
����+0���� �	 � 1� ���
��$ 
���
 �� ������ �� �,��� �	��� 	 ��
��	 ��  �*� ���	 ��!
�����"	 � ��
���
	
������	������ 
���
� �� ������ �� �,��� �	��� 	 � ��+0���� ���� � ���,��*���
�� 
�*���� ������ �� ������� � ������ ������+0 ������ 
���� ����� �
 ��� ������ �
�	��� � ��,����� 
�	����$ %23) 
�	���	 �� ���������������

(���
 �	
��
��	! 
��#��� �
	! �������0���� � �� 
����! &'( � ��!
�����"	�
 	 
���
� 	� 0 ��!
�����"	 
��#��� ���	�������� ��*����� �� � ������0 �����
�	���+ �����	����+� ��� ��
�$ &'( ���� � 4�� ��	 ��� ���#������	, � ���������!
������ -�� �� �.�/�

&��#������� ! ��������� ������ �	������� ��� ����
�������$ �� 
����$ &'( �

�
���	
��	 ���
����� ���� ������ ����$ �����	 ��,����	, 
�	����$� � ��������
���
������	 ���� ���������������

�
 �������� ������� ��� ������������ ��� ������!�
 5������� � �����

������� �� 
���� &'(� � �
�! 
�*�� � m %m ≥ 2) ��,����	, 
�	����$�  �*�
� ���
� �	
��
���  � ���	 ���� 
���������	 ��������������� 6�,�! 
���
 ��� ��

�*���� 23 � ��!
�����"	! � ������	�����+ λ� 7� ������0� 1� ��� Tλ ������ ����$
�����	 23 ���
������	! ������ � 
�
���	
��	 ��
��� � '��� ��	��� �
��������

�© �������� 	�
�� �

�
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�	
��
���$ ���	�	�	 Tλ 
�����	 � ����� mλ8 M(Tλ) = mλ = 1/λ� 23� 1� 
�����
��0 �������������� � �����0 
���� �������������� �����	 � ������� 
�	! �+�� ��
��������������� � �	
��
� ��!������� 
����� 23 ��
�0 �� �������������� � ������

2�	������� �������������� �� ������ � ������*�� ����
��� ���
������� �	
���

��� ���	�	�	 Tµ � ��������+ 4��
#�0+ ���
����� Fµ(t)� 2��� ������	������ 
���
�

������������� µ = 1/mµ� �� mµ = M(Tµ) =
∞∫
0

t dFµ(t)�

9���� � �� ���#�+ ������ &'( ���
������ �� 
���
���� 23� 1� 
������+��
��������������8 si %i = 0, m)� 6�,�! pi(t) � � ��������� 
���������� �	��� 	 � �����
si �  � ��� ���� t�

3�	
���	 �� 1� � 
����
��	!  � ��� ���� �	��� � 
�������0 � ����� s0� � 
�����
�	 � ����� tk %k = 1�2�. . .) �  � ��� �����"���� �������������� k��� �� ��������
� ����� Nk 
���
���� 23� �
� 
������+�� �������������� �  � ���� 
��	 k��� ���
���*��� �� �������� �����"	�"	 ��������������� 
�
	��0 
���� ���������������
2��� 
���� {Nk = j} ������0� 1� �  � ��� tk + 0 �	��� � 
���,��	�� �� ����� sj �

:� 4�� ���+ 
����$ ! ���������

P{Nk+1 = j } =
m−1∑
s=0

P{Nk+1 = j |Nk = s }P{Nk = s },

j = 0, m − 1 ; k = 1, 2, . . . .

(1)

3���,���� ! ��������� p
(k)
js = pjs = P{Nk+1 = j |Nk = s } �� ����*��� ��� �� ���

�����*����� �� ������� k� � �	�����+�� � ���,������ 
���
���� �� ������� �
�
���,����� �� �������������� �� ��� �������������� ������ �� ������� Tµ

pjs =




Πj, m−1, s = 0; 1;
Πj−s+1, m−s, s = 2, j + 1, j = 0, m − 2, s = 2, m − 1, j = m − 1.

0, s > j + 1.

(2)

2�� Πkl � � ��������� ����� 1� �� ��� �������������� Tµ � ���� �	!���� k ��,�
����	, 
�	����$�� �� � ��	� 1� 
����#�!�	 	 �*����� 	 �� ������ �  � ��� 
��
���
� �������������� ���	 l 23�

9��,���+�	� 1� ��������� � �	��� � i �*���� �� ������ ������0� 1� ���	"�

���� ��  � ���� ���,��*���� ��������� �� ������� ���
������	! ������ � 
�
���	�

��	 ��
��� � 
��� ���� iλ %
�����	 � #+ �	
��
��� ���	�	�� ����� Tiλ

%i = 1, m − 1)� ��� ! ���������! Πkl ���	 �0 � �
�������"����

Π0l = P{Tµ < Tlλ }, l = 1, m − 2;

Πll = P{Tlλ + T(l−1)λ + · · · + Tλ < Tµ }, l = 1, m − 1;
Πkl = P{Tlλ + T(l−1)λ + · · · + T(l−k+1)λ < Tµ <

< Tlλ + T(l−1)λ + · · · + T(l−k)λ }, l = 2, m − 1, k < l.

(3)

3���
���0 ��� � �� �� 1� 
������������ {Nk} �����+0 ���#+� '��
����



-./ ���� �����	
�

;
1�∆k � 
���
���� �� ������� �
� ����!"�	 � �	��� � �� ��� Tµ ��������������
k��� �� �������� ��

Nk =

{
Nk−1 + ∆k − 1, Nk−1 > 0;
∆k, Nk−1 = 0.

(4)

(�
���
	 ���	"�
 ���� ���  � ���� �����"���� �������������� k��� �� ������� ��
 � ���� ���,��*���� ��������� �� ������� ���
������	! �� 
�
���	
��	 ��
��� 
%� 
��� ���� � 
����	 λ) �� ��*�� �� ����*	�� ��� 
������
	 �	��� 	 ��  � ����
tk� �� �	
��
��� ���	�	�� ∆k �� ����*	�� ���  	������� �� � �������� %<) �����	��
 ��
����
� �����	����� 
������������ {Nk}� 5������� %�) �������� ������������ ����
#+�� '��
��� {Nk}�

(
	��+�	�� �� �����	��� ����� � ��� ����������� ���������� ���#+�� '��
���
�� �
�������+  ��*	��+ ������ %-�� =� >�/ ��� -?� =� >@/)�  �*� � ������*����	� 1�
����+�� ����	#�

πj = lim
k→∞

P{Nk = j } (j = 0, m − 1).

3���,����	 �� ����	#� � ��������, %�)� � ���,������ �
�������"��� %�) �����
*	 � �	��� � ������	��	, ������� ��� �	�������� ! ���������! πj

πj =
j+1∑
s=0

pjsπs (j = 0, m − 2);
m−1∑
s=0

πs = 1. (5)

��� �A�������� ��A��
�  �* � ��������� 	 πj %j = 0, m − 1) � ���#������	 ����

����� � ���������! ������ �	��� 	 pj = lim

t→∞ pj(t) %j = 0, m) 
���������0 � ������

�	��� 	 �� ��*� ���	
� � 
�� �*
� ���� T �

3�� �*
	 ����� 
������ �
	, �	��� � 
�������0 � ����� s0� ���
������� �� 
��

���	
��	 ��
��� � 
��� ���� mλ

(
M(Tmλ) = mmλ = 1/(mλ)

)
� ;
1� N(T ) �


���
���� �� ������� �����*��	, � �	��� � �� ��� T � ��

T ≈ (mmλπ0 + mµ)N(T ). (6)

5������� %>) �	
���0���� �	 �����"�� �	 ��	����"	! 
�� �*�
 ���� T �������
��+��� 9��,���+�	� 1� T0(T ) ≈ mmλπ0N(T ) � �� ���	! %�� ��� T ) ��� 
����������
�	��� 	 � ����� s0� ���#������� ! ��������� 
���������� �	��� 	 � #�� � ����� �	��
���	 � �� ��
� ���+ ����	����� 
���,���

p0 = lim
T→∞

T0(T )
T

=
mmλπ0

mµ + mmλπ0
.

�  � ���� 
��	 �����*��� �� ������� 
�
	��0 
���� ��������������� ���� sj

�����0 � � ��������+ πj � ��	��0 
������ �	
��
����� 
�� �*
� ���� T(m−j)λ� 2� �
Tj(T ) ≈ m(m−j)λπjN(T ) � �� ���	! %�� ��� T ) ��� 
���������� �	��� 	 � ����� sj � �

pj = lim
T→∞

Tj(T )
T

=
m(m−j)λπj

mµ + mmλπ0
(j = 0, m − 1). (7)



��� !"#�$#%& $"'("�!) !*"+!$#"��,& ���#!+ -..

B ��������� pm �	����	 � �� ��
� ���+ � ��	 ��� ������
m∑

j=0

pj = 1

pm =
mµ −

m−1∑
j=1

m(m−j)λπj

mµ + mmλπ0
. (8)

9	
��	�����+�	 ���!���� ! ��������� pj %j = 0, m)�  �*� � ���	��	�	 
�
���	�

	 �4�
�	������ ����
�������$ �� 
����$ &'(� ��
�� � ������+ 
���
���� �� ���
����� �
� 
�������+�� � �����

r =
m∑

j=2

(j − 1)pj =

=
1

mµ + mmλπ0

(m−1∑
j=2

(j − 1)m(m−j)λπj + (m − 1)
(
mµ −

m−1∑
j=1

m(m−j)λπj

))
,

(9)

� �������! ��� 
���������� 23 � �����

tr = lim
T→∞

m∑
j=2

(j − 1)Tj(T )

N(T )
= lim

T→∞
T

N(T )

m∑
j=2

(j − 1)Tj(T )
T

=

= r lim
T→∞

T

N(T )
= r (mµ + mmλπ0) =

=
m−1∑
j=2

(j − 1)m(m−j)λπj + (m − 1)
(
mµ −

m−1∑
j=1

m(m−j)λπj

)
.

(10)

��� &'( � ��� � ��,����	 	 
�	����� 	 %m = 2) �	��� � %�) �
�����0����
�	"� � ���, �������

π0 = Π01(π0 + π1), π0 + π1 = 1,

�� ������ � %?) Π01 = P{Tµ < Tλ }� (�*�� � #�� � �	
��
�

π0 = Π01 = P{Tµ < Tλ } =

∞∫
0

e−λt dFµ(t), π1 = 1 − π0. (11)

��� �	
��
�� m = 3 � m = 4 ����A��
	 �	��� 	 %�) ������ ��
	���	� ����"	 ����

��������� ��� ! ���������! Πkl

π0 =
β1β2

β1 + β21
, π1 =

β1(1 − β2)
β1 + β21

, π2 =
β21

β1 + β21
; (m = 3) (12)

π0 = (1 − β1)β2β3∆, π1 = (1 − β1)β2(1 − β3)∆,

π2 = β32(1 − β1)∆, π3 = (β2β31 + β21β32)∆,

1
∆

= β2(1 − β1 + β31) + β32(1 − β1 + β21), (m = 4),

(13)



-.0 ���� �����	
�

��

βi = P{Tµ < Tiλ } ( i = 1, 3) ; β21 = P{T2λ + Tλ < Tµ };
β31 = P{T3λ + T2λ + Tλ < Tµ }; β32 = P{T3λ + T2λ < Tµ }.

"
 �!#������� �$%���!�� ��� ��&� �� #�'��� ��#&����� %��� �$�����(
 � ����
 9	
��	�����+�	 ���!���� ! ��������� πj %j = 0, m − 1)�  �*�� �	����	�	
���#������	! ���
���� � ���������! ������ �	��� 	 pj %j = 0, m)� ������� ��������
r� tr �� ��"� 
�
���	
	 �4�
�	������ ����
�������$ �� 
����$ &'( ��� ������
���
�������� ���
����� ���� �������������� Tµ� :�
�� �� � �	
��
� 
�
���	
����� ����

����� ���� ��������������� 
��	 mµ = 1/µ� � %@)� %.) ���	 �0 � 4�� ��	 -�� =� �.�
� �.?/ ��� ����
�������$ �� 
����$ &'( � ��!
�����"	 	 
���
� 	�

6����� � ���������	� ���	 ��� �� 4�� ��� 	 %@)�%�?) ��� ���
	, �	
��	, ����

������ �	
��
���$ ���	�	�	 Tµ�

)��'��� �
 C�� �������������� ����� ������	! Tµ = T = const� mµ = T �

����-./ !� m = 2�

p0 = α0e
−λT , p1 = 2α0(1 − e−λT ), p2 = 2α0(λT + e−λT − 1),
1
α0

= 2λT + e−λT ; tr = (λT + e−λT − 1)/λ.

����-./ �� m = 3�

p0 = β0e
−3λT , p1 = 1, 5β0e

−λT (1 − e−2λT ), p2 = 3β0(1 − 2e−λT + e−2λT );

p3 = 1, 5β0

(
2λT (1 − e−λT + e−2λT ) − 2(1 + e−2λT ) + 3e−λT + e−3λT

)
;

1
β0

= e−3λT + 3λT (1 − e−λT + e−2λT );

tr = 2T +
e−3λT

λ(1 − e−λT + e−2λT )
− 1

λ
.

����-./ "� m = 4�

1
p0

= 1 + 4λTeλT (1 − 2eλT + 3e2λT − e3λT − e4λT + e5λT );

p1 =
4
3
(e3λT − 1)p0; p2 = 2e2λT (e3λT − 3eλT + 2)p0;

p3 = 4eλT (e5λT − 2e4λT − e3λT + 5e2λT − 4eλT + 1)p0;

p4 =
p0

3
(
7 + 12λTeλT (1 − 2eλT + 3e2λT − e3λT − e4λT + e5λT )−

−12eλT (e5λT − e3λT − 4eλT + 1) − 38e3λT + 18e5λT
)
;

r = p2 + 2p3 + 3p4; tr =
1 − p0 + r

λ(3 + p0 − r)
− T.

)��'��� �
 C�� �������������� ����� ���� ���
������	! �� 
�� �*
� (a, b)�
mµ = (a + b)/2�
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����-./ !� m = 2�

p0 = γ0(e−λa − e−λb); p1 = 2γ0

(
λ(b − a) + e−λb − e−λa

)
;

p2 = γ0

(
λ2(b2 − a2) − 2

(
λ(b − a) + e−λb − e−λa

))
;

1
γ0

= λ2(b2 − a2) + e−λa − e−λb;

tr =
a + b

2
− λ(b − a) − e−λa + e−λb

λ2(b − a)
.

����-./ �� m = 3�

p0 = 2δ0(e−λa − e−λb)(e−2λa − e−2λb);

p1 = 3δ0(e−λa − e−λb)
(
2λ(b − a) + e−2λb − e−2λa

)
;

p2 = 6δ0λ(b − a)
(
2λ(b − a) − 4(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

)
;

p3 = 3δ0

(
λ2(b2 − a2)

(
2λ(b − a) − 2(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

)−
−2λ(b − a)

(
2λ(b − a) − 3(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

)
+

+(e−λa − e−λb)(e−2λa − e−2λb)
)
;

r = p2 + 2p3; tr =
r

6λ

(
2π0 + 3λ(a + b)

)
;

π0 =
(e−λa − e−λb)(e−2λa − e−2λb)

λ(b − a)
(
2λ(b − a) − 2(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

) .

)��'��� "
 C�� �������������� ���
������	! �� ����������	 ��
��� D������
������� 
����
� � 
��� ���� 	 µ1� µ2E mµ = (µ1 + µ2)/(µ1µ2)�

����-./ !� m = 2�

p0 = (µ1µ2)2η0; p1 = 2λµ1µ2η0(λ + µ1 + µ2);

p2 = 2λη0

(
(µ1 + µ2)(λ + µ1)(λ + µ2) − µ1µ2(λ + µ1 + µ2)

)
;

1
η0

= (µ1µ2)2 + 2λ(µ1 + µ2)(λ + µ1)(λ + µ2);

tr =
µ1 + µ2

µ1µ2
− λ + µ1 + µ2

(λ + µ1)(λ + µ2)
.

(14)

����-./ �� m = 3� 9���� � 
��������� αi = λ/µi %i = 1, 2)� 2���

1
p0

= 1 + 3(α1 + α2)
(
(1 + α1)(1 + α2)+

+(α1 + α2 + α1α2)(1 + 2α1)(1 + 2α2)
)
;

p1 = 3(α1 + α2 + 2α1α2)p0; p2 = 6
(
α2

1 + α2
2 + α1α2+

+2α2
1α

2
2 + 3α1α2(α1 + α2)

)
p0; p3 = 6

(
α2

1(α1 + 3α1α2 + α2
2 + 2α1α

2
2)+

(15)
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+α2

(
α2

1 + α2
2 + α1α2 + 2α2

1α
2
2 + 3α1α2(α1 + α2)

))
p0;

r = p2 + 2p3; tr =
r π0

3λp0
;

1
π0

= (1 + α1)(1 + α2) + (α1 + α2 + α1α2)(1 + 2α1)(1 + 2α2).

3���	������� ���	 ��	, � #�! 
��#� 4�� �� ��� ���#������	, � ���������! pj

%j = 0, m) 
�������*��� ���������� 	 �	����	, �
�
��	 ����� �� � ���#�!�	,  ����
��, ����
�������$ �� 
����$ &'(� �	
����	, �� ��
� ���+ 
� 
A+�����$ �	��� 	
FGHH IJKLM� N�� ��	 %�<) � %��) 
��������� ��
�* �� ��
� ���+ ��
 �������  ����
�� 4�� -<� =� ?.�/� �
	! ��0 � ��� ���,��	�	 ���#������	! ���
���� � ���������! �
�	
��
�� 
��	 �	
��
��� ���	�	�	 Tλ ��� Tµ ���
������� �� ����������	 ��
��� 
D�������

-� �������  ���� �	!�	��� "�#�� ���	����� ��$� ������ ��

����� ��
��3������� 4
*�� -56/�

/� %��	��� ��#� (�������7� 
����� ������ ��

����� ��
��3������� 4 *�� -525�
.� &������� '�"� *�����
��� ������ ��
����� ��
������������ 4 )����� /880�
0� "���
��� (�)�� %��	��� ��#� (�������7� 
����� ������ ��������
���� 4 *�� -56.�

�������������� ���!"� # ����� $"%!�!�������
&���"�! ��%' (%" �)� ��'*�����"+�" ��%��&

� � ��'* �,���#�

*+,�- ./01234*5

�*+, -.+,/0 1+2�0,+3 4,�*5.6�27 08 9:*�*�

������ 9:*�*� 4,�*5.672526:/+ ;2.�� �

9:; <=>=�<=�?>@�;AB�@�CD�BE <=>=; FDGC>C�@�=�;< H�<=D�CB=�GI JGD =:; <�IK@;�<;DL;D
?@G<;H AB;B;�IK <M<=;E N�=: =:; ;OFGI;I=�>@ H�<=D�CB=;H IGIJ>�@BD; GF;D>=�IK =�E;
>IH >DC�=D>DM H�<=D�CB=;H <;DL�?; =�E; �< GC=>�I;H�

<57 =0.>6� <�IK@;�<;DL;D ?@G<;H AB;B;�IK <M<=;E� <=>=�<=�?>@�;AB�@�CD�BE <=>=;�
FDGC>C�@�=�;< H�<=D�CB=�GI�

&����� ����!"�� �� ���
�����$ �.�O<��OO>

3�	!���� �� ���
� �<��O��OO@


