
������ ������ 	�
�	 ��
��� ���� �����

����� ����
���� ����� ���� �� �����
��! 
"#� $"%&�
$'(&� ����� �)*� �� +����
��!

��� ������

��� ����� ��	
��� �	� 
 �	�����
� �	�����

��	����	� ������ �� 
 
	����� �	�
��

������ ���	�
����
�

���� ������ ��	
���� ��
�
��
	� �� ���
��

������ ���
�� ��
�
��
	
	��� �	��� �

��� ������� �� 	�
� ����� 
� 	� ��	��

�� ��
�	���� ��� ��
������� �� ��
�	
�� ��

� ���

���� ����
�� ���	�� �
	� ���
��
� �����
��	� �� � ���

���� ����	
�� �
	� 	��

������ ����� 	
�� ���
��	
�� ��� � ���

���� ����	
�� �
	� 	�� ���	 	
�� ���
��	
��


� � ������� ����
� �� R
n �
	� ����	� ���������

�
� ������ ���

���� ���	��� �
��� ����
��� ��������
���
� ��	����

�� �	
��
�� �
	 
�
����
� ����
� ���� ��
 ���
 ��	����
 �
	������
� 
� ���
	
�� 
	�
	�

�� �
����
	
� �� ���� ����
	� ���� � �� !"
��#������ �� �
����� ����� �	
 �
���
�

�� �"����� ��	����
�� ��
 ��$
� "	
��
�� �
	 �
�����
�	 
�
����
� �
�"�
� ����
� ��%

�� ���
	��� ���"��& �	
 '���
 �
�� �����
� �� ��� ��� ��
	
 �	
 
��������
� 
$���
��
�

���'�
�
��� ��� ����"�
��� �
����
	 
� �
����
��� (
���
��� �)� �
����
	
� � �������%

�
���
��� �
�����
�	 ����
� 
� ��
	�

��������� ��� ��
�
� ���� ��
 
�
	&� 
� ��� �
�*

�
����
� ��
�� �" �� #���
 ���
 �� ��
 ������� 
�
	&� �� �
&����
� +��	* ��� ,��� �� �-�

�����
� ��
 
$���
��
 
� �
�* �
����
�� 
� ��
 �
����
�	 ������
	�� ��$
� "	
��
��

.�
 �
�%���
�	��� |v|ρv ������� �""
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|v|ρv� �� � ��
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"
� �
���� Ω 
� R
n ���� n ∈ N ��� "	
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����
�� 
$���
��
 ��� ���'�
�
�� 
� "	
��
� �� ��	
� �� !
���
�� )� -�

�� 
������ ������������ ,
� Ω �
 ��� �
���
� �
���� �� ∈ R
n ���� 	
&���	 ��

+���
	
�4� �
��
 ���� �
����	� ∂Ω ��� �
� T �
 � "
�����
 ����
	� QT = (0, T )×Ω� 0 <
< T < +∞� Qt1,t2 = (t1, t2)×Ω� {t1, t2} ∈ [0, T ]� t1 < t2< Qτ = Q0,τ < Ωτ = {t = τ}∩QT <

ST = (0, T )× ∂Ω�

=
 ���� �
����
	 ��
 �
��
���& "	
��
� �� ��
 �
���� QT :

utt(t, x) −
n∑

i,j=1

(aijuxi(t, x))xj +
n∑

i=1

ai(t, x)uxi(t, x) +
n∑

i=1

bi(t, x)θxi+

+ α0(t, x)u(t, x) + α1(t, x)θ(t, x) + γ1(t, x)|ut|p−2ut = f1(t, x), / ��1

θt(t, x) −
n∑

i,j=1

(cijθxi(t, x))xj −
n∑

i=1

(ci(t, x)ut)xi +
n∑

i=1

di(t, x)uxi(t, x)+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θxi + β0(t, x)u(t, x) + β1(t, x)θ(t, x) + γ2(t, x)|θ|q−2θ = f2(t, x) / � 1

���� �
����	�

u(x, t) = 0, θ(x, t) = 0 
� ST / �)1

��� �������

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x) 
� Ω / �-1

�
�����
��� >
	
 p, q ∈ (2,+∞)�
=
 ���� ��*
 ��
 �
��
���& �����"��
�� �
��
	���& ��
 �

?��
���� �
��
�
&
�

��

�
	�� ��� ������� ���� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1@

(A) {aij , aijt} ∈ L∞(QT ), aij(t, x) = aji(t, x) ���
�� 
�
	���
	
 �� QT <

a0|ξ|2 �
n∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξj � a0|ξ|2

��
� �
	 (t, x) ∈ QT ��� �
	 
�
	� ξ ∈ R
n� a0 ��� a0 �	
 "
�����
 �
�������<

(C) {cij , cijt} ∈ L∞(QT ), cij(t, x) = cji(t, x) ���
�� 
�
	���
	
 �� QT <

c0|ξ|2 �
n∑

i,j=1

cij(t, x)ξiξj � c0|ξ|2

��
� �
	 (t, x) ∈ QT ��� �
	 
�
	� ξ ∈ R
n� c0 ��� c0 �	
 "
�����
 �
�������<
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(D) {ai, , ait, bi, bit, ci, cit, di, dit, ei, eit} ∈ L∞(QT );

(E) α0, α0t, α1, β0, β1 ∈ L∞(QT )<

(F) {f1, f2, f1t, f2t} ∈ L2(QT )� u0 ∈ H2(Ω0) ∩H1
0 (Ω0)� u1 ∈ H1

0 (Ω0) ∩ L2(p−1)(Ω0)�
θ0 ∈ H2(Ω0) ∩H1

0 (Ω0) ∩ L2(q−1)(Ω0)<

(G) γ1, γ2 ∈ L∞(QT ); γ1(t, x) � γ̃1, γ2(t, x) � γ̃2 ���
�� 
�
	���
	
 �� QT � γ̃1 � γ̃2

�	
 "
�����
 �
��������

��������� �� , -'�# ). ./0%(�)01 (u, θ)2 3&�%& u ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω))∩

∩C(0, T ;L2(Ω))2 ut ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(QT ) ∩ C(0, T ;L2(Ω))2 θ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)∩

∩H1
0 (Ω))∩Lq(QT )∩C(0, T ;L2(Ω))2 �1 1'�4 () 5" ' 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0 ). -#)5*"8 9��:;


9��<; �. (u, θ) 1'(�1="1

∫
ΩT

utv dx−
∫
Ω0

u1(x)v dx+
∫

QT

[
−utvt +

n∑
i,j=1

aij(t, x)uxivxj +

+
n∑

i=1

ai(t, x)uxiv +
n∑

i=1

bi(t, x)θxiv + α0(t, x)uv+

+ α1(t, x)θv + γ1(t, x)|ut|p−2utv
]
dx dt =

∫
QT

f1(t, x)v dx dt, / ��1

∫
QT

[
θtw +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θxiwxj +
n∑

i=1

ci(t, x)utwxi +
n∑

i=1

di(t, x)uxiw+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θxiw + β0(t, x)uw + β1(t, x)θw+

+ γ2(t, x)|θ|q−2θw
]
dx dt =

∫
QT

f2(t, x)w dx dt / �01

.)# '** v, w ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) '04 �0�(�'* %)04�(�)01 u(0, x) = u0(x), θ(0, x) = θ0(x)�

�� ������� � �� ���������

!"����� �� �"( '11/8-(�)01 (A) − (G) &)*4 '04 {aijtt2 cijtt2 α1t2 β0t2 β1t2 γ1t2 γ1tt2

γ2t2 γ2tt} ∈ L∞(QT )� >&"0 -#)5*"8 9��:;
9��<; &'1 ' 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0 (u, θ)�

?"8'#@ :� A'����
�� / ��1 ��� / � 1 �	
 &��
� �� �
��
 
� ����	�����
���

������ .
 ��
� ��
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��
 
� &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1 �
 ����

��
 ��
 2�
�
%3��
	*�� �
��
�� =
 �
����
	 (wk)k∈N � �
�"�
�
 �
'�
��
 
� ���
�	��

���
"
��
�� �
��
 
�
	���
	
 �� H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) ∩ L2(max{p,q}−1)(Ω) �
� 
� ������
��

/B�����B1 ����� �	
 
	��
�
	��� �� L2(Ω)� C
�
�
 Wm = [w1, w2, . . . , wm] ��
 ����"��



� H2(Ω)∩H1
0 (Ω)∩L2(max{p,q}−1)(Ω) �"���
� �� ��
 m #	�� �
��
	� 
� (wk)k∈N� ,
� ��



�4 ������ ���	�
����
�

�
����
	 �
'�
��
�

um(t, x) =
m∑

k=1

cmk (t)vm(x), θm(t, x) =
m∑

l=1

zm
l (t)wm(x)

�
	 vk, wl, k, l = 1, . . . ,m �
�
�&��& �
 Wm� .�
 �""	
$����
� ����
� ���
����
� �


����
� / ��1%/ � 1� ��
	
 cmk ��� zm
l �	
 �
����
�� �
 ��
 +����� "	
��
�� �� &��
� ��

∫
Ω

[
um

tt v
k +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
vk

xj
+

n∑
i=1

ai(t, x)um
xi
vk +

n∑
i=1

bi(t, x)θm
xi
vk + α0(t, x)umvk+

+ α1(t, x)θmvk + γ1(t, x)|um
t |p−2um

t v
k
]
dx =

∫
Ω

f1(t, x)vk dx, /)��1

∫
Ω

[
θm

t w
l +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
wl

xj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
t w

l
xi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
xi
wl+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
xi
wl + β0(t, x)umwl + β1(t, x)θmwl+

+ γ2(t, x)|θm|q−2θmwl
]
dx =

∫
Ω

f2(t, x)wl dx, t ∈ (0, T ), /)� 1

um(0) = um
0 , u

m
t (0) = um

1 , θ
m(0) = θm

0 , 1 � k, l � m, /)�)1

��
	
 vk ��� wl �
�
�& �
 Wm�

2	
� /)�)1 �
 �

 ���� um
0 , u

m
1 , θ

m
0 �
�
�& �
 Wm ��� �������

um
0 −→ u0 ��	
�&�� �� H2(Ω0) ∩H1

0 (Ω0), /)�-1

θm
0 −→ θ0 ��	
�&�� �� H2(Ω0) ∩H1

0 (Ω0) ∩ L2(q−1)(Ω0), /)��1

um
1 −→ u1 ��	
�&�� �� H1

0 (Ω0) ∩ L2(p−1)(Ω0). /)�01

.���� �	
� ��
 �
�����
�� 
� ��
 ��

	
� �
 ��� �
�����
 ���� ��
 ������
�� (u, θ)
������� ��
 �
�����
�� 
� +�	���

�
	� .�

	
� �� � "��-�� .�
� ��
	
 
$���� �
���%

��
���� ���
	
������
 �
����
� 
� "	
��
� /)��1%/)�)1 ����� �� �
�
	���
� �� �
�
 ���
	���

[0, tm], tm � T ��� ��� ���
���
�� �
�����
�� �
	������
� .��� ���
	��� ���� �
 
$�
��
�

�
 ��� ���
	��� (0, T ) ����*� �
 ��
 #	�� 
������
 �
�
��

�������� #�=
 ���� �����"�� 
'����
� /)��1 �� ��
 ������
�� cmkt(t) ��� 
'����
� /)� 1

�� ��
 ������
�� zm
l (t) 	
�"
����
��� ������& 
�
	 k ��� l �	
� 1 �
 m 	
�"
����
�� ���
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���
&	����& 
�
	 t �	
� 9 �
 τ, 0 < τ < tm� =
 &
�

∫
Qτ

[
um

ttu
m
t +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
um

txj
+

n∑
i=1

ai(t, x)um
xi
um

t +
n∑

i=1

bi(t, x)θm
xi
um

t +

+ α0(t, x)umum
t + α1(t, x)θmum

t + γ1(t, x)|um
t |p
]
dx dt =

∫
Qτ

f1u
m
t dx dt, /)��1

∫
Qτ

[
θm

t θ
m +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
θm

xj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
t θ

m
xi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
xi
θm+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
xi
θm + β0(t, x)umθm + β1(t, x)θmθm+

+ γ2(t, x)|θm|q] dx dt =
∫

Qτ

f2θ
m dx dt. /)�D1

,
� �� �	����
	� ��� 
�������� 
������
� �
	 
�
	� �
	� �� /)��1 ����& �����"��
�� 
�

��
 .�

	
� �� :� �� 
��� �
 ��
� ����

Ia
1 =

∫
Qτ

um
ttu

m
t dx dt =

1
2

∫
Ωτ

|um
t |2 dx− 1

2

∫
Ω0

|um
1 |2 dx.

;� �����"��
� (A)� �
 ���


Ia
2 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
um

xjt dx dt � a0

2

∫
Ωτ

|∇um|2 dx− a0

2

∫
Ω0

|∇um
0 |2 dx−

− a1

2

∫
Qτ

|∇um|2 dx dt, ��
	
 a1 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijt(t, x)|2.

2	
� (D) �
 
�����

Ia
3 =

∫
Qτ

n∑
i=1

ai(t, x)um
xi
um

t dx dt � 1
2

∫
Qτ

[
νaδ

a
0 |∇um|2 +

1
δa
0

|um
t |2
]
dx dt,

Ia
4 =

∫
Qτ

n∑
i=1

bi(t, x)θm
xi
um

t dx dt � 1
2

∫
Qτ

[
νbδ

a
1 |∇θm|2 +

1
δa
1

|um
t |2
]
dx dt,

��
	
 νa = max
i

ess supQT
|ai(t, x)|2� νb = max

i
ess supQT

|bi(t, x)|2� δa
0 > 0� δa

1 > 0 E ���

�
��������



�4� ������ ���	�
����
�

;� �����"��
� (E) �
 #��

Ia
5 =

∫
Qτ

α0(t, x)umum
t dx dt � 1

2

∫
Qτ

(
2να0δ

a
2T

2 +
1
δa
2

)
|um

t |2 dx dt+

+ να0δ
a
2T

∫
Ω0

|um
0 | dx, ��
	
 να0 = ess sup

QT

|α0(t, x)|2, δa
2 > 0,

����
 ∫
Qτ

u2(t, x) dx dt � 2T
∫
Ω0

u2
0(x) dx+ 2T 2

∫
Qτ

u2
t (t, x) dx dt. /)��1

F
$�

Ia
6 =

∫
Qτ

α1(t, x)θmum
t dx dt � 1

2

∫
Qτ

[
να1δ

a
3 |um

t |2 +
1
δa
3

|θm|2
]
dx dt,

��
	
 να1 = ess supQT
|α1(t, x)|2� δa

3 > 0�
2	
� (F)� (G) �
 &
�

Ia
7 =

∫
Qτ

γ1(t, x)|um
t |p dx dt � γ̃1

∫
Qτ

|um
t |p dx dt,

Ia
8 =

∫
Qτ

f1u
m
t dx dt � 1

2

∫
Qτ

[
δa
4 |f1|2 +

1
δa
4

|um
t |2
]
dx dt, δa

4 > 0.

+
������� δa
k > 0, k = 0, . . . , 4�

A������
� 
� �
	�� 1, 3− 5, 7, 8 �	
� /)�D1 ��� �
 
�����
� ������	�� �
 ��
 
������
�

Ia
1 , I

a
3 − Ia

5 , I
a
7 , I

a
8 � (�*��& ��
 
� (C) �
 �
�����
 ����

Ic
2 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
θm

xj
dx dt � c0

∫
Qτ

|∇θm|2 dx dt.

2	
� �����"��
� (E) ��� ��
'������ /)��1 �
 &
�

Ic
6 =

∫
Qτ

β0(t, x)umθm dx dt � νβ0δ
c
3T

2

∫
Qτ

|um
t |2 dx dt+

+
1

2δc
3

∫
Qτ

|θm|2 dx dt+ νβ0δ
c
3T

∫
Ω0

|um
0 | dx,

��
	
 δc
3 > 0� νβ0 = ess supQT

|β0(t, x)|2�
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������& ��
 
������
� 
� ��� �
	�� ���
 /)��1%/)�D1 �
 
����� ��
'������

∫
Ωτ

[|um|2 + |um
t |2 + a0|∇um|2 + |θm|2] dx+

+ (2c0 − νbδ
a
1 − νcδ

c
0 − νeδ

c
2)
∫

Qτ

|∇θm|2 dx dt+ γ̃1

∫
Qτ

|um
t |p dx dt+

+ γ̃2

∫
Qτ

|θm|q dx dt �
∫
Ω0

[
(2να0δ

a
2T + 2νβ0δ

c
3T )|um

0 |2 + |um
1 |2+

+ a0|∇u0|2 + |θm
0 |2
]
dx+

∫
Qτ

[
δa
4 |f1|2 + δc

4|f2|2
]
dx dt+

+
∫

Qτ

[
2T |um|2 +

(
να0δ

a
2T

2 + νβ0δ
c
3T

2 + να1δ
a
3 +

3∑
k=0

1
δa
k

+
1
δc
0

)
|um

t |2+

+
(
a1 + νaδ

a
0 + νdδ

c
1

) |∇um|2 +

(
1
δa
3

+
4∑

k=1

δc
k

)
|θm|2

]
dx dt, /)��91

��
	
 δa
0 − δa

4 ��� δc
0 − δc

4 �	
 ��� "
�����
 �
�������� F
� ��

�
 �
������� δa
1 , δ

c
0, δ

c
2 ��

���� � ��� ���� ��
 �
��
���& �
�����
� �
���@ 2c0 − νbδ
a
1 − νcδ

c
0 − νeδ

c
2 > 0�

.��� �""����& 3	
�����4� �
��� �	
� /)��91 �
 
�����

∫
Ωτ

[|um|2 + |um
t |2 + |∇um|2 + |θm|2] dx +

∫
Qτ

|∇θm|2 dx dt+

+ γ̃1

∫
Qτ

|um
t |p dx dt+ γ̃2

∫
Qτ

|θm|q dx dt � C1

[ ∫
Qτ

[|f1|2 + |f2|2
]
dx dt+

+
∫
Ω0

[|um
0 |2 + |um

1 |2 + |∇um
0 |2 + |θm

0 |] dx
]

� C, τ ∈ (0, T ), /)���1

��
	
 C1, C �	
 "
�����
 �
������� ���
"
��
�� 
� m�

F
$�� �� ����
� /)��1%/)� 1 �
 ���� �����"�� ��
 #	�� 
'����
� /)��1 �� cmktt(0)� ���
��
 �
�
�� 
'����
� /)� 1 �� zm

lt (0) �� t = 0� ;
����
 
� ��
 ��
��
 
� B�����B �
 ���


∫
Ω0

|um
tt (0, x)|2 dx � C2

∫
Ω0

(
a0

n∑
i=1

|um
0xixi

|2 + νa

n∑
i=1

|um
0xixi

|2 + νb|∇θm
0 |2+

+ να0 |um
0 |2 + να1 |θm

0 |2 + γ̃1|um
1 |2(p−1) + |f1(0, x)|2

)
dx � C3, /)�� 1
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�

∫
Ω0

|θm
t (0, x)|2 dx � C4

∫
Ω0

(
c0

n∑
i=1

|θm
0xixi

|2 + µc|∇um
1 |2 + νd|∇um

0 |2 + νe|∇θm
0 |2+

+ νβ0 |um
0 |2 + νβ1 |θm

0 |2 + γ̃2|θm
0 |2(q−1) + |f2(0, x)|2

)
dx � C5, /)��)1

��
	
 C2, C4 �	
 "
�����
 �
������� ���
"
��
�� 
� m� ��� �	
� /)�-1%/)�01 ��� ����
�

/)��1%/)� 1 ��
	
 �	
 "
�����
 �
������� C3, C5 ���
"
��
�� 
� m ���� ���� 	�&��%����%

���
 ���
&	��� 
� /)�� 1� /)��)1 �	
 �
���
��

�������� ##� C��
	
�������& 
'����
�� /)��1 ��� /)� 1 ���� 	
�"
�� �
 t� �����"����&

��
 #	�� 
'����
�� /)��1 �� cmktt(t) ��� ��
 �
�
�� 
'����
�� /)� 1 �� zm
lt (t) 	
�"
����
���

������& 
�
	 k ��� l 	
�"
����
��� ���
&	����& 
�
	 t �	
� 9 �
 τ � 0 < τ < tm � T � �


&
�

∫
Qτ

[
um

tttu
m
tt +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
txi
um

ttxj
+

n∑
i,j=1

aijt(t, x)um
xi
um

ttxj
+

n∑
i=1

ai(t, x)um
txi
um

tt +

+
n∑

i=1

ait(t, x)um
xi
um

tt +
n∑

i=1

bi(t, x)θm
txi
um

tt +
n∑

i=1

bit(t, x)θm
xi
um

tt +

+ α0(t, x)um
t u

m
tt + α0t(t, x)umum

tt + α1(t, x)θm
t u

m
tt + α1t(t, x)θmum

tt +

+ (p− 1)γ1(t, x)|um
t |p−2(um

tt )
2 + γ1t(t, x)|um

t |p−1um
t u

m
tt−

− f1t(t, x)um
tt

]
dx dt = 0, /)��-1

∫
Qτ

[
θm

tt θ
m
t +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
txi
θm

txj
+

n∑
i,j=1

cijt(t, x)θm
xi
θm

txj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
tt θ

m
txi

+

+
n∑

i=1

ci(t, x)um
t θ

m
txi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
txi
θm

t +
n∑

i=1

dit(t, x)um
xi
θm

t +

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
txi
θm

t +
n∑

i=1

eit(t, x)θm
xi
θm

t + β0(t, x)um
t θ

m
t + β0t(t, x)umθm

t +

+ β1(t, x)|θm
t |2 + β1t(t, x)θmθm

t + (q − 1)γ2(t, x)|θm|q−2(θm
t )2+

+ γ2t(t, x)|θm|q−1θmθm
t − f2t(t, x)θm

t

]
dx dt = 0. /)���1

F
�� �
 �	
 &
��& �
 ��*
 �	����
	� 
� ��
 ��� �
	�� 
� 
'����
�� /)��-1 %/)���1 ����&

�����"��
�� (A)−(G) ��� �
�����
�� 
� .�

	
� �� G���& �
 ��
 ���� ���� /)���1� /)�� 1


������
� 
� �
	�� 2, 4 − 11, 14 �
	 
'����
� /)��-1 ��� �
 
�����
� ������	�� �
 ��
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������
� �	
� 
'����
� /)��1� A������
� 
� 
��
	 �
	�� 
� ����
� /)��-1 �	


Ja
1 =

∫
Qτ

um
tttu

m
tt dx dt =

1
2

∫
Ωτ

|um
tt |2 dx− 1

2

∫
Ω0

|um
tt (0, x)|2 dx,

Ja
3 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

aijt(t, x)um
xi
um

ttxj
dx dt � 1

2

∫
Ω0

[
ν1

a |∇um
1 |2 + a1|∇um

0 |] dx−
− a1

∫
Qτ

|∇um
t |2 dx dt− 1

2

∫
Qτ

[
a2δa

5 |∇um
t |2 +

1
δa
5

|∇um|2
]
dx dt,

ν1
a = ess sup

Ω0

n∑
i,j=1

|aijt(0, x)|2, a2 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijtt(t, x)|2, δa
5 > 0,

Ja
12 = (p− 1)

∫
Qτ

γ1(t, x)|um
t |p−2(um

tt )
2 dx dt �

� γ̃1
4(p− 1)
p2

∫
Qτ

[(
d

dt

(
|um

t | p−2
2 um

t

))2
]
dx dt,

Ja
13 =

∫
Qτ

γ1t(t, x)|um
t |p−2um

t u
m
tt dx dt � µγ1

p

∫
Ωτ

|um
t |p dx− ν1

γ1

p

∫
Ω0

|um
1 |p dx−

− µ1
γ1

p

∫
Qτ

|um
t |p dx dt, ν1

γ1
= ess sup

Ω0

|γ1t(0, x)|2, µ1
γ1

= ess sup
QT

|γ1tt(t, x)|2.

:� ��
� 
� ��
 ���� ���� /)���1 ��� /)��)1� 
������
� 
� �
	�� 4− 13, 16 �	
� /)���1 ���

�
 
�����
� ������	�� �
 ��
 
������
� �	
� 
'������ /)�D1� :� ����� �
 ��� 
����� �

 ����


������
� 
� 
��
	 �
	�� �	
� 
'������ /)���1

Jc
1 =

∫
Qτ

θm
tt θ

m
t dx dt =

1
2

∫
Ωτ

|θm
t |2 dx− 1

2

∫
Ω0

|θm
t (0, x)|2 dx,

Jc
2 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
txi
θm

txj
dx dt � c0

∫
Qτ

|∇θm
t |2 dx dt,
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Jc
3 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

cijt(t, x)θm
xi
θm

txj
dx dt � c1

2

∫
Ωτ

|∇θm|2 dx − ν1
c

2

∫
Ω0

|∇θm
0 |2 dx dt−

− c2

2

∫
Qτ

|∇θm|2 dx dt, ν1
c = ess sup

Ω0

n∑
i,j=1

|cijt(0, x)|2,

c1 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|cijt(t, x)|2, c2 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|cijtt(t, x)|2.

H��
 
��
	�
 ����

Jc
14 = (q − 1)

∫
Qτ

γ2(t, x)|θm|q−2(θm
t )2 dx dt �

� γ̃2
4(q − 1)
q2

∫
Qτ

[(
d

dt

(
|θm| q−2

2 θm
))2

]
dx dt,

Jc
15 =

∫
Qτ

γ2t(t, x)|θm|q−2θmθm
t dx dt � µγ2

q

∫
Ωτ

|θm|q dx− ν1
γ2

q

∫
Ω0

|θm
0 |q dx−

− µ1
γ2

q

∫
Qτ

|θm|q dx dt, ν1
γ2

= ess sup
Ω0

|γ2t(0, x)|2, µ1
γ2

= ess sup
QT

|γ2tt(t, x)|2.

������& ��
 ��
�
 
�������
�� ���
 /)��-1%/)���1� �
 
����� ��
'������

∫
Ωτ

[
|um

tt |2 + a0|∇um
t |2 +

2µγ1

p
|um

t |p + c1|∇θm|2 + |θm
t |2 +

2µγ2

q
|θm|q

]
dx+

+ (2c0 − νbδ
a
6 − νcδ

c
5 − µcδ

c
6 − νeδ

c
7)
∫

Qτ

|∇θm
t |2 dx dt+

+ γ̃1
8(p− 1)
p2

∫
Qτ

(
d

dt

(
|um

t | p−2
2 um

t

))2

dx dt+

+ γ̃2
8(q − 1)
q2

∫
Qτ

(
d

dt

(
|θm| q−2

2 θm
))2

dx dt � C6+

+
∫

Qτ

[
δa
10|f1t|2 + δc

10|f2t|2
]
dx dt+

∫
Ω0

(
|um

tt (0, x)|2 + a0|∇um
1 |2 + να0δ

a
8 |um

1 |2+
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+ a1|∇um
0 |2 +

2ν1
γ1

p
|um

1 |p + |θm
t (0, x)|2 + ν1

β1
|θm

0 |2 +
2ν1

γ2

q
|θm

0 |q
)
dx+

+
∫

Qτ

[(
δa + να0δ

a
8 +

1
δc
4

)
|um

tt |2 + (a2δa
3 + 2a1 + νaδ

a
4 + νdδ

c
6)|∇um

t |2+

+ (νβ0δ
c
9 +

1
δc
5

)|um
t |2 +

2µ1
γ1

p
|um

t |p + +(µbδ
a
7 + c2 + µcδ

c
8)|∇θm|2+

+ (δc + 2νβ1 + να1δ
a
9 ) |θm

t |2 +
2µ1

γ2

q
|θm|q

]
dx dt, /)��01

��
	
 C6, δ
a
3 > 0, δa

4 > 0, δa
k > 0 (k = 6, . . . , 10), δc

l > 0, (l = 4, . . . , 10), δa > 0, δc > 0
��� �
������� νβ1 , νd, µb, µc �
"
��
�� 
� ������
�� β1, di, , bit, cit 	
�"
����
�� ���

�
#�
� ��

νβ1 = ess sup
QT

|β1(t, x)|2, µb = max
i

ess sup
QT

|bit(t, x)|2,

µc = max
i

ess sup
QT

|cit(t, x)|2, µd = max
i

ess sup
QT

|dit(t, x)|2.

+�

�
 ��� "
�����
 �
������� δa
6 , δ

c
5, δ

c
6, δ

c
8 �� ���� � ��� ���� ��
 �
��
���& �
�����
�

�
��@ (2c0− νbδ
a
6 − νcδ

c
5 −µcδ

c
6− νeδ

c
7) > 0� 2	
� /)�� 1� /)��)1� �
�����
�� 
� .�

	
� ��

3	
�����4� �
��� ��� �	
� /)��01 ��"��
� ����∫
Ωτ

[
|um

tt |2 + |∇um
t |2 + |um

t |p + |∇θm|2 + |θm
t |2 + |θm|q

]
dx+

+
∫

Qτ

|∇θm
t |2 dx dt+

∫
Qτ

(
d

dt

(
|um

t | p−2
2 um

t

))2

dx dt+

+
∫

Qτ

(
d

dt

(
|θm| q−2

2 θm
))2

dx dt � C7, τ ∈ (0, T ), /)���1

��
	
 C7 �� � "
�����
 �
������ ���
"
��
�� 
� m�

=
 ����� ��� 
����� �	
� /)���1� /)���1 ��
 �
��
���& ����
'�
��
� um, θm /����� �
�
�
�

�� ��
 
	�&���� �
'�
��
�1@

um → u ∗%�
�* �� L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

um
t → ut ∗%�
�* �� L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ��� �
�*�� �� Lp(QT ),

um
tt → utt ∗%�
�* �� L∞(0, T ;L2(Ω)),

θm → θ ∗%�
�* �� L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ��� �
�*�� �� Lq(QT ),

θm
t → θt ∗%�
�* �� L∞(0, T ;L2(Ω)),

|um
t |p−2um

t → ψ1 �
�*�� �� Lp/(p−1)(QT ),

|θm|q−2θm → ψ2 �
�*�� �� Lq/(q−1)(QT ). /)��D1



�4! ������ ���	�
����
�

;� ,�
��4 �
�"����
�� ��

	
� /��� ,�
�� ��� "��9� ��

	
� ����1

um
t → ut ��	
�&�� �� L2(QT ) ��� ��
� �� QT ,

θm → θ ��	
�&�� �� L2(QT ) ��� ��
� �� QT /)���1

�� m → ∞� 2	
� /)��D1� /)���1 ��� ,�
��4 �
��� ��) /��� ,�
�� ��� "� �� �
��� ��)�1

ψ1 ≡ |ut|p−2ut ��� ψ2 ≡ |θ|p−2θ�

?"8'#@ �� (
	

�
	�

∂

∂t

(
|um

t | p−2
2 um

t

)
�
���
� �� L2(QT ),

∂

∂t

(
|θm| q−2

2 θm
)

�
���
� �� L2(QT ).

.
 �
�"�
�
 ��
 "	

� 
� ��
 .�

	
� �� �
 ����� ��
� ���� ��
 "��	 
� ������
�� (u, θ)
�� � &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1� 2	
� /)��1� /)� 1 �
 
����� ��
 �
��
���&

����
� 
� 
'����
��∫
ΩT

um
t v

m0 dx−
∫
Ω0

um
1 (x)vm0 dx+

∫
QT

[
−um

t v
m0
t +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
vm0

xj
+

+
n∑

i=1

ai(t, x)um
xi
vm0 +

n∑
i=1

bi(t, x)θm
xi
vm0 + α0(t, x)umvm0+ /)� 91

+ α1(t, x)θmvm0 + γ1(t, x)|um
t |p−2um

t v
m0

]
dx dt =

∫
QT

f1(t, x)vm0 dx dt,

∫
QT

[
θmwm0 +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
wm0

xj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
t w

m0
xi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
xi
wm0+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
xi
wm0 + β0(t, x)umwm0 + β1(t, x)θmwm0+ /)� �1

+ γ2(t, x)|θm|q−2θmwm0
]
dx dt =

∫
QT

f2(t, x)wm0 dx dt, vm0 , wm0 ∈ Wm0 .

!���
 vm0 , wm0 �� � B�����B H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ∩ L2(max{p,q})−1(Ω)� �� �
��
�
�� �� �
��
��

���� ��
 ���� ��
 
'����
�� �	
 �	�
 �
	 ��� vm0 , wm0 ∈ Wm0 � .�*��& ������ �� /)� 91%

/)� �1 �� m → ∞� ����& ��
 ���� ���� H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) ∩ L2(max{p,q})−1(Ω) �� �
��
 ��

H1
0 (Ω) ∩ L2(max{p,q})−1(Ω)� �
 
����� ���� (u, θ) ������� / ��1� / � 1� ;� ,
��� �� ���

"� 9� {u, ut} ∈ C(0, T ;L2(Ω))� ��
�
�
	 {u, ut, utt} ∈ L2(QT )� H��
 �� ,
��� �� ���

"� 9� θ ∈ C(0, T ;L2(Ω))� ��
�
�
	 {θ, θt} ∈ L2(QT )�
:� �� 
��� �
 ��
�� ���� ��
 ������� �
�����
�� �
��� I���& /)��D1 ��� ,
��� �� 

��� "� 9� �
 �

 ���� um(0, x) → u(0, x), θm(0, x) → θ(0, x) �
�*�� �� L2(Ω)� H� �

	
���� 
� ��
 ���� ���� um(0, x) = um
0 → u0 �� H2(Ω0) ∩ H1

0 (Ω0) ��� θm
0 → θ0 ��

H2(Ω0) ∩H1
0 (Ω0) ∩ L2(q−1)(Ω0) ��"���
� ��
 #	�� ��� ��
 ���	� �
	�� 
� / �-1�
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F
$�� ��
 �
 /)��D1
∫
Ω

um
ttw

m dx → ∫
Ω

uttw
m dx ∗%�
�*�� �� L∞(0, T )� �
��
'�
����

/��� �
��� �� � ��� J� 9� ���� X = R1 �
 ���


∫
Ω0

um
t (0, x)wk dx→


∫

Ω

utw
k dx



∣∣∣∣∣
t=0

=
∫
Ω

ut(0, x)wk dx,

���� �������� ��
∫
Ω0
um

t (0, x)wk dx → ∫
Ω
u1w

k dx� �
����
 um
1 → u1 �� H1

0 (Ω0)∩
∩L2(p−1)(Ω0)� �
 
�����∫

Ω0

ut(0, x)wk dx =
∫
Ω0

u1w
k dx �
	 ��� k ∈ N.

.��� ��"��
� ��
 �
�
�� �
	� 
� / �-1�

>
��
� (u, θ) �� � &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1� .�
 "	

� 
� ��
 .�

	
�

�� �
�"�
�
�

?"8'#@ !� 2�	�� ��� ���	� "�	�� 
� / �)1 �
��
�� �	
� �
�
�&��& u ��� θ �


L∞(0, T ;H1
0(Ω))�

��������� �� $�����"���� �� ��������%� 
/--)1" (&'( %)04�(�)01 ). >&")#"8 : '#"

./*=**"4� $)#")A"#2 {aijxk
, cijxk

, aixk
, bixk

, cixk
, , dixk

, eixk
, α0xk

, α1xk
, β0xk

,

β1xk
, γ1xk

, γ2xk
} ∈ L∞(QT ), k = 1, . . . , n '04

p, q � 2n
n− 2

, n > 2; p, q �1 '0 '#5�(#'#B 3&"0 n = 1, 2. /)�  1

�04"# (&"1" '11/8-(�)012 (&" 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0 ). -#)5*"8 9��:;
9��<; �1 (&" 1)*/(�)0

'*8)1( "A"#B3&"#" )0 QT �

������ :� ������	 � ��� �
 .�

	
� � �
 ���� ��
 ��
 2�
�
%3��
	*�� �
��
� ����

��

���& � �"
���� B�����B� ,
� wk �	
 
�&
�������
�� 
� C�	����
� "	
��
� �
	 
"
	��
	

−∆@

−∆wk = λwk, wk = 0 
� ∂Ω.

!�""
�
 ���� ��
 �
����	� 
� Ω �� ��?��
���� ��

�� �� ���� ��� ���� wk ∈ H2(Ω)� wk ∈
H1

0 (Ω) ��� wk ∈ L2(max{p,q}−1)� 
�"
������ ∂Ω ⊂ C2� +�

�
 um
0 , , u

m
1 , θ

m
0 ∈ [w1, . . . , wm]

�� ���� � ���� ���� um
0 → u0 ��	
�&�� �� H2(Ω0)∩H1

0 (Ω0)� θm
0 → θ0 ��	
�&�� �� H2(Ω0)∩

∩H1
0 (Ω0) ∩ L2(q−1), um

1 → u1 ��	
�&�� �� H1
0 (Ω0) ∩ L2(p−1)�

.�
	
�
	
 �� ��
�
� B�����B� �� ����
� / ��1%/ �01� ����� �� �
��� �
����
 �� �
�


���
	��� [0, tm]� �
 ���� �����"�� ��
 #	�� 
'����
� �� ��
 ������
� −∆um
t (t, x) ��� ��


�
�
�� 
'����
� �� ��
 ������
� −∆θm(t, x)� ���
&	����& 
�
	 t �	
� 9 �
 τ � 0 < τ <

< tm � T � .�*��& ���
 ���
��� /)�  1 �� �
��
� ���� H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ∩ L2(max{p,q}−1) ��

�
��
 �� H1
0 (Ω)� �
��
 ���� 
"
	���
� �� �	�
�



�� ������ ���	�
����
�

:� ��
 ���
 ����
	 �� .�

	
� � ��� ����& 3	
�����4� �
���� �
 �
�����
 ����

∫
Ωτ

[|∇um
t |2 + |∆um|2 + α0|∇ut|2 + |∇θm|2] dx+

∫
Qτ

|∆θm| dx dt+

+ γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

∂

∂xi

(|um
t |p−2um

t

) ∂um
t

∂xi
dx dt+

+ γ̃2

∫
Qτ

∂

∂xi

n∑
i=1

(|θm|q−2θm
) ∂θm

∂xi
dx dt � C8, /)� )1

��
	
 C8 �� � "
�����
 �
������ ���
"
��
�� 
� m�

2	
� �	����
	����
��� �
 ���


γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

∂

∂xi

(|um
t |p−2um

t

) ∂um
t

∂xi
dx dt � (p− 1)γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

(
|um

t | p−2
2
∂um

t

∂xi

)
dx dt =

=
4(p− 1)
p2

γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|um

t | p−2
2 um

t )
)
dx dt,

γ̃2

∫
Qτ

∂

∂xi

n∑
i=1

(|θm|q−2θm
) ∂θm

∂xi
dx dt � (p− 1)γ̃2

∫
Qτ

n∑
i=1

(
|θm| q−2

2
∂θm

∂xi

)
dx dt =

=
4(q − 1)
q2

γ̃2

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|θm| q−2

2 θm)
)
dx dt. /)� -1

+
�"�	��& /)� )1 ��� /)� -1� �� �
��
�� ����

∫
Ωτ

[|∇um
t |2 + |∆um|2 + α0|∇ut|2 + |∇θm|2] dx+

∫
Qτ

|∆θm| dx dt+

+
4(p− 1)
p2

γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|um

t | p−2
2 um

t )
)
dx dt+

+
4(q − 1)
q2

γ̃2

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|θm| q−2

2 θm)
)
dx dt � C8. /)� �1
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2	
� ���� ��
'������� �
 
����� ����

(um
t )m∈N �� �
���
� �� L∞(0, T ;H1

0(Ω)),

(um)m∈N �� �
���
� �� L∞(0, T ;H2(Ω)),

(θm)m∈N �� �
���
� �� L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),(

∂

∂xi

(
|um

t | p−2
2 um

t

))
m∈N

�� �
���
� �� L2(Ω) ( i = 1, . . . , n),(
∂

∂xi

(
|θm| q−2

2 θm
))

m∈N

�� �
���
� �� L2(Ω) ( i = 1, . . . , n), /)� 01

.�
 �
�
�� 	
���� �� /)� 01 �
��
�� �	
� ��
 ����
�
��@ ∆φ � C‖φ‖H2(Ω)� ��
	


φ ∈ H1
0 (Ω), ∆φ ∈ L2(Ω)� ��� �	�
 �
	 � 	
&���	 �
����	� ∂Ω�

>
��
� �	
� .�

	
� � ��� /)� 01 ��
 &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1 ��

��
 �
����
� ���
�� 
�
	���
	
 
� QT

?"8'#@ <� :� ��
� 
� /)� 01 ��� K
��	*  � �
 ���
 |ut|(p−2)/2ut ∈ H1(QT ),
|θ|(q−2)/2θ ∈ H1(QT )�

&� ���'������ �� ���������

!"����� �� 
/--)1" (&'( %)04�(�)01 (A)−(E)2 (G) &)*4� >&"0 (&" 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0

). �0�(�'*
5)/04'#B A'*/" -#)5*"8 (2.1) − (2.4) �1 /0�C/"�

������ :� (u1, θ1), (u2, θ2) �	
 �
����
�� 
� / ��1%/ �-1� ��
� ��
 "��	 
� ������
��

(u, θ) = (u1 − u2, θ1 − θ2) �����#
�

∫
ΩT

|ut|2 dx+
∫

QT

[
−|ut|2 +

n∑
i,j=1

aij(t, x)uxiutxj +
n∑

i=1

ai(t, x)uxiut+

+
n∑

i=1

bi(t, x)θxiut + α0(t, x)uut + α1(t, x)θut+

+ γ1(t, x)
[
(|u1

t |p−2u1
t − |u2

t |p−2u2
t )(u

1
t − u2

t )
]]
dx dt = 0, /-��1∫

ΩT

|θ|2 dx+
∫

QT

[
−|θ|2 +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θxiθxj +
n∑

i=1

ci(t, x)utθxi+

+
n∑

i=1

di(t, x)uxiθ +
n∑

i=1

ei(t, x)θxiθ + β0(t, x)uθ+

+ β1(t, x)|θ|2 + γ2(t, x)
[|θ1|q−2θ1 − |θ2|q−2θ2(θ1 − θ2)

]]
dx dt = 0. /-� 1

I���& ��
 
������
� �	
� .�

	
� �� �� �� 
��� �
 #�� 
������
� 
� �
	�� �%0 �
	 ��
 #	��
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'����
� ��� �
	�� �%� �
	 ��
 �
�
�� 
'����
�� (
	

�
	� �	
� �
�
�
������� �
 &
�∫
Qτ

γ1(t, x)
[
(|u1

t |p−2u1
t − |u2

t |p−2u2
t )(u

1
t − u2

t )
]
dx dt � 0,

∫
Qτ

γ2(t, x)
[|θ1|q−2θ1 − |θ2|q−2θ2(θ1 − θ2)

]
dx dt � 0.

.���� �	
� /-��1� /-� 1 �� ������	 ��� �
 /)���1 �
 
����� 
������
∫
Ωτ

[|u|2 + |ut| + |∇u| + |θ|2] dx+
∫

Qτ

|∇θ|2 dx dt+

+ γ̃1

∫
Qτ

|ut|p dx dt+ γ̃2

∫
Qτ

|θ|q dx dt � 0

�
	 ��� τ ∈ (0, T )�
2������� ���
	���& �
 3	
�����4� ��
'������ �� �
��
�� ���� u = 0, θ = 0 
� QT � >
��
�

.�

	
�  �� 
��������
��

( ���)��*+������ =
 ����* ��
 	
�
	

 �
	 ���L�
	 �������
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JQKQ SQIQTQ INM KBN
K
OKDi BRDNja
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