
������ ������ 	�
�	 ��
��� ���� �����
����� ����
���� ����� ���� !� ����"
�!� 
#$� %#&'�
%()'� ����� �*+� !� ,���"
�!�

��� ������	 ��
��


�� ������������ �� 	�
 ��

 ����	�����
����


����� ��� ��

 ����

�
��� ����
� �

����� �����

��������� ����	
� �
 ���������

������ ������ ���������� ����� ��

	�
��� !��"��#$����	�

�� ��� ����� �� 	
���
�� �� ��
�
����	 	������	���
� 
� ��� ���� ���������

�����
�
�
��	�� ��
��� ��
 ���� �
�
����
�� ���	��� �� ���� ����

� �
� 	
�����	�

���� �������� 
� �
��
��
�
����	 ���	�� ���� �
�
�
��	���� ��
�
����	 ���� �����

����� �����
�
�
��	�� ��
��� ��
 ���� �
�
����
�� ���	��� �� ��
�
�� ����

� �
�

	
�����	���� �������� 
� Mp����������� ���������

%	� &���� ���� �����
�
�
��	�� ��
��� ���� �
�
����
�� ���	�� ��
�
������


� �����
�
�
��	�� ��
���� ��
�
������ 
� �
�
����
�� ���	���

	
 ����
�
���
��
 �
��� � -($()*-*+*.�&(+ .$*/- �� �
������
� � ���� (G, τ) ��
���
���
� �� � ����� G �
� � �������� τ �
 G �� �
� �!� ����� ��������
 · : G × G → G
�
 G ��
��
����� "�	 �
 �������
	 �!� ��������
 (·)−1 : G → G �� �� �
� �!� �
#���� ��
��
��
���� ���! ������� �� �!� �������� τ 	 �!�
 (G, τ) �� � )*-*+*.�&(+ .$*/-�

"
 �!� ����� �!� ���� $�����% ���
� $����������� �����%�

����
�
�� 	
 �#) X 0# ( 1/01-(&# *2 ( -($()*-*+*.�&(+ .$*/- G 3�)' )'# �4#5)�)6 e 1/&'
)'() e ∈ X� 
/--*1# )'()

1� 7'# 1#) X .#5#$()#1 G (+.#0$(�&(++68 )'() �1 〈X〉 = G8
2� 9:#$6 &*5)�5/*/1 ;(--�5. f : X → H 2$*; X )* (5 ($0�)$($6 -($()*-*+*.�&(+ .$*/-

H 1()�126�5. f(e) = eH 8 3'#$# eH �1 )'# /5�) *2 )'# .$*/- H8 #<)#541 )* ( &*5)�5/*/1
'*;*;*$-'�1; f∗ : G→ H�

7'#5 G �1 &(++#4 )'# =$(#: 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/- *5 (X, e) (54 �1 4#5*)#4 06
FGp(X, e)�

"� �� ������� �!� ���� $�����% &� �!� ����� $�&����
 �����% �
 �!� �&�#� ��'
����

�� �&���
 �!� ��'
����
 �� =$(#: 2$## (0#+�(5 -($()*-*+*.�&(+ .$*/- �
 (X, e), �!��! ��
��
��� &� AGp(X, e)�

����
�
�� �
 �#) X 0# ( 1/01-(&# *2 ( -($()*-*+*.�&(+ .$*/- G� 
/--*1# )'()
>� 7'# 1#) X .#5#$()#1 G (+.#0$(�&(++68 )'() �1 〈X〉 = G8

�© ����� ������ 	
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� �!�"�#$%�!"! �& &#'' $(#()�$�*�+�,(* +#�-$!��� ../

�� 9:#$6 &*5)�5/*/1 ;(--�5. f : X → H *2 X )* (5 ($0�)$($6 -($()*-*+*.�&(+ .$*/-
H #<)#541 )* ( &*5)�5/*/1 '*;*;*$-'�1; f∗ : G→ H�

7'#5 G �1 &(++#4 (�� �# ���� ��������������� ����� *5 X (54 �1 4#5*)#4 06 Fp(X)�

"� �� ������� �!� ���� $�����% &� �!� ����� $�&����
 �����% �
 �!� �&�#� ��'
����
 ��
�&���
 �!� ��'
����
 �� %($?*: 2$## (0#+�(5 -($()*-*+*.�&(+ .$*/- �
 X �!��! �� ��
���
&� Ap(X)�

������
�
�� 	 @A>"BC� �#) X 0# ( 1-(&#�
>� �#) e 0# (5 ($0�)$($6 -*�5) *2 )'# 1-(&# X� 7'#5 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1

FP (X, e) (54 AP (X, e) #<�1)�
�� �#) e1 (54 e2 0# ($0�)$($6 -*�5)1 *2 )'# 1-(&# X� 7'#5 )'# 2$## -($()*-*+*.�&(+

.$*/-1 FP (X, e1) (54 FP (X, e2) ($# )*-*+*.�&(++6 �1*;*$-'�&� 7'# 2$## -($()*-*+*.�&(+

.$*/-1 AP (X, e1) (54 AP (X, e2) ($# )*-*+*.�&(++6 �1*;*$-'�& (1 3#++�

)�� X &� � ������ *�������� �� �!� ���� �� ���� ����������� ������ �� ��
 ���#� �!��
�!� ����� Fp(X) �� ������������� �������!�� �� �!� ����� FGp(X+) �
� �!� ����� Ap(X)
�� ������������� �������!�� �� �!� ����� AGp(X+)	 �!��� X+ �� �!� ����� �&���
�� ����
X &� ����
� �
� �������� ���
��

������
�
�� � @A>�BC� D*$ #(&' 1-(&# X )'# 2*++*3�5. &+(�;1 '*+4�
>� 7'# 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1 Fp(X) (54 Ap(X) #<�1)�
�� �#) G18 G2 0# ($0�)$($6 %($?*: 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1 *5 X� 7'#5 )'#$# #<�1)1

( )*-*+*.�&(+ �1*;*$-'�1; i : G1 → G2 1/&' )'() i(x) = x 2*$ #(&' -*�5) x ∈ X�
!� �#) G18 G2 0# ($0�)$($6 %($?*: 2$## (0#+�(5 -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1 *5 X� 7'#5

)'#$# #<�1)1 ( )*-*+*.�&(+ �1*;*$-'�1; i : G1 → G2 1/&' )'() i(x) = x 2*$ #(&' -*�5)
x ∈ X�

"
 +
, -�.� /��0
�# !�#� ��'
�� �!� �������� �� !�����
���� ������ �
� �!��� ����!��
����

����
�
�� �
 E )$�-+# (Y,G, h) �1 ( '*;*.#5#*/1 1-(&#8 �2 Y �1 ( )*-*+*.�&(+ 1-(&# (54
G �1 ( )*-*+*.�&(+ .$*/- 3'�&' (&)1 #F#&)�:#+6 (54 )$(51�)�:#+6 *5 Y 06 )'# &*5)�5/*/1
;(--�5. h�

����
�
�� �
 E ;*$-'�1; *2 )3* '*;*.#5#*/1 1-(&#1 p : (Y1, G1, h1) → (Y2, G2, h2)
�1 ( -(�$ p = (f, ψ)8 3'#$# f : Y1 → Y2 �1 ( &*5)�5/*/1 ;(--�5.8 ψ : G1 → G2 �1 (
&*5)�5/*/1 '*;*;*$-'�1; 1/&' )'() )'# 4�(.$(;

G1 × Y1
h1 ��

ψ×f
��

Y1

f

��
G2 × Y2

h2

�� Y2

�1 &*;;/)()�:#�

1
� ��� 
�������� ��'
� �!� ����������
 �� ����!���� �
� �!� ���
���� ����!����
2 ����!��� p : (Y1, G1, h1) → (Y2, G2, h2) �� ������ �
 �������!���	 �� �!��� �3���� �
����!��� p′ : (Y2, G2, h2) → (Y1, G1, h1) ���! �!�� p ◦ p′ �
� p′ ◦ p ��� �!� ���
����
����!�����



..0 ����� �����

����
�
�� �
 �#) (Y,G, h) 0# ( '*;*.#5#*/1 1-(&#� G# 1(6 )'() ( 1/01#) Y0 ⊆ Y
.#5#$()#1 (Y,G, h)8 �2 (56 ;*$-'�1; p = (f, ψ) : (Y,G, h) → (Y,G, h) �1 )'# �4#5)�)6
;*$-'�1; -$*:�4#4 f(Y0) = Y0 (54 f |Y0 �1 )'# �4#5)�)6 ;(--�5.�

����
�
�� �
 E '*;*.#5#*/1 1-(&# (Y,G, h) �1 &(++#4 ( 2$## '*;*.#5#*/1 1-(&# *5 )'#
1-(&# X8 �2 )'# 2*++*3�5. '*+41H

>C X �1 ( 1/01-(&# *2 Y I
�C X .#5#$()#1 (Y,G, h)I
!C 2*$ (56 '*;*.#5#*/1 1-(&# (Y1, G1, h1) (54 (56 &*5)�5/*/1 ;(--�5. f0 : X → Y1

)'#$# #<�1)1 ( &*5)�5/*/1 ;*$-'�1; p = (f, ψ) : (Y,G, h) → (Y1, G1, h1) 1/&' )'()
f |X = f0�

"
 +
, �� ��� ���#�� �!�� ��� �#��� ����������� ����� X �!� ���� !�����
���� �����
�
 X �3���� �
� �� �
�4�� �� �� �!� 
������ �������!����

"
 +�, (�������!#��� ��
�������� �3������ �� �!� 
�
!��������!�� ������ ���!
�������!�� ���� !�����
���� ������� 5� ���� ��
��� &� H(X) �!� ���� !�����
����
����� �� � ����������� ����� X �

����
�
�� �
 7*-*+*.�&(+ 1-(&#1 X (54 Y ($# &(++#4 B
#J/�:(+#5) @X
B∼ Y C �2 2$##

'*;*.#5#*/1 1-(&#1 H(X) (54 H(Y ) ($# �1*;*$-'�&�

����
�
�� �
 7*-*+*.�&(+ 1-(&#1 X (54 Y ($# &(++#4 Mp
#J/�:(+#5) @X
Mp∼ Y C �2 )'#

%($?*: 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1 Fp(X) (54 Fp(Y ) ($# )*-*+*.�&(++6 �1*;*$-'�&�

����
�
�� �
 �#) X18 X28 Y18 Y2 0# )*-*+*.�&(+ 1-(&#1� E ;(--�5. f : X1 → Y1 �1
&(++#4 Mp��4��#���
� )* ( ;(--�5. g : X2 → Y2 �2 )'#$# #<�1) )*-*+*.�&(+ �1*;*$-'�1;1
i : Fp(X1) → Fp(X2) (54 j : Fp(Y1) → Fp(Y2) 1/&' )'() j◦f∗ = g∗◦i 3'#$# f∗ : Fp(X1) →
→ Fp(Y1) (54 g∗ : Fp(X2) → Fp(Y2) ($# '*;*;*$-'�1;1 #<)#54�5. )'# ;(--�5.1 f (54
g $#1-#&)�:#+6�

"� �� ������� �!� ����� $���� ��������������� �����% &� �!� ����� $���� �&����

��������������� �����% �
 6�'
����
� ���7 �
� ���� �� �&���
 �!� ��'
����
� �� Ap�
�4��#���
� ������ �
� Ap��4��#���
� �����
���

*�������� �� �!� ���� �� ���� ����������� ������	 �!� Mp��4��#���
�� �� ��� ������
������� �!� Ap��4��#���
�� 8��� +��	 9���������
 ���,:�

;!� ���&��� �� �������!�� ������'�����
 �� ���� ����������� ������ !�� &��
 �������
&� ��
� ���!���� "������
� ������� �
 �!�� ��������
 ���� �&���
�� &� /���� +�,	 1 �
�#
+<,	 +�7, �
� ; ��!� +��,� "
 +��, 9���! �
� =�#� � !�#� ��
������� �!� &���� ����������
�� ���� ��������������� ������ ������� ������ �� �!� ���������
 ����������� "
 �!�� �����
�!� ���!�� ��
��
��� �!� �
#���������
 �� ���� ��������������� ������	 ������
� �
 �!���
�������!�� ������'�����
�

;!� ����
� ������
 ��
���
� �!� ���!��� ��� ��
�������
� �!� �3������ �� 
�
!�����
����!�� ������ ���! ������������� �������!�� ���� ��������������� 8�&����
: ������ �
�
���� !�����
���� �������

;!� �!��� ������
 ��
���
� �!� ���!�� ��� ��
�������
� �!� �3������ ��Mp��4��#���
�
�����
���

*��� ������� �� �!� ����� ���� �

��
��� �
 +�, �
� +��,�
�
 �� ��� ����� !�� "�����#"�
�$ �%������ �! Mp&�'#
(����� �� B&

�'#
(����� ���"��
 )�� X &� ������ 6�
��� &� G(X) �!� ��&����� �� �!� �&������ �����



� �!�"�#$%�!"! �& &#'' $(#()�$�*�+�,(* +#�-$!��� ..1

F (X) 8!��� F (X) �� �
 �&������ ���� ����� ���! �!� ��� �� ��
������� X: ��
������ &�
�!� ��� {xy−1 ∈ F (X)|x, y ∈ X} �
� H(X) = {gx ∈ F (X)|g ∈ G(X)	 x ∈ X}� ;� �
� �

G(X) �!� �������� ��������	 �� ��
 ��
����� �!� 
������ �����
� P : G(X)×X → H(X)
��'
�� &� P (g, x) = gx� ;!� ��� H(X) �4������ ���! 4�����
� �������� ��
������ &�
�!� �����
� P �� ��
���� &� HB(X)� ;!� ����� G(X) ���� �
 HB(X) &� �!� ��
��
����
�����
� h	 �!��� h(g, x) = gx� ;!� ������ (HB(X), G(X), h) �� � ���� !�����
���� �����
�
 X 8��� +
,:� *�������� �� �!��� ����� �!����� �!�� �!� ��� H(X) �� � ���� !�����
����
����� �
 X � >�
����� �
 F (X) �!� �������� �� �!� ���� ��������������� ����� Fp(X)�
*�
�� H(X) ⊂ F (X)	 �!� ��� H(X) �4������ ���! �!� ��&����� �������� �� Fp(X) ��
��
���� &� Hp(X)�

=��������
� r1 �
� r2 �� � ����������� ����� X ��� ������ �������� ���#���� r1 ◦r2 = r1
�
� r2 ◦ r1 = r2� /� X ⊕ Y �� ��
��� �!� ���?��
� ��� �� ����������� ������ X �
� Y �

)�� X 	 Y &� ������	 f : X → Y &� � ��
��
���� �����
�� ;!�
 �� ��
 ��
����� �
����!��� �� !�����
���� ������ f : H(X) → H(Y ) &� �!� �������
� ���� ;!� ����!���
f �� � ���� (f∗, ψ)	 �!���

f∗(x1x
−1
2 ...x−1

2n x2n+1) = f(x1)f(x2)−1...f(x2n)−1f(x2n+1) �
�
ψ(x1x

−1
2 ...x−1

2n ) = f(x1)f(x2)−1...f(x2n)−1	 ��� ��� x1, x2, ..., x2n+1 ∈ X �

������
�
�� �� �#) ri : X → Ki8 i = 1, 28 0# -($(++#+ $#)$(&)�*51 *2 ( )*-*+*.�&(+ 1-(&#
X *5)* �)1 4�1&$#)# 1/01-(&#1 K1 (54 K2 (54 pi : X → X/Ki 0# )'# J/*)�#5) ;(--�5.1�
7'#5 )'# J/*)�#5) 1-(&#1 X/K1 (54 X/K2 ($# B
#J/�:(+#5)�

������ )�� K1 = ⊕
s∈S

{as}	 �!�
 K2 = ⊕
s∈S

{bs}, �!��� bs = r2(as)� 9�� Xs = r−1
1 (as) =

= r−1
2 (bs)� ;!�
 X = ⊕

s∈S
Xs� >�
����� �!� �����
�� f1, f2 : X → H(X) ��'
�� &�

f1(x) = bsa
−1
s x �
� f2(x) = asb

−1
s x �� x ∈ Xs� 1&#������	 �!��� �����
�� ��� ��
���


���� �
 ���! Xs	 �!�� �!�� ��� ��
��
���� �
 X � )�� f i : H(X) → H(X) &� �!�
����!���� ��
�������� ���� �!� �����
�� fi �� ������&�� &����� �!� ����������
� "� ���
���#�� �
 +�7, �!�� (f∗

1 , ψ1) �� �
#���� �� (f∗
2 , ψ2)	 !�
�� (f∗

1 , ψ1) �� �
 �������!���� )��
pi : H(X) → H(X/Ki) &� �!� ����!���� ��
�������� ���� �!� �����
�� pi �� �������
&�� &����� �!� ����������
� *�������� �� +�7, �
� ��
 ������ �!�� �!�� �!��� �3���� �


�������!��� j : H(X/K1) → H(X/K2) ���! �!�� j ◦ p∗1 = p∗2 ◦ f∗
1 � ;!�� X/K1

B∼ X/K2�

)���� 	
 �#) X 0# ( )*-*+*.�&(+ 1-(&#� 7'#5 )'# 5()/$(+ ;(--�5. h : HB(X) → Hp(X)
�1 &*5)�5/*/1�

������ >�
����� �!� �����
� P1 : G(X)×X → Hp(X)	 ��'
�� �� P1(g, a) = ga �
� �!�
4�����
� �����
� P : G(X) ×X → HB(X) ��'
�� �� P (g, a) = ga 8��� +�,:� *�
�� ���
���! g ∈ G(X) �!� ����������
 P1|g×X : g ×X → Hp(X) �� ��
��
���� �
� G(X) ×X =
= ⊕

g∈G(X)
g × X � ;!�
 �� ��� �!�� �!� �����
� P1 �� ��
��
���� �
 G(X) × X � ;!�

��
��
���� �� �!� �����
� h ������� ���� �!� ���� �!�� �!� �����
� P1 = h ◦ P �
� �!�
4�����
�� �� �!� �����
� P �

*������ 	
 �#) X8 Y 0# )*-*+*.�&(+ 1-(&#1 3�)' �1*;*$-'�& 2$## '*;*.#5#*/1 1-(&#1�
7'#5 %($?*: 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1 *2 )'# 1-(&#1 X (54 Y ($# )*-*+*.�&(++6
�1*;*$-'�&�



..2 ����� �����

������ )�� (i, ψ) : (HB(X), G(X), h1) → (HB(Y ), G(Y ), h2) &� �
 �������!��� ��
!�����
���� ������� 6�
��� &� pX : HB(X) → Hp(X) �
� pY : HB(Y ) → Hp(Y ) �!�

������ �����
��� >�
����� �!� �����
� g : X → Hp(Y ) ��'
�� &� g = pY ◦ i|X � )�� ��
�3��
� �!� �����
� g �� � ��
��
���� !�������!��� g∗ : Fp(X) → Fp(Y )� *�
�� G(X)
���� ���
����#��� �
 H(X)	 �� �&���
 pY ◦ i = g∗ ◦ pX � *��������	 ��
����� �!� �����
�
f = pX ◦ i−1|Y � )�� �� �3��
� f �� � ��
��
���� !�������!��� f∗ : Fp(Y ) → Fp(X)
��������
� �!� �������� pX ◦ i−1 = f∗ ◦ pY � @��� �!� ���� ��� �4�������� �� ������� �!��
pX ◦ i−1 ◦ i|X = f∗ ◦ g ◦ pX 	 �!������� f∗ ◦ g(x) = x ��� ��� x ∈ X � ;!�� f∗ ◦ g∗ = 1Fp(X)�
*��������	 �� ��
 �!�� �!�� g∗ ◦ f∗ = 1Fp(Y )	 �!������� g

∗ �� � ����������� �������!����

"
 +�, ���� 8�&����
: ����������� ������ �
 ��
����
���� A������B ������ ���� ��
���
������

����
�
�� 	+
 A B %($?*: 2$## )*-*+*.�&(+ .$*/- *5 ( 1-(&# X �1 ( -(�$ &*51�1)�5. *2
( )*-*+*.�&(+ .$*/- FM (X) (54 ( &*5)�5/*/1 2/5&)�*5 ηX : X → FM (X) 1/&' )'() (56
&*5)�5/*/1 2/5&)�*5 2$*; X )* ( )*-*+*.�&(+ .$*/- G K+�2)1L )* ( /5�J/# &*5)�5/*/1 .$*/-
'*;*;*$-'�1; f : FM (X) → G 1/&' )'() f ◦ ηX = f �

"
 �!� ������� ��'
����
� �� �!� ���� �&?���� �!� �����
� ηX �� �
 ��&����
�	 �
 �!�
�&�#� ��'
����
 ηX 
��� 
�� �� &� �
 ��&����
��

"� X �� � ;��!�
�B ����� �!�
 �!� �����
� ηX �� � ������ ��&����
� �
� FM (X) ��
���� ����������� ����� �� X �
 �!� ��
�� �� +C,�

"� �� �!�
�� �!� ���� $�����% �� �!� ����� $�&����
 �����% �
 �!� �&�#� ��'
����

�� �&���
 �!� ��'
����
 �� %($?*: 2$## (0#+�(5 )*-*+*.�&(+ .$*/- �
 X �!��! �� ��
���
&� AM (X)�

;!� 
�3� ����������
� ������� ���� +��	 ����������
 ���,�

������
�
�� �� �#) X (54 Y 0# 2/5&)�*5(++6 M(/14*$F 1-(&#1 3�)' )*-*+*.�&(++6 �1*;*$

-'�& 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1� 7'#5 )'# .$*/-1 FM (X) (54 FM (Y ) *5 1-(&#1 X (54
Y ($# )*-*+*.�&(++6 �1*;*$-'�&�

������
�
�� �� �#) X (54 Y 0# 2/5&)�*5(++6 M(/14*$F 1-(&#1 3�)' )*-*+*.�&(++6 �1*;*$

-'�& 2$## (0#+�(5 -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1� 7'#5 )'# .$*/-1 AM (X) (54 AM (Y ) *5 1-(&#1
X (54 Y ($# )*-*+*.�&(++6 �1*;*$-'�&�

;!� �������
� ����������
 ���#���� � ���!�� ��� ��
�������
� �3������ �� 
�
!�����
����!�� ������ ���! ������������� �������!�� ���� 8�&����
: ��������������� �������

������
�
�� �� �#) Xk8 Yk 0# )*-*+*.�&(+ 1-(&#1 (54 pk : Xk → Yk8 k = 1, 2, 0# J/*)�#5)
;(--�5.1 (54 p∗k : Fp(Xk) → Fp(Yk) 0# )'# '*;*;*$-'�& #<)#51�*51 *2 )'# ;(--�5.1 pk�
�2 )'#$# #<�1)1 ( )*-*+*.�&(+ �1*;*$-'�1; i : Fp(X1) → Fp(X2) 1/&' )'() i(kerp∗1) = ker p∗2
)'#5 )'# ;(--�5.1 p1 (54 p2 ($# Mp
#J/�:(+#5)�

������ *������ �!�� ���! �!� �����
� i �3����� )�� �� ��'
� � �����
� j : Fp(Y1) →
→ Fp(Y2) &� �����
� j(a) = p∗2 ◦ i(p∗1)−1(a) ��� ���! a ∈ Fp(Y1)� 1
� ��
 ���� �!�� 
�!�� j �� ���� ��'
�� �
� �� � ����������� �������!��� ���! �!�� j ◦ p∗1 = p∗2 ◦ i� /� +��	
9���������
 ���7,	 �!� !�������!��� p∗1 �� ���
� ;!� ����������
 p∗2 ◦ i �� ��
��
����	
�!�� �!� �����
� j �� ��
��
����� ;!� ��
��
���� �� j−1 ��
 &� �!�� �� ����������
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������
�
�� �� �#) ri : X → Ki i = 1, 2, 0# -($(++#+ $#)$(&)�*51 *2 )'# )*-*+*.�&(+ 1-(&#
X *5)* �)1 1/01-(&#1 K1 (54 K2 1/&' )'() Fp(K1) (54 Fp(K2) ($# )*-*+*.�&(+ .$*/-1 (54

pi : X → X/Ki 0# J/*)�#5) ;(--�5.1� 7'#5 p1
Mp∼ p2� �5 -($)�&/+($8 X/K1

Mp∼ X/K2�

������ *�
�� Fp(Ki) ��� ����������� ������	 �!�
 �!� �����
�� r1(x)−1 : X → Fp(K1)	
r2(x)−1 : X → Fp(K2) ��� ��
��
����� *�
�� Ki ��� �������� �� X 	 �!� ��&����
��
Ki ↪→ X �3��
� �� ��&����
�� ti : Fp(Ki) ↪→ Fp(X) +��,	 �� �!� �����
��

t1 ◦ r1(x)−1 : X → Fp(X), t2 ◦ r2(x)−1 : X → Fp(X)

��� ��
��
����� )�� �� ��'
� �!� �����
� j : X → Fp(X) &� �����
�
j(x) = r1(x)−1xr2(x)−1� ;!� �����
�� x 
−→ ri(x)−1 ��� ��
��
���� &������ Fp(Ki)
��� ����������� ������	 �!�� �!� �����
� j �� ��
��
����� 6�
��� &� J : Fp(X) → Fp(X)
�!� !�������!�� �3��
���
 �� �!� �����
� j� "� ��� ���#�� �
 +�7, �!�� J ◦ J = 1Fp(X)�
6�
��� &� pi : X → X/Ki �!� 4�����
� �����
�� �
� &� p∗i : Fp(X) → Fp(X/Ki) �!���
!�������!�� �3��
���
�� "� ��� ���#�� �
 +�7, �!�� J(K1) = K2	 �!������� J(ker p∗1) =
= kerp∗2� 2
� 
�� �!� ����� ������� ���� 9���������
 ��

)�� �� �!��������D� �!� ������ ��� �!��! �!��� ���� 8�&����
: ��������������� ����� ��
� ����������� ������

������
�
�� �� 7'# 2*++*3�5. &*54�)�*51 ($# #J/�:(+#5) 2*$ ( )*-*+*.�&(+ 1-(&# XH
�C )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Fp(X) �1 )'# 4�1N*�5) 1/; ⊕

s∈S
Zs *2 �)1 (5)�4�1&$#)#

1/01-(&#1 Zs8
�OC )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Ap(X) �1 )'# 4�1N*�5) 1/; ⊕

s∈S
As *2 �)1 (5)�4�1&$#)#

1/01-(&#1 As8
��C )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Fp(X) �1 ( )*-*+*.�&(+ .$*/-8
��OC )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Ap(X) �1 ( )*-*+*.�&(+ .$*/-8
���C )'# )*-*+*.�&(+ 1-(&# X �1 )'# 4�1N*�5) 1/; ⊕

s∈S
Xs *2 �)1 (5)�4�1&$#)# 1/01-(&#1 Xs�

������ ;!� ����������
� 8i =⇒ ii: �
� 8i′ =⇒ ii′: ������� ���� �!� ���� �!�� ���! �������
������� ��������������� ����� �� � ����������� ����� 8��� +�
,:�

8ii =⇒ iii:	8ii′ =⇒ iii: )�� U &� �
 ���
 ��&��� �� �!� ����� X � "� �!� ���������

8ii: !���� �!�
 +��	 �!����� ���, ������� �!�� U �� � ������ ��&��� �� X � "� �!� ���������

8ii′: !���� �!�
 ��������� �� +��	 �!����� ���, �� ��
 ���#� �!�� U �� � ������ ��&���
�� X � ;!�������	 ���! ���
 ��&��� �� X �� �����
� 6�'
� �!� �������
 $∼% �
 X &� �!�
�������
�� )�� x, y ∈ X � 5� ��� x ∼ y �� �
� �
�� �� �!��� �� 
� ���
 ��&��� �� �!�
����� X ��
���
�
� �3����� �
� �� �!� ���
�� x �
� y� )�� T0X &� �!� 4�����
� �����
�� X �������
�� &� �!� �������
 $∼% �
� q : X → T0X &� �!� 4�����
� �����
�� )�� U
&� � ������ ��&����� �� T0X � ;!�
 q−1(U) �� ������ �
� !�
�� ���
 ��&��� �
 X � /�
�!� 4�����
�� �� q �� ��� �!�� �!� ��� U �� ���
 �
 T0X � )�� a, b ∈ T0X &� �
 ��&������
�����
�� ���
��� ;!�
 �!��� �3���� �
 ���
 ��&��� V �� T0X ��
���
�
� �3����� �
� �� �!���
���
��� ;!� ��� X \ V �� ���� ���
 �
� ��
���
� �!� ��!�� ���
�� ;!�� �!� �����������
����� T0X �� � T2 ������ *� �#��� ���
� �� ������	 �
� !�
�� �� ���
 �
 T0X 	 �!�� �� �!�
����������� ����� T0X �� ��������� A�
�� X �� � ���?��
� ��� �� ��� �
���������� ��&�������

8iii =⇒ i:	8iii =⇒ i′: >�
����� �!� 4�����
� �����
� q : X → Y 	 �!��� �!� ����� ��
���! Xs �� � ��
�����
� ;!� ����������� ����� Y �� ��������	 �!������� ker q∗ �� � �����
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�
���������� ��&����� �� �!� ��������������� ����� Fp(X)	 �!�� �� Fp(X) �� �!� ���?��
�
��� ⊕

s∈S
Zs �� ��� �
���������� ��&������ Zs�

,%����� 	
 +�, )��X = C×N	 �!��� C �� � ��
#����
� ��4��
�� ���! �!� ����� ���
� c0	
N �� � ���
��&�� �������� �����	 a ∈ C \{c0}� ;!�
 �!� ���� K1 = {c0}×N	 K2 = {a}×N

��� �������� �������� �������� �� �!� ����������� ����� X � ;!� 4�����
� ����� X/K1 ��
!��������!�� �� �!� @�E��!�� ��
	 �
� �!� 4�����
� ����� X/K2 �� !��������!�� �� X �
;!��	 ����� �������
���	 �����D�&�����	 �!� '��� �
� ����
� �3���� �� ���
��&�����	 F>��!
��������
��� ��� 
�� ������#�� &� �!� �������
 �� Mp��4��#���
��� ;!� 4�����
� ������

� p1 : X → X/K1 �� 
�� ���
	 �
� !�� 
� ���!� �
#����	 �!��� �!� 4�����
� �����
�
p2 : X → X/K2 �� ���
 �
� !�� � ���!� �
#�����

)��X 	 Y &� ����������� ������� 2 �����
� f : X → Y �� ������ � +*&(+ '*;#*;*$-'�1;
�� ��� ���! x ∈ X �!��� �3���� �
 ���
 
���!&��!��� U(x) ���! �!�� �!� ����������
 f |U(x)

�� � !��������!��� ���� U(x) �
�� �
 ���
 ��&����� �� Y �

,%����� �
 )�� Ci = {xi, yi}	 τi = {{∅}, {xi}, {xi, yi}} ��� i = 1, 2� 6�
��� &� X �!�
���?��
� ��� �� �!� ����������� ������ (C1, τ1) �
� (C2, τ2)� ;!� ��&���� K1 = {x1, x2}
�
� K2 = {y1, y2} ��� �������� �������� �������� �� X 	 �� �!� 4�����
� �����
�� p1 : X →
→ X/K1 �
� p2 : X → X/K2 ���Mp��4��#���
�� ;!� �����
� p1 �� ���
 
�� ������	 �����
!��������!���� ;!� �����
� p2 �� ������ 
�� ���
 �
� �� �� 
�� � ����� !��������!����

2 ����������� ����� X �� ������ $#1*+:(0+# 8��������#��� ω
$#1*+:(0+#C �� X ��
 &�
��������
�� �
�� ��� 8��������#��� ���
��&�� ��
�: ��
�� ��&�����

,%����� �
 )�� X = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ {4} &� � ��&����� �� �!� ����� ���! �!� 
������
��������� ;!�
 �!� ��&������ K1 = {1, 4} �
� K2 = {1, 2} ��� �������� �������� ��������
�� X � ;!�
 X/K1 = I ⊕ I	 X/K2 = I ⊕ {x}	 �!��� I �� �!� ������ �
�� �
���#��� ;!��

I ⊕ I
Mp∼ I ⊕ {x}� ;!� ����� I ⊕ I �� ω������#�&��	 �!��� I ⊕ {x} �� 
�� �����#�&��� A�
��

�����#�&����� �
� ω������#�&����� ��� 
�� ������#�� &� �!� �������
 �� Mp��4��#���
���

�
 �� ��� ����� !�� "�����#"�
�$ �%������ �! Mp&�'#
(����� ����
�$�


������
�
�� �� �#) X 0# ( 76&'*5*F 1-(&# (54 ri : X → K8 i = 1, 2, �)1 $#)$(&)�*51

*5)* )'# 1(;# $#)$(&) K 1/&' )'() Fp(K) �1 ( )*-*+*.�&(+ .$*/-� 7'#5 r1
Mp∼ r2�

������ 1&#������ r1 ◦ r2 = r2 �
� r2 ◦ r1 = r1�
>�
����� �!� �����
�� h(x), g(x) : X → Fp(X) ��'
�� &� �!� ��������

h(x) = xr1(x)−1r2(x)	 g(x) = xr2(x)−1r1(x)�
*�
�� Fp(K) �� ����������� �����	 �!� �����
�� r1(x)−1 : X → Fp(K)	 r2(x)−1 : X →

→ Fp(K) ��� ��
��
����� *�
�� K �� � ������� �� X 	 �!� ��&����
� K ↪→ X �3��
��
�� �
 ��&����
� t : Fp(K) ↪→ Fp(X) +��,	 �� �!� �����
�� t ◦ r1(x)−1 : X → Fp(X)	
t◦ r2(x)−1 : X → Fp(X) ��� ��
��
����� ;!�� �!� �����
�� h �
� g ��� ���� ��
��
�����
)�� h∗, g∗ : Fp(X) → Fp(X) &� � !�������!�� �3��
���
� �� �!� �����
�� h �
� g� "�
x ∈ X �!�


h∗ ◦ g(x) = [xr2(x)−1r1(x)] × r1[xr2(x)−1r1(x)]−1 × r2[xr2(x)−1r1(x)] =

= x× r2(x)−1 × r1(x) × r1(r1(x))−1 × r1(r2(x)) × r1(x)−1 × r2(x)×
×r2(r2(x))−1 × r2(r1(x)) = x



� �!�"�#$%�!"! �& &#'' $(#()�$�*�+�,(* +#�-$!��� .46

*�	 h∗ ◦ g∗ = 1Fp(X)� *�������� �
� ��
 �!�� �!�� g∗ ◦ h∗ = 1Fp(X)� A�
��	 h
∗ �� �

����������� �������!���� (����#��	
r2(g(x)) = r2(x) × r2(r2(x))−1 × r2(r1(x)) = r2(x) × r2(x)−1 × r1(x) = r1(x)
r1(h(x)) = r1(x) × r1(r1(x))−1 × r1(r2(x)) = r1(x) × r1(x)−1 × r2(x) = r2(x)

@��� �!��� ����� �� ��
����� �!�� r1
Mp∼ r2�

)�� X �
� Y &� ������� 2 ��� f : X → Y �� ������ ��
���
� 8��������#��� ����	
D��������
���
��: �� �
� f−1(y) �� ��

����� 8��������#��� !��������� �����

�����	 D����
����
���
��: ��� ���! ���
� y ∈ Y +�	 �� ���	 �
�,�

,%����� �
 )�� X &� �!� ����� �� ������ >�
����� �
 X �!� �������
� ��������G �!� ���
(−∞, 0] �� �4������ ���! �!� ���
���� �������� �
� [0,+∞) �� �
 �
���������� ��&��� ��
X � ;!�
 �!� �����
�� f, g ��'
�� �� f(x) = |x| �
� g(x) = x+ = (x+f(x))/2 ��� x ∈ R

��� ���������
� ���� R �
�� R
+ = [0,∞)� *�	 &� 9���������
 < �� �&���
 �!�� f

Mp∼ g�
;!� �����
� f �� 
�� ��
���
�	 ����	 D��������
���
��	 �!� �����
� g �� ��
���
�	 
��
����	 
�� D��������
���
���

6� '����� (� )� ��� ����� *� +� &��� �����
�
�
��	�� ��
���7 ��
�
����	�� 	������	���
�
88 ���������
��� 	
������	� 
�
�	���
 �
6./��� ����������� 
� %��� %���� 9 ,���������� 9
:��� .1�:��� 4� .55;� 9 $� 6..�6.4�

.� '���� ,� '��������	� 
� 	������ ���� �
�
�
��	�� ��
��� 88,
������ "���� -���� ,��
������
9 633.� 9 <
�� 44� 9 $� 6./�645�
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������
� 
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�
�
��	���� �
�
���
�� ���	�� ��
 ����
�
�
����
�� ���	�� 88=
>�� (	�
�  ��> !!!#� 9 6312� 9 <
�� .42� 9 ; 9 $� 126�12;�

;� .��	����� /� +������ �
�
�
��� "
�	
�� "��� 6320� 1/6��
/� 0��	� +� 1� &��� �
�
�
��	�� ��
��� 88 �?������� (>�
�  ��> !!!# !���"���� 9 63;2� 9

<
�� 6.� 9 $� .13�426�
0� 2�� (�3�� )��
�� .�(�� �
���(��
�� '�-� )�� ���� �
�
�
��	�� ��
��� 
��� ����
����

88+������ )
�
�
�� ��
 ��� (����	���
�� 9 6313� 9 <
�� 65� 9 $� 44�;1�
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