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ŵEU =
Σ̂−11k

1′kΣ̂−11k

+ α−1Ŝµ̂,
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Ŝ = Σ̂−1 − Σ̂−11k1′kΣ̂−1

1′kΣ̂−11k

.

Mij =
(n − 1)2(n − k + 1)

(n − k)(n − k − 1)2(n − k − 3)
Seie

′
jS+



�"#$%&'()$* +),-.#$/+*)$* "��#0-'(��� 1

+
(n − 1)2

(n − k)(n − k − 1)(n − k − 3)
e′iSej , (3)

M̃ij =
(n − 1)2(3(n − k) − 1)

(n − k)(n − k − 1)2(n − k − 3)
Seie

′
jS+

+
(n − 1)2

(n − k)(n − k − 1)(n − k − 3)
e′iSej , (4)

M∗
ij = Mij − M̃ij =

(n − 1)2

(n − k − 1)2
Seie

′
jS, (5)
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E(ŵEU ) =
Σ−11k

1′kΣ−11k
+

n − 1
n − k − 1

(nk − 2)E(R−2)α−1Sµ (7)

�

Cov(ŵi
EU , ŵj

EU ) =
1

n − k − 1
e′iSej

1′kΣ−11k
− α−2

(
(nk − 2)E(R−2)

)2
µ′M∗

ijµ+

+α−2(nk − 2)(nk − 4)E(R−4)µ′M̃ijµ+

+α−2(nk − 2)E(R−2)
(

tr(MijΣ)
n

+
(n − 1)2

n(n − k − 1)2
e′iSej

)
. (8)
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ϕ(t′t) = e−r(t′t)
ζ
2 , 0 < ζ � 2, r > 0,
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g(X ′X) =
Γ
(

l + 1
2

)

Γ
(

l + 1 − q

2

)
π

1
2

∞∫
(

q∑
i=1

x2
i

) 1
2

v−(l−1)

(
v2 −

q∑
i=1

x2
i

) 1
2 (l + 1 − q)

dFl+1(v),
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f(r) =
2π

q
2

Γ
(

q
2

)rq−1g(r2) =

=
2

B

(
q

2
,
l + 1 − q

2

) ∞∫
r

v−(l−1)
(
v2 − r2

) 1
2 (l + 1 − q)

dFl+1(v).
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g(0) =
4r

− l+3
ζ +

5
2

πl+1ζ
Γ
(

l + 1
2ζ

)
> 0.
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g(X ′X) =
1

πl+1

∞∫
0

...

∞∫
0

eitxe−r(t′t)
ζ
2 dt.

F�8%


|eitxe−r(t′t)
ζ
2 | = e−r(t′t)

ζ
2 .
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∞∫
0

...

∞∫
0

eitxe−r(t′t)
ζ
2 dt =

∞∫
0

p
l+1
2 −1e−rp

ζ
2 dp =

4r
− l+3

ζ +
5
2

ζ

∞∫
0

y
l+1
2ζ −1

e−y2
dy,

�� y = rt
ζ
2 � E������$ ��������

∫∞
0 y

l+1
2ζ −1

e−y2
dy �1���8��� ��� ζ > 0 � $
�
 ������� 
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eitxe−r(t′t)
ζ
2 �

E�?2�F�33� #� E������� �� ���$��# �
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��) 3

0 � β < ζ � E(|Z|β) = ∞ � ������� β > ζ) �
) ���#
��!�� ���������� g(0) > 0) �
��%� � 
���%�8%
 E(|Z|τ ) < ∞)  �3
 −1 < τ � α −1 < τ < ζ�
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E(Zβ) =
2π

l
2 B(β + 1, 1

2 l + 1)
Γ
(

l
2

)
∞∫
0

v2β+3vlgl+1(v2)dv.

E�?2�F�33� �� <� �����4��� � �������8) 3
 ��������
∫∞
0

vηgl+1(v2)dv �1���8��� 
�
�� � ������ �
��) �
�� −1 < η ≤ 2ζ + 3 + l�

0�4���
 ��������� �%
�� �� β) ��  ��# ����8 E(R2β)) �� β ∈ IR� 0���
���� ��
"� ������ ��8 ��
��%��
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E(R2β) =
2π

l + 1
2

Γ
(

l + 1
2

) B

(
β +

q

2
,
l + 1 − q

2
+ 1
)

B

(
q

2
,
l + 1 − q

2

) ∞∫
0

v2β+2+lgl+1(v2)dv.
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fl+1(v) =
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

)vlgl+1(v2),

3�������� ������
�
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- Q = R2 %
4�� ������ ���
! �
�%��
! '
(C

fQ(r) =
π

q
2

Γ
(q

2

)v
q
2−1gl+1(r) =

=
r

q
2−1

B

(
q

2
,
l + 1 − q

2

) ∞∫
√

r

v−1(v2 − r)
l+1−q

2 gl+1(v2)dv.

B
%�

E(R2β) =
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

) 1

B

(
q

2
,
l + 1 − q

2

) ∞∫
0

rβ+
q
2−1

∞∫
√

r

v−1(v2 − r)
l+1−q

2 gl+1(v2)dvdr.
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E(R2β) =

=
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

) 1

B

(
q

2
,
l + 1 − q

2

) ∞∫
0

v−1gl+1(v2)

v2∫
0

rβ+
q
2−1(v2 − r)

l+1−q
2 dr dv =

=
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

) 1

B

(
q

2
,
l + 1 − q

2

) ∞∫
0

v2β+2+lgl+1(v2)

1∫
0

yβ+
q
2−1(1 − y)

l+1−q
2 dy dv =

=
2π

l+1
2

Γ
(

l + 1
2

) B

(
β +

q

2
,
l + 1 − q

2
+ 1
)

B

(
q

2
,
l + 1 − q

2

) ∞∫
0

v2β+2+lgl+1(v2) dv.

E�?2�F�33� $� <� �����4��� � �������8) 3
 %
%��� E(R2β) ����8 �
�� � ������ �
��)

�
�� −3 + l

2
< β ≤ ζ +

1
2
�

E�4�) ������8) �����"�- � %
%���� 
"��
� 
���%�����# �
��������# ��� �
�,
�����
 ���
�
�
 �
� ��� � ������� %����%���"�- 
�������
- ��������
- ����"�- �
,
����
��� ����!�� �� 1����
��%����# ��%�������# ���$��# �
��
����� � ������
%
���$�
��� ζ) 0 < ζ < 2) �� �%
��) 3
 
"���� �
�����"�$�
- %����"� 1������ 1��
�
�%����� �� �����$ %
%��� ������!�
- �%���
-)  � � � ������� �
�%����
�
 �
�,
�
����� B��� ���������� ��
��������) 
������� � �
�%���# ���
����
��!�� 
"����
�����"�- � ������� ���$��# �
��
����� � ������
% ���$�
��� 0 < ζ < 2�

� ������� ��%������
�
 �
��
���� �
�"� E(R−2m) ����8 �� m ����#) 3

2(N − m) + l > 2) �� l = nk) � �������8��� �
�%��
!

E(R−2m) =

∞∫
0

v−m


 sr

2N+l−2
2s

π
l
2 Γ
(

2N + l − 2
2s

)

 vN+

l
2−2e−rvs

dv =

= Cl,N

∞∫
0

vN−m+
l
2−2e−rvs

dv =
Cl,N

Cl,N−m
=

Γ
(

2(N − m) + l − 2
2s

)

Γ
(

2N + l − 2
2s

) r
m
s .

E1�����%
 ������8) �����"�! � �
�����"�! ���%����� ����
�� ŵEU �� �%
��) 3

�
������� %�!�� ��%�������$ �
��
��� �
�"� � �������% µ) �
�����"�$�
! %����,
"�! Σ� E������� � ��;
%� ������� l = nk) �
 � �
�%�� &5+ � &.+ 
���%�8%
 ����
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E(ŵEU ) =
Σ−11k

1′kΣ−11k
+

n − 1
n − k − 1

(nk − 2)
Γ
(

2(N − 1) + nk − 2
2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
1
s α−1Sµ,

�� �%
��) 3
 2(N −m) + kn > 2� �
�����"� %�4 ���%����%� ŵi
EU � ŵj

EU %�8 ���� �

Cov(ŵi
EU , ŵj

EU ) =
1

n − k − 1
e′iSej

1′kΣ−11k
−

−α−2


(nk − 2)

Γ
(

2(N − 1) + nk − 2
2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
1
s




2

µ′M∗
ijµ+

+α−2(nk − 2)(nk − 4)
Γ
(

2(N − 2) + nk − 2
2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
2
s µ′M̃ijµ+

+α−2(nk − 2)
Γ
(

2(N − 1) + nk − 2
2s

)

Γ
(

2N + nk − 2
2s

) r
1
s

(
tr(MijΣ)

n
+

(n − 1)2

n(n − k − 1)2
e′iSej

)
,

�� Mij ) M̃ij � M∗
ij �������!�� �� �
�%���%� &5+) &.+ � &�+ ����
����
�

��
�
� �� ����
����� %�������� � 
1����!!�� ����
����� %
%����) %
4�� 
���,
4��� �
�%��� �������
�
 � �
�����"�$ �� ��;�# ����� �
��
������ 9���
��8%
 
���,
%��� ���������� �
 �������# ����#� �� "�
�
 �
��� ��%
 "��� �������� ������ "��,
��# ������� ���-�) 3
 �
�����!��� &����-��) �
��3� �� K
�� + � ���
�
%� ����
��
� 	 ���� �**5 �
 5* 1����� �**.LL� M�����!���� �� ����
�����# ����#) %
4��
�
��#����� �
������� � ��
�%����� 
���%�����$ �
������ � ����� %����%���"�-
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����
����

�
�����%
 ����� pi,t "��� ������� i,�
 ����� � %
%��� ���� t) �� i = 1 ����
����8
����-��) i = 2 / �
��3� �� i = 3 / K
��-� B
�� �
������� 
1����!����%�%
 �� ���
!
�
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!C

ri,t = ln
(

pi,t

pi,t−1

)
.

E"���� ����
�� �������
�
 � �����"�- 
1����!!�� �� �
�%���%� µ̂ =
1
n

n∑
j=1

rj )

Σ̂ =
E(R2

(nor))

(n − 1)E(R2)

n∑
j=1

(rj − µ̂)(rj − µ̂)′) �� rj = (r1,j , r2,j , r3,j)� E�4�)

µ̂ = (0, 002793, 0, 001183, 0, 002296)
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Σ̂ =
E(R2

(nor))

E(R2)


 0, 000672741853 −0, 000000230215 −0, 000011507796

−0, 000000230215 0, 000250635841 0, 000074233684
−0, 000011507796 0, 000074233684 0, 000316689079


 .
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#����/��� �����% Λ, ��� %�#��+�,�/ $
%��/���� $
$������) ���*�$����) ��
���0�

���� �� ��*����%���� ��0
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�� ��#%��� ������� -���.� ����+���
�
 λ
��*��

�� 2� 3��,��� %�#��+�% ������� ����0�
��� -���.�1 $
 ����� �������+��� �
%����� *�%*�
4��� C+ = {z : 56 z > 0} -���.� ����+���
�
 λ
��*� % ��������
sin
�
�-�.�(���% &��'( -���.�1 log |f |. 7� �
�-�.�(��� &��'( %���0�,�/ +���# ��

�� -���.�1 f �� 11 �����+�� #��+���� �� ��0� C+ � 
$��0�,�/ # �����+�
1 -
�����
����������

3� %�#��+�(�
 ������� ����+���
��� λ
��*� �
�
�
�-��� � *�%���#� -���.� 
#� ��8�� ��
% �� ��0��

9��� -���.�� f ���
�
�-�� % #�������� *�%����� R = {z = x+ iy : x > x0,
0 < y < π} , {ρq} : *
���$
%����/ ����% -���.�1 f % R, #������
%���� � *
��$��
#�
������ 1���� $� ���� +�����) ρq = βq + iγq; {ωp} : *
���$
%����/ *
�,��% -���.�1
f % R, #������
%���� %�$*
%�$�
) ωp = ξp + iηp. ;��*�����
) 4
 f �� ��( �� ����%)
�� *
�,��% �� ∂R.

9��� f(x0) �= 0,∞, � #��+���� log f(x0) %������� < #�������� R # �
#��#���
{tβq + iγq : t ≥ 1} �� {tξq + iηq : t ≥ 1} *�� ���


log f(z) = log f(x0) +

z∫
x0

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ,
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0 arg f(z) = Im log f(z).
=������������� S(x;x0, f), ��� �� %%��� % !>") ����
��+�
 $
 !�) ?� ��:@	") ��$��
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S(x;x0, f) = A(x;x0, f) +B(x;x0, f) + C(x;x0, f),

$�

C(x;x0, f) = 2
∑

ωp∈Rx

sin ηp

(
1
eξp

− eξp

e2x

)
,

A(x;x0, f) =
1
π

x∫
x0

(
log+ |f(t)| + log+ |f(t+ iπ)|)

(
1
et

− et

e2x

)
dt,

B(x;x0, f) =
2
πex

π∫
0

log+ |f(x+ iy)| sin y dy,

Rx = {z = t+ iy : x0 < t < x, 0 < y < π}�
 !��"���� �
 805��3�9 3������23�9 :�0/��1;� � 3�0<��=�3� 3� [x0,+∞) >63.

?�� λ(x) 3�:�2�@�A/� >63.?�@1 :�0/��33��

 !��"���� #
 B63.?�� f, ���0�0�>3� 2 :���.�33� ��2/�67� R, 3�:�2�@�A/� >63.

?�@1 /.�3;�33070 λ
���6 2 R9 �.C0 �/361�A /��4� a, b > 0 ��.�9 C0 54� 2/�� x > x0

2�.036@�A/�
!D S(x;x0, f) ≤ a λ(x+ b);

�D
x∫

x0

|log |f(t)||+|log |f(t+iπ)||
et dt ≤ a λ(x + b).

�4�/ ��.�� >63.?�E �0:3�;��0 ;���: Fλ.

9��� ck(x, f) = 2
π

∫ π

0
log |f(x + iy)| sin ky dy, k ∈ N, sin
.0�>�?�@3�� B6�F@

-���.�1 log |f(x+ iy)| �� -���.�1 %�$ y.

$������ �
 ����E λ G >63.?�� :�0/��33� � 3���E f 7040�0�>3� 2 :���.�33� ��2

/�67� R >63.?��� �05� ��.� �2��5=�33� �.2�2�4�3�3�H
)D f ∈ Fλ;
<D 2�.036@�A/� 6�02� �D �� �/361�A /��4� a, b > 0 ��.�9 C0 54� 2/�� x > x0 ��
k ∈ N 2�.036@�A/� |ck(x, f)| ≤ aex λ(x+ b).
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���� � �� %��
����
%�%������
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%��� �
 I.C0 {zj : zj = xj + iyj} G /.�3;�33� �30=�3� 2 Rx, �05�

x∫
x0

∑
zj∈Rt

ekxj

ekt
sin kyj dt =

1
k

∑
zj∈Rx

sin kyj − 1
k

∑
zj∈Rx

ekxj

ekx
sin kyj , j ∈ N, x0 < x, A�B

x∫
x0

∑
zj∈Rt

ekt

ekxj
sin kyj dt =

1
k

∑
zj∈Rx

ekx

ekxj
sin kyj − 1

k

∑
zj∈Rx

sin kyj , j ∈ N, x0 < x. A>B
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ck(x, f) =
2
k

∑
ρq∈Rx

(
ekx

ekβq
− ekβq

ekx

)
sinkγq+

+
1
π

x∫
x0

(
ekt

ekx
− ekx

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt+

+
1
π

(
ekx0

ekx
+

ekx

ekx0

) π∫
0

log |f(x0 + iy)| sinky dy+

+
1
π

(
ekx0

ex
− ekx

ex0

) π∫
0

arg f(x0 + iy) cos ky dy, k ∈ N, x0 < x. A�B

%��� &
 ����E {ρq} G 364� 7040�0�>30L >63.?�L /.�3;�33070 λ
���6 2 :���.�33�
Rx+1. �05� ∑

ρq∈Rx

sinγq ≤ aex λ(x+ b),

54� 5��.�� a, b > 0 � 54� 2/�� x > x0.

#
 	�������� ���������� ���������


��������� ���	 
� 5������,+� +��������) 
�����(�


x∫
x0

∑
zj∈Rt

ekxj

ekt
sin kyj dt = −1

k

x∫
x0

∑
zj∈Rt

ekxj sin kyj d
(
e−kt

)
=

= −1
k

∑
zj∈Rx

ekxj

ekx
sin kyj +

1
k

x∫
x0

e−ktd


 ∑

zj∈Rt

ekxj sinkyj


 .

&���.�� ψ(t) =
∑

zj∈Rt

ekxj sin kyj ��( ������� ekxj sin kyj % �
+��� tj = exj . C�0�)


������ �������� �
0�� #�*����� � %����$�

1
k

x∫
x0

t−k dψ(t) =
1
k

∑
zj∈Rx

e−kxjekxj sinkyj =
1
k

∑
zj∈Rx

sinkyj .

D���
��+�
) 
�����(�
 �*�%%�$�
8���� A>B� ���� � $
%�$��
�

��������� ���	 �� 9��� -���.�� f �
�
�
�-�� % #�������� R � �� ��( ����% ��
∂Rt. E���
��(�
 ��
���� *�
 ��8�� $
 -���.�1 f ′(z)/f(z) e−kz % Rt∫

∂Rt

f ′(z)
f(z)

e−kz dz = 2πi
∑

ρq∈Rt

e−kρq , k ∈ Z\{0}. A@B
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C����/�� ∂Rt ����$�(�/�� # +
���/
� %�$��#��%) �
$� A@B #�*�8��
 ���F

2πi
∑

ρq∈Rt

e−kρq =

t∫
x0

e−kτ f
′(τ)
f(τ)

dτ + ie−kt

π∫
0

e−iky f
′(t+ iy)
f(t+ iy)

dy +

+(−1)k+1

t∫
x0

e−kτ f
′(τ + iπ)
f(τ + iπ)

dτ − ie−kx0

π∫
0

e−iky f
′(x0 + iy)
f(x0 + iy)

dy, k ∈ Z\{0}. A�B

5������,+� +�������� % *��8
�� ��������� *��%
�
 �
�� A�B) ��(�


t∫
x0

e−kτ f
′(τ)
f(τ)

dτ = e−kt log f(t) − e−kx0 log f(x0) + k

t∫
x0

e−kτ log f(τ) dτ, A�B

k ∈ Z\{0}. �
���+� �� ���� % ����/
�� ���������) 
$��0�(�


t∫
x0

e−kτ f
′(τ + iπ)
f(τ + iπ)

dτ = e−kt log f(t+ iπ) − e−kx0 log f(x0 + iπ)+

+k

t∫
x0

e−kτ log f(τ + iπ) dτ, k ∈ Z\{0}. A�B

����

i

π∫
0

e−iky f
′(x0 + iy)
f(x0 + iy)

dy =

π∫
0

e−iky d log f(x0 + iy) = (−1)k log f(x0 + iπ)−

− log f(x0) + ik

π∫
0

e−iky log f(x0 + iy) dy, k ∈ Z\{0}. AGB

E �����%����� A�B:AGB �*�%%�$�
8���� A�B ����$� %����$�

2πi
∑

ρq∈Rt

e−kρq = e−kt log f(t) + k

t∫
x0

e−kτ log f(τ) dτ+

+ie−kt

π∫
0

e−iky f
′(t+ iy)
f(t+ iy)

dy + (−1)k+1e−kt log f(t+ iπ)+

+(−1)k+1k

t∫
x0

e−kτ log f(τ + iπ) dτ − ike−kx0

π∫
0

e−iky log f(x0 + iy) dy, k ∈ Z\{0}. AHB



04 ������ ���	
�

��%����/ A@B) � 
�0� � AHB) *��%��/�� *�� t ∈ (x0;x) #� %�����
� t = Re ρq. �
��


0��
 AHB �� ekt � *�
�������(�
 *
 t %�$ x0 $
 x. C$��0��


2πi

x∫
x0

ekt
∑

ρq∈Rt

e−kρq dt =

x∫
x0

log f(t) dt+

+k

x∫
x0

ekt




t∫
x0

e−kτ log f(τ) dτ


 dt+

x∫
x0


i

π∫
0

e−iky f
′(t+ iy)
f(t+ iy)

dy


 dt+

+(−1)k+1

x∫
x0

log f(t+ iπ) dt+ (−1)k+1k

x∫
x0

ekt




t∫
x0

e−kτ log f(τ + iπ) dτ


 dt+

+ i

π∫
0

e−iky log f(x0 + iy) dy − iek(x−x0)

π∫
0

e−iky log f(x0 + iy) dy, k ∈ Z\{0}. A�	B

5������%���� +�������� % $���
�� ��������� *��%
�
 �
�� A�	B $�(

x∫
x0

ekt




t∫
x0

e−kτ log f(τ) dτ


 dt =

1
k

x∫
x0




t∫
x0

e−kτ log f(τ) dτ


 dekt =

=
ekx

k

x∫
x0

e−kt log f(t) dt− 1
k

x∫
x0

log f(t) dt, k ∈ Z\{0}. A��B

D���
��+�


x∫
x0

ekt




t∫
x0

e−kτ log f(τ + iπ) dτ


 dt =

1
k

x∫
x0




t∫
x0

e−kτ log f(τ + iπ) dτ


 dekt =

=
ekx

k

x∫
x0

e−kt log f(t+ iπ) dt− 1
k

x∫
x0

log f(t+ iπ) dt, k ∈ Z\{0}. A�>B

E���
��%�%8� ��
���� &����� $
 ����/
�
 $
$���� *��%
�
 �
�� A�	B) ��(�


x∫
x0


i

π∫
0

e−iky f
′(t+ iy)
f(t+ iy)

dy


 dt = i

π∫
0

e−iky




x∫
x0

f ′(t+ iy)
f(t+ iy)

dt


 dy =

= i

π∫
0

e−iky (log f(x+ iy) − log(x0 + iy)) dy, k ∈ Z\{0}. A��B
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<���
%�,+� A��B:A��B) �*�%%�$�
8���� A�	B #�*�8��
 � %����$�

1
2π

π∫
0

e−iky log f(x+ iy) dy =

x∫
x0

ekt
∑

ρq∈Rt

e−kρq dt+

+
iekx

2π

x∫
x0

e−kt
(
log f(t) + (−1)k+1 log f(t+ iπ)

)
dt+

+
ek(x−x0)

2π

π∫
0

e−iky log f(x0 + iy) dy, k ∈ Z\{0}. A�@B

;
#��+��


lk(x, f) =
1
π

π∫
0

e−iky log f(x+ iy) dy, k ∈ Z.

��#*
����$�� *�$������� #��%�$+�,�/) 4


ck(x, f) = −Im
lk(x, f) + l−k(x, f)

2
, k ∈ Z. A��B

<���
%�,+� A>B �� A��B) 
$��0��


ck(x, f) = 2

x∫
x0

∑
ρq∈Rt

(
ekβq

ekt
+

ekt

ekβq

)
sin kγq dt+

+
1
π

x∫
x0

(
ekt

ekx
− ekx

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt+

+
1
π

(
ekx0

ekx
+

ekx

ekx0

) π∫
0

log |f(x0 + iy)| sinky dy+

+
1
π

(
ekx0

ekx
− ekx

ekx0

) π∫
0

arg f(x0 + iy) cos ky dy, k ∈ N, x0 < x. A��B

E���
��%�%8� ���� � $
 *��8
�
 $
$���� *��%
�
 �
�� A>B) 
�����(�
 A�B� ���� >
$
%�$��
�

��������� ���	 
� I�4
 βq ≤ x, �
$� *��%��/�� ���� ����%����/

eβq

ex
≤ ex+1

eβq
− eβq

ex
.

E%�$��
eβq

ex
≤ ex+1

(
1
eβq

− eβq

e2x+2

)
.
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C�0�) 
����/�� 0 < γq < π, �


∑
ρq∈Rx

eβq

ex
sin γq ≤

∑
ρq∈Rx+1

eβq

ex
sinγq ≤

∑
ρq∈Rx+1

ex+1

(
1
eβq

− eβq

e2x+2

)
sinγq. A��B

E� 
#��+����� > *��%� +������ A��B ( �������������
, C(x + 1;x0, 1/f), �
��


∑
ρq∈Rx

eβq

ex
sinγq ≤ ex+1C(x + 1;x0,

1
f

) ≤ aex λ(x + 1 + b) ≤ a1e
x λ(x + b1). A�GB

<���
%�,+�) 4
 -���.�� f ( -���.�(, ����+���
�
 λ
��*� �� ����
� *��8
1

��
%�
1 ��
���� A$�%� !>"B) ��(�
 C(x;x0, 1/f) ≤ a λ(x+ b)�

<����%�%8� 
#��+���� C(x;x0, 1/f), 
$��0�(�


∑
ρq∈Rx

(
ex

eβq
− eβq

e2x

)
sinγq ≤ aex λ(x + b). A�HB

E 
���$� �� ����%�
��� A��B:A�HB) 
$��0�(�


∑
ρq∈Rx

sinγq ≤
∑

ρq∈Rx

ex

eβq
sin γq ≤ aex λ(x + b)+

+
∑

ρq∈Rx

eβq

ex
sin γq ≤ a2e

x λ(x+ b2),

*�� 0 < γq < π� ���� � $
%�$��
�

&
 	�������� ������� �


��������� ������	 
� 9��� f ∈ Fλ.
��� �
�-�.�(���% &��'( -���.�1 f *��%��/�� 
.����

|ck(x, f)| ≤ 2
π

π∫
0

∣∣ log |f(x+ iy)|∣∣ |sin ky| dy, k ∈ N.

E 
���$� �� ����%����/ | sin ky| ≤ k sin y $�� 0 ≤ y ≤ π, A$�%�) ��*�����$) !@) ?� �	"B
�� ��
%� JB ��
���� � 
�����(�


|ck(x, f)| ≤ k
2
π

π∫
0

∣∣ log |f(x+ iy)|∣∣ sin y dy =

= k
2
π

π∫
0

log+ |f(x+ iy)| sin y dy + k
2
π

π∫
0

log− |f(x+ iy)| sin y dy ≤

≤ k aex λ(x+ b) + k
2
π

π∫
0

log− |f(x+ iy)| sin y dy, k ∈ N. A>	B
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E� ����
�
� *��8
1 
��
%�
1 ��
���� A��
���� > # !>"B S(x;x0, 1/f) = S(x;x0, f)+
+ε(x;x0, f), $� ε(x;x0, f) = O(1) *�� x→ ∞, $�� -���.�1 f ∈ Fλ ��(�
) 4
 -���.��
1/f ∈ Fλ. E%�$�� �� # ��
%� )D %�*��%�() 4
 S(x;x0, 1/f) ≤ a λ(x + b) + ε(x;x0, f),
$� ε(x;x0, f) = O(1) *�� x→ ∞. C����/�� B(x;x0, 1/f) ≤ S(x;x0, 1/f), �


2
π ex

π∫
0

log− |f(x+ iy)| sin y dy =

=
2
π ex

π∫
0

log+

∣∣∣∣ 1
f(x+ iy)

∣∣∣∣ sin y dy = B(x;x0,
1
f

) ≤ a1 λ(x+ b),

$� a1− $���� ������

C�0�) # ����%�
��� A�B �� ��
%� )D ��
���� � %�*��%�(

|ck(x, f)| ≤ k aex λ(x + b), A>�B

*�� $����� $
$����� a, b � %��� k ∈ N.

E��$�
 # A�B

ck(x+ 1, f) =
2
k

∑
ρq∈Rx+1

(
ek(x+1)

ekβq
− ekβq

ek(x+1)

)
sinkγq+

+
1
π

x+1∫
x0

(
ekt

ek(x+1)
− ek(x+1)

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt+

+
1
π

(
ekx0

ek(x+1)
+
ek(x+1)

ekx0

) π∫
0

log |f(x0 + iy)| sinky dy+

+
1
π

(
ekx0

ek(x+1)
− ek(x+1)

ekx0

) π∫
0

arg f(x0 + iy) cosky dy, k ∈ N. A>>B

�
��
0��
 
��$%� �
�� ��%�
��� A>>B �� e−k, %�$�����
 %�$ ��� ck(x, f), � %��
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�����%8� A�B) 
�����(�


1
ek
ck(x+ 1, f) − ck(x, f) =

=
2
k

∑
ρq∈Rx+1

(
ekx

ekβq
− ekβq

e2kekx

)
sin kγq − 2

k

∑
ρq∈Rx

(
ekx

ekβq
− ekβq

ekx

)
sin kγq+

+
1
π

x+1∫
x0

(
ekt

ek(x+2)
− ekx

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt−

− 1
π

x∫
x0

(
ekt

ekx
− ekx

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt+

+
1
π

(
1
e2k

− 1
)
ekx0

ekx

π∫
0

log |f(x0 + iy)| sinky dy+

+
1
π

(
1
e2k

− 1
)
ekx0

ekx

π∫
0

arg f(x0 + iy) cos ky dy =

= I1 + I2 + I3 + I4, k ∈ N. A>�B

�
#������
 I1

I1 =
2
k

∑
ρq∈Rx+1

(
ekx

ekβq
− ekβq

e2kekx

)
sin kγq − 2

k

∑
ρq∈Rx

(
ekx

ekβq
− ekβq

ekx

)
sin kγq =

=
2
k

∑
ρq∈Rx+1\Rx

(
ekx

ekβq
− ekβq

e2kekx

)
sin kγq+

+
2
k

(
1 − 1

e2k

) ∑
ρq∈Rx

ekβq

ekx
sin kγq = G1 +G2, k ∈ N.

C.����
 |G1|,

|G1| =
2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

ρq∈Rx+1\Rx

(
ekx

ekβq
− ekβq

e2kekx

)
sin kγq

∣∣∣∣∣∣ , k ∈ N.

C����/�� ek(x−βq) − ek(βq−x−2) ≤ 1 $�� %��� x ≤ ρq ≤ x+ 1, �


|G1| ≤ 2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

ρq∈Rx

sin kγq

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∑

ρq∈Rx

sin γq, k ∈ N, A>@B
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� ���
0

|G2| =
2
k

∣∣∣∣∣∣
(

1 − 1
e2k

) ∑
ρq∈Rx

ekβq

ekx
sin kγq

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2
k

∣∣∣∣∣∣
∑

ρq∈Rx+1

sinkγq

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∑

ρq∈Rx+1

sinγq, k ∈ N. A>�B

C�
0) #���
��%�%8� ���� � $
 �*�%%�$�
8��/ A>@B �� A>�B) 
�����(�


|I1| ≤ aex λ(b+ x). A>�B

C.����
 I2

|I2| =

∣∣∣∣∣∣
1
π

x+1∫
x0

(
ekt

ek(x+2)
− ekx

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt −

− 1
π

x∫
x0

(
ekt

ekx
− ekx

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1
π

∣∣∣∣∣∣
(

1
e2k

− 1
) x∫

x0

ekt

ekx

(
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt

∣∣∣∣∣∣ +

+
1
π

∣∣∣∣∣∣
x+1∫
x

(
ekt

ek(x+2)
− ekx

ekt

) (
log |f(t)| + (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1
π

x+1∫
x0

(|log |f(t)|| + |log |f(t+ iπ)||) dt.

<����%�%8� ��
%� >B 
#��+���� >) 
�����(�


|I2| ≤ 1
π

x+1∫
x0

ex+1

et
(|log |f(t)|| + |log |f(t+ iπ)||) dt ≤ ex+1a λ(x + b), A>�B

$� a, b : $���� ������

E��%�0��
) 4
 $
$���� |I3| �� |I4| �� *���%�4�,�/ $���
1 ����
1� K*��%$�)
|log |f(x0 + iy)| sinky| ≤ K � |arg f(x0 + iy) cos ky| ≤ K, 0 < y < π, $� K : $����
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������ �
$�

|I3| + |I4| =

∣∣∣∣∣∣
1
π

(
1
e2k

− 1
)
ekx0

ekx

π∫
0

log |f(x0 + iy)| sin ky dy
∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
1
π

(
1
e2k

− 1
)
ekx0

ekx

π∫
0

arg f(x0 + iy) cos ky dy

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1
π

1
e2k

πK1 +
1
π

1
e2k

πK1 ≤ K2, A>GB

$� K1, K2 : $���� ������
C�0�) # A�B �� A>�B:A>GB ��(�


|ck(x, f)| − 1/ek |ck(x+ 1, f)| ≤ ∣∣1/ek ck(x+ 1, f) − ck(x, f)
∣∣ ≤ aex λ(x+ b), k ∈ N.

E%�$��

|ck(x, f)| ≤ 1/ek |ck(x+ 1, f)| + aex λ(x+ b), k ∈ N.

<���
%�,+� A>�B) 
$��0��
 |ck(x, f)| ≤ k/ek aλ(x + 1 + b) + aex λ(x + b), #%�$��
%�*��%�( <D) 
����/�� ��
%� >B %�
$��/ % 
#��+���� ����� Fλ.

9��� ��*�� %��
��,�/�� ��
%� <D ��
���� ��
��� -���.�1 f *��%��/�� -
����� ;����
��
L������

log |f(x+ iy)| =
1
2π

∫
∂Px1

log |f(u+ iv)| ∂G(z, ζ)
∂n

ds−
∑

ρq∈Px1

G(z, ρq), A>HB

$� Px1 = {z = x+ iy : x1 − α < x < x1 + α, 0 < y < π} , x0 + α < x1, α > 0, G(z, ζ) :
-���.�� 2���� *���
������� Px1 ,

∂G(z,ζ)
∂n : *
��$�� #� %�����8�/
, �
�����, A!�)

?� ��"B� C����/�� G(z, ζ) ≥ 0, �
 �*��%$0�(�/�� ���� �*�%%�$�
8����F

log |f(x+ iy)| ≤ 1
2π

∫
∂Px1

log |f(u+ iv)| ∂G(z, ζ)
∂n

ds. A�	B

<��
����
%�,+� ��
��, ���*��+��� -���.� A$�%�) ��*�����$) !�) ��� M555")
!�") !�"B) �
0��
 
������� �
#%������ �$�� � -
����� ;����
��
L������ A>HB

G(z, ζ) = 2
∞∑

m=1

1
m(1 − e−4mα)

em(u−x)
(
1 − e2m(x−x1−α)

)
×

×
(
1 − e2m(x1−u−α)

)
sinmy sinmv, x1 − α ≤ u < x ≤ x1 + α, A��B

G(z, ζ) = 2
∞∑

m=1

1
m(1 − e−4mα)

em(x−u)
(
1 − e2m(x1−x−α)

)
×

×
(
1 − e2m(u−x1−α)

)
sinmy sinmv, x1 − α ≤ x < u ≤ x1 + α. A�>B



���� �!"�# "$�%&#' (%#�)*����� λ�+,-$ . -#.( $/# 61

�
$�

∂G(z, u)
∂n

= 2
∞∑

m=1

1
1 − e−4mα

em(u−x)
(
1 − e2m(x−x1−α)

)
×

×
(
1 − e2m(x1−u−α)

)
sinmy, x1 − α ≤ u < x ≤ x1 + α, A��B

∂G(z, u+ iπ)
∂n

= 2
∞∑

m=1

(−1)m+1

1 − e−4mα
em(u−x)

(
1 − e2m(x−x1−α)

)
×

×
(
1 − e2m(x1−u−α)

)
sinmy, x1 − α ≤ u < x ≤ x1 + α; A�@B

∂G(z, u)
∂n

= 2
∞∑

m=1

1
1 − e−4mα

em(x−u)
(
1 − e2m(x1−x−α)

)
×

×
(
1 − e2m(u−x1−α)

)
sinmy, x1 − α ≤ x < u ≤ x1 + α, A��B

∂G(z, u+ iπ)
∂n

= 2
∞∑

m=1

(−1)m+1

1 − e−4mα
em(x−u)

(
1 − e2m(x1−x−α)

)
×

×
(
1 − e2m(u−x1−α)

)
sinmy, x1 − α ≤ x < u ≤ x1 + α; A��B

∂G(z, x1 − α)
∂n

= 4
∞∑

m=1

1
1 − e−4mα

em(x1−x−α)×

×
(
1 − e2m(x−x1−α)

)
× sinmy sinmv, A��B

∂G(z, x1 + α)
∂n

= 4
∞∑

m=1

1
1 − e−4mα

em(x−x1−α)×

×
(
1 − e2m(x1−x−α)

)
× sinmy sinmv. A�GB
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K*�%%�$�
8���� A�	B *�� α = 1, 0 < δ < 1 � x = x1 ��( %����$

log |f(x1 + iy)| ≤ 1
2π

π∫
0

log |f(x1 + 1 + iv)| ∂G(z, x1 + 1)
∂n

dv+

+
1
2π

π∫
0

log |f(x1 − 1 + iv)| ∂G(z, x1 − 1)
∂n

dv +
1
2π

x1−δ∫
x1−1

log |f(u)| ∂G(z, u)
∂n

du+

+
1
2π

x1+δ∫
x1−δ

log |f(u)| ∂G(z, u)
∂n

du+
1
2π

x1+1∫
x1+δ

log |f(u)| ∂G(z, u)
∂n

du+

+
1
2π

x1−δ∫
x1−1

log |f(u+ iπ)| ∂G(z, u+ iπ)
∂n

du +
1
2π

x1+δ∫
x1−δ

log |f(u+ iπ)| ∂G(z, u+ iπ)
∂n

du+

+
1
2π

x1+1∫
x1+δ

log |f(u+ iπ)| ∂G(z, u+ iπ)
∂n

du = I1 + I2 + I31 + I32 + I33 + I41 + I42 + I43.

<��
�����%8� ����%����/ a+ ≤ |a|, ��(�

log+ |f(x1 + iy)| ≤ (I1 + I2)+ + I+

31 + I+
32 + I+

33 + I+
41 + I+

42 + I+
43. A�HB

�
#������
 I1 + I2

I1 + I2 =
1
2π

π∫
0

∂G(z, x1 + 1 + iv)
∂n

log |f(x1 + 1 + iv))| dv+

+
1
2π

π∫
0

∂G(z, x1 − 1 + iv)
∂n

log |f(x1 − 1 + iv)| dv =

=
2
π

π∫
0

∞∑
m=1

1
1 − e−4m

e−m
(
1 − e−2m

)
sinmy log |f(x1 + 1 + iv)| sinmv dv+

+
2
π

π∫
0

∞∑
m=1

1
1 − e−4m

e−m
(
1 − e−2m

)
sinmy log |f(x1 − 1 + iv)| sinmv dv.

C����/�� ∣∣∣∣ 1
1 − e−4m

e−m
(
1 − e−2m

)
sinmy

∣∣∣∣ ≤ e−m

1 + e−2m
≤ 1
em

,

�
 #� ��
���
, <� (�8������ ��$
∞∑

m=1

1
1 − e−4m

e−m
(
1 − e−2m

)
sinmy sinmv
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��%�
����
 #����(�/�� *�� 0 ≤ v ≤ π �  
�
 �
0�� *
+����
 �������%���� �
��

I1 + I2 =
∞∑

m=1

1
em

(cm(x1 + 1, f) + cm(x1 − 1, f)) .

C�0�) #��$�
 # ��
%
, <D ��
���� �

|I1 + I2| ≤
∞∑

m=1

1
em

(|cm(x1 + 1, f)| + |cm(x1 − 1, f)|) ≤ a ex1 λ(x1 + b),

$� a, b : $���� ������ �
��
0�%8� .� �*�%%�$�
8���� �� sin y � *�
�������%�%8� #�
y %�$ 0 $
 π, 
�����(�


2π∫
0

|I1 + I2| sin y dy ≤ 2 aex1 λ(x1 + b). A@	B

�
#������
 I31 *�� α = 1 � x = x1. C����/��
∂G(z,ζ)

∂n ≥ 0, log+ |x| ≤ |log |x|| , �


I+
31 ≤ 1

π

x1−δ∫
x1−1

|log |f(u)||
∞∑

m=1

1
1 + e−2m

em(u−x1)
(
1 − e2m(x1−u−1)

)
sinmy du. A@�B

C����/��
∣∣∣∣ 1
1 + e−2m

e(u−x1)
(
1 − e−2m(x1−u−1)

)
sinmy

∣∣∣∣ ≤ em(u−x1) ≤ e−mδ,

� ��0
��,+� ��$
∞∑

m=0
e−mδ = 1

1−e−δ , #��0�� ) �
 #� ��
���
, <� (�8������ ��$

A@�B #��0�� ���
�,��
 � ��%�
����
 *�� 0 ≤ y ≤ π, x1 − 1 ≤ u ≤ x1 − δ. C�0�)  
�

�
0�� *
+����
 �������%��� �� [x1 − 1, x1 − δ]. �
��

I+
31 ≤

∞∑
m=1

sinmy
1
π

x1−δ∫
x1−1

|log |f(u)|| 1
1 + e−2m

em(u−x1)
(
1 − e2m(x1−u−1)

)
du. A@>B

�
��
0��
 �*�%%�$�
8���� A@>B �� sin y � *�
�������(�
 #� y %�$ 0 $
 π. �
$�

π∫
0

I+
31 sin y dy ≤

≤
π∫

0

∞∑
m=1

sinmy
1
π

x1−δ∫
x1−1

|log |f(u)|| e
m(u−x1)

1 + e−2m

(
1 − e2m(x1−u−1)

)
du sin y dy.
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;
+����� �������%���� ��%�
����
 #��0�
�
 �� [0, π] ��$� $�(

∞∑
m=1

π∫
0

sinmy sin y
1
π

x1−δ∫
x1−1

|log |f(u)|| e
m(u−x1)

1 + e−2m

(
1 − e2m(x1−u−1)

)
du dy.

E 
��
�
���/�
��� ������� {sinmy}∞m=1 �� [0, π], ��(�


π∫
0

I+
31 sin y dy ≤

π∫
0

sin2 y

x1−δ∫
x1−1

|log |f(u)|| eu−x1

1 + e−2

(
1 − e2(x1−u−1)

)
du dy ≤

≤ 1
2

x1−δ∫
x1−1

|log |f(u)|| eu−x1

1 + e−2

(
1 − e2(x1−u−1)

)
du dy ≤

≤ 1
2

x1−δ∫
x1−1

|log |f(u)|| du ≤ 1
2

x1+1∫
x0

|log |f(u)|| du.

C����/�� 1
ex1+1 ≤ 1

et , *�� t ≤ x1 + 1, �
 %��
�����%8� ��
%� >B) 
�����(�


1
ex+1

π∫
0

I+
31 sin y dy ≤ aλ(x1 + b). A@�B

D���
��+�
 $
 I+
31 $
%
$��/�� 
.���� $�� I+

33, I
+
41 �� I+

43.
E ���
�,��
1 ��*����%�
��� ��������� ������ ����( ���� δ > 0, δ = δ(x1) < 1, 4


�
0�� # ���������% |I32| � |I42| �� *���%�4�( 1. C�0�) # �����%����� �*�%%�$�
8��/
A@	B �� A@�B 
�����(�


∫ π

0
log+ |f(x1 + iy)| sin y dy ≤ exa1λ(x + b1), $� a1, b1 : $����

������ 3� *
��#���) 4
 B(x;x0, f) ≤ a λ(x+ b). ��*�� 
.����
 A(x;x0, f))

A(x;x0, f) =
1
π

x∫
x0

(
log+ |f(t)|+log+ |f(t+ iπ)|)

(
1
et
− et

e2x

)
dt ≤

1
π

x∫
x0

log+ |f(t)| + log+ |f(t+ iπ)|
et

dt.

<��
�����%8� ��
%� >B �� ����%����/ log+ |x| ≤ |log |x|| , 
$��0�(�
 A(x;x0, f) ≤
≤ a1 λ(x+ b1)) $� a1, b1 : $���� ������

C�
0) ��
���� � $
%�$��
�

0� 0%!1� 2� 3�� 4�#�)" 5� 3� :;<=
>= ?>=
>? @>AB;C D;= @>=;@;=EB
F GHC >HA
=> D<HFA
;H?
IIJ<KK� L;F� MGAB� :=GHF> N 0524� N �
� N O� 18�52�



���� �!"�# "$�%&#' (%#�)*����� λ�+,-$ . -#.( $/# 65

6� 6��7
� 8� 9� P����	����	��� 
 ���Q� ������� 	������ ������
��� ��� �����������
� �
�����
 �����
� II.
��� �R�
�� ���	�� (��� �������	� N 6779� N .��� 28� N (� 86�98�

8� :���7;��< 8� 8�� =��������� >� ?� !������������ ���
���� ���������S� �������� N
 �� 0537�

9� @���7���/ 6� A� (T����� ����
 � ����U����� �� ��	���	�
������ �������� N  ��
0557�

1� 8B��C�� D� >� V�����	S 	����� W����	�
����� �������� N  �� 0537�
2� 9	�.��� -� :� !��S "��R� � δ���T�������
����� ������� ����
���� γ�	��� � �����

�������	� II �	��� �T����� N 6770� N 056� N X2� N Y� 10�37�
3� 9	�.��� -� :�� -������
 E� ?� !��S "��R� � ��	�������T�������
����� �������

����
���� γ�	��� II.
��� P���
�� ���	�� (��
� ��	���� ��������� ��	��� 
 ���� N 6777�
N ���� N Y� 071�006�

����������� �������� �� �����! λ��"�!
�� # �#��� ����

'()*�+ ,-./01

�*�& F"�&() G�H�)&�� I&�*1"J�H# )' 2K*�*�
������ 2K*�*� I&�*1"J#H1HJK(� JH"�� �

������� � !"#$%&@'"�&()��*�*�%�� � !"#$%&@#�+))�,)�

Z F=
A>=
;H ;D λ�A[E> \H
A>H>?? ;D B;K;@;=EB
F D<HFA
;H? 
H G BGKD�?A=
E 
? E=;]>C�

L1# M)"$J� B;K;@;=EB
F D<HFA
;H� @>=;@;=EB
F D<HFA
;H� ^>]GHK
HHG FBG=GFA>�
=
?A
F� D<HFA
;H ;D \H
A> λ�A[E>�

K����� ��$� 8�� $
 ��$�
����1 >	��>�>		�

;�� ���� $
 $���� >@��	�>		�



������ ������ 	�
�	 ��
��� ���� �����
����� ����
���� ����� ����  �� �� !�"#� 
$%� &$'(�
&)*(� ����� �+,�  �� -� !�"#�

��� ������

������ � ���������	 
����	 ��
 ����������
������������ ����������� ���������� �

����������� �� ������������ ��������
�������

���� �����	

���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

������ ������ �
�� ��������������	� �

����� Ω ⊂ R
n � ����	�
��� �����
�� Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}�

Qt1,t2 = Ω× (t1, t2)� p ∈ (1; 2)� K ⊂ Lp(0, T ;W 1,p
���

(Ω))∩ L2
���

(Q0,T ) � ������ ��	��
���� 	��
���� ��������
� ����������� ���������� ��������
�∫

Q0,τ

[
vt(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai|uxi |p−2uxi [(v − u)ψ]xi + (cu− f)(v − u)ψ+

+ 1
2
ψt|v − u|2]dxdt ≥ 1

2

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx− 1
2

∫
Ω0

|v − u0|2ψdx,
�� τ ∈ (0, T ]� ψ ≥ 0 � ����������� �� �����������  ������ � ��	���
��	 � Q0,T

����!	� v ∈ K� vt ∈ L2
���

(Q0,T ) � ��������� "�#�  �����$ a1, . . . , an ����
�%
�
��� |x| → ∞ �� &���&� �� a0(1 + |x|ν)� �� a0, ν > 0� 
� '��� ������ ����
���
��� �	����( �������� ���������� ����)�����
� ��!$ ����������$ ��������
� � �����
 ������ u ∈ K ∩ C([0, T ];L2

���
(Ω))�

������� ����	� ����������� ���������� ��������
�� ������ � ����
����% �	��
��%� ����	�
��� �����
��

�	
��
���	 � 	������ G = R
n × (0;T ) 
����� �	��

ut −
n∑

i=1

(a(x)|uxi |p−2uxi)xi + b(x)|u|q−2u = 0, u|t=0 = u0, (∗)

�� p, q ∈ (1; +∞) � ��
�� ������ ��	����� ��� ������	! "	 a ≡ 1! b ≡ 0 � #���
��

$∗% & ����'���! �	��	 p, q = 2� (	�� 
����� $∗% �� �	 � ���� ���)�� 	��	�	 #	
�*

�� �
����� +���,�'! 
�� 
��	�	�)�
-�) ��	�� |u(x, t)| ≤ Cec|x|2 
 
����.�����) �������
C, c > 0� /�������' ��� ���
 #	
�*

	� ���	0 
����� �#� u0 = 0! 
��' 
��	�	�).
�
& 	,���� |u(x, t)| ≤ C exp(c|x|2+ε) 
 ε > 0 ���#�� �	������� (�1	�	� 2�3� � 4�5�
(������ �� � 465 �	��� &������) #	
�*

�� ,�&0 
����� � ����� +���,�'! 
�� 
��	�	�).
�
-�) ��	�� |u(x, t)| ≤ e|x|h(|x|)! �� h � �������� �����*&��� +���,�
 h! ��
 
�	0

�© ������ ��	�
 ���




*+�,+-,.�+ �/�,*�,012 * �/345/6/�,. 347+01, 89∫ +∞
1

ds
h(s) = +∞� 7#�
�� 8� �� 9#����� 2� � 4:5 �	���� ��������
 �� &������) � �����

{u : |u(x, t)| ≤ Cea|x|} #	
�*

�� ����'�	0 ��#��	����	0 ��#��,�'�	0 ��#���	���! "	 ���.
�	����& 
����� $∗%� /�� +���,�0 u0 ≥ 0 �������	�
! "	� �	�� ���� ���	- ��#	-! ��


�	0

∫
Rn du0 < +∞� ;������) #	
�*

�� 
����)�	0 ����'�	0 ��#��	����	0 ��#��,�'�	0

��#���	��� � �����1 (�1	�	�� ��
����� ���	# � 4<5�

=�"	 #���
��
 $∗% & ������'���! n = 1! a, b ≡ 1! �	 
 #�
��)����� �������.
�	�� 2��� $4�5% �������& ��������
 #	
�*

�� ,�&0 
����� �#� p > 3! q = 2 � �����
+���,�'! 
�� 
��	�	�)�
-�) 	,���� |ux(x, t)|p−2 ≤ C(1+ |x|2)! C > 0� /�� �	����	�	0
+���,�0 ���������
 ���� ���� �	������� �� ����������	���� ;������) � ,)	�� �����
��
�����	 �#� p > 2! q = 2� / 4>5 � �����1 �	���)�	 �����#	���1 +���,�' ��
�����	
	��	
����� #	
�*

����) 
����� $∗% 
� ��	�� |u0(x)| ≤ C|x|p/(p−2) �#� |x| → ∞� (��
������	 �����	����#�� #���
��
! 
�� ����	����& $∗% 
 a ≡ 1! b ≡ 0! p > 2� 2���	�����'
#�
��)��� � ������� p < 2 ��
����	 � 4�5� � 4?5 ��
 	��� ��) �� �	������� #	
�*

��
�� ��1����1 ����1 �#� |x| → ∞ ��
�����	 	��	
����� #	
�*

����) 
����� �	�� ��

�������'�	�	 #���
��
 $p = 2! q > 2%� (��� ���� #�
��)���� 	�#����	 � 4�5 ��
 
�����!

�� � �	���)�	�� ������� 
����&�)�
 �
 
�����- $∗% �#� a, b ≡ 1! p = 2! q > 2! � �
4�@5 � ��
 ������'�	�	 #���
��
 ��"	�	 �	#
��� 
 ����'�	- �	�	��	- ������	-�

A�#�'���	 �	 �������! �	�� �	�+�,�&��� a, b �	 ��) 
#	����� �#� |x| → ∞� /
4�:5 ��
�����	 ��������
 &���	�	 	��� ��	�	 � R+ × (0;T ) #	
�*

�� 
�����! 
�� �
�����	�	�� ������� 
����&�)�
 
 $∗% �#� n = 1! p, q = 2! a = xm! m ≥ 0� /�����&�)�

	��� �����) u0 �� ���	����
 �	����	��1 ��	� �� +���,�- b� / 4�<5 #	
��
���	
#���
��
! 
�� �
����)�-& $∗% 
 a = (1 + |x|)λ! λ > 0! p, q = 2� B� �����1 ��	� �� �	�.
+�,�&�� b �	�����	 &������) #	
�*

�� ,�&0 
����� ��
 ��	� �� �	������� #	
�*

�� ��
����������	���� A�#��	����� ��#��,�'�� ��#���	��� � ��	��� ���1 	�����
1 ������	
� 4��5�4��5�

C��� ���	0 �#�,� � �	����� ��������
 �� &������) #	
�*

�� ��#��	����	0 ��#��.
,�'�	0 ��#���	���! 
�� �
����)�-& ��	��	#���� #���
��
 $∗% 
 p < 2! q = 2� �	�+�.
,�&��� ��#���	��� �	 ��) 
#	����� �#� |x| → ∞ �� ������ 
� a0(1 + |x|ν)! a0, ν > 0�
��
��)��� 	�#����	 ��
 �	����	��1 �#���"��) �� �	������� #	
�*

�� �� +���,�0
u0 �� ����������	����


� �
���������� ������ �� 
��
���� ������������ 3�1�' T > 0! Ω ⊂ R
n

� ��	��� ��� 	�����) 
 �� �- ∂Ω ����� C1! 
�� 
��	�	�)�
& ��	��D ��
 �	 �	�	
l ∈ N ��	 ��� Ωl = Ω ∩ {x ∈ R

n : |x| < l} & 	�����-! �� � 
�	0 ������&�)�
 

��	1 ����	�	 ������1 ����#�	��#1	�) Γl

1 � Γl
2 ����1! "	 Γl

1 ⊂ ∂Ω! EFGn−1 Γl
1 > 0!

EFGn−1 {Γl
2 ∩ ∂Ω} = 0� A#�'���	 Qt1,t2 = Ω × (t1; t2)! Ql

t1,t2 = Ωl × (t1; t2)! Ωτ =
= {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}! Ωl

τ = {(x, t) : x ∈ Ωl, t = τ}! l ∈ N�

��
 �	 �	�	 l ∈ N �	
�����	D {w ∈ W 1,p(Ωl) : w|Γl
1

= 0} ⊂ X l ⊂ W 1,p(Ωl)!
p ∈ (1; 2)! X l � 
�������' ����#	���#! V l = L2(Ωl) ∩ X l! K l � 	����� 
�������
�����	 ��� V l! 0 ∈ K l! U(Ql

0,T ) = L2(Ql
0,T ) ∩ Lp(0, T ;X l)� 3� ������� �#	��	#� Xs

�� ��	 ��� Ks! s ∈ N ��������	 ��	��D 
�"	 l, s ∈ N! l < s! �	 
�� ���
 ���������

 Xs $Ks% �� Ωl ���� ��) �	 �#	��	#� X l $��	 ��� K l%�

3�1�' Ψ = {ψ ∈ C∞(Q0,T ) | ψ ≥ 0, ∃ s ∈ N ����! "	 GHII ψ ⊂ Qs
0,T },

U���(Q0,T ) = {u : Q0,T → R | u ∈ U(Ql
0,T ) ∀ l ∈ N},

K = {u ∈ U���(Q0,T ) | u(·, t) ∈ K l ��
 ��' � ���1 t ∈ (0, T ) � ∀ l ∈ N}.



8: ���� �����	

3�1�' +���,�0 a1, . . . , an, c, f, u0 
��	�	�)�
-�) ��	��D
� !D ai ∈ L∞

���
(Q0,T )! a0 ≤ ai(x, t) ≤ a0(1 + |x|ν) ��
 ��' � ���1 (x, t) ∈ Q0,T !

i = 1, n! �� a0, a
0, ν > 0J

�"!D c ∈ L∞(Q0,T )! c(x, t) ≥ c0 ��
 ��' � ���1 (x, t) ∈ Q0,T ! �� c0 ∈ RJ
�#!D f, ft ∈ L2

���
(Q0,T )J

�$!D u0 ∈ K! ����& �	����	�����) {ul
0}l∈N ����! "	 ��
 �	 �	�	 l ∈ N �������	

ul
0 ∈ K l! ul

0 = 0 �� Ω \ Ωl! ul+1
0 = u0 �� Ωl�

��������� 
� ./012�3 u ∈ K ∩ C([0;T ];L2
���

(Ω)) 0�4�5������6 78�91�� �645:�4

16� ����968�;06< 5����2�=06< 0���5067��∫

Q0,τ

[
vt(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai(x, t)|uxi |p−2uxi((v − u)ψ)xi + c(x, t)u(v − u)ψ −

− f(x, t)(v − u)ψ +
1
2
|v − u|2ψt

]
dxdt ≥ 1

2

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx − 1
2

∫
Ω0

|v − u0|2ψdx, (1.1)

�1>6 u 4�?6568@0�A BC�CD ?8� 57�� τ ∈ (0;T ]E ψ ∈ ΨE v ∈ KE vt ∈ L2
���

(Q0,T )�

3�1�' u � ������' #	
�*

	� ��#���	��� $���%! ψ ∈ Ψ! v ∈ K! vt ∈ L2
���

(Q0,T )�
=�"	 v(·, 0) = u0(·)! �	 
 $���% �������	

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx → 0 �#� τ → +0! �	��	
lim

τ→+0
u(·, τ) = lim

τ→+0
v(·, τ) � �#	��	#� L2(Ωl)� K����)�� u, v ∈ C([0;T ];L2

���
(Ω))! �	 


	�#����	0 #���	��� �#���,) �� �#���"���
 �� v 	��# ��	 ��	��

u(x, 0) = u0(x) ��
 ��' � ���1 x ∈ Ω. (1.2)

��������� %� ��8@0�� �645:�416� ����968�;06< 5����2�=06< 0���5067�� BC�CD 0�

4�5������6 78�91�= �645:�461 2�A< 0���5067��E �1>6 5�0 4�?6568@0�A 5183;�00�
ut ∈ L2

���
(Q0,T )�

L���	 �	��
���! "	 ��
 ���)�	�	 #	
�*

�� ��#���	��� $���% ��������	����
 $���%!
$��6% ������������ ��#���	���∫

Q0,τ

[
ut(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai|uxi |p−2uxi((v − u)ψ)xi + cu(v − u)ψ − f(v − u)ψ
]
dxdt ≥ 0

��
 ���1 τ ∈ (0;T ]! ψ ∈ Ψ! v ∈ K�
&��'��� 
� 3�1�' X l = {w ∈ W 1,p(Ωl) : w|Γl

1
= 0} ∀ l ∈ N! K = U���(Q0,T )� (	��

���)��' #	
�*

	� ��#���	��� $���% & �
����)����� #	
�*

�	� 
�����

ut −
n∑

i=1

(ai|uxi |p−2uxi)xi + cu = f � Q0,T , (1.3)

u = 0 �� ∂Ω × (0;T ), u|t=0 = u0, (1.4)

$���� 4��! M� 6�<5%�
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&��'��� %� 3�1�' K = U���(Q0,T ) ∩ {v : v ≥ 0 � Q0,T }� (	�� ���)��' #	
�*

	�
u ��#��	����	0 ��#��,�'�	0 ��#���	��� $���% 
��	�	�)�
& #���
��
 $��:% �� ��	 ���
Φ = {(x, t) ∈ Q0,T : u(x, t) > 0}! �	#���-& ���- � Q0,T \ Φ �� 
��	�	�)�
& ��	��
$��<% $���� 4��! M� 6�:5%�

/�����	 �	
������
! 
�� ���	#���	���������	 ����� 3	#�� ����1	�	�	 �#	��	#�
B �	
���������	 ��#�
 || · ;B||! � ��#
 ���' �	 B �#	���# � B∗� ����
#��' �	���	�
�� B∗ �� B �	
���������	 〈·, ·〉B �

(�
���� 
� ����= 5�160/3�@7� /�65� ���E ��� �

1 < p < 2, n− 2p
2 − p

+
2νp

2 − p
< 0. (1.5)

�6?� 5����2�=0� 0���50�7�@ BC�CD 0� �6F� ���� 9�8@G� 6?06H6 78�916H6 �645:�41/�

3�1�' l ∈ N� B�
�����	! "	 
 ��	�� $���% �� ��	#�� ��������
 �	�	�&�� 46@!
�� <�5 �������&! "	 X l ⊂ L2(Ωl) ⊂ [X l]∗! � 	� �! V l = X l� ��
 ��' � ���1 t ∈ (0;T )
��
�����	 	��#��	#� Al(t) : V l → [V l]∗ ���	- +	#���	-D

〈Al(t)v1, v2〉V l =
∫
Ωl

t

[ n∑
i=1

ai(x, t)|v1
xi

(x)|p−2v1
xi

(x)v2
xi

(x) + c(x, t)v1(x)v2(x)
]
dx,

�� v1, v2 ∈ V l. =�"	 +���,�0 a1, . . . , an, c �� 
��� ��) ��� t! �	 
�����) A
l(t) �	.

,��)�	 ������ �#	��	 Al� (	�� �	 �� ��� ���! "	 Al : U(Ql
0,T ) → [U(Ql

0,T )]∗ �

〈Alw1, w2〉U(Ql
0,T ) =

∫ T

0 〈Alw1(t), w2(t)〉V ldt! w1, w2 ∈ U(Ql
0,T )�

3�1�' l ∈ N! +���,�0 a1! � � � ! an! c �� 
��� ��) ��� t!

Dl = {v ∈ V l : v|Γl
2

= 0}, Dl = {u ∈ U(Ql
0,T ) : u|Γl

2×(0;T ) = 0},

H l = {v ∈ W 1,2(Ω) : v|Γl
2

= 0}, Hl = {u ∈ L2(0, T ;W 1,2(Ω)) : u|Γl
2×(0;T ) = 0}.

B#	
����	! "	H l⊂Dl!Hl⊂Dl� /�
�����	 	��#��	#�El : Dl→ [Dl]∗ ��Gl : H l→ [H l]∗


� �	�	�	�	- #���	���' 〈Elv1, v2〉Dl = 〈Alv1, v2〉V l ! v1! v2 ∈ Dl! 〈Glz1, z2〉Dl =
=

∫
Ω(∇z1(x),∇z2(x))dx! z1, z2 ∈ H l� ��
 ��#	"���
 ��� ������	! "	 	��#��	# El

���	 ��& 
 Dl � [Dl]∗! � Gl � 
 Hl � [Hl]∗ ���! "	 〈Elw1, w2〉Dl = 〈Alw1, w2〉U(Ql
0,T )!

〈Gly1, y2〉Hl =
∫ T

0
〈Gly1(t), y2(t)〉Hldt ��
 ���1 w1, w2 ∈ Dl �� y1, y2 ∈ Hl�

(�
���� %� ����= 5�160/3�@7� /�65� ���"���E /�65� BC�#DE u0 ∈ W 2,2
���

(Ω)E
Elul

0, G
lul

0 ∈ L2(Ωl) ∀ l ∈ NE K = U���(Q0,T ) ∩ {v : v ≥ 0 ��=F� 71��4@ 5 Q0,T }E
I/012�< a1, . . . , an, c 0� 4�8�F��@ 5�? t� �6?� ����968�;0� 5����2�=0� 0���50�7�@ BC�CD
��A A?�0�= 7�8@0�= �645:�461�

�	�	�
�� ��	#��� � � 6! 
�� �	���	 � ������ :! ���	#�����	 ��
�� �	�	�� ��1
���#� ��)� ��
 
#���	��� ���������
 01 �	���	 � ����
�� ��� �� ���#� ��) � 
��#��	
� �#��	�� �������

%� )
���'
�� *
�������� �� �
*
��+�� �����+����� ��
 ��#	"���

���������
 
�����) u(·, t) ���������	 �#	��	 u(t)�



8; ���� �����	

=�"	 +���,�
 f 
��	�	�)�
& ��	�� �#!! �	 ��
 �	 �	�	 l ∈ N \ {1} ��
�����	
+���,�- fl ∈ L2(Q0,T ) ����! "	 fl,t ∈ L2(Q0,T )!

fl(x, t) =
{
f(x, t), (x, t) ∈ Ql−1

0,T ,

0, (x, t) ∈ Q0,T \Ql
0,T .

��
 �����1 R,ω > 0 � β =
3p− 2
2 − p

+ ω ��
�����	 
#�
�� 7�#���� ϕR : R
n → R

1 ���

ϕR(x) =

{
(R2−|x|2

R )β , |x| ≤ R,
0, |x| > R.

(2.1)

L���	 ������! "	 ��
 ���).
��1 r ∈ R �� x ∈ R
n! |x| < R! �������	

|ϕR
xi

(x)|r
|ϕR(x)|r−1

=
| 2β
Rβ xi(R2 − |x|2)(β−1)|r
| 1
Rβ (R2 − |x|2)β |r−1

=
(2β)r

Rβ

|xi|r
(R2 − |x|2)r−β

, i = 1, n. (2.2)

=�"	 l > 0! 2l < R! �	 R − |x| ≥ R − l ≥ R/2 �#� x ∈ Ωl� (	�� ���	��&�)�
 	,����
ϕR(x) = ((R − |x|)(R + |x|)/R)β ≥ (R/2)β! x ∈ Ωl� �#�� �	�	! 	������	! "	 ��
 ���1
x ∈ R

n �������	 ϕR(x) ≤ Rβ� B�
�����	! "	 +���,�- 
 $6��% ������	 � �#�,� 4�@5
$���� ���	 4��5! 4�65%�
3�1�' w− = max{−w, 0}! w ∈ R� L���	 ��#��	�����
! "	

([−r−] − [−s−])(r − s) ≥ 0 (2.3)

��
 ���1 r, s ∈ R� B 466! M� ��5 ���	�	 ����D 
�"	 v ∈W 1,p(Ω)! �	 v− ∈ W 1,p(Ω)�
=�"	 +���,�
 w ��
������ � ,�����#� Q0,T ! �	 ��
 �	 �	�	 h > 0 �	
�����	

w+h(x, t) = w(x, t + h) �#� (x, t) ∈ Q0,T−h�

,��� 
� ����= q > 1� �6?� ?8� 57�� r, s ∈ R

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s) ≥ 22−q|r − s|q, �1>6 q ∈ [2,+∞), (2.4)

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s) ≤ 22−q|r − s|q, �1>6 q ∈ (1; 2]. (2.5)

���������� �	������
 $6�<% �	���	 � ���� ��6 46:! M� �@5� �	�����	 ��#������) $6��%�
A#� q = 2 ,
 ��#������) 	�������� 3�1�' q ∈ (1; 2)! r, s ∈ R� 3� 
�����-�� 
����).
�	���! �#�������	! "	 r > s� (	�� $6��% ��#������	 � ����
��

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s)1−q ≤ 22−q. (2.6)

A#� s = 0 �������	 rq−2rr1−q = 1 ≤ 22−q� 3�1�' s �= 0! w = r/s� A#� s > 0 
 $6�>%
	�#���&�	

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s)1−q = (wq−1 − 1)(w − 1)1−q = g1(w), w ∈ (1; +∞).

A#� s < 0 	��# ��	! "	

(|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s)1−q = (1 − |w|q−2w)(1 − w)1−q = g2(w), w ∈ (−∞; 1).

K����)�� sup
w∈(1;+∞)

g1(w) = g1(+∞) = 1! sup
w∈(−∞;1)

g2(w) = g2(−1) = 22−q! �	 $6�>%

�#����)��� L��� �	�������
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J�/5�F�00� C� 3�1�' q ∈ (1; +∞)! y, z : R → R! y(s) = |s|q
q ! z(s) = |s|q−2s! s ∈ R�

K������	! "	 y′(s) = z(s) �#� s �= 0! y′(0) = 0! z′(s) = (q− 1)|s|q−2 �#� s �= 0! �! �#��
�	�	! z′(0) = 0! 
�"	 q > 2! lim

s→0

z(s)−z(0)
s = +∞! 
�"	 q ∈ (1; 2)�

(����+���� 
� ����= k ∈ NE 5�160/3�@7� /�65� ���"��� �� BC�#DE I/012�<
a1, . . . , an, c 0� 4�8�F��@ 5�? tE Ekuk

0 ∈ L2(Ωk)� �6?� ?8� 16F06H6 s ∈ N �70/A I/01

2�� zs ∈ Dk ∩C([0;T ];L2(Ωk)) ��1�E >6 zs

t , E
kzs ∈ L2(Qk

0,T ) �

〈zs
t (t) + Ekzs(t) − s(zs(t))−, v〉Dk = 〈fk(t), v〉Dk , t ∈ (0;T ), v ∈ Dk, (2.7)

zs(0) = uk
0 . (2.8)

���������� /��	#����&�	 ���	� 9���	.N��)	#����� 3�1�' ��	 ��� {wµ
k}µ∈N & ��.

��'�	 ��
��� �	- � ��-�� "��)�	- � Dk! w1
k = uk

0 ! 
�"	 u
k
0 �= 0� O���&�	

zs,m(x, t) =
m∑

µ=1

ϕs,m
µ (t)wµ

k (x), (x, t) ∈ Qk
0,T , (2.9)

�� ϕs,m
1 , . . . , ϕs,m

m � ����#�#��	 ��+�#��,�'	��� #	
�*

�� 
����� �	��

〈zs,m
t (t)+Ekzs,m(t)−s(zs,m(t))−, wµ

k 〉Dk =〈fk(t), wµ
k 〉Dk , t ∈ (0;T ), µ = 1,m, (2.10)

ϕs,m
1 (0) =

{
1, uk

0 �= 0,
0, uk

0 = 0, ϕs,m
2 (0) = · · · = ϕs,m

m (0) = 0. (2.11)

L���	 �	��
���! "	 ���� ϕs,m
1 , . . . , ϕs,m

m ����-�) $��	#��� A���	% � "	 zs,m 
��	�	�).
�
-�) 	,����

max
t∈[0,T ]

∫
Ωk

|zs,m(t)|2dx+
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

|zs,m
xi

|p + |zs,m|2
]
dxdt ≤ C1

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
,

(2.12)
�� C1 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s,m, k�
B ��	� � !! �"! 	��# ��	 ���� 	,����D |ai(x)| ≤ C2(k)! x ∈ Ωk! i = 1, n!

|c(x)| ≤ C3! x ∈ Ω� (	�� �� �������� ��#���	��� N��)��#� �������	! "	

〈Ekzs,m, v〉Dk =
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

ai|zs,m
xi

|p−2zs,m
xi

vxi + czs,mv

]
dxdt ≤ C4(k) ×

×
( n∑

i=1

||zs,m
xi

;Lp(Qk
0,T )||p−1 · ||vxi ;L

p(Qk
0,T )|| + ||zs,m;L2(Qk

0,T )|| · ||v;L2(Qk
0,T )||

)
,

��
 ���).
�	0 v ∈ Dk� /

��� ��#1�- �	��� �#��) 
� ����� v ∈ Dk! ||v;Dk|| ≤ 1!
�� ���	#������� 	,���� $6��6%! 	�#���&�	 ��������
 ����	0 C5(k) ���	0! "	 ��
 ���1
s,m ���	��&�)�
 ��#������)

||Ekzs,m; [Dk]∗|| ≤ C5(k). (2.13)



8= ���� �����	

B ��	�� �#! �������	! "	 fk ∈ C([0, T ];L2(Ωk))� (	�� 
 �����	��� +���,�'!

�� & � $6��@%! �������&! "	 � $6��@% �	 �� �

�� t = 0! �	��	 ��� �� ϕs,m

µ,t (0) �
����������� 
� µ = 1,m� K����)�� (zs,m(0))− = (uk

0)− = 0! �	 	�#����� #������)
������ ����
�� 〈zs,m

t (0), zs,m
t (0)〉Dk = 〈fk(0) − Ekuk

0 , z
s,m
t (0)〉Dk � B �	�	! "	 �������

zs,m
t (0) ���� ��) �	 �#	��	#� L2(Ωk) 
� ����'�� �	�����,�
 ��������� 
 L2(Ωk)!
���-����
 fk(0)−Ekuk

0 ∈ L2(Ωk) �� ��#���	��� N��)��#� �������&! "	 ���	��&�)�

	,���� ||zs,m

t (0);L2(Ωk)||2 ≤ ||fk(0) − Ekuk
0 ;L

2(Ωk)|| · ||zs,m
t (0);L2(Ωk)||� K� �!

||zs,m
t (0);L2(Ωk)|| ≤ ||fk(0) − Ekuk

0 ;L2(Ωk)||. (2.14)

3�1�' T1 ∈ (0;T )! h ∈ (0;T − T1)! t ∈ (0;T1)� (	�� 
 $6��@% 	��# ��	 #������)

〈zs,m,+h
t − zs,m

t , wµ
k 〉Dk + 〈Ekzs,m,+h − Ekzs,m, wµ

k 〉Dk −

− s〈(zs,m,+h)− − (zs,m)−, wµ
k 〉Dk = 〈f+h

k − fk, w
µ
k 〉Dk , µ = 1,m.

��
 ��#	"���
 
����� �	
�����	 vh = (zs,m,+h − zs,m)/h! h ∈ (0;T − T1)!
ãi(x, η) = ai(x)|η|p−2η! x ∈ Ω! η ∈ R� (	�� +���,�
 vh 
��	�	�)�
& #������)

∫
Ωk

t

[
vh

t w
µ
k +

1
h

n∑
i=1

( 1∫
0

∂ãi(x, rzs,m,+h
xi

+ (1 − r)zs,m
xi

)
∂r

dr

)
(wµ

k )xi + cvhwµ
k −

− s

h
[(zs,m,+h)− − (zs,m)−]wµ

k

]
dx =

∫
Ωk

t

(f+h
k − fk)
h

wµ
kdx, t ∈ (0;T1), µ = 1,m.

(2.15)

L���	 ������! "	 ��
 �	 �	�	 i = 1, nD 1
h

∫ 1

0

∂ãi(x,rzs,m,+h
xi

+(1−r)zs,m
xi

)

∂r dr = biv
h
xi
! ��

bi(x, t, h) =
∫ 1

0
∂ãi(x,η)

∂η |η=rzs,m,+h
xi

+(1−r)zs,m
xi

dr! (x, t) ∈ Q0,T1 ! h ∈ (0;T − T1)! 
�"	

zs,m,+h
xi

(x, t) �= zs,m
xi

(x, t)! �� bi = 0 � ���	�� �������� �	��	 ��	 $6���% �� ��#�

(ϕs,m,+h

µ − ϕs,m
µ )/h � �������&�	 
� µ = 1,m� C������	∫

Ωk
t

[
vh

t v
h +

n∑
i=1

bi|vh
xi
|2 + c|vh|2 − s

h
[(zs,m,+h)− − (zs,m)−]vh

]
dx =

∫
Ωk

t

(f+h
k − fk)
h

vhdx,

(2.16)
t ∈ (0;T1)� K����)��

∂ãi(x,η)
∂η = ai(x)(p−1)|η|p−2 ≥ 0! x ∈ Ω! η �= 0 � �����#��' �	���	�


���� � $6��>% �����*&���' $���� $6�:%%! �	 
 $6��>% ����
 ��������#��1 ��#���	#��)

	��# ��	! "	
∫
Ωk

t
vh

t v
hdx≤∫

Ωk
t
| (f

+h
k −fk)

h |2dx+C6

∫
Ωk

t
|vh|2dx, �� C6>0 � �����! 
�� ��


��� ��) ��� h, s,m, k, T1� B�����#�&�	 	�����- ��#������) 
� t ∈ (0; τ)! �� τ ∈ (0;T1)!
�� ��#��' �	���	� 
���� 
�����#�&�	 ���������� /��	#������� ���� N#	��	�� 46@!
�� ���5! 	�#���&�	! "	∫

Ωk
τ

|vh|2dx ≤ C7

(∫
Ωk

|vh(0)|2dx+
∫

Qk
0,τ

∣∣∣∣ (f+h
k − fk)
h

∣∣∣∣2dxdt), (2.17)
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�� C7 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� h, s,m, k, T1� A�#��' �	���	� ��#��� � ,�'
��#���	��� �#� h → 0 �#
��& �	 ��#�
�

∫
Ωk |zs,m

t (0)|2dx! �	 +���,�0 ϕs,m
1 , . . . , ϕs,m

m

� ����#�#��	 ��+�#��,�'	���� (�� 
� � � ������ �% ��	#��� : 46�! M� ���5 �������	!
"	 �#���' �	���	� �#
��& �	

∫
Qk

0,τ
|fk,t|2dxdt� K� �! �#��� ������� ��#���	��� $6���%

#���	��#�	 	��� ��� 
� ��#����#	� h ∈ (0;T−T1)� (�� 
� � � ������ �% ��	#��� : 46�!
M� ���5 ��&�	 ��������
 �	1���	0 zs,m

t ∈ L2(Q0,T1)� B�����#�&�	 $6���% 
� τ ∈ (0;T1)!
��
)���	 �� �- �#���,- �#� h → +0 �� ���	#����&�	 $6��<%� A���
 ��
�����1
��#���	#��) 	�#���&�	∫

Qk
0,T1

|zs,m
t |2dxdt ≤ C8

(
||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)||2 +

∫
Qk

0,T1

|fk,t|2dxdt
)
, T1 ∈ (0, T ), (2.18)

�� C8 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s,m, k, T1�
B 	,��	� $6��6%! $6��:%! $6��?% 	��# ��	 ��������
 ���	0 ����	����	��	��� $��1�'

,� ���� ���� {zs,m}m∈N%! "	 z
s,m → zs ∗.�����	 � L∞(0, T ;L2(Ωk))! �����	 � Dk ��

���)�	 � L2(Qk
0,T ) $���� ��	#��� ��� �#	 �	���������) 4��! M� �@5%! Ekzs,m → χk,s

�����	 � [Dk]∗! zs,m
t → zs

t �����	 � L
2(Qk

0,T ) �#� m → ∞� B ���� <�� 466! �� �?5
�������	! "	 (zs,m)− → (zs)− ���)�	 � L2(Qk

0,T )� =� � � 4��! M� ���5 �	��
�&�	! "	
χk,s = Ekzs� (	�� +���,�
 zs 
��	�	�)�
& #���
��
 $6��% � ��	�� $6�?%� K����)��
zs ∈ Dk ⊂ L2(Qk

0,T ) � zs
t ∈ L2(Qk

0,T )! �	 zs ∈ C([0;T ];L2(Ωk))� B #���
��
 $6��%
Ekzs ∈ L2(Qk

0,T )! "	 � 
���#��& �	������
 ���	�	 ���#� ���
�

,��� %� ����= 5�160/3�@7� /�65� ���E ���E k ∈ NE R,ω > 0E R < kE �� ϕR

" I/012��E �1� 5�40�;�0� 5 B��CDE J(ψ) =
∫ t2

t1
〈Aku−Akv, (u− v)ψ〉V kdt ?8� ?��1��

t1, t2, u, v, ψ� �6?� ?8� ?65�8@0�� u, v ∈ U(Qk
0,T )E χ ∈ C∞([0;T ])E χ ≥ 0E �� 9/?@
�1��

;�7�8 0 ≤ t1 < t2 ≤ T 5�160/A�@7� 62�01�

J(ϕRχ) ≥ (a0 − κ)
∫

Qt1 ,t2

n∑
i=1

(|uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi)(uxi − vxi)ϕ
Rχdxdt +

+ c0

∫
Qt1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt − P (R)
( ∫

Qt1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt

)p/2

, (2.19)

?� κ > 0 " ?65�8@0� 7��8�E P (R) = C9(κ, χ)R(n−1+ω)
2−p
2 +νpE C9(κ, χ) " ?��1� ?6


?��0� 7��8��

���������� 3�1�' ���	��-�)�
 ��	�� ����! u, v ∈ U(Qk
0,T )! 0 ≤ t1 < t2 ≤ T � (	��

J(ϕRχ)≥
∫

Qt1,t2

[
a0

n∑
i=1

(|uxi |p−2uxi−|vxi |p−2vxi)(uxi−vxi)+c0|u−v|2
]
ϕRχdxdt−I, (2.20)

�� I =
∫

Qt1,t2

n∑
i=1

|ai| · ||uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi | · |u− v| · |ϕR
xi
| · χ dxdt.



8? ���� �����	

3������	 ���)�� �	�	�� ��1 	,��	�� B ��#���	��� $6��% ��
 q = p � �	���)��1
τ, s ∈ R �������	

||τ |p−2τ − |s|p−2s|p′
= ||τ |p−2τ − |s|p−2s| · ||τ |p−2τ − |s|p−2s|p′−1 ≤

≤ C10(p)||τ |p−2τ − |s|p−2s| · |τ − s| = C10(p)(|τ |p−2τ − |s|p−2s)(τ − s), (2.21)

�� p′ = p/(p− 1)� B���� ��	! "	 ��� �� �	��� P������� �	���)Q! �	 �#��� �������
$6�6�% ������& �����*&��� 
������
�

3�1�' r = 2p
2−p = 1 + p′+2

p′−2 > 1 $ 1
p′ + 1

2 + 1
r = 1%� (	�� �� �	 ��	 
���	������ �	 I

��#������) N��)��#� ��
 �#)	1 +���,�' $466! M� ��5% ����	����	 
 �	��
������ p′, 2, r�
/��	#������� $6�6�% �� ��#������) R���! 	��# ��	

I =
n∑

i=1

∫
QR

t1,t2

||uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi |(ϕRχ)1/p′ · |u− v|(ϕRχ)1/2 ×

× |ai| · |ϕR
xi
|

ϕR
(ϕRχ)1/rdxdt ≤

n∑
i=1

( ∫
QR

t1,t2

||uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi |p
′
ϕRχdxdt

)1/p′

×

×
( ∫

QR
t1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt

)1/2

·
( ∫

QR
t1,t2

|ai|r · |ϕR
xi
|rχ

|ϕR|r−1
dxdt

)1/r

≤

≤ κ

n∑
i=1

∫
QR

t1 ,t2

(|uxi |p−2uxi − |vxi |p−2vxi)(uxi − vxi)ϕ
Rχdxdt+

+ C11(κ)
(
T sup

[0;T ]

|χ(t)|Rνr

∫
ΩR

|ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
dx

)p/r

·
( ∫

QR
t1,t2

|u− v|2ϕRχdxdt

)p/2

, (2.22)

�� κ > 0 � �	���)�� ����	! C11(κ) > 0 � ��
�� 
��� �� ��� κ �	����� ������ /��	.
#������� $6�6% � ������ �	�
#�� �		#������ � R

n! 	��# ��	

∫
ΩR

|ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
dx ≤ (2β)r

Rβ

∫
|x|<R

|xi|r
(R2 − |x|2)r−β

dx ≤ C12

Rβ

R∫
0

ρrρn−1

(R2 − ρ2)r−β
dρ ≤

≤ C12R
2p

2−p+n−2− 3p−2
2−p −ω

R∫
0

ρ

(R2 − ρ2)
2p

2−p− 3p−2
2−p −ω

dρ =

= C12R
n−1−ω

R∫
0

ρ

(R2 − ρ2)1−ω
dρ = C13R

n−1+ω,

�� C12, C13 � ��
�� �	����� �����! 
�� ��� R �� 
��� ��)� (	�� 
����� �� 
 $6�6@%!
$6�66% � 	�#���&�	 $6���%� L��� �	�������

K�#���&�	 ����# ����� 	,���� �� +���,�0 zs! s ∈ N�
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(����+���� %� ����= 5�160/3�@7� /�65� �5��?F�00� C� �6?� ?8� 16F06H6
k ∈ N �678�?650�7�@ I/012�= {zs}s∈N 4 �5��?F�00� C A 69��F�063 5 DkE �
�678�?65067�� {zs

t }s∈NE {s(zs)−}s∈NE {Ekzs}s∈N " 69��F�0� 5 L2(Qk
0,T )�

���������� 3�1�' ���	��-�)�
 ��	�� ���#� ���
� B $6��% 	�#���&�	 	,����∫
Ωk

τ

|zs|2dx ≤
∫
Ωk

|uk
0 |2dx +

∫
Qk

0,τ

|fk|2dxdt+ C14

∫
Qk

0,τ

|zs|2dxdt, τ ∈ (0;T ],

�� C14 �� 
��� ��) ��� s, k, τ � (	�� 
 ���� N#	��	�� 46@! M� ���5 �������	! "	∫
Ωk

τ

|zs|2dx ≤ C15

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,τ

|fk|2dxdt
)
, τ ∈ (0;T ].

B����� �� 
 $6��% 	��# ��	! "	 +���,�0 zs 
��	�	�)�
-�) 	,����∫
Qk

0,T

[ n∑
i=1

|zs
xi
|p + |zs|2

]
dxdt ≤ C16

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
,

∫
Qk

0,T

|(zs)−|2dxdt ≤ C16

s

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
, (2.23)

�� C16 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s, k� /�
)���	 
 	�	1 ������ ��#���	��� $6��?%
�� �- �#���,- �#� m→ ∞� K�#���&�	∫

Qk
0,τ

|zs
t |2dxdt ≤ C17

(
||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)||2 +

∫
Qk

0,τ

|fk,t|2dxdt
)
, τ ∈ (0;T ], (2.24)

�� C17 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� s, k, τ �
/�
)���	 � $6��% v = −(zs(t))−e2c0t �� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0;T )� C������	

〈zs
t + Ekzs − s(zs)−,−(zs)−e2c0t〉Dk = 〈fk,−(zs)−e2c0t〉Dk . (2.25)

B ��	�� uk
0 ≥ 0 	��# ��	! "	 (uk

0)− = 0� (	��

−
∫

Qk
0,T

zs
t (z

s)−e2c0tdxdt =
1
2
e2c0T

∫
Ωk

T

|(zs)−|2dx − 1
2

∫
Ω

|(uk
0)

−|2dx−

− c0

∫
Qk

0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt ≥ −c0
∫

Qk
0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt.

�#�� �	�	!

〈Ekzs,−(zs)−e2c0t〉Dk =
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

ai|zs
xi
|p−2zs

xi
[−(zs)−]xi + c|(zs)−|2

]
e2c0tdxdt =



;A ���� �����	

=
∫

Qk
0,T

[ n∑
i=1

ai|[(zs)−]xi |p + c|(zs)−|2
]
e2c0tdxdt ≥ c0

∫
Qk

0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt.

/��	#������� ,� 	,���� �� ��#������) N��)��#�! 
 $6�6�% 	�#���&�	 ��#������)
s
∫

Qk
0,T

|(zs)−|2e2c0tdxdt ≤ ||fke
c0t;L2(Qk

0,T )|| · ||(zs)−ec0t;L2(Qk
0,T )||! 
�����

||s(zs)−;L2(Qk
0,T )|| ≤ C18(c0) · ||fk;L2(Qk

0,T )||. (2.26)

B #���
��
 $6��% 	��# ��	 Ekzs = fk − zs
t + s(zs)− ∈ L2(Qk

0,T )� (	�� 
 ��	�
��	#��� �� 	,��	� $6�6<%! $6�6>% �������&! "	

||Ekzs;L2(Qk
0,T )||2 ≤ C19(||fk;L2(Qk

0,T )||2 + ||fk,t;L2(Qk
0,T )||2 +

+ ||fk(0) − Ekuk
0 ;L

2(Ωk)||2),
�� C19 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� k, s� (��#� ���
 �	�����	�

(����+���� -� ����= k ∈ NE k > 4E 5�160/3�@7� /�65� �5��?F�00� CE uk
0 ∈

∈ W 2,2(Ωk)E Gkuk
0 ∈ L2(Ωk)E {zs}s∈N " �678�?650�7�@ 4 �5��?F�00� C� �6?� ?8�

7��8�� l, RE >6 4�?6568@0�3�@ /�65/

l, R ∈ N, 2l < R < k − 1, (2.27)

5�160/A�@7� 62�01�∫
Ql

0,T

[
|zs|2 +

n∑
i=1

|zs
xi
|p + |zs

t |2 + |Ekzs|2
]
dxdt ≤ C20(R) ?8� 57�� s ∈ N, (2.28)

?� C20(R) > 0 " 7��8�E �1� 0� 4�8�F��@ 5�? s, k, l�

���������� 3�1�' ���	��-�)�
 ��	�� ���#� ���
� /�
)���	 v = zsϕRe−2λt � $6��%
�� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0; τ)! �� ϕR ��
������ � $6��%! τ ∈ (0;T ]! λ ∈ R� K����)��
ϕR = 0 �� Ω \ ΩR! �	 �����#�����
 �#	�	�
�) �	 QR

0,τ � (	��

1
2

∫
ΩR

t

|zs|2ϕRe−2λtdx

∣∣∣∣t=τ

t=0

+

τ∫
0

〈Ekzs(t), zs(t)ϕR〉Dke−2λtdt+

+ λ

∫
QR

0,τ

|zs|2ϕRe−2λtdxdt ≤
∫

QR
0,τ

fkz
sϕRe−2λtdxdt, τ ∈ (0;T ]. (2.29)

B�����! ���	#������� ���� 6 �� ��#������) R���! 	��# ��	 	,����

(2c0 + 2λ)y(τ) ≤
∫

ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+ 2

∫
QR

0,τ

fkz
sϕRe−2λtdxdt+ 2P (R)yp/2(τ) ≤
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≤
∫

ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+

∫
QR

0,τ

|fk|2ϕRe−2λtdxdt + y(τ) + 2
(
y(τ)
2/p

+
[P (R)]

2/p
2/p−1

2/p
2/p−1

)
,

�� y(τ) =
∫

QR
0,τ

|zs|2ϕRe−2λtdxdt! τ ∈ (0;T ]� /��#���� λ = −2c0 +1! �������	 	,����

y(τ) ≤ C21

(
P

2
2−p (R) +

∫
ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+

∫
QR

0,τ

|fk|2ϕRdxdt

)
, τ ∈ (0;T ].

K����)�� k > R+ 1! �	 uk
0 = u0! fk = f ��
 |x| < R� /#�1������ ����
� y(τ) � P (R)!


 �	��#���)	0 	,���� ����	 	�#���&�	 ��#������)∫
QR

0,T

|zs|2ϕRdxdt ≤ C22

(
R

n−1+ω+
2νp
2−p +

∫
ΩR

|u0|2ϕRdx+
∫

QR
0,T

|f |2ϕRdxdt

)
, (2.30)

�� C22 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� k, s, R� K����)�� l, R, k �

�� 
 ��	�� $6�6�%!
�	 (R/2)β ≤ ϕR(x) ≤ Rβ ��
 x ∈ Ωl� (	�� 
 $6�:@% 	��# ��	! "	∫

Ql
0,T

|zs|2dxdt = (R/2)−β(R/2)β

∫
Ql

0,T

|zs|2dxdt ≤ (R/2)−β

∫
Ql

0,T

|zs|2ϕRdxdt ≤

≤ C23R
−β

(
R

n−1+ω+
2νp
2−p +

∫
ΩR

|u0|2ϕRdx+
∫

QR
0,T

|f |2ϕRdxdt

)
.

K����)�� n−1+ω+ 2νp
2−p −β = n−1+ω+ 2νp

2−p − 3p−2
2−p −ω = n− 2p

2−p + 2νp
2−p � ���	��&�)�


��#������) ϕR ≤ Rβ! �	 	��# ��	∫
Ql

0,T

|zs|2dxdt ≤ C24

(
R

n− 2p
2−p +

2νp
2−p +

∫
ΩR

|u0|2dx+
∫

QR
0,T

|f |2dxdt
)

≤ C25(R). (2.31)

�#�� �	�	! �#� λ = 0 
 $6�6�% �� ���� 6 �������	∫
ΩR

τ

|zs|2ϕRdx+ 2(a0 − κ)
∫

QR
0,τ

n∑
i=1

|zs
xi
|pϕRdxdt ≤

∫
ΩR

|uk
0 |2ϕRdx+

+ 2
∫

QR
0,τ

fkz
sϕRdxdt− 2c0

∫
QR

0,τ

|zs|2ϕRdxdt + 2P (R)
( ∫

QR
0,τ

|zs|2ϕRdxdt

)p/2

, τ ∈ (0;T ],

�� κ > 0! "	 #�
	� 
 $6�:@% ����) ��#������)

max
τ∈[0,T ]

∫
ΩR

τ

|zs|2ϕRdx +
∫

QR
0,T

n∑
i=1

|zs
xi
|pϕRdxdt ≤ C26(R). (2.32)



;: ���� �����	

B����� � $6�:�% 	��# ��	 	,����

max
τ∈[0,T ]

∫
Ωl

τ

|zs|2dx+
∫

Ql
0,T

n∑
i=1

|zs
xi
|pdxdt ≤ C27(R). (2.33)

��
 �	�	 "	� 	�#����� 	,���� zs
t ! #	
��
���	 �	�	�� �� 
�����D ��
 ε ∈ (0; 1]


��'�� ζε ∈ Hk ∩C([0;T ];L2(Ωk)) ����! "	 ζε(0) = uk
0 �

〈ζε
t (t) + Ekζε(t) − s(ζε(t))−, v〉Hk + ε〈Gkζε(t), v〉Hk = 〈fk(t), v〉Hk , (2.34)

��
 t ∈ (0;T )! v ∈ Hk� B���� ��	! "	 ,
 +���,�
 ζε 
��� ��) � ��� ����� s, k! ���
��
 ��#	"���
 
����� ,� ������� ���
 ζε 	����������	� =� � � ���#� ���
1 � �� 6
�	��
�&�	! "	 ���� +���,�
 ζε ����&! �! �#�� �	�	! ζε

t , E
kζε + εGkζε ∈ L2(Qk

0,T )� C�
	�#���&�	 ζε 
� �#���,- � ����	�����1 �#	��	#�1 �	����	��	��� {ζε,m}m∈N +���,�'
����
�� $6��%! 
�� 
��	�	�)�
-�) ����	� #���	���' $6��@%! $6���%� =� � 	,���� $6��6%.
$6��<%! �������	! "	∫
Qk

0,T

[
ε|∇xζ

ε,m|2 +
n∑

i=1

|ζε,m
xi

|p + |ζε,m|2
]
dxdt ≤ C28

(∫
Ωk

|uk
0 |2dx+

∫
Qk

0,T

|fk|2dxdt
)
, (2.35)

||Ekζε,m; [Hk]∗|| ≤ C29(k), ||√ε Gkζε,m; [Hk]∗|| ≤ C30(k), (2.36)

||ζε,m
t (0);L2(Ωk)|| ≤ ||fk(0) − Ekuk

0 − εGkuk
0 ;L

2(Ωk)|| ≤
≤ ||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)|| + ||Gkuk

0 ;L2(Ωk)||, (2.37)

�� C28 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� m, ε, s, k! � C29, C30 > 0 � �����! 
�� ��

��� ��) ��� m, ε, s�
3�1�' T1 ∈ (0;T )! h ∈ (0;T − T1)! t ∈ (0;T1)! vh = (ζε,m,+h − ζε,m)/h� B #���	���

$6��>% 	��# ��	! "	∫
Ωk

t

[
vh

t v
h +

n∑
i=1

(ε+ b̃i)|vh
xi
|2 + c|vh|2 − s

h
[(ζε,+h)− − (ζε)−]vh

]
dx =

∫
Ωk

t

(f+h
k − fk)
h

vhdx,

�� +���,�0 b̃1, . . . , b̃n ≥ 0 ��
����-�)�
 ����	����	 
� � ���#� ���� �� ���� 	�#�.
��&�	 	,���� $6���% ��
 ���	0 +���,�0 vh� /��	#������� 00 �� �	��#���- #������)!
	��# ��	∫

Ωk
τ

|vh|2dx+
∫

Qk
0,τ

ε|∇xv
h|2dxdt ≤ C31

(∫
Ωk

|vh(0)|2dx +
∫

Qk
0,τ

∣∣∣∣ (f+h
k − fk)
h

∣∣∣∣2dxdt), (2.38)

τ ∈ (0;T1)! �� C31 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� h,m, ε, s, k, T1� A#	����� ��#��.
����
 
� �#� 	�#������ 	,���� $6��?%! �������	 ��������
 �	1����1 ζε,m

t ! ζε,m
x1 t ! � � � !

ζε,m
xn t ∈ L2(Q0,T1)� �#�� �	�	! 
 $6�:?% � $6�:�% 	�#���&�	 	,����∫

Qk
0,T1

[|ζε,m
t |2 + ε|∇xζ

ε,m
t |2]dxdt ≤ C32

(
||fk(0) − Ekuk

0 ;L
2(Ωk)||2 +
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+ ||Gkuk
0 ;L2(Ωk)||2 +

∫
Qk

0,T1

|fk,t|2dxdt
)
, T1 ∈ (0;T ), (2.39)

�� C32 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� ε, s,m, k, T1�

/��	#������� ���� ��: 46@! M� 6@5! 	�#���&�	! "	 +���,�0 ζε ���	 
��	�	�)�
.
�����) 	,���� $6�:�%! $6�:>%! $6�:�%� (	�� 	��# ��	 ��������
 ���	0 �	����	��	���
{εj}j∈N! εj → +0 �#� j → ∞! "	 ζεj → ζ �����	 � Dk �� ���)�	 � L2(Qk

0,T )! ζεj

t → ζt
�����	 � L2(Qk

0,T )! Ekζεj → χ̃1 �����	 � [Hk]∗! √εjζ
εj → χ̃2 �����	 � Hk �#� j → ∞�

B �	�	! "	
√
εjζ

εj → χ̃2 � ζ
εj → ζ! 
	�#���! �����	 � L2(Qk

0,T ) #	���	 ����	�	�! "	
χ̃2 = 0� B ���� <�� 466! �� �?5 �������	! "	 (ζεj )− → (ζ)− ���)�	 � L2(Qk

0,T )� �#��
�	�	!

√
εj G

kζεj → χ̃3 �����	 � [Hk]∗! �	�� εj G
kζεj → 0 �����	 � [Hk]∗ �#� j → ∞�

���� �	��
�&�	! "	 χ̃1 = Ekζ $���� 4��! M� ���5% �� ��! "	 ζ = zs�

3�1�' j ∈ N! τ ∈ (0;T )! δ ∈ (0;T − τ)� /�
)���	 � #���	��� $6�:<% ε = εj ! �
v = 1

δ (ζεj (t + δ) − ζεj (t))ϕR ∈ Hk �� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0, τ)� N�������) +���,�0 ζεj

�	�	�	 � ��� ��#�'�� �	 �#���,� �#� δ → +0 � 	�#����� #������)∫
QR

0,τ

[
|ζεj

t |2ϕR + εj

n∑
i=1

ζεj
xi

(ζεj

xi tϕ
R + ζ

εj

t ϕR
xi

) +
n∑

i=1

ai|ζεj
xi
|p−2ζεj

xi
(ζεj

xi tϕ
R + ζ

εj

t ϕR
xi

) +

+ cζεj ζ
εj

t ϕR − s(ζεj )−ζεj

t ϕ
R

]
dxdt =

∫
QR

0,τ

fζ
εj

t ϕRdxdt, τ ∈ (0;T ].

B�����#������ ��������� $���� 
���� ���
 �%! 
����� 	��# ��	

εj

2

∫
ΩR

t

n∑
i=1

|ζεj
xi
|2ϕRdx

∣∣∣∣t=T

t=0

+
1
p

∫
ΩR

t

n∑
i=1

ai|ζεj
xi
|pϕRdx

∣∣∣∣t=T

t=0

+
s

2

∫
ΩR

t

|(ζεj )−|2ϕRdx

∣∣∣∣t=T

t=0

+

+
∫

QR
0,T

[
|ζεj

t |2ϕR + εj

n∑
i=1

ζεj
xi
ζ

εj

t ϕR
xi

+
n∑

i=1

ai|ζεj
xi
|p−2ζεj

xi
ζ

εj

t ϕR
xi

+ cζεj ζ
εj

t ϕR

]
dxdt =

=
∫

QR
0,T

fζ
εj

t ϕRdxdt. (2.40)

=� � � ���� 6 ��
)���	 r = 2p
2−p $������&�	! "	

1
p′ + 1

2 + 1
r = 1 � �	�� abc ≤ ap′

p′ + b2

2 + cr

r %
� ��
 �	 �	�	 κ1 > 0 	�#���&�	∣∣∣∣ n∑

i=1

ai|ζεj
xi
|p−2ζεj

xi
ζ

εj

t ϕ
R
xi

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

ai · |ζεj
xi
|p−1 · |ζεj

t | · |ϕ
R
xi
|

ϕR
· ϕR ≤

≤ κ1|ζεj

t |2ϕR + C33(κ1)
( n∑

i=1

|ζεj
xi
|pϕR +

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1

)
.



;; ���� �����	

B $6�:6% 	��# ��	 	,����
∫

QR
0,T

n∑
i=1

|ζεj
xi |pϕRdxdt ≤ C34(R)� ��
 �	 �	�	 κ2 > 0 ��.

�����	 fζ
εj

t ≤ κ2|ζεj

t |2 + C35(κ2)|f |2� /#�1	��-�� ,� 	,���� �� ��! "	 (ζεj )−|t=0 =
= (uk

0)
− = 0! ����
 ��������#��1 ��#���	#��) 
 $6�<@% 	��# ��	∫
QR

0,T

[
(1 − κ1 − κ2)|ζεj

t |2ϕR +
√
εj

n∑
i=1

√
εjζ

εj
xi
ζ

εj

t ϕR
xi

+ cζεj ζ
εj

t ϕR

]
dxdt ≤

≤
∫

ΩR
0

[ n∑
i=1

(
εj

2
|uk

0,xi
|2 +

ai

p
|uk

0,xi
|p

)
+
s

2
|(uk

0)
−|2

]
ϕRdx+ C36(κ1,κ2)

∫
QR

0,T

[ n∑
i=1

|ζεj
xi
|pϕR +

+ |f |2ϕR +
|ai|r · |ϕR

xi
|r

|ϕR|r−1

]
dxdt ≤

∫
ΩR

0

n∑
i=1

(
εj

2
|uk

0,xi
|2 +

ai

p
|uk

0,xi
|p

)
ϕRdx+C37(κ1,κ2, R)+

+ C38(κ1,κ2)
∫

Qk
0,T

[
|f |2ϕR +

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1

]
dxdt, (2.41)

�� C37 �� 
��� ��) ��� εj , s, k! C38 �� 
��� ��) ��� εj , s, k, R� /��	#���	��-�� 	,����
$6�:�%! ����	 �	��
���! "	 ��
 �	 �	�	 +���	���	�	 R > 0 �#���,
 �#��	�	 �	�����

���� � $6�<�% �#� j → ∞ �	#���-& ���-� B#	
����	! "	 �#���,
 ��#�	�	 �	�����
��#��� � $6�<�% �� �	#���-& ���-� 3�1�' κ1 + κ2 ∈ (0; 1)� /

��� 
 	�	1 ������
$6�<�% �� �- �#���,- �#� j → ∞ 	��# ��	! "	 +���,�
 ζ $�	��	 zs% 
��	�	�)�
&
	,����∫
QR

0,T

[(1 − κ1 − κ2)|zs
t |2 + czszs

t ]ϕ
Rdxdt ≤ 1

p

∫
ΩR

0

n∑
i=1

ai|uk
0,xi

|pϕRdx+ C39(κ1,κ2, R) +

+ C40(κ1,κ2)
∫

Qk
0,T

[
|f |2 +

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1

]
dxdt.

�	�	�
�� ���� 6! �� �	��
���! "	
∫
ΩR

|ϕR
xi

|r
|ϕR|r−1 dx ≤ C41R

n−1+ω. �#�� �	�	!

|czszs
tϕ

R| ≤ κ3|zs
t |2ϕR +C42(κ3)|zs|2ϕR! κ3 > 0� (	�� ����
 ���������1 ��#���	#��)


 �	��#���)	0 ��#���	��� �� $6�:@% 	�#���&�	∫
QR

0,T

|zs
t |2ϕRdxdt ≤ C43(R). (2.42)

B����� � $6�:�% 	��# ��	 	,����∫
Ql

0,T

|zs
t |2dxdt ≤ C44(R). (2.43)
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3�1�' τ ∈ (0;T ]! ws(τ) = (
∫

Qk
0,τ

|s(zs)−|2ϕRe2c0tdxdt)1/2 �= 0� (	�� ��
)���	 � #��.

�
��� $6��% +���,�- v = −s(zs)−ϕRe2c0t �� 
�����#�&�	 
� t ∈ (0; τ)� /��	#�������
��#������) N��)��#�! �������	! "	

−Is(τ) + w2
s(τ) ≤ ||fk

√
ϕRec0t;L2(Qk

0,τ )|| · ws(τ), (2.44)

��

Is(τ) =

τ∫
0

〈zs
t (t) + Ekzs(t), s(zs(t))−ϕR〉Dke2c0tdt = s

∫
Qk

0,τ

[
zs

t (z
s)−ϕR +

+
n∑

i=1

ai|zs
xi
|p−2zs

xi
([(zs)−]xiϕ

R + (zs)−ϕR
xi

) − c|(zs)−|2ϕR

]
e2c0tdxdt.

K,����	 ,�' �����#��� K����)��∫
Qk

0,τ

[
zs

t (z
s)− +

n∑
i=1

ai|zs
xi
|p−2zs

xi
[(zs)−]xi − c|(zs)−|2

]
ϕRe2c0tdxdt =

= −1
2

∫
ΩR

τ

|(zs)−|2ϕRe2c0τdx+

+
∫

QR
0,τ

[
−

n∑
i=1

ai|[(zs)−]xi |p + (c0 − c)|(zs)−|2
]
ϕRe2c0tdxdt ≤ 0,

�	

Is(τ) ≤ s

∫
QR

0,τ

n∑
i=1

|zs
xi
|p−1 · |(zs)−| · ai · |ϕR

xi
|e2c0tdxdt.

=� � � ���� 6 	�#���&�	 	,����

Is(τ) ≤ C45(R)s
n∑

i=1

( ∫
QR

0,τ

|zs
xi
|pϕRdxdt

)1/p′

·
( ∫

QR
0,τ

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
e2c0tdxdt

)1/r

·

·
( ∫

QR
0,τ

|(zs)−|2ϕRe2c0tdxdt

)1/2

= C45(R)
n∑

i=1

( ∫
QR

0,τ

|zs
xi
|pϕRdxdt

)1/p′

·

·
( ∫

QR
0,τ

|ai|r · |ϕR
xi
|r

|ϕR|r−1
e2c0tdxdt

)1/r

· ws(τ), τ ∈ (0;T ].

(	�� 
 $6�:6% �� ����
�� ϕ(R) �������	! "	 Is(τ) ≤ C46(R)ws(τ)! τ ∈ (0;T ]� (	�� 

$6�<<% 	��# ��	 	,���� ∫

QR
0,T

|s(zs)−|2ϕRdxdt ≤ C47(R). (2.45)



;= ���� �����	

K� �!
∫

Ql
0,T

|s(zs)−|2dxdt ≤ C48(R).

B #���
��
 $6��% 	�#���&�	 Ekzs = fk − zs
t + s(zs)− ∈ L2(Qk

0,T )� (	�� 
 ��	�
��	#��� �� 	,��	� $6�<6%! $6�<�% �������&! "	∫

QR
0,T

|Ekzs|2ϕRdxdt =
∫

QR
0,T

|fk − zs
t + s(zs)−|2ϕRdxdt ≤ C49(R), (2.46)

�	�� ∫
Ql

0,T

|Ekzs|2dxdt ≤ C50(R). (2.47)

B 	,��	� $6�:�%! $6�::%! $6�<:%! $6�<�% �������	 $6�6?%� (��#� ���
 �	�����	�

-� )
������� 
��
���� ������������
��������� ���	�
� �� 3�1�' u1! u2 � #	
�*

�� ��#���	��� $���% 
 +���,�
�� f1, u

1
0

�� f2, u
2
0 ����	����	! w = (u1 + u2)/2! +���,�
 wη & #	
�*

�	� 
����� 
 ��#����#	�

η > 0D ηwηt(t) + wη(t) = w(t)! t ∈ (0, T )! wη(0) = (u1
0 + u2

0)/2� B 4�>! M� ��5 ���	�	!
"	 wη ∈ K �� ����& �	����	�����) {wηs}s∈N $ηs → +0 �#� s → ∞%! 
�� 
����&�)�

�	 w �����	 � U(Qk

0,T ) �� ���)�	 � L2(Qk
0,T ) ��
 ���1 k ∈ N� (	�� 
 ���� ���? 46@!

M� :�5 �������& ��������
 ����	����	��	��� $�	
�����	 00 
�	�� {wηs}s∈N% ���	0! "	
||wηs(t) − w(t);L2(Ωk)|| → 0 �#� s → ∞ ��
 ��' � ���1 t ∈ (0;T )� K����)�� wηs !
w ∈ C([0;T ];L2(Ωk))! �	 wηs(t) → w(t) ���)�	 � L2(Ωk) ��
 ���1 t ∈ (0;T )�
3�1�' ψ ∈ Ψ� S���& l ∈ N ����! "	 ψ = 0 � Q0,T \Ql

0,T � A#�'�
��� � $���% v = wηs !
s ∈ N! f = fr! u0 = ur

0! r = 1, 2! 	�#���&�	 ��#���	���
τ∫

0

〈Alur, (wηs − ur)ψ〉V ldt+
∫

Q0,τ

[
(wηst − fr)(wηs − ur)ψ +

1
2
ψt|wηs − ur|2

]
dxdt ≥

≥ 1
2

∫
Ωτ

|wηs − ur|2ψdx− 1
8

∫
Ω0

|u1
0 − u2

0|2ψdx, r = 1, 2.

�	����� ,� ��� ��#���	���! 
 	,���� wηst(wηs − w) = −ηs|wηst|2 ≤ 0 �������	

τ∫
0

[〈Alu1, (wηs − u1)ψ〉V l + 〈Alu2, (wηs − u2)ψ〉V l ]dt+

+
∫

Q0,τ

[−f1(wηs − u1) − f2(wηs − u2)]ψdxdt+
1
2

∫
Q0,τ

[|wηs − u1|2 + |wηs − u2|2]ψtdxdt ≥

≥ 1
2

∫
Ωτ

[|wηs − u1|2 + |wηs − u2|2]ψdx− 1
4

∫
Ω0

|u1
0 − u2

0|2ψdx.

��#
������� s→ +∞ $ηs → +0%! 	�#���&�	

1
2

∫
Ωτ

|u1 − u2|2ψdx+

τ∫
0

〈Alu1 −Alu2, (u1 − u2)ψ〉V ldt ≤ 1
2

∫
Ω0

|u1
0 − u2

0|2ψdx+
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+
1
2

∫
Q0,τ

|u1 − u2|2ψtdxdt +
∫

Q0,τ

(f1 − f2)(u1 − u2)ψdxdt, τ ∈ (0;T ]. (3.1)

A#�������	 ����#! "	 f1 = f2! u
1
0 = u2

0� /�
)���	 � $:��% ψ = ϕRe−2λt! �� λ > 0
����! "	 α = 2c0 + 2λ > 0� (	�� $:��% �� 	,���� $6���% 
 κ = a0 �����) ��#��.
����) αy(τ) ≤ P (R)yp/2(τ), �� y(τ) =

∫
Q0,τ

|u1 − u2|2ϕRe−2λtdxdt! τ ∈ (0;T ]� (	��

αyp/2(T )[y
2−p
2 (T ) − P (R)/α] ≤ 0! 
����� 	�#���&�	 ��#������) y

2−p
2 (T ) ≤ P (R)/α!

�	��	! ( ∫
Q0,T

|u1 − u2|2ϕRe−2λtdxdt

)2−p
2

≤ C51R
(n−1+ω)

2−p
2 +νp, (3.2)

�� C51 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� R� 3�1�' l ∈ N! R ∈ R! R > 2l� C�
�	��
�����! "	 ϕR(x) ≥ (R/2)β ��
 x ∈ Ωl� (	�� 
 $:�6% 	��# ��	 	,����∫

Ql
0,T

|u1 − u2|2dxdt ≤ C52R
−β

∫
QR

0,T

|u1 − u2|2ϕRe−2λtdxdt ≤

≤ C53R
− 3p−2

2−p +n−1+
2νp
2−p = C53R

n− 2p
2−p +

2νp
2−p , (3.3)

�� C53 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� R� K����)�� n − 2p
2−p + 2νp

2−p < 0! �	 ��#
.
������� � $:�:% R → +∞! 	�#���&�	 u1 = u2 ��' � ��#�
) � Ql

0,T ! l ∈ N� K� �!

u1 = u2 ��' � ��#�
) � Q0,T �

��������� ���	�
� 
� 3�1�' k, l ∈ N! l < k! w ∈ Dk� B ����1 �#���"��) �����.
��-�) ��������
 Dk ⊂ L2(Qk

0,T ) ⊂ [Dk]∗� =�"	 Ekw ∈ L2(Qk
0,T )! �	 〈Ekw, v〉Dk =

=
∫

Qk
0,T

Ekwv dxdt, v ∈ Dk� A	
�����	 ��#�
 Ekw|l ����' ������� 
 �#	��	#� [Dl]∗!

"	 〈Ekw|l, v〉Dl = 〈Ekw, ṽ〉Dk ��
 ���1 v ∈ Dl� (�� ṽ ∈ Dk � �#	�	� ���
 v �����
�	
� Ql

0,T � =�"	 
�	�� E
kw ∈ L2(Qk

0,T )! �	

〈Ekw|l, v〉Dl = 〈Ekw, ṽ〉Dk =
∫

Qk
0,T

Ekwṽ dxdt =
∫

Ql
0,T

Ekw|lv dxdt =
∫

Ql
0,T

Ekwv dxdt,

v ∈ Dl� (	�� 
�����) Ekw|l �	 �� ������ Ekw�

3�1�' k, s ∈ N! zs = uk,s 
��	�	�)�
& $6��%! $6�?%� B ���#� ���
 � �������&! "	
���� +���,�
 uk,s ∈ Dk ����&� B ���#� ���
 6 �������	 	��� �����) �	����	��	���
{uk,s}s∈N � �#	��	#� Dk �� �	����	��	���' {uk,s

t }s∈N! {Ekuk,s}s∈N! {s(uk,s)−}s∈N

� �#	��	#� L2(Qk
0,T )� (	�� ����& ����	����	�����) $�	
�����	 00 ��� ���	 ��#�


{uk,s}s∈N% ����! "	 u
k,s → uk �����	 � Dk �� ���)�	 � L2(Qk

0,T )! Ekuk,s → χ̃k �����	

� L2(Qk
0,T )! uk,s

t → uk
t �����	 � L

2(Qk
0,T ) �#� s→ ∞�

B ���#� ���
 � ��&�	! "	
∫

Qk
0,T

(uk,s
t +Ekuk,s − s(uk,s)− − fk)v dxdt = 0 ��
 ���1

v ∈ L2(Qk
0,T )� A#�'�
��� (v − uk,s)ψ 
�����) v! �� v ∈ L2(Qk

0,T )! ψ ∈ L∞(Qk
0,T )!



;? ���� �����	

v, ψ ≥ 0! �� ���	#������� 	,���� $6�:%! 	�#���&�	 ��#������)∫
Qk

0,T

(uk,s
t +Ekuk,s − fk)(v−uk,s)ψ dxdt = s

∫
Qk

0,T

(−v−− [−(uk,s)−])(v−uk,s)ψ dxdt ≥ 0.

��#
������� s → ∞! 	��# ��	! "	 ∫
Qk

0,T
(uk

t + χ̃k − fk)(v − uk)ψdxdt ≥ 0 ��
 ���1

v ∈ L2(Qk
0,T )! ψ ∈ L∞(Qk

0,T )! v, ψ ≥ 0� A#�'���	 ψ ≡ 1 �� 
� � � 4��! �� :��5 �	�� ��	!
"	 χ̃k = Ekuk � uk ≥ 0�
3�1�' l, k, R 
��	�	�)�
-�) ��	�� $6�6�%� B 	,���� $6�6?% �������	∫

Ql
0,T

[
|uk,s|2 +

n∑
i=1

|uk,s
xi

|p + |uk,s
t |2 + |Ekuk,s|2

]
dxdt ≤ C54(R), s ∈ N.

�� C54(R) > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� l, k, s� (	�� 
 ���� ��: 46@! �� 6@5 	�#���&�	∫
Ql

0,T

[
|uk|2 +

n∑
i=1

|uk
xi
|p + |uk

t |2 + |Ekuk|2
]
dxdt ≤ C55(R). (3.4)

(�� C55(R) > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� l, k, s�
A#	�	� ��	 �	 �� +���,�- uk ����� �	
� 	�����) Qk

0,T � (	�� �	����	�����)

{uk}k∈N ��& ����������)D ��
 �	���)��1 l ∈ N! +���,�' v ∈ L2
���

(Q0,T )! v ≥ 0! ��
ψ ∈ Ψ! ψ = 0 �� Q0,T \Ql

0,T ! � ��
 ���1 k ≥ l ��#��� �&�)�
 ��#������)∫
Ql

0,T

(uk
t + Ekuk − fk)(v − uk)ψ dxdt ≥ 0. (3.5)

�	���	 ��#���	��� $:��% 
������� ��
 k ∈ N �� m ∈ N! k,m ≥ l� /�� ������	!
"	 m ≥ k > R+ 1! �� 0 < R < l� A#�'���	 � 	�#�����' ��#���	��� v = (uk + um)/2!
ψ ∈ Ψ! ψ = 0 �� Q0,T \QR

0,T � A���
 ���������1 ��#���	#��) 	��# ��	! "	

1
2

∫
ΩR

t

|uk − um|2ψdx
∣∣∣∣t=τ

t=0

+
∫

QR
0,τ

(Ekuk − fk)(uk − um)ψdxdt −

−
∫

QR
0,τ

(Emum − fm)(uk − um)ψdxdt− 1
2

∫
QR

0,τ

|uk − um|2ψtdxdt ≤ 0, τ ∈ (0;T ].

A#�'���	 ψ = ϕRe−2λt $���� $6��%%! �� λ ∈ R� B ��	� �� ���� +���,�0 �� 	
������

	��#��	#� Ek 	�#���&�	

1
2

∫
ΩR

τ

|uk − um|2ϕRe−2λτdx+
∫

QR
0,τ

[ n∑
i=1

ai(|uk
xi
|p−2uk

xi
− |um

xi
|p−2um

xi
)[(uk − um)ϕR]xi +
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+ (c+ λ)|u − v|2ϕR

]
e−2λtdxdt ≤ 1

2

∫
ΩR

|uk
0 − um

0 |2ϕRdx+

+
∫

QR
0,τ

(fk − fm)(uk − um)ϕRe−2λtdxdt, τ ∈ (0;T ].

(	�� 
����� �� 
 $6���% � ��	� ��	#��� 	��# ��	∫
ΩR

τ

|uk − um|2ϕRe−2λτdx+ 2(a0 − κ1)
∫

QR
0,τ

n∑
i=1

(|uk
xi
|p−2uk

xi
− |um

xi
|p−2um

xi
)(uk

xi
−

− um
xi

)ϕRe−2λtdxdt+ (2c0 + 2λ− κ2)
∫

QR
0,τ

|uk − um|2ϕRe−2λtdxdt ≤

≤ 2P (R)
( ∫

QR
0,τ

|uk − um|2ϕRe−2λtdxdt

)p/2

+

+
∫

ΩR

|uk
0 − um

0 |2ϕRdx+
1

κ2

∫
QR

0,τ

|fk − fm|2ϕRe−2λtdxdt, (3.6)

�� κ1,κ2 > 0! P (R) � ����� 
 ���� 6! 
��� �� ��� κ1, R �� ��� λ� A#�'���	 κ1 = a0!
κ2 > 0! λ ���� ������! "	� α = 2c0 + 2λ− κ2 > 0� C������	 	,����

αyk,m(τ) ≤ P (R)yp/2
k,m(τ) + εk,m, (3.7)

�� εk,m =
∫
ΩR |uk

0 − um
0 |2ϕRdx + C56

∫
QR

0,T
|fk − fm|2ϕRe−2λtdxdt! C56 > 0 � �����!


�� �� 
��� ��) ��� k,m,R! yk,m(τ) =
∫

QR
0,τ

|uk − um|2ϕRe−2λtdxdt� 3�1�' l ∈ N�

B����	 �	���)�� ε > 0� /���#��	 R > 2l ����� �������! "	 Rn− 2p
2−p +

2νp
2−p < ε�

3�1�' k,m > R + 1� B ��	�� �$! �� ���	#� {fr}r∈N 	�#���&�	! "	 εk,m = 0� =� �
	,���� $:�:% �#� �	������� ��	#��� � 
 $:��% 	��# ��	∫

Ql
0,T

|uk − um|2dxdt ≤ C57R
n− 2p

2−p+
2νp
2−p < C57ε.

(�� C57 > 0 � �����! 
�� �� 
��� ��) ��� l, k,m,R, ε� K� �! �	����	�����) {uk}k∈N

& +����������)�	- � L2(Ql
0,T )! �	�� ���)�	 
�� �	- � ,)	�� �#	��	#� �	 ��
�	�	

ũl� 3�1�' u � ���� +���,�
! "	 u(x, t) = ũl(x, t) ��
 ��' � ���1 (x, t) ∈ Ql
0,T ! l ∈ N�

K������	! "	 ���� +���,�
 ��
������ �	#����	 �! �#�� �	�	! ��
 ���1 +���	����1
l ∈ ND uk → u ���)�	 � �#	��	#� L2(Ql

0,T )� T
 
�� ����)! #�
	� 
 	,���	- $:�>%!
�����) +����������)����) $� �	�� 
�� ����)% �	����	��	��� {uk}k∈N �	 u � �#	��	#�
C([0;T ];L2(Ωl))! l ∈ N� K����)�� uk ≥ 0! �	 u ≥ 0�
K�#����� 
�� �	��� #�
	� 
 	,���	- $:�<%! #�+����������- �#	��	#�� L2(Qk

0,T )
�� W 1,p(Qk

0,T ) �����) ��� ��������
 ���	0 ����	����	��	��� {ukm}m∈N⊂{uk}k∈N! "	



<A ���� �����	

ukm →u � C([0;T ];L2(Ωl))! ���)�	 � L2(Ql
0,T ) �� �����	 � U(Ql

0,T )! ukm
t →ut �����	

� L2(Ql
0,T )! Ekmukm → χ �����	 � L2(Ql

0,T ) �#� m → ∞ ��
 �	 �	�	 l ∈ N! ��

χ ∈ L2
���

(Q0,T )�
3�1�' s ∈ N! R > 0!R < s < km� �	�����	! "	 ��
 ���1 g ∈ U���(Q0,T ) ��R > 0 ��.

�	��&�)�
 #������) 〈Asu, gϕR〉U(Qs
0,T ) = 〈χ, gϕR〉U(Qs

0,T )� 3�1�' m ∈ N! w ∈ U���(Q0,T )!
Zm =

∫
QR

0,T
Ekmukm(ukm−w)ϕRdxdt−〈Asw, (ukm − w)ϕR〉U(Qs

0,T )� /��	#������� 	,��.

�� $6���% 
 κ = a0 	��# ��	! "	

Zm ≥ c0

∫
QR

0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt− P (R)
( ∫

QR
0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt

)p/2

. (3.8)

B ��#���	��� $:��% $fkm = f � 	������ QR
0,T % �������	 	,����∫

QR
0,T

Ekmukm ukmϕRdxdt ≤
∫

QR
0,T

(ukm
t − f)(v − ukm)ϕRdxdt +

∫
QR

0,T

Ekmukm vϕRdxdt

��
 ���1 v ∈ L2
���

(Q0,T )! v ≥ 0� (	�� 
 $:�?% �� 	�����)	0 	,���� �������	

c0

∫
QR

0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt − P (R)
( ∫

QR
0,T

|ukm − w|2ϕRdxdt

)p/2

≤ Zm ≤

≤
∫

QR
0,T

(ukm
t − f)(v − ukm)ϕRdxdt+

∫
QR

0,T

Ekmukm vϕRdxdt−
∫

QR
0,T

Ekmukm wϕRdxdt−

− 〈Asw, (ukm − w)ϕR〉U(Qs
0,T ).

��#
������� m→ ∞! ����
 ��
�����1 ��#���	#��) 	��# ��	

c0

∫
QR

0,T

|u− w|2ϕRdxdt ≤ P (R)
( ∫

QR
0,T

|u− w|2ϕRdxdt

)p/2

+
∫

QR
0,T

[(ut − f)(v − u)ϕR +

+ χ(v − w)ϕR]dxdt − 〈Asw, (u − w)ϕR〉U(Qs
0,T

).

A#�'�
��� v = u $"	 
��	��	%! 	��# ��	 	,����

c0

∫
QR

0,T

|u− w|2ϕRdxdt ≤ P (R)
( ∫

QR
0,T

|u− w|2ϕRdxdt

)p/2

+ 〈χ−Asw, (u− w)ϕR〉U(Qs
0,T ).

A#�'���	 ��� w = u − λg! �� λ > 0! g ∈ U���(Q0,T )! �������	 λ �� �	�����	 �� λ�
C������	

c0λ

∫
QR

0,T

|g|2ϕRdxdt ≤ λp−1P (R)
( ∫

Q0,T

|g|2ϕRdxdt

)p/2

+ 〈χ−As(u− λg), gϕR〉U(Qs
0,T ).
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��#
������� λ→ +0! 
 ��������#�#��	��� 	��#��	#� As 	��# ��	 ���� ��#������)
0 ≤ 〈χ−Asu, gϕR〉U(Qs

0,T
). B����� 〈χ, gϕR〉U(Qs

0,T
) = 〈Asu, gϕR〉U(Qs

0,T
) $4��! �� ��65%�

3�1�' ψ ∈ Ψ! v ∈ L2
���

(Q0,T )! v ≥ 0� /�
)���	 s ∈ N ����! "	� ψ = 0 � Q0,T \Qs
0,T �

��#
������� � $:��% m → ∞! 	�#���&�	 ∫
Qs

0,τ
(ut + Asu − f)(v − u)ψdxdt ≥ 0 ��


���1 τ ∈ (0;T ]� K� �! u & ���)��� #	
�*

�	� ��#��,�'�	0 ��#���	��� $���%� (�	#���
�	�������

9� �� ���� !�"� 1����	B �����
������
� ��� ��������� 
�������������
� CC5�
� ��� �
9@8<� � 1� ;:� D:� � 0� 9@@�:9=�

:� #$%&'�() *� EFG HIJ KHLJJ MFLJ�LNLHOP�MFIJ QIJ JRHFP�RN QIJ IMFLP�RNJ LFS QIG�TIIJ ULGP�IHHIJ
QF POUI ULGLVRH�MFI CCWRTL LKPL GIQ�PLH JRK�IPLP�J JKX�INP�LGFY FUUJLH�INJ�J� � 9@8=� � EIG�
;� � ZRH� 9A� D8� � [� 8�<<�

8� +,-.�/ 0�� 1,�-)2$( 3� \JP�YLPIJ RN PXI JFUURGP R] JRHFP�RNJ R] ULGLVRH�K TLG�LP�RNLH
�NIMFLH�P�IJ CC ,HH� ^� _LPX� � 9@>=� � ZRH� :A� � [� ?:�@>�

;� 4
5��� 6�7� `���������� ���������� ��������
� ��� ����
����� �	��a b��� ��� �����  ����
	�
� ����� � 7����� :AA9�

<� �	�	8����� !�9� 3 ������ c�&� � ������� ���
�#��  ������ ��� ����
��B� ������
������B� �B��
��%#���� �������������� ��������� �
����� ������� CCb�  �����
������B� ���������� � 9@>8� � 1� @� D;� � 0� =?:�=@9�

=� :� +-(-)-;;< =�� 0-,-,< >�3� dN PXI eLFKXO UGRVHIY LNQ �N�P�LH PGLKIJ ]RG L QIfINIGLPI
ULGLVRH�K IMFLP�RN CC gGLNJLKP�RN R] PXI h_E� 9@?@� � ZRH� 89;� D9� � [� 9?>�::;�

>� :� +-(-)-;;< =�� 0-,-,< >�3� WRN�NIfLP�TI JRHFP�RNJ R] PXI ITRHFP�RN U�iLUHLK�LN IMFLP�RN�
,N�P�LH PGLKIJ LNQ eLFKXO UGRVHIY jXIN 1 < p < 2 CChGKX� kLP�RN� _IKX� LNQ hNLH� � 9@@A�
� ZRH� 999� D8� � [� ::<�:@A�

?� +,-.�/ 0� EIY�H�NILG IMFLP�RNJ �N R
N j�PXRFP KRNQ�P�RN LP �NlN�PO CChUUH� _LPX� LNQ

dUP�Y� � 9@?;� � ZRH� 9:� � [� :>9�:?:�
@� 4��	�� "�7� 3� ����������� �����&�	��
� �����B� ����� ��� ����������B� �������

�������� ��������� � ������������B� �����
�� ��� ������� �� �����������
� CC0���
	�
� 
���� � 9@@8� � 1� 8;� D;� � 0� 88�;A�

9A� +-,(�/ 1� \HH�UP�K LNQ ULGLVRH�K JIY�H�NILG UGRVHIYJ j�PXRFP KRNQ�P�RNJ LP �NlN�PO CChGKX�
kLP�RN� _IKX� LNQ hNLH� � 9@?@� � ZRH� 9A=� D8� � [� :9>�:;9�

99� 4��	�� "�7� m����� n���� ��� ����������B� �������������� ��������� ����������
���� ������� � ������������B� �����
�� CC��������B� �������B� ������� � :AAA� �
*B�� 9A� � 0� @�9<�

9:� 4��	�� 7�7� c����
���
� ������ n��)! ��� ������ ������������� ������������ ����
���� � ����	�
���� �� ����
������ �	����� �����
�� ��� �	�� �� ������������
�
CC5�
������ 	�
�� 	�
� ��� �� ����������� ��	)�
� o� o��� � p�������� 9@@<�

98� 9������	 ?�"� 7�����B� �������������� ���������� �B��
��%#���� �� �������
�����
� CC0��� 	�
� 
���� � 9@=8� � 1� ;� D:� � 0� 8;8�8<?�

9;� �/@�A- B�� >C,$;$ >� hN �NPG�NJ�K YIPG�K LUUGRLKX PR FN�MFINIJJ R] PXI URJ�P�TI eLFKXO
UGRVHIY ]RG ULGLVRH�K IMFLP�RNJ CC_LPXIYLP�JKXI qI�PJKXG�]P� � 9@@?�� ZRH� ::>�� [� 898�88<�

9<� ����� D�E�� ����
��B� 	�
��B ��&���� ���������� �����B� ������ � 5�� 9@>:�
9=� F	���� !�!� 3���������B� � ���
� ������������� ��&���� ��������B� ��  �����

������B� �����
���B� ���������� � c�� 9@?<�
9>� �	������ 9�F� `������������� ����������B� ��������
�� ��� �������B� �������

CCb�  ����������B� ���������� � 9@@=� � 1� 8:� D9A� � 0� 9�<�



<: ���� �����	

9?� G,H$(/&$ B� [LGLVRH�K TLG�LP�RNLH �NIMFLH�PO �N FNVRFN�Nf QRYL�N CC5�
� �
���$� � :AA8�
� 1� 9@� D:� � 0� 9=<�9?A�

9@� 4
5��� 6�7� 0��
�	� ������������ ����������� ��������
�� � ����	�
���� �����
�
CC*����� 7����� ���
�� 0��� 	����	�
� � 9@@@� � *��� <8� � 0� >>�?=�

:A� ?	������ I�� ?��5�� ��� J	 	��	� �� ��������B� �����
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�P$( 1,$(&< Q$;�<($' G(�P-,/�;R <S TUP�P�

������ TUP�P� G(�P-,/R;-;/U&$ *;,�� �

iIP T > 0� Ω ⊂ R
n VI L FNVRFNQIQ QRYL�N� Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}�

Qt1,t2 = Ω× (t1; t2)� K ⊂ Lp(0, T ;W 1,p

���
(Ω))∩L2

���
(Q0,T ) VI L KHRJFGI KRNTIS JFVJIP�

p ∈ (1; 2)� sI JIIt PXI ]FNKP�RN u ∈ K ∩ C([0; T ];L2
���

(Ω)) JFKX PXLP u JLP�JlIJ PXI
ULGLVRH�K TLG�LP�RNLH �NIMFLH�PO∫

Q0,τ

[
vt(v − u)ψ +

n∑
i=1

ai|uxi |p−2uxi [(v − u)ψ]xi + (cu− f)(v − u)ψ+

+ 1
2
ψt|v − u|2]dxdt ≥ 1

2

∫
Ωτ

|v − u|2ψdx− 1
2

∫
Ω0

|v − u0|2ψdx
]RG LHH PIJP ]FNKP�RN v LNQ ]RG LHH τ ∈ (0, T ] LNQ LGV�PGLGO PIJP ]FNKP�RNJ ψ ≥ 0�
v� sI JFUURJI PXLP u0 ∈ W 2,2

���
(Ω)� f, ft ∈ L2

���
(Q0,T )� KRIuK�INPJ a1, . . . , an YLO

�NKGILJI �] |x| → ∞� ,] JRYI LQQ�P�RNLH KRNQ�P�RNJ LGI JLP�JlIQ PXIN jI UGRTI PXLP
RFG TLG�LP�RNLH �NIMFLH�PO XLJ L FN�MFI JRHFP�RN�

B-R V<,)/� ULGLVRH�K TLG�LP�RNLH �NIMFLH�PO� �N�P�LH�TLHFI UGRVHIY� FNVRFNQIQ
QRYL�N�
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 ����'��� �	 #���	����0 6>��6�6@@:
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	 � ���� ������
� ��� ���� ������� � �������
��� � ����
������� ����� ��
������ ��	�	������ ��� ����
 ������� � p����
��� ��
�����
���

������� ����	� ���� ������� 	�	��
���� � ���������� ����� ������� p����
�
��������

�
 ��	
��
���� ��
� ������� � ����
�	���� � ���������� ����� D = {z : |z| < 1}
���������� ��  !� "�# ����� �!�� �$��$���

������� �
 ./01 234/5�� f(z) = z +
∞∑

k=2

fkzk � 67� 88 �1��94� �4�:���;4� < 1941


:�7�� 6 D= �1 f > 5�:� 234/5�� �/7�14�45��:?41@1 ���3�

%�& 	!��& !���� � "�# ��	
���� �!�$ �����'$��(�

�������� �
 ����< (nk) > A�17��B;� �17:�9164�7�? 4��3��:?4�� ;�7�:= � 234/5��

f � 67� 88 �1��94� f (nk) �4�:���;4� � 1941:�7�� 6 /�3A� D� ./01
∞∑

k=1

1
nk

= +∞, �1 f

> 5�:� 234/5���

)� *����$�� 	���	���!� +�+�  $�$�$�! ",#� (��& ����� ",#-"�# �!�� �$��$���

������� �
 ����< (nj) > A�17��B;� �17:�9164�7�? 4��3��:?4�� ;�7�: � n0 = 0�
C:� �1@1= 01D 9:� /1E418 �4�:���;418 6 D 234/5�8 f A 1941:�7�17�� 6 D 67��
�1��94�� f (nj) 6��:�6�:1= 01 f > 5�:� 234/5��= 4�1D��941 � 917���4?1= 01D �17:�

9164�7�? (nj) A�9161:?4�:� 3�163

lim
j→∞

{
ln nj − 1

nj

j∑
s=1

(ns − ns−1) ln(ns − ns−1)

}
= +∞. (1)

+$�! �!.�� ��!�� - ���!�!��� '� �$��$�� / 0��  !�!1 � 2 0+�+�  $�$�$��1
�!
�.!��3	( ��!��
3���� � �
( ������& � p4
�	���� � 	$�$��3��� ����������

�© ����� �����	
��
 ����



!" ��������� 	�
��

�
 ������������ ������� �
 �� �
 5$�!& ������( f(z) =
∞∑

k=0

fkzk !�!
�4

����! � ����� D = {z : |z| < 1}� ! n(w) - ��
3��	�3 ���$��� ����(��( f(z) = w �
�3��� ������ 6�����( f �!���!7�3	( p4
�	��� (p ∈ N) � D� (�'� n(w) ≤ p �
( �	��
w ∈ C � n(w0) = p �
( �$(��*� w0 ∈ C�
8� � � "9� :� ,;� ��# ���&�$��

p(ρ) =
1
2π

2π∫
0

n(ρeiθ)dθ

�

W (R) =

R∫
0

p(ρ)d(ρ2) =
1
π

2π∫
0

R∫
0

n(ρeiθ)ρdρdθ.

8�'� W (R) ≤ pR2 (p > 0) �
( �	�� R ∈ (0, +∞)� �� f �!���!7�3	( � 	$�$��3���
p4
�	��� � ����� D� <������
� �!�$= (�'� ������( f 7 p4
�	��� � ����� D� �� ���!
� �3��� ����� 7 � 	$�$��3��� p4
�	���� < ��.�*� >���� �	����3 0����� �!����
!�� "9�
	� 9?#1 p4
�	�� � 	$�$��3��� �������� (�� �$ 7 p4
�	�����
@����� "9� :� ;�# �!�$= (�'� f 7 � 	$�$��3��� p4
�	��� ������7� � D� �� �
( �	��

k ∈ N ��!��
3�� ������

|fk| ≤




Qpµpk
2p−1, p > 1/4,

Qp|f0|k−1/2 ln (k + 1), p = 1/4,

Qp|f0|k−1/2 ln1/2 (k + 1), 0 < p < 1/4,

�$ Qp = (p + 2)23p−1 exp{pπ2 + 1/2} � µp = max{|aν | : ν ≤ p}� <������
�� (�'�
������( f � 	$�$��3��� p14
�	�! � p ≥ p1� �� f 7 � 	$�$��3��� p4
�	���� %���
��
$�� ��!
!��� '� p ∈ N � ������	�����!�� ��
3�� �$�.� � �!�$�$��� �������
��>��

|fk| ≤ Qp max{|aν | : ν ≤ p}k2p−1 (k ≥ 1). (2)

@�����	������� �� ������� 	���!��� ���$�$�� �!�$ ��!*!
3�$��( �$��$��
��  !�!�

������� �
 ./01 �4�:���;4� 6 D 234/5�� f � 67� 88 �1��94� 3 7���94?1�3 p
:�7��
234/5�8 6 D= �1 f F 5�:� 234/5�� �/7�14�45��:?41@1 ���3�

���������� A	��
3�� ������!

f (n)(z) =
∞∑

k=0

(n + k)!
k!

fn+kzk

7 � 	$�$��3��� p4
�	��� � D ������7�� �� � �*
(�� �! �$�����	�3 0,1 �!7��

(n + k)!
k!

|fn+k| ≤ Qpk
2p−1 max

{
(ν + n)!

ν!
|fν+n| : ν ≤ p

}
=
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= Qpk
2p−1 max

{
(n + p)!

p!
|fn+p|, (n + p − 1)!

(p − 1)!
|fn+p−1|, . . . , n!

0!
|fn|

}
.

<���	� �
( k = p + 1 ������7��

|fn+p+1| ≤ Qp(p + 1)2p−1(p + 1)! max
{ |fn+p|

n + p + 1
,

|fn+p−1|
(n + p + 1)(n + p)

, . . . ,

|fn+1|
(n + p + 1) . . . (n + 2)

,
|fn|

(n + p + 1) . . . (n + 1)

}
.

A�
$� �
( �	�� k ≥ p

|fk+1| ≤ Bp

k + 1
max

{
|fk|, |fk−1|

k
, . . . ,

|fk−p+1|
k . . . (k − p + 2)

,
|fk−p|

k . . . (k − p + 1)

}
,

�$ Bp = Qp(p+1)2p−1(p+1)! @�����	������� �� �$�����	�3� ���������� ������7��

|fk+1| ≤ Bp

k + 1
max

{
Bp

k
max

{
|fk−1|, |fk−2|

k − 1
, . . . ,

|fk−1−p|
(k − 1) . . . (k − p)

}
,

|fk−1|
k

, . . . ,
|fk−p+1|

k . . . (k − p + 2)
,

|fk−p|
k . . . (k − p + 1)

}
=

=
B2

p

(k + 1)k
max

{
|fk−1|, |fk−2|

k − 1
, . . . ,

|fk−1−p|
(k − 1) . . . (k − p)

}
≤ · · · ≤

≤ Bk−p+1
p

(k + 1)k . . . (p + 1)
max

{
|fp|, |fp−1|

p
, . . . ,

|f1|
p!

,
|f0|
p!

}
= Cp

Bk
p

(k + 1)!
,

�$ Cp = :BCDE > 0� < �	�!��3�� �$�����	�� ���
��!7� '� f - ��
! ������( $�	���$�4
��!
3��*� ����� (��& �$ �$�$��'�7 Bp� %$��$�� � ���$�$���

!
 "����� ������� #
 ��������
 F����	���� �$�$�� '� �$ �	� f (n) � 	$4
�$��3��� p4
�	�� ������� � D� !
$ �	��7 ���	�!��! ��	
������	�3 (nj) �!�!� '� �	�
f (nj) � 	$�$��3��� p4
�	�� ������� � D� @�!
!���$��� '� n0 = 0� %���� (� >�
�
���!�!�� ��'$� �
( �	�� k ≥ 1 � j ≥ 0

|fnj+k| ≤ Qp
k2p−1k!
(nj + k)!

max
{

(nj + ν)!
ν!

|fnj+ν | : ν ≤ p

}
. (3)

<���$�!�

|fnj+ν | = |fnj−1+nj−nj−1+ν | ≤ Qp
(nj − nj−1 + ν)2p−1(nj − nj−1 + ν)!

(nj + ν)!
×

× max
0≤µ≤p

{
(nj−1 + µ)!

µ!
|fnj−1+µ|

}
. (4)

5$�!& 1 ≤ m ≤ nj+1 − nj � %��� � 0�1 � 091 �!7��

|fnj+m| ≤ Qp
m2p−1m!
(nj + m)!

max
0≤ν≤p

{
(nj + ν)!

ν!
Qp

(nj − nj−1 + ν)2p−1(nj − nj−1 + ν)!
(nj + ν)!

}
×



!4 ��������� 	�
��

× max
0≤µ≤p

{
(nj−1 + µ)!

µ!
|fnj−1+µ|

}

�� �	��
3��
(m + ν)!

ν!
≤ (m + p)!

p!
�
( �	�� m > 1 � 0 ≤ ν ≤ p� ��

|fnj+m| ≤ Q2
p

p!
m2p−1m!(nj − nj−1 + p)2p−1(nj − nj−1 + p)!

(nj + m)!
×

× max
0≤ν≤p

{
(nj−1 + ν)!

ν!
|fnj−1+ν |

}
.

<!	��	������ �� |fnj−1+ν | �$�����	�3 091� ����	�� (� ��'$� ������7��

|fnj+m| ≤ Q3
p

(p!)2
m2p−1m!
(nj + m)!

(nj − nj−1 + p)2p−1(nj − nj−1 + p)!×

×(nj−1 − nj−2 + p)2p−1(nj−1 − nj−2 + p)! max
0≤ν≤p

{
(nj−2 + ν)!

ν!
|fnj−2+ν |

}

�� ������
���� ����$	� ��������� �� ��!��
3��� �
( �	�� j ≥ 0� �	��
1 ≤ m ≤ nj+1 − nj � �$(��� ���!���� 	�!
�� Bp �$�����	��

|fnj+m| ≤ Bp

(
Qp

p!

)j
m2p−1m!
(nj + m)!

j∏
s=1

(ns − ns−1 + p)2p−1

j∏
s=1

(ns − ns−1 + p)! (5)

5$�����	�3 0�1 >��$ ������	�!�� � ���$�$��� �!��*� !�!
�*� �$��$�� +�+�  $4
�$�$���

������� �
 ����< (nj) > A�17��B;� �17:�9164�7�? 4��3��:?4�� ;�7�: � n0 = 0�
C:� �1@1= 01D 9:� /1E41@1 p ∈ (0, +∞) � /1E418 �4�:���;418 6 D 234/5�8 f A
p
:�7�17�� 3 7���94?1�3 6 D 67�� �1��94�� f (nj) 6��:�6�:1= 01 f > 5�:� 234/5��=
4�1D��941 � 917���4?1= 01D 6�/1436�:�7? 3�16� GHI�

���������� @ ",# ���!�!�� �!�$= (�'� ����! 0�1 �$ ������7�3	(� �� �	��7 !�!
�����!
� D ������( f � (�! �$ 7 ��
��� !
$ �	� ������� f (nj) ����
�	�� � D �������� <���	�
���
��!7 �$�>�����	�3 ����� 0�1 � �$��$�� ,�
���$�$�� ��	�!���	�3 ����� 0�1� < 0�1 �
( j ≥ 0 � 1 ≤ m ≤ nj+1 − nj ������7��

1
nj + m

ln
1

|fnj+m| ≥ − lnBp + j(ln Qp − ln p!) + (2p − 1) lnm

nj + m
+

+
ln(nj + m)!

nj + m
− ln m!

nj + m
− 2p − 1

nj + m

j∑
s=1

ln(ns − ns−1 + p)−

− 1
nj + m

j∑
s=1

ln(ns − ns−1 + p)! (6)
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<������
�� '� �$�.�& ���!��� � ��!���� >��� 0;1 7 �>�$
$��� �$
������� �!
��
������	������� �����
� ����
��*! n! = nne−n

√
2πn exp{−θn/(12n)}� 0 < θn < 1,

�!7��
ln(nj + m)!

nj + m
= ln(nj + m) + O(1),

ln m!
nj + m

=
m ln m

nj + m
+ O(1)

��� j → ∞ �
ln(ns − ns−1 + p)! =

= (ns − ns−1 + p) ln(ns − ns−1 + p) +
1
2

ln(ns − ns−1 + p) + O(1) ≥

≥ (ns − ns−1) ln(ns − ns−1) +
2p + 1

2
ln(ns − ns−1 + p) + O(1)

��� s → ∞� <!��!
��.� '$� '�
j∑

s=1
ln(ns − ns−1 + p) ≤ nj + jp, � 0;1� ������7��

�$�����	�3

1
nj + m

ln
1

|fnj+m| ≥
1

nj + m
{(nj + m) ln(nj + m) − m ln m − Aj}+O(1), j → ∞, (7)

�
( �	�� 1 ≤ m ≤ nj+1 − nj � �$ Aj =
j∑

s=1
(ns − ns−1) ln(ns − ns−1).

G��*
(�$�� �������

Φ(x) =
1

nj + x
{(nj + x) ln(nj + x) − x ln x − Aj} , 1 ≤ x ≤ nj+1 − nj .

A	��
3�� Φ′(x) = (Aj − nj ln x)/(nj + x)2� �� �! [1, +∞) ������( Φ �!7 7���� �����
$�	��$���� x = exp{Aj/nj}� (�! 7 ������ �!�	������ %��� min{Φ(x) : 1 ≤ x ≤
≤nj+1−nj}=min{Φ(1), Φ(nj+1−nj)}� ! � 0�1 ���
��!7� '� �
( �	�� 1≤m≤nj+1−nj

1
nj + m

ln
1

|fnj+m| ≥ min
{

1
nj + 1

((nj + 1) ln(nj + 1) − Aj) ,

1
nj+1

(nj+1 ln nj+1 − (nj+1 − nj) ln(nj+1 − nj) − Aj)
}

+ O(1) ≥

≥ min
{

ln nj − Aj

nj
, ln nj+1 − Aj+1

nj+1

}
+ O(1), j → ∞.

< �*
(�� �! ����� 0�1� ���
��!7� '�
1
k

ln
1

|fk| → +∞� k → ∞� ��>�� f - ��
! ������(�
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�������� ��������� ������	���� ����� ����� ������

������ ���������� ����  �	�
�� !�

�������� ��	��
���� ��	
�
����� ��������� �������� ������
��� ����

���� ���� � ���
��� ��
����� �� ��������
����� ���������� ������
�������

��

������ ������������ ���������� ����!� � ����"����� ������� �� ����!�

����!������ �������� ��������� �� ������� 
������" �
��	��!��" ������� �
�

�����!���� �������#���� ��
������ ����
��� ����� �
� ��	��� ������
��� 

��
������ !
���� ��
����������������

"������ 	����# �������� ������
��� ������� ����$ ����
��������$ ����

������ ����!�$ ��������� �����
����$ �������
 �����
����

�� 	
��
�� ������ 	
�������� ���	����� �
	����� ��������
� ������� ����

b∫
a

y (t)K (t, r) dt = f (r) , a ≤ r ≤ b, �� 

�� ���� K (t, r) ∈ L2 !� ���	� ��"!#�� f (r) ∈ L2 $ 	
��

 %���&
'� � �	����� �
���������
 �����' �
�	# ��������� (�)� �������!�� "%��
����	���� *�	
!� ��+�

��
 �,������ ���	�' ��"!#�# f (r)� ���� K (t, r) �# 
�!��� ���	������� 
�+�!�
��#�	�"!# �� 	��#�#- ��-#,�� � ��,���	���
� ���	������

�� "����#�# 
#������ "!��
!!� ������� �������!�� "%��
����	��#- �����
		�+�	"� ����&
���#
 
 �#�� � ��,�
��&
�
# .�*� /#-���	� (�� 0) !� 1�1� 2�	���3
!�4	� (�) �������	"� ���
�� �����,�# �������#��5�#- �����#!

	� 6�,���	
 !��#-
�����#!

	 ��#"	����
 !���+ ���&
 ��	
	"��#- 
�!�
�!#�
	 (7� �)� 1�!� ����' ���&

$ ��������!# 	#����#� ���# ��,�#+��#8 ���	����� �����
 �� &
���
 ����	�����4
��!��,# ����!#�#�
�� ����� ������������� ��������� �������  �!������ 9��#��
� �� � 	#�3

���
 �����!������ �
	����� ������� ����

Ay = f, y, f ∈ L2.

�© �������� ��	
���
� ����
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*�-�8 δ $ ��-#,�� ������� f � f∗ $ !���� ���	� ��"!#��� yβ $ ��,�#+��#8� � y $
!���#8 ���	����# �����!������ �
	������ :����!�� R (f, β)� ����+�#8 	
� ����
�!��
�������#��&
' β� ���#	�4!�"� ��./0���1/23�� ��� �������� �
	����� 	 ����
 f∗ (r)�
��;�<

� R (f, β) 	#������#8 ��� ��	
���#- f ∈ L2 !� β > 0=

0 
"��4 !��� %���&
� β = β (δ)� ;� ��� ∀ε > 0 ���8��!�"� �#"�� δ (ε) !����
;� � 	#����� ‖f (r) − f∗ (r)‖ ≤ δ (ε) 	#����	�!#
�!�"� ‖yβ (r) − y (r)‖ ≤ ε� ��
yβ (r) = R (f, β (δ))�

9���+�
"!� β (δ) ��	#��� ,�!# !���5� ;�, ��# δ → 0 !���+ β → 0� !�,!� ��,�#3
+��#8 ���	����� ��	#��� ����-��#!# � !���#8�

� 
�!��
 �������#��&
' �����	��� ������� /#-���	� 		��#!�"� �����+�5�#8
%���&
����

Mβ [yβ ] = ‖Ayβ − f‖2
L2

+ β ‖yβ‖2
L2

,



�


��&
� ����� 
 ��4 �����#8 �����!�� R (f, β) (0)�

>��	����� �����
 �� ,���4
� 	 ���"!��
 L2 
� ���
�5 ‖y(t)‖2 =
∫ b

a y2 (t) dt� 9	
��#
����+#
�

Mβ[yβ ] =

b∫
a

[ b∫
a

yβ (t)K (t, r) dt − f (r)
]2

dr + β

b∫
a

y2
β (t) dt. �0 

?���
� ����!# yβ (t) � 	#����
 ������������� ���� ����4 �� ��!��������#
#

%���&
�
# ϕn (t) =
√

t · L (t, γn)� !�,!� yβ (t) =
√

t
∞∑

n=1
anL (t, γn)� ��

L (t, γn) = N0 (γn)J0

( r

a
γn

)
− J0 (γn)N0

( r

a
γn

)
.

/�! J0 !� N0 $ %���&
' ?�""��� ������� !� ������� ����� � γn $ ����!�
 �����

�
	����� N0 (z)J0

(
b
az
)− J0 (z)N0

(
b
az
)

= 0�
9��#��
� ��,�#+��#8 ���	������ ;� 	
���	
��4 ����
�!�� β� �� ���
��


ỹ (t) = ỹβ (t) =
√

t
N∑

n=1

anL (r, γn). �� 

@��-�	�5�# �� � 	#��� �0 ����
� � 	#����


Mβ [yβ ] =

b∫
a

[
N∑

n=1

anKn (r) − f (r)

]2

dr + β

b∫
a

t

(
N∑

n=1

anL (t, γn)

)2

dt,

�� Kn (r) =
∫ b

a

√
tL (t, γn)K (t, r)dt.

A���5�# an, �� n = 1, N, � �
�	# 

�


��&
' %���&
����� Mβ [yβ ]� !�,!� ∂M
∂an

= 0
�	��
�&
8�� ������ � ����-�
#
# �
�&�
# � 
�!#
�
�

b∫
a

[
N∑

n=1
anKn (r) − f (r)

]
Kq (r) dr + β

b∫
a

t

(
N∑

n=1
anL (t, γn)

)
L (t, γq) dt = 0. �7 
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� ����!#��#- ��"!�"�	����- %���&
' Kn (r) !� f (r) ����!	��55!�"� 	 ���� ��#
r = a !� r = b 
 4 ��"��	�3�������	�#
# �� ���

+�� a ≤ r ≤ b� /�
� ��+�� � �#-

�+�� ����!# � 	#����
 "�
# ������������� ���� ����4 �� %���&
�
# ϕj (r)�

9�

�#
� ������
 ���# N 3��"!#��#
# "�
�
#

Kn (r) =
√

r

N∑
j=1

c
(n)
j L (r, γj), f (r) =

√
r

N∑
j=1

bjL (r, γj). �� 

@��-�	�5�# ��!��������
"!� "#"!�
# %���&
8
√

r · L (r, γj)� ���8��
�

c
(n)
q = 1

Mq

b∫
a

√
rKn (r) L (r, γq) dr,

bq = 1
Mq

b∫
a

√
rf (r) L (r, γq) dr,

Mq =
b∫

a

rL2 (r, γq) dr = b2

2
1

( b
a γq)2

[
R2
(

b
aγq

)− 4
π2

]
.

�B 

6
�"!�	#	�# �� !� �B � �7 � ����+#
�

b∫
a

[
N∑

n=1
an

√
r

(
N∑

j=1

c
(n)
j L (r, γj)

)
− f (r)

]
√

r

(
N∑

s=1
c
(q)
s L (t, γs)

)
dr+

+β
b∫
a

t

(
N∑

n=1
anL (t, γn)

)
L (t, γq) dt = 0.

6��
�!����	�	�# �� r �� ���

+�� [a, b]� 
�!#
�
�

N∑
n=1

an

[
N∑

s=1
c
(n)
s c

(q)
s Ms + β

(
Mn, n = q
0, n �= q

)]
=

=
N∑

n=1
c
(q)
j

b∫
a

√
rf (r) L (r, γj) dr, q = 1, N.

�C 

6���
�!� �������#��&
' β ����!#
�
� ��
��� � ��#�&#��
 �����������' ��	����#
(0) �� ���� %���&
' p (β) = ‖Ayβ − f‖2 − (δ + h ‖yβ‖)2� �� h $ !���
"!� ������� ���3
��!��� A� 9����� %���&
� �
"�� ��,��+���� yβ ����� ���%
&
4�!# an ��,��� !�����
	#�����<

p (β) = (1 − h)2 β2
N∑

n=1

anMn − δ2.

@��#�#�� N � �
���
"!� ����
	 ���
��
� �� � � �!+�� 
 �
���
"!� �
	���� � "#"!�


�C � 	#,#��4
� � !
4' �
�	#� ;�, 	
���"�� ��-#,�� 	#������� �
	��"!
 �� γ (N, β) ��
����	#;�	��� ������' γ0

γ (N, β) = max
r∈[a,b]

1
f∗ (r)


 b∫

a

yβ (t)K (t, r) dt − f∗ (r)


 · 100 < γ0.
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� ��������!�
� 	#����
� � 	��-�	����
 �� 

max
r∈[a,b]

1
f∗ (r)


 N∑

n=1

an

b∫
a

√
tL (t, γn)K (t, r) dt − f∗ (r)


 · 100 < γ0. �D 

"� ����� ����#������ ����$���� %�%��&� ����'��#��! �������� E�
���#
 �
�-���
 �� ��,���	# ��,�#+����� ���	����� �����
 �� 4 
�!�� ��!����	���
����+���� "#"!�
# ����,�#��#- �
	����� @#,#��5�# ỹ (t) � 	#����
 �� � �
	�����
�� �	���
� �� "�
		
��������

N∑
n=1

an

b∫
a

√
tL (t, γn)K (t, r) dt = f (r) , a ≤ r ≤ b.

@#
���5�# 	#������� &
4' �
�	# 	 N !����- ���

+�� a ≤ r ≤ b� ����+#
�
"#"!�
� N �
	���� 
� N ��	
��
#
# an

N∑
n=1

an

b∫
a

√
tL (t, γn)K (t, ri) dt = f (ri) , i = 1, N.

@��#�#�� N 	#,#��!#
�
� �� 
 	 ����������
� 	#������ � "�
�� 	#
���5�#� ;�,
	
���"�� ��-#,�� 	#������� �� �� ����	#;�	��� ������' �an ��# n = 1, N ��	#��

����	�����!# �D  �
(� )�%����� �������� �� �#"��	
 ��#����# ��������
� ���������	��
 
�!��#

��� ��,���	# ��,�#+��#- %���&
8 ������
�� ���!��!�#- �����+��� ��# 	��4
��
'
+��"!���� �
��&�	��� �!�
�� � !���"	��"����� 
��!����#
 ����
�

>#"� �� F-�
� ���!��!��' 	��4
��
' �!�
�� 
� ����


� (B) ������ ������ �	��#!�"� �� ���	������� �
	����� ��������
� ������� ����
�� � �� y (t) =

√
t · x (t) $ ������ %���&
�� x (t) $ %���&
�� ����� ��� ��#"�4!�"�

������
� ���!��!�#- �����+��� �
� �!�
��
� � !���+

K (t, r) =
√

t

∞∫
0

F (α)
{

J0 (rα) − J0 (aα)
J0 (rα) − J0 (bα)

}
J0 (tα) dα,

{
a ≤ r < c
c ≤ r ≤ b

}
,
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F (α) =

(
1 − e−4µ1hα

) (
1 − e−4µ3hα

)
ϕ∗ (2µ3, 2µ1, α)

,

ϕ∗ (2µ3, 2µ1, α) = 2µ3

(
1 − e−4µ3α

) (
1 + e−4µ1α

)− 2µ1

(
1 − e−4µ1α

) (
1 + e−4µ3α

)
,

f (r) = B(1) (r) =




(a − ra)2 − (r − ra)2 , a ≤ r ≤ ra;
(a − ra)2 , ra ≤ r < c;
0, c ≤ r ≤ b,

�,�

f (r) = B(2) (r) =




0, a ≤ r < c;
(b − rb)

2 , c ≤ r < rb;
(b − rb)

2 − (r − rb)
2
, rb ≤ r ≤ b.

>���
��5�# 
�!�� �������#��&
' �����	��� ������� /#-���	�� ��#8��
� �� �	�-

"#"!�
 	#����� �C ��� 	
�������� a
(1)
n !� a

(2)
n n = 1, N � �� c

(n)
q � bq !� Mq �,�#"3

�55!� �� "�
		
��������
# �B � 	 ��#- f (r) = B(1) (r) ��� 	
�������� a
(1)
n !�

f (r) = B(2) (r) ��� 	
�������� a
(2)
n � >��	����	�# &
 "#"!�
# 8 ����+#
� ��,�#3

+���� ������' %���&
' x (r)

x̃ (r) =
N∑

n=1

(
a(1)

n z1 + a(2)
n z2

)
L (r, γn),

����� ��� 	#��+�4!�"� %���&
� ���!��!�#- �����+��� σzz (r) = P
2πa2 x̃ (r)� 9���3


� γ0 = 4% 
 ����	
�#
� ��� N1 = 11 !� N2 = 21 	#������� �
�	# �D ��#
f∗ (r) = z1B

(1) (r) + z2B
(2) (r) , zi = 1

Ri
, i = 1, 2, �� Ri $ ���
�"# ��#	#��# ��3

��,��� �,��!����
 ��#- �!	����� �!�
��

� ������!�!
 ����	
��# ��� 	#����
	<

1) a = 0.4, b = 1.0, ra = rb = 0.7;
2) a = 0.4, b = 1.0, ra = 0.55, rb = 0.85 �� 

	
���	
���� ����+#
�

γ1 (11) = 7.2%, γ2 (11) = 10.2%;
γ1 (21) = 2.3%, γ2 (21) = 3.0%.

:!+�� 	#����� N = 21 ����	�����4 �
�	� �D � ��� ��,���	# ��,�#+��� %���&
8
������
�� ���!��!�#- �����+��� ��"!�!��� 	#,��!# N = 21� G��%
�# %���&
' x̃ (r)
� ��	����#- 	#�����- ��,��+��� �� �#"� 0� ��
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>#"� 0� G��%
�# %���&
' x̃ (r) ��� >#"� �� G��%
�# %���&
' x̃ (r) ���
	#����
	 � !� 0 ��# N = 11 	#����
	 � !� 0 ��# N = 21

6������
��4
� � ������� 	#�������� 	
���"��' ��-#,�# 	#������� �
	��"!
 �� 

�!��#�� ��!����	��� �	������ �
	����� ��������
� ������� ���� �� "#"!�
# ��3
��,�#��#- �
	�����

@#,��	�# N1 = 11 !� N2 = 21 ��� ��������!#- ������� ���
�!�#��#- ����
�!�
	
�� 	
���	
��� �!�#
�4
�

γ1 (11) = 8.6%, γ2 (11) = 11.9%;
γ1 (21) = 2.9%, γ2 (21) = 3.8%.

G��%
�# %���&
' x̃ (r) ��� &#- 	#����
	 �������� �� �#"� 7� ��

>#"� 7� G��%
�# %���&
' x̃ (r) ��� >#"� �� G��%
�# %���&
' x̃ (r) ���
	#����
	 � !� 0 ��# N = 11 	#����
	 � !� 0 ��# N = 21

:!+�� ���������	��#8 �
�-
� �� ��,���	# ��,�#+����� ���	����� �����
 �� ��#
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�� ����� &���������� ���
������! �����
�� %� ����&�
��� ��+
��� ���
�������� ��%
�
* � "���/ ���
(����' �����' ����&�
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�� %��� ���� ���(��� ��%���* � 
&(�
���
���� 
�
&� ��&������ &������� �
�&��� ���� �" �
��� ��(� =����' �
����&� � 
�
&� ��&�������# �
�&��#>�

5(���������� ���(����(�� �%���������� &������� (�(�
� �� (��� ����� �" �
+
��' � (����'! ��&�
�� 
�
&� ��&������ &�������! %�(��%) ���� � 6�7+6�7� � ������
6�7+6?7 ������� (�
&������� ���(����(�� (�� �� � �
����������� �����%���� ��(�� 1
6@7 ��" %����� ����� �(���������� ������
��� ���(��� ����
�� � ���(��� � �&��*
��-# ��%���� 1 6�7! 6A7 �� �
� ������ " �� �
�
�
(
�� �� ����%�& %��
�
��������� ��
+
������� �
��
����� ����%& � ��%
�� (�
�)��� B�� %�(������ �
��&�� ��&������ 
�" �
��� � (���� � (�(�
��! &��� 
�
&� ��&������ &�������! ����&�'�� ��(�&���(+
����� ���(�� &��������� C��- �(� ����� %�� (�� �� ��
�/
 %��
%
�� � 6�7! � %��
(�
�)�� �  6	7� D������������ ��%��� � ������� �" �
����� � (���� ��(� �������
� 6�E7+6��7� , %����� %
������� ����%�� �����! ���(���
��� ��&�� ��%����! ��)��
����*�����(�  6�	7�
�� ����� �� ���
�
�������� ��������� <
��* Γ(V,E) � (&���
���* ��0����*

���� � ���)���' V *��� �
�/�� �� ���)���' �
"
� E� ��)�
 �
"�� � �
 �
�����%+
&����� ���� (ai, aj) 
�
�
���� � V � &�) ��! 2� ���� �0-%� - �
�/��� ai �� aj � F
"��
� %������� � %��� �
�/��! �&� ���� �0-%� -! ������'��(� �./�0�.�.���� ��� �
�/�+
�� � 12��3.�! �&2� ���� ����%
���� %
�&�� �
"� � ����&�(�� �
"
�! ����%
�����
�
�/��� a! ������-��(� �4��054� ��-# �
�/���� $��� Γ - ��������# (�� &� �� � %�+
� (&�'��(� �
"��+�
��� (ai, ai)! � ��&�) &����� �
"��! &��� %�� �
�/��� ��) ��
�0-%� ����(� &���&��� �
"�����

6�0�478���� ��8�� (ai, aj) � �
 ��%�� ����� �
"�� ����' �
�/���' a �� %��
� (ai, a) �� (a, aj)� F
� ������� (&���
���# &���&�(�� ��&�� ��
����* - ����! �&�*
������-��(� ��0�478����� ����%���� ������

F������
�� %
�& �
�������' ����� Γ � R
3! ��� �&�* &�)�
 �
"�� - ���%&�'

&����' � �
"�� �
 �
�
����'��(�� <�%��� �
 " %
�� ���������� �"(���&���* ���� �
*��� �
�������' � 9�4�����:.�; 9��<� =2.5/�� .� 9��<� � �
 ��%�"��)
��� u : Γ→R�
<
��* uγ � �� )
��� u �� �
"�� γ� .(&���&� ���& ����%��# � �&��# ���
)��� ��%
������ �����
�������# �
"�� γ! �� %�� ���������� ����
��� ����%��# � �&��# uγ

�� &���� �
"�� γ ��
%
�� ��&
 ������
���


du

dγ
(a) ! 5��;.� �4��0.� <2.5/�> u ?704?3 ��8�� γ 2 .������ ?�0 ?��@�.� a�

�.��9��A .� 9��<� ��% � �&��# u - ( ��' ���
������ �� �(�� *��� �
"���∫
Γ

u dx =
∑

γ∈E

∫
γ

u ds.

1�
%
�� ���(����
 C(Γ) � ���(��� �
�
�
����� �� ����� Γ � �&��*G C[Γ] � ���(+
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 �
�/����G C{Γ} � ���(��� � �&��* �� Γ! ���������� �
�
�
����� �� &�)��� �
"��
� ������
���  �
�/���� �����! ����
��� u(a) � �&��# u  �
�/��� a �
 �"��0��&���
�"���-��(� � ## ���������� ����
����� uγ(a) ��%��) �
"
�G Cn[Γ] � ���(��� � �&��*!
�(� ����%�� �&�� %� n+�� ����%& ���
)��� C[Γ]G Cn(Γ) = Cn[Γ] ∩ C(Γ)! ����%�&
n = ∞ %�� (&�-��(�G L2(Γ) � ���(��� H
"
�� �� (&������� %�" �&�� (u, v)0 =

∫
Γ
uv dx

�� �����' ‖u‖0 =
√

(u, u)0�
<
��* ∂Γ � %
�&� �
����)�� ��%���)��� �
�/��! �& ���������
�� ��3�B

9��<�� I�%� V = ∂Γ∪J ! %
 ���&� � J ������'��(� ?.2���@.��� ?��@�.���� .(&���&�
�
* ��%�� ��%" ��-��(� %�������! �� ���)��� ∂Γ ������� �
 �"���-��(� � �
)
' �
������������ (
�(�� <
��* C∞

0 (Γ) � ���(��� � �&��* � C∞(Γ)! 2� %�����''�� � �'
 %
�&�� �&��� ∂Γ� I�%� H1

0 (Γ) � ���(��� J�"��-��! ��������* ������
���� C∞
0 (Γ)

�� �����' ‖u‖1 = (
∫
Γ u

′2 dx)1/2G (u, v)1 � (&������* %�" ��& � H1
0 (Γ)� ��� � �&��*

� H1
0 (Γ) (����%) '��(� �
�����(��

‖u‖0 � C ‖u‖1 , max
x∈Γ

|u| � C ‖u‖1 .

H���*��* %��
�
��������* ��
����� L �� ����� Γ � �
 ( & ���(�� {Lγ}γ∈E ��+
��*��� %��
�
��������� ��
������� �� �
"���� ���;4?4B 7�0�:�B %�� �������� %� +
���� ����%& Lu = f �� Γ - ( & ���(�� %��
�
��������� ������� %� ���� ����%& 
Lγuγ = fγ �� �
"��� ��  ���! ��%����  �
�/����� 3
 ��) �� " ��  ���� ������

u(a) = 0 ��  ���� (���)
���

uγ1(a) = uγ2(a) = · · · = uγr(a), γi ∈ I(a), i = 1, 2, . . . r, =�>∑
γ∈I(a)

du

dγ
(a) + h(a)u(a) = 0, =�>

%
 h � %
�&� � �&��� � C{Γ}� I � � ��%��� I(a) � ���)��� �
"
�! ����%
�����
�
�/��� a� 4� %�������(�! 2� �
"��+�
��� � ���)�� I(a) ���%��� %����! � ��%�
��% ���&�� ( �� � =�> *�� ��%����%�- %�� %�%��&�! �(&���&� �"�%�� &���� �
���
�������'�� %� a� F����(�� =�> -  ����' �
�
�
����(�� ����0��&  �
�/��� a! � =�>
�  ���� "����( (�� ����� ! ����&�� � �� �� ���*�� ��%�� �����'��  &��(� C2(Γ)�
B����& ����0���& u ∈ C2(Γ) �
�
�
����*  �(�� �
�/����! �� ��%���  ���� =�>  
���� �'����� &��*���� ��%�� �� (&����
���

C�2?�3�..� D� � �������� �	
��
� 
	
��	� h(a)u(a) 	������ ��
������ �	����
���
�	�	 ����	�� � ������� a� �� ������ �	��������� h(a)δ(x) � 
������������	�� ����
�
���� ��� δ(x) � ������
  ������  �
 �������� ���	� �������� h(a) � �	�������!
"����	# 	"	�� � ������� a� � �"���������� ��
���� ��	��

∑
γ

du
dγ (a)+λρ(a)u(a) = 0

�������� "���
���� ���� �������� ρ(a) � ��$ ��������

��� &��*���# ��%��� �� Γ �� ���)����
��! 2� ∂Γ � �
 ���)��� �
�/��!  �&��
��%�-��(�  ���� ������
� I�%�  ���� =�>! =�> ��%�'��(� �  (�� �
�/���� � J � �� �+
��/��� �
�/����� ,� ��)���! 2� �
�/��� b &�����(�� � - ��������' ���&�' �
+
�������# �����  ������������ (
�(�� K&2� b �∈ ∂Γ! �� =�>! =�> ����%) '��(� �
&��*��  ��� ��
����� ��% du

dγi
(b)+h(b)u(b) = 0 ��  ��� <
*����! &��� h(b) = 0�

.%��& �� ��� ���)���! 2� �
�/��� b - �� ���/���'� 3� &��*���  ���� ���&� '��
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�& ���%��)
��� %��
�
���������� ��
������ ��%��� � �
"
� �� �� ���/�� �
�/����
1�
%
�� %��
�
��������* ��
����� 6�7

(
d

dΓ
v′

)
(x) =




v′′(x), x ∈ E,∑
γ∈I(x)

dv
dγ (x), x ∈ J,

2� �"0-%� - %��
�
�������� ��
������ �� �
"��� �  ���� (���)
��� ����%���  �� �+
��/��� �
�/����� ���
�
���'����� � �&��* �� �
"��� �����%��� �� ��� �������
�����
���� &����#� ,� ��)���! 2� %� �� ����%�� - �����������' 2�%� ������ 
�����
�������# �
"���
��  !�"#�$����� %&#�
�!' %���(� �� �!)!"�*�� ��+��� J�
&������� ��+

%���! �& �� �����-��! ��- ��%��*�
 �" �
��� � ��% ������ �����
��� ���
)��� �
%��
�
�������
 ��������! � �
��
������* ����� F������
�� � ���( �" �
��� �
�+
�
���# ������

<
��* Γ = Γ(V,E) � ����! �
���������* � R
3! V = ∂Γ ∪ J � L
�
� Γε �������+

�� �%�������
����� (��0' �
�������* (�
��������� ��%���"���� ����� Γ! �&
 �����
���/
��� B�" % -�� (�
�� ��%� (� ε � �
������  �� ���/��� �
�/���� Γ� B��
%�(������ ����� ε ���� �
 �
�
����'��(�� ��)�� ��&� (�
�� �
�
����- �
"��!
����%
���� ## �
��� ! � �%��* �����! �� �����&�� �
�
��! �&� ���� �
�
����- � %���
���&��� I��&� �
�
��� ��" %������ (�
� � �
"���� ����� Γ � �
���� ��� (�
�
����
�� �� ���/���� �
�/����� ��%���"���� Γε� 4��)�� �(�� �
�/�� Γε �����+
���� �
�
� Vε! � ���)�� �� ���/��� �
�/�� � �
�
� Jε� ,��� ����! 2� J ⊂ Jε �
Vε = ∂Γ ∪ Jε� ��� &�)��# �
�/��� a ∈ J �
�
� sε(a) ��������� ���&���* ��%����!
2� *��� ������- � Γ (�
�� ��%� (� ε � �
�����  �
�/��� a�

F�(� �


<
��* ρ � � �&��� � C∞{Γ}! �&� - %�%����' �� �
"��� � ��" ��- � ������� ���+
�
���  �(�� �
�/����� F�����%�'�� ρ �� Γε! �� %�%��&��� ���������
��! 2�"
���� %�����'���� � �' �� Jε! �"
����'�� �� �
' ������
��� ρ� 3� � �&��� ��%
+
�'- � (��� ��(� �
�" �
��# (�(�
��� 1�
%
�� ��&�) �
��%0-�� � �&��' qε &��( 
C∞

0 {Γε}! 2� %�����'- � �' �� Jε ∪ J ! � ��&�) ���� �(��� ��%������� sε(a)! a ∈ J �
<� &�)��* ����� sε(a) ���� ��- ��"��)
��� qε(x) = qa(ε−1(x−a))! %
 qa = qa(ξ) � %�+
%���� ���%&� � �&��� �� �
"��� ����� s(a)  %�����)��� ���(���� R

3
ξ! � qa(0) = 0�
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$��� s(a) ����� -�� � sε(a) �( ���! ��� �&�� �
�/��� a �
�
��%���  ������&
&���%���� ξ = 0! � �����
������ �������� � &�
����-���� ε−1� B�" %����� � �&���
qε " %
 ���( ���� �" �
��� � (���� � �&��� � ����� F������
�� � �&��'

ρε(x, σ) = ρ(x) + ε−σqε(x), x ∈ Γε,

%
 σ � %�*(��* �����
��! �&�* �������- (�� �" �
���� 4� ��������
�� �(�����+
��& (�
&��� &��*���# ��%���

d

dΓε
u′ε + λερεuε = 0 �� Γε, uε = 0 �� ∂Γ, =?>

%
 λε � (�
&�������* �����
��! � uε � ���(�� � �&��� &��( C2(Γε)�
1 6@7 %�� ��%
�� (�� �� ��&�����! 2� - ��/
 � ����%&�� �&�(�� �����# ���
%��&�

(�
&��� 2�%� (��� �" �
���
 σ < 1! σ = 1! σ ∈ (1, 2)! σ = 2 �� σ > 2� 3
 ����/�-��(�
���������� � %�� ��%
�� �� ������ 1 ��* ����� �� ��������
�� �
�/� ��� ����%&��

.(&���&� ���(���� J�"��-�� H1
0 (Γ) �� H1

0 (Γε)! �& ���)��� � �&��*! �"���'��(�!
�� ��%��� ��&
 �������*�
 ���� �'����� ��%��� =?>
 ���$�� ����	 λε � ������!

uε �≡ 0 � ����� H1
0 (Γ) ����� %	

(uε, ϕ)1 = λε(ρεuε, ϕ)0 =@>


�
 ���� ϕ ∈ H1
0 (Γ)� I���)��(�� �%
�) -�� �� %�������' ���� �� ���
�� �����

��(������ �� ����� Γ

∫
Γ

(
d

dΓ
φ′

)
ψ dx = −

∑
x∈∂Γ

dφ

dγ
(x)ψ(x) −

∫
Γ

φ′ψ′ dx. =�>

,�
��
��  ��� ! 2� �� ���� �� �
 ���
)��� ��% ���-�����# �
"
�� ,�%��� =@> ��%��+
��%�- ��
����� Aε : H1

0 (Γ) → H1
0 (Γ)! ����%)
��* �����(�'

(Aεu, v)1 = (ρεu, v)0 =A>

%��� "�����*��� ���� %�� �(�� v ∈ H1
0 (Γ)� .�
��%��! ��� - (���(���)
��* &����&�+

��* � %�%����*� I��&��� *��� (�
&��� - �
������ (λε)−1! �"
��
�� %� ���(��� ���+
�
�� ��%��� =?>� .�)
! %�� " %�+�&��� ε > 0 �� ��%��� ��- %�(&�
���* %�%����*
(�
&�� λε

1 < λε
2 � λε

3 � · · · � λε
k � · · · ! � � ���(��� � �&��* {uε,k}∞k=1 ��)��

(���� ���� ������������ "�� � H1
0 (Γ)� .(&���&� �� �
"��� &�
����-��� �������

- ���%&���! �� ���%�� � �
��
���� �
� �����(�� �������*�
 ���� �'����� %�- ���
���(�� � �&��# &��( C2(Γε)�

,��� ����! 2� ��
����� Aε ���
)��� ��&�) ��% σ! � ���������/
 " �� " ��(���
A(ε, σ)� ,"
����'�� &����/
 ������
���! �� ��%��� ���)%� ����������
��! %�� �&��
����
�� σ �����-��(� �(���������� ���
%��&� (��0# Aε ��� ε→ 0�

1�
%
�� ������
��� ma =
∫

s(a) qa(ξ) dξ %�� �(�� a ∈ J � � ����%& ! &��� � ��%
��
σ = 1! �
������ ma - ��(�'! 2� &���
��� -��(� ��"��� � ��� a�
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�
"� �� EA� 543.4> ?��@�.� a ∈ J �� 04?�AF.�� <2.5/�; uG v 7 ��41�4�2 H1
0 (Γ)

?�54.2B�F1� 4/�.5�

max
x∈sε(a)

|u(x) − u(a)| � c
√
ε ‖u‖1 , =�>

∣∣∣ε−1

∫
sε(a)

qεuv dx−mau(a)v(a)
∣∣∣ � C

√
ε ‖u‖1 ‖v‖1 , =	>

7 .�7�A�3.��� ?�0 ε 1��A��� c �� C�

 	��
���
� <
��* γε � �
"�� ����� sε(a) %��)��� �ε� .�
��%��! 2� �ε = O(ε) ���
ε→ 0� I�%� %�� x ∈ γε �����
��

|u(x) − u(a)| �
∫

γε

|u′(s)| ds �
(∫ �ε

0

ds
)1/2(∫

γε

u′2 ds
)1/2

� c
√
ε ‖u‖1 .

���
%
�� ����& =	>� 1����� '�� =�>! ��-��

|u(x)v(x) − u(a)v(a)| � |u(x)(v(x) − v(a))| + |v(a)(u(x) − u(a))| �
� |(v(x) − v(a))| max

Γ
u+ |(u(x) − u(a))| max

Γ
v �

√
εC ‖u‖1 ‖v‖1 .

I�%� ∣∣∣ε−1

∫
sε(a)

qεuv dx−mau(a)v(a)
∣∣∣ � ε−1

∫
sε(a)

qε(x)
∣∣u(x)v(x) − u(a)v(a)

∣∣ dx �

� c
√
ε
( ∫
s(a)

qa(ξ) dξ
)
‖u‖1 ‖v‖1 � cma

√
ε ‖u‖1 ‖v‖1.

K& ��(��%�& ��-�� ��&�) �
�����(�� %�� u, v ∈ H1
0 (Γ)

|(qεu, v)0| � c ε ‖u‖1 ‖v‖1 , =�>∣∣∣ε−1(qεu, v)0 −
∑

a∈J mau(a)v(a)
∣∣∣ � C

√
ε ‖u‖1 ‖v‖1 . =�E>

<�� ���%�"����(� %
�&� ��&�� � �
���# �" �
�� ��
�������! �&� (���� �'-�� �
�� ���� %�� ��/�� ����
" �����%�� � "���/ ��������� ���� �'����� #� ��)��
���*�� � 6��7�6��7� <
��* T � &����&���* (���(���)
��* ��
�����  ����"
������ 
���(���� H � �����' ‖ · ‖�
�%��(
��� �� �������%�' 7 .�?H�754B δ 0A� 4�����4�� T 820��4 .�7�?��� ��52

���2 (µ, v) ∈ R ×HG I4 ‖Tv − µv‖ � δ � ‖v‖ = 1�

�
"� �� (i) J5I4 (µ, v) ! 5?�7��40� 7 .�?H�754B δ 0A� 4�����4�� T G �4 �.���?�A

[µ− δ, µ+ δ] ��1���F ���.�;�.� 40.� ?A�1.� 7.�:�..� 4�����4�� T �
(ii) ����; ET (∆) ! 1��5���AF.�; ��4�5�4� 4�����4�� T G I4 ?�0�4?�0�K �.���?�A2

∆ = [µ− α, µ+ α]G 0� α > 0� �40�

‖ET (∆)v − v‖ � δα−1.



5: ���� ������	
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C45����G 54A� ? ∆ A�3��F A�@� 40.� ��41�� ?A�1.� 7.�:�..� 4�����4�� T G �4

;4�2 ?�0�4?�0�K ��5� .4��4?�.� ?A�1.� <2.5/�� uG I4 ‖u− v‖ � 2δα−1�

(iii) ����; (µ, v1), . . . , (µ, vr) ! 4��494.�AF.� 1��H� 5?�7��40 0A� 4�����4�� T 7

.�?H�754B δG �48�4 (vi, vj)H = 0 ��� i �= j� J5I4 rδ < αG �4 12���.� 5���.�1�F

:�1��.� 1��5��� 4�����4�� T G I4 A�3��F ? �.���?�A� ∆G 04��?.BK r�

<
��* S 2
 �%�� &����&���* (���(���)
��* ��
����� � H � I�%�! �& ��%���!

|λk(T ) − λk(S)| � ‖T − S‖, =��>

%
 λk(T ) � λk(S) � k+�� ���(�� ����
��� ��
������� T � S� K&2� Sv = µv! �� (µ, v) -
&������%�' %�� ��
������ T � �
�0��&�' ‖T − S‖� <
��* ES(µ) � �������
&��� ��
���(��* ��%���(��� %�� µ! � ���
���� ∆ �
 ��(���� ��/�� ����& (�
&��� S! �&��� µ�
I�%�

‖ET (∆) − ES(µ)‖ � cµ ‖T − S‖, =��>

2� "
���(
�
%��� �������- � ��(��� (ii)! (iii) �
�� ��
,� �
-#����� %&#�
���. ��)��+� σ < 1 �� σ = 1� F
� ������� ������-��

��&� �" �
���! �� �&�� (��0� ��
������� Aε = A(ε, σ) - ���������� �"�)��'� K& ��
%��
%
��! %�� ����%& σ < 1 ��������' - ��%���

d

dΓ
u′ + λρu = 0 �� Γ, u = 0 �� ∂Γ, u ∈ C2(Γ) =�?>

�� �
�" �
��' � (����' ρ� , �
' �(���*�����* (���(���)
��*! &����&���*! %�%��+
��* ��
����� B0 : H1

0 (Γ) → H1
0 (Γ)! �&�* ��%�-��(� �����(�' (B0u, ϕ)1 = (ρu, ϕ)0

%�� �(�� ϕ ∈ H1
0 (Γ)� <
��* {λk}∞k=1 � ���(�� ����
��� ��%��� =�?>! �
�
� �
������ �

���� ������ &�����(��! � {uk}∞k=1 � ��%����%�� ���(�� � �&��#� I�%� (�
&�� ��
������
B0 (&��%�-��(� � ����& (λk)−1�

<
��* Pλ � �������
&��� � H1
0 (Γ) �� ���(��* ��%���(���! 2� ��%����%�- ���(��� 

����
��' λ ��%��� =�?>! � P ε
λ � �������
&��� �� ��%���(���! ����%)
��* ���(����

� �&����� ��%��� =?>! %�� �&�� ���(�� ����
��� λε ���� '�� %� λ ��� ε→ 0�

	
!�
"� �� ����; σ < 1� �A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =?> 78�9�B�F1� ��� ε → 0 04

?A�1.�� 7.�:�.F 7�0�:� =�?>G /� 78�3.�1�F K �4.4���.4B � |λε
k − λk| � ck ε

1−σ 0A�

?1�� k ∈ N� ���� �494G �5I4 λ ! ?A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =�?>G �4 ‖P ε
λ−Pλ‖ � Cλ ε

1−σ�

�2� 1��A� ckG Cλ .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� B�&�)
��! 2� (��0� ��
������� Aε ��� ε → 0 ���������� �"���-��(� %�
��
������ B0� J����%�! %�� � �&��* u, ϕ ∈ H1

0 (Γ)! ������ '�� =�>! ��-��∣∣((Aε −B0)u, ϕ
)
1

∣∣ =
∣∣(ρεu, ϕ)0 − (ρu, ϕ)0

∣∣ =
∣∣ε−σ(qεu, ϕ)0

∣∣ � cε1−σ‖u‖1 ‖ϕ‖1,

��"�� ‖Aε −B0‖ � cε1−σ� I�%� |(λε
k)−1 − (λk)−1| � cε1−σ ���%�� � =��>� ,��%(� ��-��

|λε
k − λk| � c |λε

k| |λk| ε1−σ � ck ε
1−σ! �(&���&� λε

k → λk ��� ε→ 0�
<
��* ∆ � �&�� ���(���� ����
��� λ! 2� �
 ��(���� ��/�� ����& (�
&��� B0� I�%�

��� ����� ε �(� ���(�� ����
��� Aε! 2� ���� '�� %� λ! � ��/
 ����! ���
)���� ��
���
���� ∆� .�)
! ����&� %�� ������� ���
&����� P ε

λ ! Pλ �������- � =��>�



#$�$%$ &'()*$�+,(�,++- .$ /01*0')2%.1*( /)$3, 5;

C�2?�3�..� �� .������� � �
��
�� ����&� ‖P ε
λ − Pλ‖ � Cλ ε

1−σ %�� &�)���� �
���(��� ����
�� λ ��%��� =�?> �����(����� �����
���* �"�)��(�� ���(��� � �&��*
uε,k → uk � H1

0 (Γ) ��� ��%����%��� ��"��� uk� ,�
/��'! ‖uε,k − uk‖1 � Ck ε
1−σ! �

� ������� ���%&�(�� &�
����-���� ���(�� � �&��# uε,k �"���'��(� � � ���(���� C2(Γ)�
3
 (��( -��(� � ����%& ! ���(����� � �
��
�� ��

I
�
� ������� ����%�& σ = 1� <
��* � �&��� ρ0 ∈ C∞{Γ} �"���-��(� � �
�" +
�
��' � (����' ρ �� �
"��� �����! ��
  �� ���/��� �
�/���� ρ0(a) = ma! a ∈ J �
1 �� ��)
��� � ������
��! 2� ��&� � (���� ���( - ���-%���� ��(� �
������' ma  
�
�/���� a ∈ J � F������
�� (�
&������ ��%�� 

d

dΓ
v′ + λρ0 v = 0 �� Γ, v = 0 �� ∂Γ, v ∈ C2(Γ), =�@>

�&�* ��%����%�- (���(���)
��* &����&���* ��
����� B1 � H1
0 (Γ)! ������
��* ��&


(B1v, ϕ)1 = (ρv, ϕ)0 +
∑

a∈J mav(a)ϕ(a) %�� �(�� ϕ ∈ H1
0 (Γ)� ,�� �
� -�� ���(��

����
��� ��%��� =�@> � ���� ������ #���� &�����(�
*
 λ1 < λ2 � λ3 � · · · � λk � · · · �
L
�
� Pλ ��������� �������
&��� � H1

0 (Γ) �� ���(��* ��%���(���! 2� ��%����%�-
���(��� ����
��' λ ��%��� =�@>�

	
!�
"� �� ����; σ = 1� �A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =?> 78�9�B�F1� ��� ε → 0 04

?A�1.�� 7.�:�.F 7�0�:� =�@>G /� 78�3.�1�F K �4.4���.4B � |λε
k − λk| � ck

√
ε 0A�

?1�� k ∈ N� ���� �494G 0A� 543.494 ?A�1.494 7.�:�..� λ 7�0�:� =�@> 1���?032K�F1�

4/�.5� ‖P ε
λ − Pλ‖ � Cλ

√
εG 0� 1��A� ckG Cλ .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� K& � � %��
%
��� �
��
�� �! %�(������ �
�
������! 2� (��0� ��
������� Aε

���������� �"���-��(� %� ��
������ B1� J&���(���/�(� �
�����(�' =�E>! �����
��

∣∣((Aε −B1)v, ϕ
)
1

∣∣ =
∣∣(ρεv, ϕ)0 − (ρv, ϕ)0 −

∑
a∈J

mav(a)ϕ(a)
∣∣ =

=
∣∣∣ε−1(qεv, ϕ)0 −

∑
a∈J

mav(a)ϕ(a)
∣∣∣ � C

√
ε ‖v‖1 ‖ϕ‖1

%�� %�������� � �&��* u, ϕ ∈ H1
0 (Γ)� ,��%(� ‖Aε −B1‖ � C

√
ε�

.�)
! %�� σ < 1 (�
&�� ��%��� =?> ���� - %� (�
&��� ��%��� � �
�" �
��' � (+
����'! �(&���&� �������� ��(�! 2� &���
��� -��(� � �&���� �� ���/��� �
�/��!
"
��
)�� ���� ��� ε → 0� � ����%& σ = 1 �" �
��� � (���� � �&���� �� ���/���
�
�/�� δ+��%�"��! ��� � ������� ����� -�� ��%�� =�@> � ���-%������ ��(����
/� 0��-#����� %&#�
���. ��)��!+ 1 < σ < 2� � ���� ����%& (��0� ��
��+

����� Aε �)
 �
 - ���������� �"�
)
��' ��� ε→ 0� B����& ‖Aε‖ - ���&�' (�
&���
Aε! ��%� ‖Aε‖−1 - ���(��� ����
���� ��%��� =?>! �� �����*��� �%�
 ���(�
 ����
���
���� - %� � �� ��� ε → 0� <�(����%�! (�
&�� ��%��� =?> %�����(� �� %�� ��(�����
.%�� � ��� (&��%�-��(� �� (&���
���# &���&�(�� ���(��� ����
��! �"�)��� %� � ��
=.�3.� :�1��.� 1��5���>! � %� ��/�# ���
)��� ���(�� ����
���! �&� ��'�� %�%����
������� =?���.� :�1��.� 1��5���>�
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4� %��
%
��! 2� ��)�� ��(���� (�
&��� (&��%�-��(� � n ���(��� ����
�� �� ���+
� ������ #����# &�����(��! %
 n � ��� )��(�� ���)��� J � F������
�� (�
&������ 
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d

dΓ
w′ + νq0w = 0 �� Γ, w = 0 �� ∂Γ =��>

� � (����' q0 ∈ C∞{Γ}! �&� - ��%�����' ��% � �� ��/
 �� ���)��� J ! � (��

q0(a) = ma %�� a ∈ J � I�&� ��%��� ��%
�'- ��%�
�& (��& (�� � � ��)&��� � �����!
&��� ��(�' �
"
� ��)�� ��
�� ���� ��������� � ��(�' � �����
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I � � ��%��� ����������
�� �
�
� b1, b2, . . . , bN �
�/��� ����� Γ! � �� ���/��
�
�/��� ��� " %
 �� ��� ��������� ��/��� ���
���� � a1, . . . , an� I � n < N ! "�
J ⊂ V � ��������(� ��&�)! 2� bi = ai %�� i = 1, . . . , n�

�
"� ,� ��.�;.� <2.5/�> .� 9��<� Γ 2�?4�BB�F A�.�;.�; ��41��� L(Γ)G ?����


.�1�F �5494 04��?.BK 5�AF541�� ?��@�. 9��<�O dimL(Γ) = N �

 	��
���
�.(&���&� ����*�� � �&��� � �� Γ �%�������� �������-��(� (��#�� ����
�+
���� �(b1), . . . , �(bN)  �
�/���� �����! �� L(Γ) ���������* ���(��� R

N �

L
�
� L0(Γ) ��������� ��%���(��� ����*��� � �&��* �� Γ! �&� �"
���'��(� � � ��
�� ∂Γ� ,��� ����! 2� dimL0(Γ) = n� 1�"
�
�� � L0(Γ) "�� � ��&�� ����*��� � �&��*
�1, . . . , �n! 2� �i(ai) = 1 �� �i(aj) = 0! &��� i �= j�

	
!�
"� ,� C�0�:� =��> ��K n = |J | 040��.�� ?A�1.�� 7.�:�.F �7 ?���2?�..��

5���.41��;G � ?A�1.� <2.5/�> K A�.�;.��� .� Γ � 2�?4�BB�F 8�72 ? ��41�4�� L0(Γ)�

 	��
���
� F������� =��> �� �
"��� ����� ��- �����% w′′
γ = 0! ��� " %�+�&�*

�
�
�
����* *��� ����0���& - ����*��' � �&��-' �� Γ� ,�%��� =��> ��- ��
������

��"��)
��� ν T0w − w = 0 � ��
������� T0 � H1

0 (Γ)

(T0 w, ϕ)1 =
∑
a∈J

maw(a)ϕ(a) %�� �(�� ϕ ∈ H1
0 (Γ). =�A>

3
 ��
����� (&���
����� ���� � J����%�! MNOT0 =
{
w ∈ H1

0 (Γ): w = 0 �� J
}
� P �&+

��� f ∈ H1
0 (Γ) ��- �%�������
 ��"��)
��� f = f(a1)�1 + · · · + f(an)�n + f0! %


f0 ∈ MNOT0� ,��%(� ;QT0 = L0(Γ)! ��"�� ���� T0 %�����'- n� I
�
� ��
�%)
��� ���
"�� � L0(Γ) (��- ��
��%����

�� �
��! �(� - ���(��* � &��(�� &�����* �������� �����%)
��� ���(��� ����
��
� ���(��� � �&��* ��%��� =��>� 1�
%
�� ��&� ������
���
 I∗(a) � ���)��� �
"
�! �&�
- ����%
������ �
�/��� a! ��
 �
 - �
�����G Rij � ���)��� �
"
�! 2� �0-%� '��
�
�/��� ai �� aj � K&2� w � ���(�� � �&��� ��%��� =��> � ���(��� ����
���� ν! ��
�� �
"�� γ = (bi, bj) ���� ��- ��"��)
��� wγ(τ) =

(
w(bj) − w(bi)

)
d−1

γ τ + w(bi)! %

dγ � %��)��� �
"��! � τ � ��� ������* �����
��! τ ∈ (0, dγ)� K&2� γ - �
��
'!
�� wγ(τ) = wγ(bi)! ��"�� w - (����' �� �
����� .�)
! ��/ & � �&��# w ���%���(�
%� �����%)
��� �
&���� � = (w(a1), . . . , w(an)) # # ����
��  �� ���/��� �
�/����!
�(&���&� w(bi) = 0 %�� i ∈ {n+1, . . . , N} � (�� &��*����  ���� 5�
 %��
�
�������
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�������� =��> %�� w �� ���)��� J �����(����
 ����*��* ���
"�����* (�(�
��

(C − νM)� = 0. =��>

I � M = R�ST (ma1 , . . . ,man) � %���������� �������! (&��%
�� � ��( � ����! � 
�
+
�
��� cij &��%�����# ������� C ����%& n " % '�� �� ��&��� ���������


cii =
∑

γ∈I∗(ai)

1
dγ
, cij = −

∑
γ∈Rij

1
dγ
, &��� ai �� aj ( ��)��!

� cij = 0! &��� �
�/��� ai �� aj ( ��)���� �
 -� F������� =��> - ��& �����' 27�9�AF


.�.4B 7�0�:�B .� ?A�1.� 7.�:�..� %�� �����%)
��� ν �� � 6�@7� 1��(�� ����
���
ν1, . . . , νn ��%��� =��> - &��
���� ����&�
��(������� �������� det(C − νM) = 0! � ��
��%����%���� ���(���� �
&������ �1, . . . ,�n " % '�� ����*�� ���(�� � �&��#�

F�(� �


1��+��� �� F������
�� ��%
�� �
�������� �����! ��"��)
���� �� ��(� �� 1�� (&��+
%�-��(� � �%�������� &��%���� �� �������� �����)&�� %��)��� 1/2� � �
�/����
&��%���� a1, a2, a3, a4! �&� ���)�'�� �� ���/����! ��(
�
%)
�� ��(� �
������ m�
��� ��&��� ����� ������� C ��- �����%

C =




4 −1 0 −1
−1 4 −1 0

0 −1 4 −1
−1 0 −1 4


 ,

�M = mI! %
 I � �%������ ������� �
��
����� ����%& � I�%� ��%��� =��> ��- ������
���(�� ����
��� � %�� ���(��! � �%�
 %��&����


ν1 = 2 −→ �1 = (1, 1, 1, 1),

ν2 = ν3 = 4 −→
{
�2 = (−1, −1, 1, 1),
�3 = (−1, 1, 1, −1),

ν4 = 6 −→ �4 = (−1, 1, −1, 1).

)������� �� J ( ���������� ���� ��
������ ��
%�& ��&����& � ����
�%��& ��
%���& �
���#
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�������� ������ 3� � �&��#
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�� �� ��(� ?�

F�(� ?


L��� P1����4��5� .�3.F4> :�1��.� 1��5���� 1������ ���
%��& ��� ε → 0
�
�/�� n ���(��� ����
�� λε

1, . . . , λ
ε
n ��%��� =?> �� ��%����%��� ���(��� � �&��* uε,k!

�&� ���)����
�� ����������� � H1
0 (Γ)�

1�
%
�� ������
���
 Pν � �������
&��� � H1
0 (Γ) �� ���(��* ��%���(��� ��%���

=��>! 2� ��%����%�- ���(��� ����
��' νG Pε
ν � �������
&��� � H1

0 (Γ) �� ��%���(���!
����%)
��* ���(���� � �&����� �" �
��# ��%��� =?> � ��&��� ���(���� ����
���+
�� λε! 2� ε1−σλε → ν ��� ε → 0� <
��* ν1, . . . , νn � ���(�� ����
��� ��%��� =��>!
��� �
������ � ���� ������ &�����(���

	
!�
"� /� ����; σ > 1� EA� ?1�� k = 1, 2, . . . , n ?A�1.� 7.�:�..� λε
k 7�0�:� =?>

����2B�F 04 .2A� ��� ε→ 0 � ?�54.2B�F1� 4/�.5�

|ε1−σλε
k − νk| � ckε

θ, θ = min{1/2, σ − 1}.

���� �494G 0A� 543.494 ?A�1.494 7.�:�..� ν 7�0�:� =��>

‖Pε
ν − Pν‖ � Cνε

θ,

� A�.�;.� ?A�1.� <2.5/�> w1, . . . , wn /�K> 7�0�:� �43.� ?�8���� ��5G I4

‖uε,k − wk‖1 � Lk ε
θ =�	>

0A� ?1�� k = 1, . . . , n� �2� 1��A� ckG Cν G Lk .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� B
�
���� -�� (��0' ��
������� Aε! ����/� ������
��� Tε = εσ−1Aε�
J��0� Tε �)
 - ���������� �"�
)
��' � ��� ε→ 0 �"���-��(� � ��
�������* ����� %�
��
������ T0� J����%�! ��&���(���/� �����(�� =A> � =�A>! �����
��∣∣((Tε − T0)v, v

)
1

∣∣ =
∣∣εσ−1(Aεv, v)1 − (T0v, v)1

∣∣ �

� εσ−1|(ρv, v)0| +
∣∣∣ε−1(qεv, v)0 −

∑
a∈J

mav(a)2
∣∣∣ � c (εσ−1 +

√
ε) ‖v‖2

1
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%�� �(�� v ∈ H1
0 (Γ)� I � �� ��(��( ���� �
�����(�� =�E>� .�)
!

‖Tε − T0‖ � c εθ. =��>

B����& �
������ εσ−1(λε
k)−1 - ���(���� ����
����� ��
������ Tε! � *��� ���(��

�
&���� ��&� (��� �&  ��
������ Aε! �� �(� ��
�%)
��� �
��
�� �������'�� ��
����&� ���� =��> �� �
�����(�
* =��>! =��>�

U��� � ��* (����� �� �"�
)���(� %�(��%)
���� ��%
�� ��� σ < 2! �%��& �
� ��+
��� ��� ���
%��& ��)���# ��(���� (�
&��� ����/�-��(� ���������� %�� �(�� σ > 1�
���� ��(�! 2� &���
��� -��(� � �&��� � ����! �
�"�
)
�� ���(��- ��� ε→ 0! �� �
�+
/� n ���(��� ����
�� �" �
��# ��%��� =?>! %
 n � &���&�(�� �� ���/��� �
�/�/ �����
Γ! ���)%� ���� '�� %� � ��! � ��%����%�� ���(�� � �&��# - �(���������� "����&���
%� ����*��� � �&��* �� Γ� 3� ����*�� � �&��#! ��"�� "�� w1, . . . , wn � �
��
��! ��)��
���*�� &��(�� &�����! ��" % ���/� �(���������� ������
��� ���(��� ����
�� λε

k

� ��%����%��� ���(��� � �&��* uε,k � �&��� &������� ���(���� ����
��� ν�
B
�
���� ������ (��0# Aε �� %�(���� ## �"�
)
��(�� � ��
�������* �����! ��


�������� � �
� ������ ���������� �
�
��% �(' ���������' ��� ����� ���(���
&�������! 2� ��%����%�'�� �
����* ��(���� (�
&���� 3� ���(�� � �&��# V���&��W �
�%�� ��
������ T0�

L�#� P1����4��5� ?���.F4> :�1��.� 1��5���� B�&�)
��! 2� %�� 1 < σ < 2
�
/�� ���(��� ����
�� ��%�&�
��
�� ��% � �� ��� ε→ 0�

�
"� /� EA� 543.4> ?��@�.� ai ∈ J 9��<� Γε �1.2K A�.�;.� 54�8�.�/�� vε,i ���@��

n ?A�1.�� <2.5/�; 7�0�:� =?>G ��5� I4

|vε,i(ai)| � c �� vε,i(aj) → 0 0A� j �= i

7 0��54B 040��.4B 1��A4B c� 6�� j �= i

|vε,i(aj)| � Cεθ, θ = min{1/2, σ − 1}. =�E>

 	��
���
� F��/
 �� ��&���(��� ���� %�� ����� "��� � ���(���� L0(Γ)! �&�* - �"��+
��� ��
������ T0� B
�/ � ��� ��" %����� � �
��
�� ?! � %� � � � �
��
�� @� H���*+
�� � �&��� �i � �
�/�# "��� - ��%�����' ��% � �� ��/
 � �%��* �� ���/��* �
�/���
ai� <
��* �i = α1w1 + · · · + αnwn � ## ��"��)
���  "��� � �
��
�� @� B��*�
��
vε,i = α1uε,1 + · · · + αnuε,n� I�%� ���%�� � =�> �� =�	> ��-��

max
x∈Γ

|vε,i(x) − �i(x)| � ‖vε,i − �i‖1 � Cεθ.

.�)
! ����*�� &��"������ vε,i ��%�������- �(�  ���� �
���

�
"� 2� ����; σ ∈ (1, 2]� �40� �1.2K ��5� 040��.� 1��A� κG I4 λε
n+1 � κ 0A� ?1��

040��.�� ε�

 	��
���
� <
��* uε = uε,n+1 � ���(�� � �&��� ��%��� =?>! �&� ��%����%�- ���(+
��� ����
��' λε

n+1! ‖uε‖1 = 1� I�%� ���� ������������ � H1
0 (Γ) %� � �&��# vε,i �

���
�
%���# �
��! 2� �� ��%(���� ����)��(�� =@> ��)�� ����(��� ��&
 (ρuε, vε,i)0+
+ε−σ(qεuε, vε,i)0 = 0� .�)
!

ε−σ|(qεuε, vε,i)0| � |(ρuε, vε,i)0| � C.
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B
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��/
�� �' �
�����(��  ��&�� �����%�


ε−1
∣∣∣ ∫
sε(ai)

qεuεvε,i dx+ βε(uε, vε,i)
∣∣∣ � Cεσ−1, =��>

%
 βε(uε, vε,i) =
∑

j
′∫
sε(aj)

qεuεvε,i dx. I � ( �� "
�
��(� �� �(��� �� ���/���� �
�/�+

����! &��� ai� 1��� ���/� =�> � =�E>! �����
�� |βε(uε, vε,i)| � Cε1+θ� ���"�� '��
�' �
�����(�� � ����&��� =	>! =��>! �
�&� ��������! 2� |uε(ai)vε,i(ai)| � Cεθ� ,��%��
� �
��' @ �
������ |vε,i(ai)| ���������� ��%�&�
��
�� ��% � ��� I�� |uε(ai)| � Cεθ!
� �(�������

max
x∈sε(ai)

|uε(x)| � Cεθ =��>

�� ��%(���� �
�����(�� =�>� ,� ��)���! 2� �� �
�����(�� ��&�� -��(� %�� &�)��#
�� ���/���# �
�/��� ai ∈ J ! "�  ���
�
%��� ���& ������ �
�/��� " �� %��������

I
�
� � ����)��(�� =@> ��-�� 1 = λε
n+1(ρεuε, uε)0� .�)
!(

λε
n+1

)−1 � |(ρuε, uε)0| + ε−σ|(qεuε, uε)0| �
� C‖uε‖2

0 + ε1−σ
∑
a∈J

ma max
sε(a)

|uε|2 � C1 + C2ε
1−σ+2θ

���%�� � ����&��� =��>� ��� ���
�/
��� %��
%
��� %�(������ �� ��)���! 2�
1 − σ + 2θ � 0 ��� σ ∈ (1, 2]! ��"�� �
������ (λε

n+1)
−1 - �"�
)
��' ��� ε→ 0�

.�)
! �(� ���(�� ����
��� λε
k �" �
��# ��%��� =?>! ������'�� � ���
�� n + 1!

���������� ��%�&�
��
�� ��% � ��� J��
 ���� (��������� �
���' ��(��� (�
&����
���� ������� ���
%��& ���(��� � �&��*! �&� ��%����%�'�� ��* ��(���� (�
&����
U���&�
���' ����&�' ��&�� &������� - �
! 2� �
��&� ��(�! �&� &���
��� '��(�  
� ����! ��"���� �� � ��� �(���������� �
� �������

�
"� 3� ����; σ ∈ (1, 2] � k > n� C.�:�..� 543.4> ?A�1.4> <2.5/�> uε,k 2 ?1��

?.2���@.�� ?��@�.�� ����2B�F 04 .2A� ��� ε → 0� P 1���G |uε,k(a)| � Ckε
θ 0A�

?1�� a ∈ J �

 	��
���
� <�(����%� �(
 �)
 %��
%
�� � ���
�
%��* �
��� .���&�! �&� ��� �����"��!
�������� %�� � �&��# uε,n+1 =%��� �
�����(�� =��>>� B�� %��
%
��� �� ��&���(����
��/
 ��&�! 2� �� ���(�� � �&��� ������������ %� �
�/�� n ���(��� � �&��*� I�� 
*��� "
� )�%��� ���� ��)�� ��������� %�� &�)��# uε,k � ���
���! "���/�� �� n�

.��)! �����%�� ���& ����! 2� � ��������* ��%���! �&� ���( �����
 �(�������& 
���(��� � �&��* �
�����# ��(���� (�
&���! ����&� ��  ���� ������
  &�)��� 
� ���! %
 �" �'-��(� � (���� ��(�� F������
�� ��%�� �� ���(�� ����
���

d

dΓ
u′ + µρu = 0 �� Γ, u = 0 �� V, =�?>

%
 ����%�-��! 2� V � ���)���  (�� �
�/�� ������ 1 ��* ��%��� ��
"� ���)���! 2�
∂Γ = V ! ��%� ���� ��&����� (��- ( & ���(�' &��(����� ��%�� X� ���+H� ����� ��
�
"��� ����� Γ

u′′γ(τ) + µργ(τ)uγ(τ) = 0, τ ∈ (0, dγ), uγ(0) = uγ(dγ) = 0. =�@>
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U��� �(� ���(�� ����
��� " %�+�&�# �� ��%�� =�@> - ���(����! (�
&�� ��%��� =�?> �&
%��0'�&��
 �"0-%����� (�
&���� ��%�� =�@> ��)
 " �� &������� 4�&(������� &���+
��(�� ���(���� ����
��� �
 �
�
��2 - &���&�(�� �
"
� ����� Γ�

<
��* µ1 � µ2 � · · · � µn � · · · � ���(�� ����
��� ��%��� =�?>! ��� �
������ � ���+
� ������ &�����(��� 1�
%
�� ��%���(��� H =

{
u ∈ H1(Γ): u(a) = 0 %�� �(�� a ∈ V

}
���(��� H1

0 (Γ)� 1������*�
 ���� �'����� ��%��� =�?> - ��&��
 ���$�� ����	 µ �
������! u �= 0 � ����� H ����� %	

(u, ϕ)1 = µ(ρu, ϕ)0, ϕ ∈ H. =��>

, �
' �(���*�����* (���(���)
��* &����&���* %�%����* ��
����� T1 : H → H! %��
�&��� �������-��(� �����(�' (T1u, ϕ)1 = (ρu, ϕ)0 %�� �(�� ϕ ∈ H�

��� � �&��# u ∈ C1(Γ) ��
%
�� ��&� ������
��� ga(u) =
∑

γ∈I(a)
du
dγ (a), a ∈ J �

���
%
�� �%� �
����� �
� �

�
"� 4� ����; µ � v ! ?A�1.� 7.�:�..� � ?A�1.� <2.5/�� 7�0�:� =�?>G � ϕ ! 04?�AF.�

<2.5/�� 7 H1
0 (Γ)� �40�

(v, ϕ)1 − µ(ρv, ϕ)0 =
∑
a∈J

ga(v)ϕ(a), =�A>

∣∣∣∣ε−2

∫
sε(a)

qεvϕ dx

∣∣∣∣ � C‖ϕ‖1. =��>

 	��
���
� ,� ��)��� ��&

 ���� �� ���&� -�� v �& 
�
�
�� H1
0 (Γ)! �� � �&��� �&

����0���& �������� =�@> - ���%&�' �� &�)��� �
"��� I�� ## ����%�� dv
dγ (a)! � ��%� �

�
������ ga(v)! &��
&��� ������
��� Y�" �������� =�A>! ��
"� �����)��� ��������
=�?> �� ϕ � ������
�� ���� ��(������ �� %�������' ���� �� =�>� ,��� ���� ��&


&��� ϕ ���
)��� ��%���(��� H! �� =�A> �"���-��(� � ����)��(�' =��>�

.(&���&� v(a) = 0! �� ��&�� -��(� ����&� max
x∈sε(a)

|v(x)| � cε� I�%�

∣∣∣∣ε−2

∫
sε(a)

qεvϕ dx

∣∣∣∣ �
(
ε−1 max

x∈sε(a)
|v(x)|

)(
ε−1

∫
sε(a)

qε|ϕ| dx)
)

� C‖ϕ‖1

��%����%�� %� =	>�

�
"� 5� ����; 1 < σ < 2� �43.� ?A�1.� 7.�:�..� λε
kG k > nG ?���.F4> :�1��.�

1��5��� ��K 15�.:�..2 040��.2 9��.�/B ��� ε→ 0 � /� 9��.�/� K ?A�1.�� 7.�:�.


.�� 7�0�:� =�?>�

 	��
���
�<
��* λε � ���(�
 ����
��� �
�����# ��(���� (�
&��� � λε → µ ��� ε→ 0�
J�����& %��
%
�� ��&�* ��&�
 �&2� uε � ��%����%�� ��(��%����(�� ����������
���(��� � �&��* � uε → u (��"&� � H1

0 (Γ)! �� u - ���(��' � �&��-' ��%��� =�?> �
���(��� ����
���� µ� <����� ��&�)
��! 2� �������� � �&��� u ��%����� ��% � ���
1�&���(��-�� ����)��(�� =@>

(ρuε, uε)0 + ε−σ(qεuε, uε)0 =
1
λε
. =�	>
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��� ���(��� � �&��* �
�����# ��(���� (�
&��� ��&�� '��(� ����&� =��>! ��� 

ε−σ(qεuε, uε)0 � cε1−σ
∑
a∈J

max
x∈sε(a)

|uε(x)|2
(
ε−1

∫
sε(a)

qε dx
)

� cε1−σ+2θ
∑
a∈J

ma.

���� ����! 1−σ+2θ > 0 %�� σ ∈ (1, 2)� .(&���&� ��(��%����(�� uε - �"�)��' � L2(Γ)!
�� ��������* �
�
��% � =�	> %�- (ρu, u)0 = (µ)−1 > 0� .�)
! � �&��� u - �
� �����'�

5��������� ��)�� %��
(��! 2� ε−σ(qεuε, ϕ) → 0 %�� %�������# � �&��# ϕ � ��%+
���(��� H � σ ∈ (1, 2)� I�� 2
 ��� �
�
*/��/� %� ������� � =�	>! �
�
� �)
 %��
ϕ ∈ H! ������-��! 2� u ��%�������- ����)��(�� =��>� ,��%�� � �
��' A � �&��� u
���
)��� H! ��� - ���(��' � �&��-' ��%��� =�?> � ���(��� ����
���� µ�

I
�
� ���� (����! 2� %
�&
 ���(�
 ����
��� λε
k �
 ��- ������� ��� ε→ 0

α = lim
ε→0

λε
k < lim

ε→0
λε

k = β.

.(&���&� λε
k - �
�
�
����' � �&��-' ������ �����
���! �� %�� &�)��# ���&� λ �

���
���� [α, β] ���*%
��(� ��%��(��%����(�� {λε′} ⊂ {λε
k} ���(��� ����
�� �� ��%��+

��%��� ���(��� � �&��* {uε′} ��&��! 2� λε′ → λ �� uε′ → u! %
 u �= 0� I�%� ���%�� �
%��
%
���! ��(�� λ - ���&�' (�
&��� ��%��� =�?>� .�)
! �
(� ���
���� [α, β] �����
�
��(����(� � ���� (�
&���! 2� �
��)�����

<
��* Pµ � �������
&��� � H1
0 (Γ) �� ���(��* ��%���(���! 2� ��%����%�- ���(��� 

����
��' µ ��%��� =�?>! � P ε
µ � �������
&��� �� ��%���(���! ����%)
��* ���(����

� �&����� ��%��� =?>! %�� �&�� ���(�� ����
��� λε ���� '�� %� µ ��� ε→ 0�

	
!�
"� 2� ����; 1 < σ < 2� �A�1.� 7.�:�..� ?���.F4> :�1��.� 1��5��� 7�0�:� =?>
78�9�B�F1� ��� ε → 0 04 ?A�1.�� 7.�:�.F 7�0�:� =�?>G /� 78�3.�1�F K �4.4���.4B

? �4�2 1�.1�G I4

|λε
k − µk−n| � ck ε

ω, ω = min{σ − 1, 2 − σ} =��>

0A� ?1�� k = n+ 1, n+ 2, . . . � ���� �494G �5I4 µ ! ?A�1.� 7.�:�..� 7�0�:� =�?>G �4

‖P ε
µ − Pµ‖ � Cµ ε

ω, =?E>

� ?A�1.� <2.5/�> u1, u2, . . . /�K> 7�0�:� �43.� ?�8���� ��5G I4

‖uε,k − uk−n‖1 � Lk ε
ω =?�>

0A� ?1�� k > n� �2� 1��A� ckG CµG Lk .� 7�A�3��F ?�0 ε�

 	��
���
� ��� &�)��# �
�/��� a ∈ J ��
%
�� � �&��'+����& ζa ∈ C∞
0 (Γ) ��& ! 2�

��� %�(������ ����� ε ���� %�����'- �%����� �� ���&���� ��%����� sε(a) � � �'
���� %
�&�� *��� �&����� B����� �
* �&�� �
 ��(���� )�%��# ��/�# �
�/��� �����
Γ! �&��� a� <
��* µ � ���(�
 ����
��� ��%��� =�?> � ���(��' � �&��-' v! ‖v‖1 = 1�
��� ��-# ���� ��" % -�� � �&��' �� Γ ψ(x) =

∑
a∈J

ga(v)
µ ma

ζa(x)! �������
���� �&�# -
��%&���� ���� ���(� � �&��' v ��&! 2�" ���� (���� &������%�' %�� ��
������ Aε�
F������
�� � �&��' wε = v+εσ−1ψ � ��&�)
��! 2� ���� (µ−1, wε) - &������%�' %��
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��
������ Aε � �
�0��&�' c εω� ,� ��)���! 2� ‖wε‖1 = 1 + O(εσ−1)� ��� %�������#
� �&��# ϕ ∈ H1

0 (Γ) ��-��

(Aεwε − µ−1wε, ϕ)1 = (ρwε, ϕ)0 + ε−σ(qεwε, ϕ)0 − µ−1(wε, ϕ)1 =
[
(ρv, ϕ)0−

− µ−1(v, ϕ)1 + ε−1(qεψ, ϕ)0
]
+ ε−σ(qεv, ϕ)0 + εσ−1

[
(ρψ, ϕ)0 − µ−1(ψ, ϕ)1

]
. =?�>

���� (&���(��-��(� �����%�� � �&��* ψ �� ζa� I�%� ���%�� � =�E> ε−1(qεψ, ϕ)0 =
= 1

µ

∑
a∈J ga(v)ϕ(a) + αε(ϕ)! %
 |αε(ϕ)| � c0

√
ε� 1��� ���/� =�A>! ������-+

��
∣∣µ−1(v, ϕ)1 − (ρv, ϕ)0 − ε−1(qεψ, ϕ)0

∣∣ � c1
√
ε ‖ϕ‖1� ���� ����! ���%�� � =��>

|ε−σ(qεv, ϕ)0| � ε2−σ
∑

a∈J |ε−2
∫

sε(a) qεvϕ dx| � c2ε
2−σ‖ϕ‖1� .�)
! �(������� �

�����(�� =?�> ��-��∣∣(Aεwε − µ−1wε, ϕ)1
∣∣ � (c1

√
ε+ c2ε

2−σ + c3ε
σ−1)‖ϕ‖1 � cεω‖ϕ‖1,

��"��
∥∥Aεwε − µ−1wε

∥∥
1

� c εω! � ���� (µ−1, wε) - &������%�' %�� ��
������ Aε�
<
��* �
�
� µ - ���(��� ����
���� &�����(�� r� 1�"
�
�� ������������ "�� 

v1, . . . , vr � *��� ���(��� ��%���(����� ���
%
�
 (��( -��(� %�������# ���(��# � �&+
��# v! ��� (ν−1, v1 + εσ−1ψ1), . . . , (ν−1, vr + εσ−1ψr) � ������������ (��0� &������%
%�� ��
������ Aε � �
�0��&�' cεω� 1�"
�
�� %�%���
 ��(�� α ��&! 2�" ���
����
∆ = [ν−1 − α, ν−1 + α] �
 ��(��� ��%������ ��% ν−1 ����& (�
&��� ��
������ T1�
I
�
� ��
�� �/�(� %� �
�� �! ��)�� ���"��� %�� ��(���&�� B�+�
�/
! %�� ����
��
ε ��&��! 2� rcεω < α! �(� - (��
 r =�� ���� ������ &�����(��> ���(��� ����
��
(λε

k)−1 ��
������ Aε! 2� �
)��� � ���
����� ∆! � ��&�) |(λε
k)−1 − ν−1| � cεω� ,��%(�!

� ��&�) � �
�� 	 �������- �����
��� �"�)��(�� λε
k → νk−n �� ����&� =��> %�� �(��

k > n� B�+%� �
! ‖EAε(∆)vj − vj‖ � cα−1εω %�� j = 1, . . . , r! ���%&� �������- =?E>! �
��� ���
)��� ��"��� "��� � ���(���� L0(Γ) ��&�) � �����
��� �"�)��(�� ���(���
� �&��* =?�>�

.������� �
� ������ %�� ��)���# �� �
�����# ��(��� (�
&��� ��)�� ��-%����
��&� .(&���&� H1

0 (Γ) = L0(Γ)⊕H! �� ��
����� Aε ��)�� ��(������  ��%����%��(��
��������* ��
����� Aε! �&�* %�- �� ��* �����* ( ��

Aε =
(
Aε

11 Aε
12

Aε
21 Aε

22

)
.

4� ��&����� %��
��! 2� Aε �(���������� "����&�* %� %������������ ��
������

Tε =
(
ε1−σT0 0

0 T1

)
,

�&�* ���� � ���
)��� ��% ε! ��
 �� ���
)��(�� - &��(�� &�����'� <����&��%! %��
σ ∈ (1, 3/2] �' �(��������� "����&�(�� ��
"� ��� ���� ��&� U��� �"�%�� (��0# ��
+
������� Aε �� Tε �
 - ���������� �"�
)
�� ��� ε→ 0! ����
 �
 ��������� %�� #����#
�������! � (��
 ‖Aε − Tε‖ � M � ��� "���/�� σ ����� ‖Aε − Tε‖ �
�"�
)
�� ���(��-
��� ε → 0! ��
 ����%�& ## ��(� %�����'- 3/2 − σ! 2� �
�/
 ��% 1 − σ � (�
�
��
���(����� ���� ��
������� Aε �� Tε�
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��� .� )� �����������
��>� 	�������� �� �������������� ������� ? *�" :88<�
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;� #������ #� )� 1 ���������>� ��
������� ��
 � ���������������>�� �������
TT\��������>� ����
��> ����
����! ���������� � �������������! ��
���� ? *�"
9766� ? \� 989�9:6�

<� 5����	� � !� 6�� 7	*	��� .� )�� #������ #� )�� .�,����	 8� .� 1 ���������>� ���

������� ���	�> � �������������! �����! TT\��� ����  	��� ? 9766� ? ]� :7" ^=� ?
\� 59�79�

=� 5����	� � !� 6� \������
��>� ���!���� ��
�����
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�	������
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5� 5����	��� !� 6�� 5����	� �� )� _�� ����������	 �
���
���� �
����� ��
����� ��
���
�����������` ���	�� TT����� +����� 	���	� \��� ��������� ? 9775� ? ���� <7� ? \� 66�77�

6� '	,�� 7� #� a���������
���� ����������� �
���
���� ��
����� 	 
����� �
 
���
����

�	����� �	������ TT*��� ������ �� ��
������ ��
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���� � ��
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�	j������ TT'�	�> *�������������� ������	�� ��� �� $� \���
���� ? 9778�
? '� 97:� ? \� <:�48�

99� ABCB:DE F� 4� ,EHDJGNH�AE AR NAENDEHJGHDS BGMMDM �E G VGJBAE�NGLLO AMN�LLGH�EC MIGH�GL KASO
b�HV UDQBGEE KAQESGJO NAES�H�AEM TTdGHV� dASDL� UQBDJ� gEGL� ? 977;� ? kAL� :5" ^4�
? [� 555�577�

9:� 910G2H3 I� 4� k�KJGH�AEM AR G HV�Nc IDJ�AS�N lQENH�AE b�HV NAENDEHJGHDS BGMMDM TTdGHV�
dASDLM dDHV� gIIL� PN�� ? kAL� 99" ^4� ? :889� ? [� 9889�98:7�
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9<� K>DL1C <�� MDND 9�� O>1:1C 9� P� mE G Z�KJGH�EC ILGHD b�HV NAENDEHJGHDS BGMM TTX� n�
gNGS� PN�� [GJ�M� ? :888� ? kAL� ;:6" PeDJ�D ,, K� ? [� <7<�=88�

9=� KD0DEBQH RS� <�� KDL1C <�� MDND 9� B2T O1:1C P� gMOBIHAH�NM RAJ HVD D�CDEDLDBDEHM AR
Z�KJGH�EC BDBKJGEDM b�HV ZDJO VDGZO HV�E �ENLQM�AEM TTX�n� dDNGE�fQD" ;;8 h99i� ? :88:�
? [� 555�56:�

94� KD0DEBQH RS� <�� KDL1C <�� MDND 9� B2T O1:1C P�mE Z�KJGH�EC BDBKJGEDM b�HV ZDJO VDGZO
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�
 �	�	�������*� �� �
�"
�
  ���	��� �  ��#��- ����- 
����
����  '.)� /��	 �	%�0 ��	�� 1 �	 
�����*�-
������! 2	�
��	  !��	�!�! ��� ! ���� 	��
 ��	�!���*� ��� 3
��� ��������0 �	
	"
��  !��	����
 ����������	 ��! ��	�%�4 ��$�
��4 � �� ���� �	�	��������� �� �
���
� �!�#�!� ������� !�  !��
����
�  ���	��� �  ��#�!�! ���	�!� �� �
���
 �
!"
����� ��� 3
��� �*	
	��0 �	
	�� 5�������#�
 �	 �����	$ ��� 3
��� 
�
��*� �� �
��
�
6� ����!�# �� �
��� ������0�

�� 
����������� ������ �� ������� ����������� & ���	��� ΩT = {(x, t) :
h1(t) < x < h2(t), 0 < t < T}� 
� x = h1(t) �	 x = h2(t) 1 �� �
��� ������0�
���*�

	��#�
 �������	 �	
	�	  !��	����
 ����������	 a(t) > 0, t ∈ [0, T ]  �� �
���

ut = a(t)tβuxx + b(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t), (x, t) ∈ ΩT 7�8

� ���	��� �- ��� �-

u(x, 0) = ϕ(x), h1(0) � x � h2(0) 7(8

�© ������� �	
��� 
���



 !"#$"$% &%'%(% ')* +%#%! ),($ - #,�$*$$* ./

�	 ��	4� !�! ��� 	�!

u(h1(t), t) = µ1(t), u(h2(t), t) = µ2(t), 0 � t � T, 7,8


� h1(0) = h10 �	 β � 1 1 �	
	�� �!��	� ��
  !��	����
 �� �
���*� ����������	 �	
������4� 
�� �	
	-�# ���� ���	���� �	
	-�# 
�
	��� � �	� � 	�� ��� ! ���� !��	"
����
  !*�

�

a(t)tβux(h1(t), t) = µ3(t), 0 � t � T, 7.8

h2(t)∫
h1(t)

u(x, t)dx = µ4(t), 0 � t � T, 7�8

h2(t)∫
h1(t)

xu(x, t)dx = µ5(t), 0 � t � T. 798

�	����- �����!$ y = x−h1(t)
h2(t)−h1(t) � t = t �	
	�	 7�8"798 � �
!�#�
 
� ��������0

����� �� �� �
��!$ (a(t), h1(t), h3(t) = h2(t) − h1(t), v(y, t) = u(yh3(t) + h1(t), t))  
���	��� �� ��	�!�! ���	�! QT = {(y, t) : 0 < y < 1, 0 < t < T }:

vt =
a(t)tβ

h2
3(t)

vyy +
b(yh3(t) + h1(t), t) + h′

1(t) + yh′
3(t)

h3(t)
vy + c(yh3(t) + h1(t), t)v+

+f(yh3(t) + h1(t), t), (y, t) ∈ QT , 7�8

v(y, 0) = ϕ(yh3(0) + h10), 0 � y � 1, 7;8

v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t), 0 � t � T, 7�8

a(t)tβ

h3(t)
vy(0, t) = µ3(t), 0 � t � T, 7�<8

h3(t)

1∫
0

v(y, t)dy = µ4(t), 0 � t � T. 7��8

h1(t)µ4(t) + h2
3(t)

1∫
0

yv(y, t)dy = µ5(t), 0 � t � T. 7�(8

������� �� /���01���23 42 5�62708�91� 0�25�:
1) ϕ ∈ C1[h10, +∞), ϕ(x) � ϕ0 > 0, x ∈ [h10, +∞), µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, 4, 5,

µi(t) > 0, t ∈ [0, T ], i = 1, 2, 4, b, f ∈ C2,0([h10, +∞) × [0, T ]), c ∈ C1,0([h10, +∞) ×
×[0, T ]), f(x, t) � 0, c(x, t) � 0, (x, t) ∈ [h10, +∞) × [0, T ];

2) µ3 ∈ C[0, T ], µ3(t) > 0, t ∈ (0, T ], �� �170; 16�7<�77� =��7�>� lim
t→+0

µ3(t)t−
β+1
2 =

= A0 > 0, −µ′
1(t) > 0, t ∈ [0, T ], |µ′

5(t)| � A1t
β−1

2 +γ , |µ′
4(t)| � A2t

β−1
2 +γ ,

t ∈ [0, T ], |b(x, t)| � A3t
β−1

2 +γ , |bx(x, t)| � A4t
β−1

2 +γ , |bxx(x, t)| � A5t
β−1

2 +γ , |c(x, t)| �



.0 ����� �����	


� A6t
β−1
2 +γ , |cx(x, t)| � A7t

β−1
2 +γ , |f(x, t)| � A8t

β−1
2 +γ , |fx(x, t)| � A9t

β−1
2 +γ , (x, t) ∈

∈ [h10, +∞)× [0, T ], ?� Ai, i = 0, 9 @ ?��6� ?2?��7� 1��A�3 γ > 0 @ ?25�A97� B�6125�7�
<�1A2C

3) ϕ(h10) = µ1(0), ϕ(h2(0)) = µ2(0)�
�2?� �2D7� E�E7�<��� ��6� <�1A2 T03 0 < T0 � T 3 �6� 5�E7�<�;�91� 5���?7�


�� ?�7���3 42 �2E5F�E26 (a, h1, h3, v) ∈ C[0, T0] × (C1[0, T0])2 × C2,1(QT0) ∩ (QT0
)3

vy(0, t) ∈ C(0, T0]3 a(t) > 03 h3(t) > 03 t ∈ [0, T0] E�?�<� G�H
G#�H �170; � ;?�7�I�

�� �������� ������  !"# ��" �� ������� �������� &!��	�!�� ���	��� �
��	����
 ������0 x = h2(t)� 
�	 �	
	� �� �
��� ���� ���	���� �*�
�� � ��� 	�!
7(8� 7�8 �	 ��!��6���
�! ������! ����� �
!�� �!��� h2(0) > h10� 
�� � ��� 3
����
�� �
��


h2(0)∫
h10

ϕ(x)dx = µ4(0).

=��� �	
	�� ����!�- h30 = h2(0) − h10   	�	�!����  �
���-�
�� ��� 3
��� �	
	�� 7�8"7�8 �	�������� ��!��!� �	��!���� '�� �� (�)� >��!�	���

������ ��!�� ������0 v(y, t)

v(y, t) � M1 > 0, (y, t) ∈ QT , 7�,8


� ��	�	 M1 �	���!�#  �
  !$�
�!$ 
	�!$ �	
	��� ��	4
��	 �����	 
	� ���*� ����!�!
������0 h3(t)� h1(t)�  �	$� �-�! �� �
��
 7��8� 7�(8

h3(t) � 1
M1

max
[0,T ]

µ4(t) ≡ H1 < ∞, t ∈ [0, T ], 7�.8

|h1(t)| � µ5(t)
µ4(t)

+
µ4(t)

1∫
0

v(y, t)dy

≡ H2, t ∈ [0, T ]. 7��8

&!���!��� �-�! ��� � ��!��!� �	��!���� 
�
 ��� 3
��� �	
	�� 7�8"7�8� �
��"
�����

v(y, t) � M2 < +∞, (y, t) ∈ QT 7�98

� �*�
�� � 7��8

h3(t) � 1
M2

min
[0,T ]

µ4(t) ≡ H0 > 0, t ∈ [0, T ]. 7��8

+���	�!�� q(t) = a(t)
h2
3(t)

� p(t) = h′
1(t)� r(t) = h′

3(t)� ω(y, t) = vy(y, t)� +�!����! "

%! �!��	�� �� 6� ������0 a(t), h1(t), h3(t) 1  �
���� ��
�� �	
	�� 7�8"7�8 �	���!��
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�#

v(y, t) = v0(y, t) +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ)
(

b(ηh3(τ) + h1(τ), τ) + p(τ) + ηr(τ)
h3(τ)

ω(η, τ)+

+c(ηh3(τ) + h1(τ), τ)v(η, τ)
)

dηdτ, (y, t) ∈ QT , 7�;8

ω(y, t) = v0y(y, t) +

t∫
0

1∫
0

G1y(y, t, η, τ)
(

b(ηh3(τ) + h1(τ), τ) + p(τ) + ηr(τ)
h3(τ)

ω(η, τ)+

+c(ηh3(τ) + h1(τ), τ)v(η, τ)
)

dηdτ, (y, t) ∈ QT , 7��8


� ����� Gk(y, t, η, τ), k = 1, 2 ����	���� ������0 ?���	 k"0 ��	4� �0 �	
	�� 
�
 �� "
�
��


vt = q(t)tβvyy + f(yh3(t) + h1(t), t). 7(<8

@$  !��	�	-�# �������-

Gk(y, t, η, τ) =
1

2
√

π(θ(t) − θ(τ))

+∞∑
n=−∞

(
exp

(
− (y − η + 2n)2

4(θ(t) − θ(τ))

)
+

+(−1)k exp
(
− (y + η + 2n)2

4(θ(t) − θ(τ))

))
, k = 1, 2,


� θ(t) =
∫ t

0
q(τ)τβdτ. A�� 3
��� �� �
��
 7(<8 � ��� 	�! 7;8� 7�8 ����	���� �����

v0(y, t) �  �� �	�  !*�



v0(y, t) =

1∫
0

G1(y, t, η, 0)ϕ(ηh30 + h10)dη +

t∫
0

G1η(y, t, 0, τ) τβq(τ)µ1(τ) dτ −

−
t∫

0

G1η(y, t, 1, τ) τβq(τ)µ2(τ)dτ +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ) f(ηh3(τ) + h1(τ), τ)dηdτ. 7(�8

+��
!�������-��� �� ����# 7(�8 �� y� &!���!��� �-�!  �	��! ���� ������0 ?���	
G1y = −G2η� G2τ = −τβq(τ)G2ηη �	 ����*��-�! �	��!�	�!� ��	$�
!��

ω0(y, t) = h30

1∫
0

G2(y, t, η, 0)ϕ′(ηh30 + h10)dη +

t∫
0

G2(y, t, 0, τ)(f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)) dτ+

+

t∫
0

G2(y, t, 1, τ)(µ′
2(τ) − f(h3(τ) + h1(τ), τ))dτ+

+

t∫
0

1∫
0

G2(y, t, η, τ)h3(τ)fx(ηh3(τ) + h1(τ), τ) dη dτ. 7((8



.. ����� �����	


� ��� 7�<8"7�(8 ���!�����

q(t)tβω(0, t) =
µ3(t)
h3(t)

, t ∈ [0, T ], 7(,8

h3(t) =
µ4(t)

1∫
0

v(y, t)dy

, t ∈ [0, T ], 7(.8

h1(t)µ4(t) = µ5(t) − h2
3(t)

1∫
0

yv(y, t)dy, t ∈ [0, T ]. 7(�8

+��
!�������-��� �� ����� 7��8� 7�(8� &�	$� �-�! �� �
��
 7�8� ��� ! 7;8� 7�8 �	
 !���!��� �-�! ����*�� 	��
 �	��!�	�!� �
�������

p(t)µ1(t) =
µ′

5(t)
h3(t)

− µ′
4(t)

(
h1(t)
h3(t)

+ 1
)
− b(h1(t), t)µ1(t) − h3(t)q(t)tβ(ω(0, t) + µ1(t)−

−µ2(t)) +

1∫
0

b(yh3(t) + h1(t), t)v(y, t)dy − h3(t)

1∫
0

(1 − y)
(
(bx(yh3(t) + h1(t), t)−

−c(yh3(t) + h1(t), t))v(y, t) − f(yh3(t) + h1(t), t)
)
dy, t ∈ [0, T ], 7(98

p(t)(µ2(t) − µ1(t)) + r(t)µ2(t) = µ′
4(t) − h3(t)q(t)tβ(ω(1, t) − ω(0, t)) + b(h1(t), t)µ1(t)−

−b(h3(t) + h1(t), t)µ2(t) + h3(t)

1∫
0

(
(bx(yh3(t) + h1(t), t) − c(yh3(t) + h1(t), t))v(y, t)−

−f(yh3(t) + h1(t), t)
)
dy, t ∈ [0, T ]. 7(�8

>���� �	
	�� 7�8"7�(8 � �
��� 
� �!����! �� �
�# 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� �	
	�	 7�8"
7�(8 �	 �*	
	�	 �!����	 �� � 	������  �	���� �����: 
�6� (a(t)� h1(t)� h3(t)� v(y, t)) �
��� 3
���� �	
	�� 7�8"7�(8� �� q(t) = a(t)

h2
3(t)

� h1(t)� h3(t)� p(t) = h′
1(t)� r(t) = h′

3(t)� v(y, t)�
ω(y, t) = vy(y, t)) 1 ������� �!4 ��� 3
��� �!����! 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� � �	 �	�!�

�6� (q(t), h1(t), h3(t), p(t), r(t), v(y, t), ω(y, t)) 1 ������� �!4 ��� 3
��� �!����! 7�;8�
7��8� 7(,8"7(�8� �� a ∈ C[0, T ]� h1, h3 ∈ C1[0, T ]� v ∈ C2,1(QT )∩C(QT )� vy(0, t) ∈ C(0, T ]
� ��� 3
���� �	
	�� 7�8"7�(8�

B��	 
�� ��$	4 (q(t), h1(t), h3(t), p(t), r(t), v(y, t), ω(y, t)) 1 ������� �!4 ��� 3
���
�!����! �� �
�# 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� +�!��6���
 ������! 
	-�# ���*� ���
!�����"
��- 	�! �� ����# 7�;8 �� y� +��� �--�! ��	 � �	��!�! ���!�	��0 �� ����� � �� �����
7��8� �
������� ω(y, t) = vy(y, t), (y, t) ∈ QT � ���� ��*�� vy(0, ·) ∈ C(0, T ]� +�
��	 "
�
-�!  7�;8 �	����# ω(y, t) ������- vy(y, t)� �	�!����� 6� v ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT )�
�	
� ��#�
� �� �
��


vt = q(t)tβvyy +
b(yh3(t) + h1(t), t) + p(t) + yr(t)

h3(t)
vy + c(yh3(t) + h1(t), t)v +

+f(yh3(t) + h1(t), t) 7(;8



 !"#$"$% &%'%(% ')* +%#%! ),($ - #,�$*$$* .2

�	 ��� ! 7;8� 7�8�
+��
!�������-��� �� ����� 7(.8� 7(�8�  !���!��� �-�! �� �
��
 7(;8 �	 ��� !

7;8� 7�8

h′
1(t)µ4(t)
h3(t)

− h′
3(t)

(
µ4(t)
h3(t)

− 2

1∫
0

yv(y, t)dy

)
+ p(t)

(
µ1(t) − µ4(t)

h3(t)

)
+ r(t)

(
µ4(t)
h3(t)

−

−2

1∫
0

yv(y, t)dy

)
=

µ′
5(t)

h3(t)
− µ′

4(t)
(

h1(t)
h3(t)

+ 1
)
− b(h1(t), t)µ1(t) − h3(t)q(t)tβ(ω(0, t)+

+µ1(t) − µ2(t)) +

1∫
0

b(yh3(t) + h1(t), t)v(y, t)dy − h3(t)

1∫
0

(1 − y)
(
(bx(yh3(t) + h1(t), t)−

−c(yh3(t) + h1(t), t))v(y, t) − f(yh3(t) + h1(t), t)
)
, t ∈ [0, T ], 7(�8

h′
3(t)µ4(t)
h3(t)

+ p(t)(µ2(t) − µ1(t)) + r(t)
(

µ2(t) − µ4(t)
h3(t)

)
= µ′

4(t) − h3(t)q(t)tβ(ω(1, t)−

−ω(0, t)) + b(h1(t), t)µ1(t) − b(h3(t) + h1(t), t)µ2(t) + h3(t)

1∫
0

(
(bx(yh3(t) + h1(t), t)−

−c(yh3(t) + h1(t), t))v(y, t) − f(yh3(t) + h1(t), t)
)
dy, t ∈ [0, T ]. 7,<8

� �
�!�  �	$� �-�! ��!��6���
 ������!� ���!��  !��� ��� 6� h1, h3∈C1[0, T ]� &�
"
������  �
 7,<8 �� ����# 7(�8� &�	$� �-�!� 6� ω(y, t) = vy(y, t)� ���!�����

µ4(t)
h3(t)

(r(t) − h′
3(t)) = 0,

� �
�!�  !���!��� �-�! ��� ! ������!� �	��� r(t) = h′
3(t)� &�
�
 %! �����  �
 7(�8

�� ����# 7(98� ��	$�
!�� p(t) = h′
1(t)� +�
��	 �
-�!  7(;8 �	����# r(t), p(t) ��	4
���

��	����
� 	 �	����# q(t) 1 
��� a(t)
h2
3(t)

� ��!$�
!�� 
� �� �
��
 7�8� +���
 �#�*� ��� !

7(,8"7(�8 �� � 	������  �
�� �
�� 7�<8"7�(8� 6� 4 �	 ��%�� 
� �
���
 �� � 	����������

$� %�������� ��������� ����&��'� ������  !"# ��"� �� �
���� 6� �����
��� 3
��� �!����! �� �
�# 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� ��
 �#�*�  !���!��	��� �������
2	�
��	 ��� ����$��� ����� ������ ������� ��*� ����	���	� ��	4
��� 	�������
�����! ��� 3
��� �!����!� � �� � 	��������� �	
	�� 7�8"7�(8 �	 �!����! �� �
�# 7�;8�
7��8� 7(,8"7(�8  !��! 	�� 6� 
�
 ������4 h1(t), h3(t), v(y, t) ��	 !�#�� �����! 7�,8"
7��8� =��� �	�!%!���# ����!�! ������0 p(t), r(t), q(t), ω(y, t)� &!��	�!�� �� �
����
������0 ω(y, t) ��! t → +0� +���	�!�� W (t) = max

y∈[0,1]
|ω(y, t)|� h3min(t) = min

0�τ�t
h3(τ)�

h3max(t) = max
0�τ�t

h3(τ)� qmin(t) = min
0�τ�t

q(τ)� qmax(t) = max
0�τ�t

q(τ)� &�	$� �-�! �� "

����#
1∫

0

G2(y, t, η, τ)dη = 1, 7,�8
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�
�������� 6� ���%!4 � ��� ���!4 ����*�	�! � 7((8 �������� ��	�!�!� 
�� �	���	�#
 �
  !$�
�!$ 
	�!$ �	
	�� 7�8"7�(8

∣∣∣∣
1∫

0

G2(y, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη

∣∣∣∣ � C1,

∣∣∣∣
1∫

0

t∫
0

G2(y, t, η, τ)h(τ)fη(ηh(τ), τ)dηdτ

∣∣∣∣ � C2. 7,(8

��
 �����! 
 �$ ��%!$ 
�
	���  !���!��	��� �	�� ������ ������0 ?���	

G2(y, t, η, τ) � C3 +
C4√

θ(t) − θ(τ)
. 7,,8

>��!�	���

|ω0(y, t) | � C5 + C6

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

. 7,.8

&�	$� �-�! ���� ����#

1∫
0

|G1y(y, t, η, τ) | dη � C7√
θ(t) − θ(τ)

7,�8

�	 ��!��6���
 ������!� � �� �
��
 7��8 ��	$�
!��

W (t) � C5 + C6

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

+ C8

t∫
0

τ
β−1

2 +γ√
θ(t) − θ(τ)

dτ +

+C9

t∫
0

τ
β−1

2 +γ + | p(τ)| + | r(τ)|√
θ(t) − θ(τ)

W (τ)dτ, (y, t) ∈ QT . 7,98

C�����0 p(t), r(t) ����!���  !���!��� �-�! 7(98� 7(�8� &�	$� �-�! ��� ! ������!�
�	���

| p(t) | � C10t
β−1

2 +γ + C11q(t)tβ + C12q(t)tβW (t), t ∈ [0, T ], 7,�8

| r(t) | � C13t
β−1

2 +γ + C14q(t)tβ + C15q(t)tβW (t), t ∈ [0, T ]. 7,;8

A��*�
���� ����*�	�

t∫
0

dτ√
θ(t) − θ(τ)

� C16√
qmin(t)

t∫
0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

� C17

t
β−1

2
√

qmin(t)
. 7,�8

+�
��	 �
-�! 7,�817,�8 � 7,98� �
���!��

W (t) � C5 +
C18

t
β−1

2
√

qmin(t)
+

C19t
γ√

qmin(t)
+

C20

t
β
2
√

qmin(t)

t∫
0

τ
β−1

2 +γW (τ)√
t − τ

dτ +

+
C21qmax(t)

t
β
2
√

qmin(t)

t∫
0

τβW (τ)√
t − τ

dτ +
C22qmax(t)

t
β
2
√

qmin(t)

t∫
0

τβW 2(τ)√
t − τ

dτ, 7.<8
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� �
�! ���!��  !��� ��� 6� ω(y, t) �� �
!�# ���� 
�
C23

t
β−1

2

��! t → +0�

��
 ��*�� 6�� ����!�! q(t) � ��$�� ����!�� ω(0, t) ��!���  �	$� �-�! 7��8� 7((8�
>����#�! G2(0, t, 1, τ) � C24� ���  �	$� �-�! 7,(8� 7,�8� ��	$�
!��

ω(0, t) �
t∫

0

G2(0, t, 0, τ)(f(p1(τ), τ) − µ′
1(τ))dτ − C25 − C26

t∫
0

τ
β−1

2 +γ√
θ(t) − θ(τ)

dτ−

−C27

t∫
0

τ
β−1

2 +γ + | p(τ)| + | r(t)|√
θ(t) − θ(τ)

W (τ)dτ, t ∈ (0, T ]. 7.�8

>���!�� ���%!4 ����*�	� � ���	��#�0 ���� ������  !���!��� �-�! ����	����

������0 ?���	

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)(f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ))dτ =

1√
π

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ+

+
2√
π

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)

∞∑
n=1

exp
(
− n2

θ(t) − θ(τ)

)
dτ � 1√

π

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ.

&!���!��� �-�! ���� ����� 7,�8� 7,;8 �	 �� �
���� ������0 ω(y, t) ��! t → +0� ���!"
��  !��� ��� 6� �����! ���� 
 �$ ��%!$ ����*�	�� � 7.�8 � ���%!�! �	 �����! ���#
���%�*�� =��� 
�
 
� ��#��*� ����� 	��*� r: 0 < r < 1 ����� �	�� �!��� t1:
0 < t1 � T � 6�

C25 + C26

t∫
0

τ
β−1

2 +γ√
θ(t) − θ(τ)

dτ + C27

t∫
0

τ
β−1

2 +γ + | p(τ)| + | r(τ)|√
θ(t) − θ(τ)

W (τ)dτ �

� r√
π

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ, t ∈ [0, t1].

=�
� � 7.�8 ���!�����

ω(0, t) � 1 − r√
π

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ, t ∈ (0, t1]. 7.(8
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+�
��	 ! %! 7.(8  7(,8� �
���!��

q(t) � µ3(t)

1 − r√
π

tβh3(t)

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ

�

�
√

πµ3(t)
√

qmax(t)

(1 − r)
√

1 + β tβh3min(t)

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

tβ+1 − τβ+1
dτ

, t ∈ [0, t1]. 7.,8

& �
��� ����	����


K(t) ≡
√

πµ3(t)

√
1 + β tβ

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

tβ+1 − τβ+1
dτ

. 7..8

�*�
�� � ��� 	�! ������! K(t) ������� �	 �	 
�
	��	 �	 (0, T ]� &!���!��� �-�!
������� ��� ����
�� �	 �	���� �����!$ z = τ/t� 
� �
��� ���� 	��
 *�	�!��

lim
t→+0

K(t) = lim
t→+0

√
πµ3(t)

√
1 + βtβ(f(h1(t̃), t̃) − µ′

1(t̃))

t∫
0

dτ√
t1+β − τ1+β

=

=
√

π

1 + β

A0

(f(h10, 0) − µ′
1(0))I1

> 0,


� t̃ ∈ [0, T ], I1 =

1∫
0

dz√
1 − zβ+1

�

&�	$� �-�! 7..8� � 7.,8 �	�!����

q(t) � K(t)
(1 − r)h3min(t)

√
qmax(t), 	�� qmax(t) � K2

max(t)
(1 − r)2h2

3min(t)
, 7.�8


� Kmax(t) = max
0�τ�t

K(τ)� >��	����� ���!�����

q(t) � B1, 
� B1 =
K2

max(T )
(1 − r)2h2

3min(T )
, t ∈ [0, t1]. 7.98

>���!�� ω(0, t) � ��$�� �*�
�� � 7��8� 7((8 �	���

ω(0, t) � C28 +
1√
π

t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ(t) − θ(τ)
dτ + C29

t∫
0

τ
β−1

2 +γ√
θ(t) − θ(τ)

dτ+
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+C30

t∫
0

τ
β−1

2 +γ + | p(τ)| + | r(τ)|√
θ(t) − θ(τ)

W (τ)dτ.

+�
��	 !�� ���	��- ���� ����#  7(,8� &!���!��� �-�! 7,�8"7,;8� 7.98� �
���!��

q(t) � K(t)
√

qmin(t)
h3max(t)

(
C31t

β−1
2 +1+C32t

β−1
2 +γ+C33t

β−1
2

t∫
0

τ
β−1

2 +γW (τ)√
tβ+1 − τβ+1

dτ+C34t
β−1

2 ×

×
t∫

0

τβW (τ)√
tβ+1 − τβ+1

dτ + C35t
β−1

2

t∫
0

τβW 2(τ)√
tβ+1 − τβ+1

dτ

)−1

� K(t)
√

qmin(t)
(1 + r)h3max(t)

, 7.�8

t ∈ [0, t2]� 
� �!��� t2 : 0 < t2 � T �	��� 6� ��	 !�#�	 ���� ����#

C31t
β−1

2 + C32t
β−1

2 +γ + C33t
β−1

2

t∫
0

τ
β−1

2 +γW (τ)√
tβ+1 − τβ+1

dτ + C34t
β−1

2

t∫
0

τβW (τ)√
tβ+1 − τβ+1

dτ+

+C35t
β−1

2

t∫
0

τβW 2(τ)√
tβ+1 − τβ+1

dτ � C31t
β−1

2 + C32t
β−1

2 +γ + C36t
γ + C37t

β+1
2 + C38t � r,

��! t ∈ [0, t2]� =�
�

qmin(t) � K2
min(t)

(1 + r)2h2
3max(t)

, 	�� q(t) � B0, t ∈ [0, t2], 7.;8


� Kmin(t) = min
0�τ�t

K(τ)� B0 =
K2

min(T )
(1 + r)2h2

3max(T )
> 0�

&�	$� �-�! 7.98� 7.;8� � 7.<8 ��	$�
!��

W (t) � C5 +
C39

t
β−1

2

+ C40t
γ +

C41

t
β
2

t∫
0

(τ
β−1

2 +γ + τβ)W (τ)√
t − τ

dτ +
C42

t
β
2

t∫
0

τβW 2(τ)√
t − τ

dτ. 7.�8

������!�� ��!
 � �	��!�! ���� ����� 7.�8 �	 t
β−1

2 � ��!4���� W1(t) = W (t)t
β−1

2 �
>��!�	���

W1(t) = C43t
β−1

2 + C44 + C45t
− 1

2

t∫
0

(τγ + τ
β+1
2 )W1(τ)√

t − τ
dτ + C46t

− 1
2

t∫
0

τW 2
1 (τ)√

t − τ
dτ. 7�<8

D�$	4 γ � 1� =�
� � 7�<8 �	�!����

W1(t) = C47 + C48t
− 1

2

t∫
0

τγ(W1(τ) + 1)2√
t − τ

dτ,
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	��� ����	�! %! W2(t) = W1(t) + 1�

W2(t) � C49 +
C48√

t

t∫
0

τγW 2
2 (τ)√

t − τ
dτ. 7��8

+�
������ ��!
 � �	��!�! 7��8 
� � 	
�	�	�  !���!��� �-�! ���� ����� ��%� �	
��%� 1 E��
�� �#��*�

W 2
2 (t) � 2C2

49 + 2C2
48t

γ+ 1
2

t∫
0

τγ−1W 4
2 (τ)√

t − τ
dτ.

& ���	���4 ���� ����� ����!�� t �	 σ �� 
�����! %! �	 1√
t−σ

� �������*����� 00 �� σ

 �
 0 
� t
t∫

0

W 2
2 (σ)√
t − σ

dσ � C50

√
t + C51t

γ+ 1
2

t∫
0

τγ−1W 4
2 (τ)dτ.

&!���!��� �-�! ���	��- ���� ����#  7��8� �
���!��

W2(t) � C52 + C53

t∫
0

W 4
2 (τ)

τ1−γ
dτ. 7�(8

+���	�!��

χ(t) = C52 + C53

t∫
0

W 4
2 (τ)

τ1−γ
dτ. 7�,8

=�
� � 7�(8 ���!�	��� W2(t) � χ(t)� +��
!�������- 	 %! 7�,8 �  !���!��	 %!
���	��- ���� ����#� ��	$�
!��

χ′(t) � C53

t1−γ
χ4(t),

� �
�!

χ(t) � C52
3
√

γ
3
√

γ − 3C3
52C53tγ

.

&!�!�	-�! �!��� t3, 0 < t3 � T �	�� 6�� γ − 3C3
52C53t

γ
3 > 0� �	�!���� χ(t) � M3�

	�� W2(t) � M3, t ∈ [0, t3]� �  !�	
�� γ > 1 ���� ����# 7�<8 � �
!�#�
 
�  !*�

�

W2(t) � C54 + C55

t∫
0

W 2
2 (τ)√
t − τ

dτ,

� �
�!� �	����� �-�! �� �	�� ����� 	��
� 6� 4 ��! ��� 3
�	��� 7��8� ��	$�
!��
W2(t) � M4, t ∈ [0, t4], 
� �!��� t4, 0 < t4 � T  !��	�	��#�
 ��	�!�! C54, C55�
>����

|ω(y, t)| � M5

t
β−1

2

, (y, t) ∈ [0, 1] × (0, t5], 7�.8



 !"#$"$% &%'%(% ')* +%#%! ),($ - #,�$*$$* 2/


� M5 = max{M3, M4}� t5 = min{t3, t4}� +�
��	 �
-�! 7.98� 7�.8  7,�8� 7,;8� �
��"
�!��

| p(t)| � M6t
β−1

2 +γ , | r(t)| � M7t
β−1

2 +γ , t ∈ [0, t5]. 7��8

�	� 	�!��� 6� �*�
�� � 7.(8 � 7.;8

ω(0, t) � M8

t
β−1

2

, t ∈ (0, t5]. 7�98

>���� ��	4
��� 	������� �����! ��� 3
��� �!����! 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� & �
��� �� �
������- ω̃(y, t) = ω(y, t)t

β−1
2 � ��
	�� �!����� 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8 �  !*�

�

v(y, t) = v0(y, t) +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ)
(

c(ηh3(τ) + h1(τ), τ)v(η, τ) +

+
b(ηh3(τ) + h1(τ), τ) + p(τ) + ηr(τ)

h3(τ)
ω̃(η, τ)

τ
β−1

2

)
dηdτ, (y, t) ∈ Qt0 , 7��8

ω̃(y, t) = ω0(y, t)t
β−1

2 + t
β−1

2

t∫
0

1∫
0

G1y(y, t, η, τ)
(

c(ηh3(τ) + h1(τ), τ)v(η, τ)+

+
b(ηh3(τ) + h1(τ), τ) + p(τ) + ηr(τ)

h3(τ)
ω̃(η, τ)

τ
β−1

2

)
dηdτ, (y, t) ∈ Qt0 , 7�;8

q(t) =
µ3(t)

t
β+1
2 ω̃(0, t)h3(t)

, t ∈ [0, t0], 7��8

h3(t) =
µ4(t)

1∫
0

v(y, t)dy

, t ∈ [0, t0], 79<8
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h1(t) =
(

µ5(t) − h2
3(t)

1∫
0

yv(y, t)dy

)
µ−1

4 (t), t ∈ [0, t0], 79�8

p(t) =
(

µ′
5(t)

h3(t)
− µ′

4(t)
(

h1(t)
h3(t)

+ 1
)
− b(h1(t), t)µ1(t) − h3(t)q(t)(ω̃(0, t)t

β+1
2 + tβ(µ1(t)−

−µ2(t))) +

1∫
0

b(yh3(t) + h1(t), t)v(y, t)dy − h3(t)

1∫
0

(1 − y)
(
(bx(yh3(t) + h1(t), t)−

−c(yh3(t) + h1(t), t))v(y, t) − f(yh3(t) + h1(t), t)
)
dy

)
µ−1

1 (t), t ∈ [0, t0], 79(8

r(t) =
(

µ′
4(t) − p(t)(µ2(t) − µ1(t)) − h3(t)q(t)t

β+1
2 (ω̃(1, t) − ω̃(0, t)) + b(h1(t), t)µ1(t)−

−b(h3(t) + h1(t), t)µ2(t) + h3(t)

1∫
0

(
(bx(yh3(t) + h1(t), t) − c(yh3(t) + h1(t), t))v(y, t)−

−f(yh3(t) + h1(t), t)
)
dy

)
µ−1

2 (t), t ∈ [0, t0], 79,8


� v0(y, t), ω0(y, t)  !��	�	-�#�
 ������	�! 7(�8� 7((8� 	 t0 = min{ti, i = 1, 5}� B!�"
���� 7��8"79,8 ��
	�� �  !*�

� ����	�����*� �� �
��


w = Pw,


� w = (q, h1, h3, p, r, v, ω̃)� 	 ����	��� P  !��	�	��#�
 ��	 !�! �	��!�	�! �� �
�#
7��8"79,8� F���� N ����	�!�� ����!�� N = {(q, h1, h3, p, r, v, ω̃) ∈ (C[0, t0])3×
×(C(Qt0))

2 : B0 � q(t) � B1� |h1(t)| � H2� H0 � h3(t) � H1� |p(t)| � M6t
β−1

2 +γ �

|r(t)| � M7t
β−1

2 +γ � M1 � v(y, t) � M2� |ω̃(y, t)| � M5� ω̃(0, t) � M8 > 0}� �*	
	��
�����! 
	-�# ��	 � �� ��
�� 	�!� 6� ����!�	 N 1 �	�����	 4 �����	� 	 ����	���
P ���� �
!�# 00  ����� =�� 6� ����	��� P ������ ������� �!4� 
� �
!�#�
 
�  
'()� '9)� =�
� �*�
�� � �������- 2	�
��	 ����� ��� 3
��� �!����! �� �
�# 7�;8� 7��8�
7(,8"7(�8� 	 ����� � ��� 3
��� �	
	�� 7�8"7�(8 ��! (y, t) ∈ [0, 1] × [0, t0]�

(� %�������� )������� ����&��'� ������  !"# ��"� D	 ��
��	 � �� � 	���"
������ �	
	�� 7�8"7�(8 �	 �!����! �� �
�# 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� 
� �
��� �
!����#
��� 3
��� �*	
	��0 �!����!� +�!����!��� 6� ����� 
 	 ��� 3
��! (qi(t)� h1i(t)� h3i(t)�
pi(t)� ri(t)� vi(y, t)� ωi(y, t))� i = 1, 2� �!����! �� �
�# 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� +���	�!��
q(t) = q1(t) − q2(t)� h1(t) = h11(t) − h12(t)� h3(t) = h31(t) − h32(t)� p(t) = p1(t) − p2(t)�
r(t) = r1(t) − r2(t)� v(y, t) = v1(y, t) − v2(y, t)�
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ω(y, t) = ω1(y, t) − ω2(y, t)� �	��	���� ����!�� �	
� ��#�
-�# �	�� �!����� �� �
�#

v(y, t) = v∗0(y, t) +

t∫
0

1∫
0

(G(1)
1 (y, t, η, τ) − G

(2)
1 (y, t, η, τ))

(
c(ηh31(τ) + h11(τ), τ)v1(η, τ)+

+
b(ηh31(τ) + h11(τ), τ) + p1(τ) + ηr1(τ)

h31(τ)
ω1(η, τ)

)
dηdτ +

t∫
0

1∫
0

G
(2)
1 (y, t, η, τ)×

×
((

p(τ)
h31(τ)

+
ηr(τ)
h31(τ)

+
b(ηh31(τ) + h11(τ), τ) − b(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

h31(τ)

)
ω1(η, τ)−

− h3(τ)
h31(τ)h32(τ)

b(ηh32(τ)+h12(τ), τ)ω1(η, τ) +
b(ηh32(τ) + h12(τ), τ) + p2(τ) + ηr2(τ)

h32(τ)
×

×ω(η, τ) + (c(ηh31(τ) + h11(τ), τ) − c(ηh32(τ) + h12(τ), τ))v1(η, τ)+

+c(ηh32(τ) + h12(τ), τ)v(η, τ)
)

dηdτ, (y, t) ∈ QT , 79.8

ω(y, t) = ω∗
0(y, t) +

t∫
0

1∫
0

(G(1)
1y (y, t, η, τ) − G

(2)
1y (y, t, η, τ))

(
c(ηh31(τ) + h11(τ), τ)×

×v1(η, τ) +
b(ηh31(τ) + h11(τ), τ) + p1(τ) + ηr1(τ)

h31(τ)
ω1(η, τ)

)
dηdτ+

+

t∫
0

1∫
0

G
(2)
1y (y, t, η, τ)

((
ηr(τ)
h31(τ)

+
b(ηh31(τ) + h11(τ), τ) − b(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

h31(τ)
+

+
p(τ)

h31(τ)

)
ω1(η, τ) − h3(τ)

h31(τ)h32(τ)
b(ηh32(τ) + h12(τ), τ)ω1(η, τ)+

+
b(ηh32(τ) + h12(τ), τ) + p2(τ) + ηr2(τ)

h32(τ)
ω(η, τ) + (c(ηh31(τ) + h11(τ), τ)−

−c(ηh32(τ) + h12(τ), τ))v1(η, τ) + c(ηh32(τ) + h12(τ), τ)v(η, τ)
)

dηdτ, (y, t)∈QT , 79�8

q(t) = −h3(t)q1(t)
h32(t)

− tβq1(t)q2(t)h31(t)
µ3(t)

ω(0, t), t ∈ [0, T ], 7998

h3(t) =
h31(t)h32(t)

µ4(t)

1∫
0

v(y, t)dy, t ∈ [0, T ], 79�8

h1(t)µ4(t) = h3(t)(h31(t) + h32(t))

1∫
0

yv1(y, t)dy + h2
32(t)

1∫
0

yv(y, t)dy, t ∈ [0, T ], 79;8



2. ����� �����	


p(t)µ1(t) = − µ′
5(t)h3(t)

h31(t)h32(t)
− µ′

4(t)
(

h1(t)
h31(t)

+
h12(t)h3(t)
h31(t)h32(t)

)
− tβ

(
(h3(t)q1(t)+

+h32(t)q(t))ω1(0, t) + h32(t)q2(t)ω(0, t) + (h3(t)q1(t) + h32(t)q(t))(µ1(t) − µ2(t))
)−

−(b(h11(t), t) − b(h12(t), t))µ1(t) +

1∫
0

(
(b(yh31(t) + h11(t), t) − b(yh32(t) + h12(t), t))×

×v1(y, t) + v(y, t)b(yh32(t) + h12(t), t)
)
dy − h3(t)

1∫
0

(1 − y)
(
(bx(yh31(t) + h11(t), t)−

−c(yh31(t) + h11(t), t))v1(y, t) − f(yh31(t) + h11(t), t)
)
dy − h32(t)

1∫
0

(1 − y)×

×
((

(bx(yh31(t) + h11(t), t) − bx(yh32(t) + h12(t), t)) − (c(yh31(t) + h11(t), t)−

−c(yh32(t) + h12(t), t))
)
v1(y, t) + (bx(yh32(t) + h12(t), t) − c(yh32(t) + h12(t), t))×

×v(y, t) − (f(yh31(t) + h11(t), t) − f(yh32(t) + h12(t), t))
)

dy, t ∈ [0, T ], 79�8

p(t)(µ2(t) − µ1(t)) + r(t)µ2(t) = −(h3(t)q1(t) + h32(t)q(t))tβ(ω1(1, t) − ω1(0, t))−
−h32(t)q2(t)tβ(ω(1, t) − ω(0, t)) + (b(h11(t), t) − b(h12(t), t))µ1(t)−

−(b(h31(t) + h11(t), t) − b(h32(t) + h12(t), t))µ2(t) + h3(t)

1∫
0

(
(bx(yh31(t) + h11(t), t)−

−c(yh31(t) + h11(t), t))v1(y, t) − f(yh31(t) + h11(t), t)
)
dy + h32(t)

1∫
0

(
v1(y, t)×

×(
(bx(yh31(t) + h11(t), t) − bx(yh32(t) + h12(t), t)) − (c(yh31(t) + h11(t), t)−

−c(yh32(t) + h12(t), t))
)

+ (bx(yh32(t) + h12(t), t) − c(yh32(t) + h12(t), t))v(y, t)−

−(f(yh31(t) + h11(t), t) − f(yh32(t) + h12(t), t))
)

dy, t ∈ [0, T ], 7�<8


� v∗0(y, t) = v01(y, t)−v02(y, t)� ω∗
0(y, t) = ω01(y, t)−ω02(y, t)� v0i(y, t)� ω0i(y, t)� i = 1, 2�

 !��	�	-�#�
 �� ����
�! 7(�8� 7((8� G
(j)
i (y, t, η, τ)� i, j = 1, 2� 1 ������0 ?���	 i"0

��	4� �0 �	
	�� 
�
 �� �
��


vjt = qj(t)tβvjyy + f(yh3j(t) + h1j(t), t).
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+�!��6���
 ������! �	�������-�# ��	 !�#����# �� �����

b(yh31(t) + h11(t), t) − b(yh32(t) + h12(t), t) = (y(h31(t) − h32(t)) + (h11(t) − h12(t)))×

×
1∫

0

bx(y(h32(t) + σ(h31(t) − h32(t)) + h12(t) + σ(h11(t) − h12(t))), t)dσ, 7��8

6� ��	 !�#�	 
�
 ������4 bx(yh3(t)+h1(t), t), c(yh3(t)+h1(t), t), f(yh3(t)+h1(t), t)�
>���!�� ������- q(t)�  !���!��� �-�! �� �
��
 7998� +���	�!�� V (t) =

= max
y∈[0,1]

|v(y, t)|� W (t)= max
y∈[0,1]

|ω(y, t)|G q̃max(t)= max
0�τ�t

| q(τ)|� h̃3max(t)= max
0�τ�t

|h3(τ)|�
>����#�! qi(t), i = 1, 2 ��� 3
��! �!����! 7�;8� 7��8� 7(,8"7(�8� �� 
�
 �!$ ���	 "


��-�#�
 �����! 7.�8� =�
� � 7998 ���!�����

q̃max(t) � tβK4
max(t)h32max(t)

(1 − r)4h2
31min(t)h2

32min(t)µ3(t)
|ω(0, t)| + C56h̃3max(t). 7�(8

B���	��� ����!��  ��!�!�! |v(y, t)|� |ω(y, t)|� |p(t)|� |r(t)|� |h1(t)|�  �
 
�!$ �	���	�#
�����! |ω(0, t)| �	 h3max(t)� A��*�
���� 
�
�� � 
�
	��� � 
��  $�

�# 
� v∗0(y, t)�
ω∗

0(y, t)� &!���!��� �-�! ��!��6���
 ������! �	 �����! 7,�8� 7,,8� ��	$�
!��

|Q1| =
∣∣∣∣

t∫
0

1∫
0

(G(1)
1 (y, t, η, τ) − G

(2)
1 (y, t, η, τ))f(ηh31(τ) + h11(τ), τ)dηdτ

∣∣∣∣ �

� C57t
β+1
2 +γ q̃max(t), 7�,8

|Q2| =
∣∣∣∣

t∫
0

1∫
0

(G(2)
1 (y, t, 0, τ)(f(ηh31(τ) + h11(τ), τ) − f(ηh32(τ) + h12(τ), τ))dηdτ

∣∣∣∣ �

� C58t
β+1
2 +γ(h̃3max(t) + |h1(t)|),

|R1| =
∣∣∣∣

t∫
0

(G(2)
2 (y, t, 0, τ)(f(h11(τ), τ) − f(h12(τ), τ))dτ

∣∣∣∣ � C59t
γ |h1(t)|,

|R2| =
∣∣∣∣

t∫
0

(G(2)
2 (y, t, 0, τ)(f(h31(τ) + h11(τ), τ) − f(h32(τ) + h12(τ), τ))dτ

∣∣∣∣ �

� C60t
γ(h̃3max(t) + |h1(t)|),

|R3| =
∣∣∣∣

t∫
0

1∫
0

(G(2)
2 (y, t, η, τ)h32(τ)(fx(ηh31(τ)+h11(τ), τ)−fx(ηh32(τ)+h12(τ), τ))dηdτ

∣∣∣∣�
� C61t(h̃3max(t) + |h1(t)|).
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&�� ��%� 
�
	��! ����--�# 
�  '()� � �����#�	�� ���!�	���

|v∗0(y, t)| � C62q̃max(t) + C63t
β+1
2 +γ(h̃3max(t) + |h1(t)|), t ∈ [0, T ], 7�.8

|ω∗
0(y, t)| � C64q̃max(t)

t
β−1

2

+ C65t
γ(h̃3max(t) + |h1(t)|), t ∈ (0, T ]. 7��8

��
 �����! h3(t) ��
��	 !�� 79.8  79�8�

A��*�
���� 
�
	��� S1 =
∫ 1

0 dy
∫ 1

0 (G(1)
1 (y, t, η, 0) − G

(2)
1 (y, t, η, 0))ϕ(ηh30 + h10)dη�

����! %! ���

�� ����*�� 	��
 �	  !���!��	 %! �� ����#

1∫
0

G1(y, t, η, 0)dη = 1 −
t∫

0

G1η(y, t, 0, τ)τβq(τ)dτ +

t∫
0

G1η(y, t, 1, τ)τβq(τ)dτ,

�
���!��

S1 =

1∫
0

ϕ(ηh30 + h10)
(
−

t∫
0

(
G

(1)
1y (η, t, 0, τ) − G

(2)
1y (η, t, 0, τ)

)
τβq1(τ)dτ−

−
t∫

0

G
(2)
1y (η, t, 0, τ)τβq(τ)dτ +

t∫
0

(
G

(1)
1y (η, t, 1, τ) − G

(2)
1y (η, t, 1, τ)

)
τβq1(τ)dτ+

+

t∫
0

G
(2)
1y (η, t, 1, τ)τβq(τ)dτ

)
dη =

4∑
i=1

S1,i.

>����#�! G1y(η, t, y, τ) = −G2η(η, t, y, τ)� �� 
�
 S1,1 �	���

S1,1 =

t∫
0

τβq1(τ)dτ

1∫
0

(
G

(1)
2η (η, t, 0, τ) − G

(2)
2η (η, t, 0, τ)

)
ϕ(ηh30 + h10)dη =

=

t∫
0

τβq1(τ)
(
(G(1)

2 (1, t, 0, τ)−G
(2)
2 (1, t, 0, τ))ϕ(h30+h10)−(G(1)

2 (0, t, 0, τ)−G
(2)
2 (0, t, 0, τ))×

×ϕ(h10) − h30

1∫
0

(G(1)
2 (η, t, 0, τ) − G

(2)
2 (η, t, 0, τ))ϕ′(ηh30 + h10)dη

)
dτ,

� �
�! ��	$�
!�� |S1,1| � C66t
β+1
2 q̃max(t). >���--�!  �� ��%� 
�
	��! ��
����� � 79�8

���!�����

h̃3max(t) � C67t
γ q̃max(t) + C68t

γ+1(h̃3max(t) + |h1(t)|) +
C69

t
β−1
2

(|p(t)| + |r(t)|) +

+C70t
β+1
2 +γW (t) + C71t

β+1
2 +γV (t). 7�98
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� �� �����4 79;8"7�<8 ��	$�
!��

|h1(t)| � C72h̃3max(t) + C73V (t), 7��8

|p(t)| � C74t
β−1

2 +γ q̃max(t) + C75t
γ(|p(t)| + |r(t)|) + C76t

β−1
2 +γV (t) + C77t

βW (t), 7�;8

|r(t)| � C78t
β−1

2 +γ q̃max(t) + C79t
γ(|p(t)| + |r(t)|) + C80t

β−1
2 +γV (t) + C81t

βW (t). 7��8

&�	$� �-�! 7�.8� 7��8� �� 79.8� 79�8 �
�������

V (t) � C82q̃max(t) + C83t
γ(h̃3max(t) + |h1(t)|)+

+C84

t∫
0

(
τ

β−1
2 +γ(V (τ) + W (τ)) +

|p(τ)| + |r(τ)|
τ

β−1
2

)
dτ, t ∈ [0, T ], 7;<8

W (t) � C85q̃max(t)

t
β−1

2

+
C86(h̃3max(t) + |h1(t)|)

t
β−1

2

+

+
C87

t
β
2

t∫
0

τ
β−1

2 +γV (τ) + τ
β−1

2 +γW (τ) +
|p(τ)| + |r(τ)|

τ
β−1

2√
t − τ

dτ, t ∈ (0, T ]. 7;�8

A�� 3
��-�! �!����� ���� �����4 7�98"7;�8� ��	$�
!��

V (t) � C88q̃max(t), t ∈ [0, t4], W (t) � C89

t
β−1

2

q̃max(t), t ∈ (0, t6], 7;(8

|p(t)| � C90t
β−1

2 +γ q̃max(t), |r(t)| � C91t
β−1

2 +γ q̃max(t), t ∈ [0, t6], 7;,8

|h1(t)| � C92q̃max(t), h̃3max(t) � C93tq̃max(t), t ∈ [0, t6], 7;.8


� �!��� t6� 0 < t6 � T �	���!�#  �
 ��	�!$ �*	
	��0 �!����!�
>���!�� �����%� �
!� � 
�
	��� � 
�!4  $�
!�# 
� ω(0, t)� 	 �	��:

R4 =

t∫
0

|G(1)
2 (0, t, 0, τ) − G

(2)
2 (0, t, 0, τ)|(f(h1(τ), τ) − µ′

1(τ))dτ =

=
1√
π

t∫
0

∣∣∣∣ 1√
θ1(t) − θ1(τ)

− 1√
θ2(t) − θ2(τ)

∣∣∣∣(f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ))dτ+

+
2√
π

t∫
0

∣∣∣∣f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

θ1(t) − θ1(τ)
×

∞∑
n=1

exp
(
− n2

θ1(t) − θ1(τ)

)
− f(h1(τ), τ) − µ′

1(τ)√
θ2(t) − θ2(τ)

×

×
∞∑

n=1

exp
(
− n2

θ2(t) − θ2(τ)

)∣∣∣∣dτ =
2∑

i=1

R4,i.
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��
	��� R4,2 ��
	�� �  !*�

�

R4,2 =
2√
π

t∫
0

(f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ))

∣∣∣∣
θ1(t)−θ1(τ)∫

θ2(t)−θ2(τ)

d

dz

(
1√
z

∞∑
n=1

exp
(
−n2

z

))
dz

∣∣∣∣dτ,

� �
�!�  �	$� �-�! ����������# ��
����*�	�#��*�  !�	�� �	 ���� ����#

|θ1(t) − θ1(τ) − θ2(t) + θ2(τ)| �
t∫

τ

|q(σ)|σβdσ � tβ+1 − τβ+1

β + 1
q̃max(t), 7;�8

�	��� R4,2 � C94t
β+2q̃max(t)� ��
 �����! R4,1  !���!��	��� 7..8� 7;�8 �	 ���� �����

θi(t) − θi(τ) =

t∫
τ

|q(σ)|σβdσ � K2
min(t)

h2
3imax(t)(1 + r)2

tβ+1 − τβ+1

β + 1
, i = 1, 2,

R4,1 �
√

β + 1(1 + r)3q̃max(t)h31max(t)h32max(t)

K3
min(t)

(
1

h31max(t)
+

1
h32max(t)

) t∫
0

f(h1(τ), τ) − µ′
1(τ)√

tβ+1 − τβ+1
dτ �

� (1 + r)3h2
31max(t)h2

32max(t)µ3(t)
tβK4

min(t)(h31max(t) + h32max(t))
q̃max(t).

��
 �����!  ��$ ��%!$ 
�
	��� ω(0, t)  �	$���� ���� ����� 7;(8"7;.8� >��!�	���

|ω(0, t)| �
(

C95 +
(1 + r)3h2

31max(t)h2
32max(t)µ3(t)

tβK4
min(t)(h31max(t) + h32max(t))

+ C96t
γ−β−1

2

)
q̃max(t). 7;98

+�
��	 ! %! 7;.8� 7;98  7�(8� �
���!��

q̃max(t) �
(

C97t
β−1

2 +
(1 + r)4K4

max(t)h2
31max(t)h3

32max(t)
(1 − r)4K4

min(t)h2
31min(t)h2

32min(t)(h31max(t) + h32max(t))
+

+C98t
γ + C99t

)
q̃max(t), t ∈ [0, t6]. 7;�8

>����#�! lim
t→+0

Kmax(t) = lim
t→+0

Kmin(t)� lim
t→+0

h3imax(t) = lim
t→+0

h3imin(t) = h30�

i = 1, 2� �� 
�
 �	
	��*� r : 0 < r < 1 ����� �	�� �!��� t7 : 0 < t7 � T � 6�

K4
max(t)h2

31max(t)h3
32max(t)

K4
min(t)h2

31min(t)h2
32min(t)(h31max(t) + h32max(t))

� 1 + r

2
, t ∈ [0, t7],

C97t
β−1

2 + C98t
γ + C99t � r, t ∈ [0, t7].

�	�������� �!��� r �	�� 6�� 0 < r <
5
√

2 − 1
5
√

2 + 1
� =�
�

C97t
β−1

2 +
(1 + r)4K4

max(t)h2
31max(t)h3

32max(t)
(1 − r)4K4

min(t)h2
31min(t)h2

32min(t)(h31max(t) + h32max(t))
+ C98t

γ + C99t �
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� (1 + r)5

2(1 − r)4
+ r < 1.

� �����#�	�� � 7;�8 �	�!���� q̃max(t) � 0� t ∈ [0, t7]� 6� ������! �� >���� q̃max(t)≡0�
t ∈ [0, T0]� 
� T0 = min{t0, t6, t7}� � �
�! q(t) ≡ 0� h(t) ≡ 0� p(t) ≡ 0� t ∈ [0, T0]�
v(y, t) ≡ 0� ω(y, t) ≡ 0� (y, t) ∈ [0, 1]× [0, T0]� 6� 4 �	 ��%�� 
� �
���
 ������!�

4� �	� ��	 !�  ������� ������ ��� ������������� ��	����� � 	���������
 88����� )
	�	�
��9��� :��� 
�;�9
��� < 533/� < ���� 07� < :� 57/95/1�

5� ��	���� "� ��� �	� ��	 !� #�  ������� ������ ��� ������������� ��	����� � ���
��

�������	�
 	���������
 88=��� 
��� ����� < 5330� < >� /.� ?44� < :� 47.194/33�

6� $	�	����	 �� ���������� �������� ����������� � �����������
� ��	����� 	 ������� �
��	���
�
� 
���
� 88����� )
	�	� ��9��� :���� 
�;�9
��� < 533/� < ���� 07� < :� 5396.�

7� %���
�� !�  ������� ������ ��� ������������� ��	����� � 	���������
 	 ������� �
	��
��@ 
���@ 88����� )
	�	� ��9��� :���� 
�;�9
��� < 5330� < ���� 00� < :� 7/9/2�

/� �	 &'����	( )� *�� ���������� #� *�� ��	��
��	 !� !� )���A�B� � �	�������A�B�
���	����� ��������������� ����� < C�� 4201�

0� �+,-./0+ 1� ,DEFGHF IGJKLFMH NJG FOPQR�JDH JN IQGQKJL�S RTIF� < UE�E� 5336�

�� ������� �������  �� � �!���"�#

$�"�����!� ��������% �&'�!��� �� � $�����

(�!)  ��� ��'�$�����

*+,�-+ ./0*12	3

�+,- 23,-40 5,6�0-,7 8-�+93:�6; 0< =>+�+�

������ =>+�+� 8-�+93:;696:>4, :63�� �

,D RVF WJMQ�D X�RV NGFF KJPDWQG�FH RVFGF �H �DEFHR�YQRFW QD �DEFGHF IGJKLFM JN

WFRFGM�DQR�JD RVF SJFZS�FDR QR RVF V�YVFG 9 JGWFG WFG�EQR�EF �D Q HRGJDYLT WFYFDFGQRF

SJMILFRF IQGQKJL�S FOPQR�JD� [JDW�R�JDH JN F\�HRFDSF QDW PD�OPFDFHH JN RVF SLQHH�SQL

HJLPR�JD RJ RV�H IGJKLFM QGF FHRQKL�HVFW�

?9; @03A:� �DEFGHF IGJKLFM� HRGJDY IJXFG WFYFDFGQR�JD� NGFF KJPDWQG�FH�

IQGQKJL�S FOPQR�JD�

B�	��
 �	
�4%�	 
� ��
����*�0 ,��<;�(<<�

+�!4�
�	 
� 
���� (.��<�(<<�
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� �	 ����
� ���� �	 ��������� �����
��
�� �	 �����	��
 �
����
� �	�
� �	 �������������� 

������� ����	� ��������� �����
��� ����
��
� ��	�	�����
� �����
���� ��	�
�	������ �������
 !����	�"������	� ��	���
�����
��	 ���	��� 

�
 ��	
��
 �	�	�
 ��� �
���� ��	�
� ��	�
��	���� �
������ ���������� �����	�
�	�� ����  �
������

n∑
i=1

(
|uxi(x)|pi−2uxi(x)

)
xi

− |u(x)|p0−2u(x) = f(x), x ∈ Ω, !�"

��� �
����
���� ��	������ pi > 1� i = 0, n� � ���#��$���� �#�	���� ����	�� %
#	&	���� ��	���� � ���	��% �
�

��� 
 #������� �� ��� ��	�
�
�

��� �
����� !���
������� �����	��� ����  �
������ !�" ��� pi = 2� i = 0, n" ���  ������
 ����'���%
��	
���( �	�	�
 ���#	 ���	&	�� 
�&� ����% �����
��% �	 ����
��������
� 	 
��%�	���
����'���% ���������� ��� �
����
���� �#��$����� �	 �����	��� ���
���� �	��� �	
����
��������
 )�*� )+*� ��� ����&� ��	�% �	
$� �
�

��� ��
������� �
������ ��

�
����� �
������ !�" �	 %����� ,� p0 > 2� pi = 2� i = 1, n� �������� )-*�)�*� ,� ��	
��

�	�	�
 �	.��  ����
 ����'���� #�� �#��$��� �	 
�&� �����
��% �	 ����
��������


 ����%,��� �	 �����	��� ���
���� �	��� �	 ����
��������
� � )/*� )�* 	�	��&
��

���%���	�� �����	�� % ���	��% ��	
���� �	�	� ��� ���
�

��� ��
������� �
������
��������� �����	��� ����  !�" ��� p0 > pi� 1 < pi � 2� i = 1, n�

0��	 �	1�( ��	�
 2 ���&���%�� ��	
��
 �	�	�
 ��� %�	&	������ �
������ !�" ���
p0 = pi = 2� i = 1, k� pi > 1� i = k + 1, n !����� ���  �
�

�
 �
������" � &�	�������
%���	�� �
1	��&� ���%� 	 �#�	��� �	�	��� �	 ��
����� x1, . . . , xk  ���#��$���.� 	
�	 ��1��. 2 �#��$���.�

�© ��������� 	
���� 
���
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3�	
���� ��	�� 
��%�	��� �	  ������
 %�	&	������&� ����'���% ����
�$%�	���
�	�	�� 4���������%.�� ���#
�	�
. �����%� ���
 5�%��% ���� �	 	�	���
 �
����&� �
����
( ��%$����
 �������% 6���4��	�	 )�*�)+* �	 �����% �����������
 )7*�

�
 ������� ����������
 8��	
 n 2 �	�%�	���� ������ 9 R
n 2 �
�

��
 �����
��

���	����
 � �������
� ��&���% x = (x1, . . . , xn)� �� xi ∈ R, i = 1, n� � �����.
|x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
n�

4�
 :%���
(� ��
 �%� ���&���	.��� ����	���
 �	 �
����
���� ���$��	� �������
�
R

n �	 R
n+1 
 �	#%�	.�� ��	����� � R� ;�,� v(z)� z ∈ D̃� 2 ��	���#%�� :%���
�� ��

�
� v|D ���%�
������ (( ��%$���� �	 ���$��% D ⊂ D̃�

8��	
 Ω 2 ���#��$��	 ./�0�1�2�34��53� �#�	��� % �������
 R
n !n � 2"� ��#��

��� �����&� �	�%�	����&� s < n 
��%.�� ����	 1 � l1 < . . . < ls � n �	�
� ,�
���$��	 Ω ∩ {x ∈ R

n : x2
l1

+ . . . + x2
ls
< R2} < �#��$��	 ��� #%������&� R > 0�

=���	���� ����� k �	
���1� � �	��� ����� s 
 ��	$	������� ,� l1 = 1, . . . , lk = k�
��#�� ���$��	 Ω ∩ {x ∈ R

n : x2
1 + . . . + x2

k < R2} < �#��$��	 ��� ��$��&� R > 0 

��� #%������&� j ∈ {1, . . . , k} ���$��	 Ω∩{x ∈ R

n :
∑

i=1,k,i�=j

x2
i < R2} < ���#��$��	

���	 # ��� ����&� R > 0� ��
� ��&�� ����%��	������� ,� 0 �	��$��� Ω� >���� Ωτ

��� ���
����&� τ > 0 ����	�	������ ��'���% ���������% ���$��� Ω ∩ {x ∈ R
n :√

x2
1 + . . .+ x2

k < 1 + τ}� ,� �
����� 0� 8��	
 ��$	 ∂Ω �#�	��
 Ω �%������&�	��	 

�	�	� ,� ��� #%������( ����������( �	 Ω :%���
( v �����% ���� �
��
���

d

dτ

∫
Ωτ

v(x)d x =
∫
Sτ

v(s)h(s)d s, τ > 0, !+"

�� Sτ
���= ∂Ωτ\∂Ω� h ∈ C(Ω)� h > 0� d s 2 ������� ���,
 �������
 Sτ � !��� �����	���

%���� !+" ����	���� ���	&	��� ,�# ��$	 �#�	��
 Ω #%�	 &�	���."�

3	%�	$���� ,� #%�����	 ���
������	 �#�	��� ��&���% Ω = Ω1 × Ω2� �� Ω1 2
���#��$��	 �#�	��� � R

k � &�	���. ��$�.� 9 Ω2 2 �#��$��	 �#�	��� � R
n−k�  

��	�
���
�������. 
 �	�������� �	��	���% %���%�
8��	
 ∂Ω = Γ1

⋃
Γ2� �� Γ1� Γ2 2 �
�����
 ���$��� �	 ∂Ω !���	 � ��� ��$� #%��

����$���." 
 Γ1

⋂
Γ2 = ∅� =
� ν = (ν1, . . . , νn) ���%�
������ ��������
 ������

����
1���( ����	�
 �� ��$
 ∂Ω !∂Ωτ " �#�	��
 Ω !Ωτ "�
>���� C(Ω) ����	�	������ �����
� ����������� �	 Ω :%���

� 	 ����� C1(Ω) 2

�����
� ���������� ��:�����

����� � Ω :%���

� ��
 �	��� � ���
����� �� ����
1�&� ������% ���%��	.�� ���������� ������$���� �	 Ω� 8��	
 C1

� (Ω) 2 �
������
�
�������% C1(Ω)� ���
 ���	�	 ���� � :%���

� ���
( ���� �#��$��
� 9 C1,+

� (Ω) 2 �
��
�����
� �������% C1

� (Ω)� �������	�� ���&�  ���
�' ��
 � Ω :%���
(� =���	�	������
����� C1

0 (Ω,Γ1) �
������
� �������% C1
� (Ω)� �������	�� ���&�  :%���
(� ��
 �	#%�

�	.�� �%����
 ��	����� � ����
 Γ1�

=��
���� Lq, ���(Ω) =
{
v(x), x ∈ Ω : v|Ωτ ∈ Lq(Ωτ ) ∀ τ > 0

}
� �� q ∈ [1,∞]� 8	

�������
 Lq, ���(Ω) ��������� ��	��	���	 �
�

�	 ���%��%�	 
 �
�'� �
����� ‖·‖Lq(Ωτ )�
τ > 0� � ���. �
� ��	 ���	���� ��%���� ���������� ��,� �����$���� :%���
(� ��

�
��
 �	
$� ��.�� !����� �	�����	�� )�*"� ?��$� �#
$�
��� ����
�������
 �������
�
�������% Lq, ���(Ω) ���	�	 � ,� ��� ��$��&� τ > 0 ����
����
��� ��%$��� �	 Ωτ

����
� �	�	��( ����
�������
  �#
$��. � Lq(Ωτ )�
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8��	
 r ∈ L∞, ���(Ω)� ������% r(x) � 1 ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω� 8	 �������
 C(Ωτ )�
�� τ > 0 2 ���
���� ������ ������� ����%

‖v‖Lr( · )(Ωτ )
���= inf{λ > 0 : ρr,τ (v/λ) � 1}� �� ρr,τ (v) ���=

∫
Ωτ

|v(x)|r(x) d x�

=��������� �
�

��&� �������% C(Ωτ ) �	 �
 . �����. ����	���� ����� Lr( · )(Ωτ )
!���� )�-*"� 0��$��	 Lr( · )(Ωτ )  �
�

��� �
���������� �������% L1(Ωτ ) 
 �	���

�	 ���� %�	&	������� ��������� @�#�&	� =
� Lr( · ), ���(Ω) ���%�
������ �	���	���

�������% C(Ω) �	 ������&
 .� �����$���. �������. �
����� ‖ · ‖Lr( · )(Ωτ ), τ > 0�
=��
���� Lr( · )(Ω) =

{
v ∈ Lr( · ), ���(Ω) : supτ>0 ‖v|Ωτ ‖Lr( · )(Ωτ ) <∞}

�

8��	
 P
���={p = (p0, p1, . . . , pn) : pi ∈ L∞(Ω)� pi(x) > 1 ��� �� �� x ∈ Ω}� ���

p ∈ P ����� p∗ = (p∗0, p
∗
1, . . . , p

∗
n) ����	���� �������% :%���
.� ���������� ���(

�	��������.�� %���% 1
pi(x)+

1
p∗

i (x) = 1� i = 0, n� ��� �� �� x ∈ Ω� ��� ��$��&� τ > 0 �
�

W 1
p( · )(Ωτ ) ���%�
������ #	�	�
� �����
�� �����	��
 ����������� �������% C1(Ωτ )

�	 �����. ‖v‖W 1
p( · )(Ωτ )

���= ‖v‖Lp 0( · )(Ωτ ) +
n∑

i=1

‖vxi‖Lp i( · )(Ωτ )� ?�������� ,� W 1
p( · )(Ωτ )

 �
���������� �������%
{
v(x), x ∈ Ωτ : v ∈ Lp 0( · )(Ωτ ), vxi ∈ Lpi( · )(Ωτ ), i = 1, n

}
�

8	 �
�

���% �������
 C1
0 (Ω,Γ1) ������� ������&
. !�
�

��&� ��%���&� �������

�%" �	 ������&�. ������� �
�����A ‖·‖W 1
p( · )(Ωτ )� τ > 0� 3	���	��� ���&� �������% �	

�������. ������&
 . ����	���� �����
◦
W

1
p( · ), ���(Ω,Γ1)� 	 �	���	��� C1

c (Ω) �	 �
 .

�	��. ������&
 . ����	�	������ W 1
p( · ), ���(Ω)� ?�������� ,� ����
����
��� {vk}∞k=1

 �#
$��. �� v � ��� �������	�� ��,� ‖vk −v‖W 1
p( · )(Ωτ ) −→

k→∞
0 ��� ��$��&� τ > 0� =
�

◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1) ���%�
������ �
������
� �������%

◦
W

1
p( · ), loc(Ω,Γ1)� ,� ���	�	 ���� �

:%���

� ���
( ���� �#��$��
�
�
 ������������ ������ � ������� �����!"�"��
 B��&������ �	�	�%

n∑
i=1

d

dxi
ai(x, u,∇u) − a0(x, u,∇u) =

n∑
i=1

∂

∂xi
fi(x) − f0(x), x ∈ Ω, !-"

u|Γ1 = 0,
n∑

i=1

ai(x, u,∇u) νi

∣∣
Γ2

= 0, !C"

�� ∇u = (ux1 , . . . , uxn)� =���%������ ,� ���
��
 �	�
 �	��������.�� �	�
 %����A
1) ��� ��$��&� i ∈ {0, 1, . . . , n} :%���
� ai(x, s, ξ)� (x, s, ξ) ∈ Ω × R × R

n�  
�	�	������
�����.� ��#�� ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω :%���
� ai(x, ·, ·) : R × R

n → R 2
���������	 
 ��� #%������� s ∈ R� ξ ∈ R

n :%���
� ai(·, s, ξ) : Ω → R 2 ���
��	D
1′) ai(x, 0, 0) = 0 ��� �� �� x ∈ Ω� i = 0, nD
2) ��� ��$��&� i ∈ {0, 1, . . . , n}� �� �� x ∈ Ω 
 #%������� s ∈ R� ξ ∈ R

n

�����% ���� ���
��
���

|ai(x, s, ξ)| � h1i(x)
( n∑

j=1

|ξj |pj(x)/p∗
i (x) + |s|p0(x)/p∗

i (x)
)

+ h2i(x)�

�� p = (p0, p1, . . . , pn) ∈ P� h1i ∈ L∞, ���(Ω)� h2i ∈ Lp ∗
i ( · ), ���(Ω)D

3) fi ∈ Lp ∗
i ( · ), ���(Ω)� i = 0, n�
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��������� �
 	0�6�273�3�� �80/9�0.8� 0�4�5� :;<= :"< 3�0/��8 >?3.1�@

u ∈
◦
W

1
p( · ), loc(Ω,Γ1)= �.� 0�48/8273�A �3��6��273? ��/3�B�7

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u,∇u) vxi + a0(x, u,∇u) v
}
d x =

∫
Ω

{ n∑
i=1

fi vxi + f0 v
}
d x !�"

42� C?47
�.8D >?3.1�D v ∈
◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1)�

E�?/�F�33� !� ����	 1′) ��  ����������.� ���
���� 
�	�1�� ��
�1� ����	�����

ãi(x, s, ξ)
���= ai(x, s, ξ)− ai(x, 0, 0)� f̃i(x)

���= fi(x)− ai(x, 0, 0) ��� �� �� x ∈ Ω (i = 0, n),
�
��
��� !�" ��$�	 �	���	�� � ãi� f̃i �	�
��� �
����
��� ai� fi� ������% ãi(x, 0, 0) = 0
(i = 0, n) ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω�

4�	$	.��� ,�A
4) p0(x) = 2� p1(x) = 2, . . . , pk(x) = 2 ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω !��������� ,�
p∗0(x) = 2� p∗1(x) = 2, . . . , p∗k(x) = 2 ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω"�

1%�	������ ���	����
 %���� �	 ���
��
 �	�
� ��� ���� %�	&	������
 ����'���� �	�
�	�
 !-"� !C" 
��% �	  ����
 % ��	�
 :%���

 � �����. �����
���. �	 ����
��������
�

8��	
 �����%.���� ,� �	�
 %����A
5) ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω �	 #%������� s, r ∈ R 
 ξ, η ∈ R

n

a0(x, s, ξ) =
k∑

i=1

bi(x)ξi + c(x, s, ξ), !/"

�� bi, bi,xi ∈ C(Ω)� bi|Γ2 = 0� i = 1, k� 


n∑
i=1

(ai(x, s, ξ) − ai(x, r, η))(ξi − ηi) + (c(x, s, ξ) − c(x, r, η))(s − r) �

� q1(x)
k∑

i=1

|ξi − ηi|2 + q2(x)|s− r|2, !�"

�� q1, q2 ∈ C(Ω)� min
x∈Ωτ

q1(x) > 0 ∀τ > 0�

q2(x) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi(x) > 0 ∀ x ∈ Ω; !7"

6) ��� ��$��&� i ∈ {1, . . . , k}� �� �� x ∈ Ω �	 #%������� s, r ∈ R 
 ξ, η ∈ R
n

��	�����	 ���
��
���
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��

|ai(x, s, ξ) − ai(x, r, η)| � g1i(x)
k∑

j=1

|ξj − ηj | + g2i(x)|s− r|, !�"

�� g1i� g2i 2 ����
 ���������
 �	 ���
�' ��
 �	 Ω :%���
(� ������%

2
k∑

i=1

(g2i(x))2 �
k∑

j=1

bj(x)
xj

|x| ∀x ∈ Sτ , ∀τ > 0; !�E"

7) 
��% ���������	 ���	��	 :%���
� A(τ)� τ � 0, �	�	� ,�

d1(τ)λ−1/2(τ) + d2(τ)λ−1(τ) � A(τ) ∀τ > 0 


+∞∫
0

d z

A(z)
= +∞, !��"

�� d1(τ) = sup
s∈Sτ

( k∑
i=1

g2
1i(s)/(q1(s)h(s))

)1/2

; d2(τ) = sup
s∈Sτ

(( k∑
i=1

g2
2i(s)

)1/2

− 1
2

k∑
i=1

bi
xi

|x|
)
;

λ(τ) = inf
v

{[∫
Sτ

E(v)h d s
][∫

Sτ

v2 d s
]−1}

.

F%� 
�:
�%� #����� �� ��
� ���������� ��:�����

����� � ����
 Sτ :%���
��� ��


�	�%��.���� �	 ∂Sτ ∩ Γ1; E(v) ���= q1
k∑

i=1

v2
xi

+ (q2 − 2−1
k∑

i=1

bi,xi)v2.

E�?/�F�33� �� 3 %���� 6)� ������	� ������	 � ,� ��� (( �����	��
 :%���
(
ai(x, s, ξ)� (x, s, ξ) ∈ Ω × R × R

n� i = 1, k� ���� �� �	��$	�� �
� ��
���� ξk+1, . . . , ξn�

B��&������ �	�	�% ��1
 ��� ����	
��&� ��:�����
	����&� �
������

d τ

dα
= A(τ), τ(0) = 0. !�+"

?�������� ,� ����'���� τ(α)� α � 0� �
 ( �	�	�
 ����	�	 ���� �
��
��.
∫ τ(α)

0
d z

A(z) = α�

3�
��� �	 %���� !��"� ������	� ������	 � ,� τ(α) → +∞ ��� α→ +∞�

=��
���� Ωα ���= Ωτ(α)� Γα
1

���= Γ1,τ(α)� Γα
2

���= Γ2,τ(α)� S
α ���= Sτ(α)�

〈v〉α ���=(
∫
Ωα E(v) d x)1/2� α � 0�

#������ �
 ����G /�.83?@�7B� ?�8/� 1)H7)� �84� 0�4�5� :;<= :"< / .2�B� >?3.1�G

0
◦
W 1

p( · ), loc(Ω,Γ1)= �.� 0�48/8273�@�7 ?�8/?∫
ΩR

E(v) d x = o(1)eR ��� R→ +∞, !�-"

�8F� ���� 3� C�27I� 843868 ?0�6�273�3868 �80/9�0.?�

��� ��$��&� �	�%�	����&� l ���
���� Λl
���= inf

v

{[∫
Ωl E(v) d x

][∫
Ωl v

2 d x
]−1}

�



#$!%#%&#% $!%'()*#% +%,#-##- , .,/0%1)!%#�+)*#)2 34!/"(-2 56;

�� 
�:
�%� #������� �� ��
� :%���
�� v � �������% C1(Ωl)� ��
 ���
��..�� �%���


�	 ∂Ωl\Γ2; q1l
���= min

Ωl

q1(x) > 0.

#������ �
 ����G= .��� ?�8/ 1)H7)= /�.83?@�7B� J� 4/� ?�8/�K
8) 42� ��/� x ∈ Ω � C?47
�.�� s ∈ R= ξ ∈ R

n

n∑
i=1

ai(x, s, ξ)ξi + c(x, s, ξ)s � q1(x)
k∑

i=1

|ξi|2 + q2(x)|s|2 + q3(x)
n∑

i=k+1

|ξi|pi(x)

4� q3 ∈ L∞(Ω)= q3l
def= ess inf

x∈Ωl
q3(x) > 0 ∀l ∈ N;

9) 42� C?47
�.868 l ∈ N

Λ−1
l

∫
Ωl

|f0(x)|2 d x+ q−1
1l

∫
Ωl

k∑
i=1

|fi(x)|2 d x+ q−1
3l

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i (x) d x � C1e

(1−ε)l,

4� C1= ε > 0 H B��2�= �.� /�4 l 3� 0�2�F��7�
�84� �B3?A ?0�6�273�3�G �80/9�08. 0�4�5� :;<= :"<= �.�G 3�2�F��7 .2�B? A4�


38B��= /�03�5�38�? / ��8���� !� L�G �80/9�08. 0�48/8273�A 81�3.?

〈u〉l � C2e
(1−ε)l/2, l ∈ N, !�C"

4� C2 > 0 H B��2�= �.� 0�2�F��7 ��27.� /�4 C1 � ε�

$
 ������%�� "����%����


&��� �
 ����G u1, u2 ∈
◦
W 1

p( · ), loc(Ω,Γ1) H >?3.1�D= 42� �.�� /�.83?A�7B� ��/3�B�7

:M< :�8C�8= .82� /0��� u = u1= u = u2< 0� ?�8/�= J8 supp v 2�F��7 / ΩR∗ = 4�
R∗ > 0 H 4��.� 5�B28� �84� 42� C?47
�.�� R1, R2= 0 < R1 < R2 � R∗= ���/�273�
3���/3�B�7

〈u1 − u2〉R1 � e(R1−R2)/2〈u1 − u2〉R2 . !��"

���������� 8��	
 {u1m}∞m=1� {u2m}∞m=1 2 ����
�������
 :%���

 � �������%
C1

0 (Ω,Γ1)� ��
 �#
&	.���� �
����
��� �� u1 
 u2 �	 �����. 〈 · 〉R∗ � ������% ���

��$��&� m ∈ N ��%$���� u1m|ΩR∗ �	 u1m|ΩR∗ �	��$��� �������% C2(ΩR∗)� =��
���

�� w
���= u1 − u2� wm = u1m − u2m� m ∈ N� ?�������� ,� 〈w − wm〉R∗ → 0 ���

m→ +∞�
4
��
���� �
� 
���&�	����( ����$����
 !�"� �	���	��( ��� u1� �% �	�% ����$�
����

	�� �	���	�% ��� u2� 4�#�	�1� ������#%�� τ ∈ (0, τ(R∗))� ���
���� � �����	�


�
��� �
��
�	��� ����$����
 v = wmψδ� �� m ∈ N� δ ∈ (0, τ) 2 ���
���� ������
ψδ 2 :%���
� � �������% C1(Rk)� ��� ���( �����%.���� %����A ψδ(x′) = 1 ���
|x′| < τ − δ !�%� 
 �	�
 ���
���� ����	����� x′ = (x1, . . . , xk))� ψδ(x′) = 0 ���
|x′| > τ 
 0 � ψδ(x′) � 1� |∇ψδ(x′)| � C/δ ��� ��
� x′ ∈ R

k� �� C > 0 2 ��	�	� ��	 ��
�	��$��� �
� τ 
 δ� F��
 �	������∫

Ωτ

[ n∑
i=1

(ai(u1) − ai(u2))(wmψδ)xi + (a0(u1) − a0(u2))wmψδ

]
d x = 0. !�/"



556 ����� �����	
��

F%� 
 �	�
 ����������% �� ����	�����

c(v) def= c(x, v,∇v), ai(v)
def= ai(x, v,∇v), i = 0, n. !��"

=�����1��� �
��
��� !�/"� ��	���%.�� !/"

Im ≡
∫
Ωτ

[ n∑
i=1

(ai(u1m) − ai(u2m))wm,xi + (c(u1m) − c(u2m))wm +
k∑

i=1

biwm,xi wm

]
d x =

= σmδ(τ) +Gmδ(τ), !�7"

�� σmδ(τ) =
∫

Ωτ

[ n∑
i=1

{
(ai(u1m) − ai(u2m))wm,xi − (ai(u1) − ai(u2))wm,xiψδ

}
+

+(a0(u1m) − a0(u2m))wm − (a0(u1) − a0(u2))wmψδ

]
d x,

Gmδ(τ) = − ∫
Ωτ

k∑
i=1

(ai(u1) − ai(u2))wmψδ,xi d x.

=���������� Gmδ �	�� ������	���� ai(ujm) �%��� ���	 ΩR∗ 
 ���
����

aiρ(ujm(x)) ���=
∫

Rn

ai(ujm(y))ωρ(x− y) d y, i = 1, k, j = 1, 2,

�� ωρ 2 ���	 %����������� ρ > 0� F��


Gmδ(τ) =
∫
Ωτ

k∑
i=1

[(aiρ(u1m) − ai(u1)) − (aiρ(u2m) − ai(u2))] wmψδ,xi d x+

+
∫

Ωτ\Ωτ−δ

k∑
i=1

[
(aiρ(u1m)−aiρ(u2m))wm

]
xi

ψδ d x+
∫

Sτ−δ

k∑
i=1

(aiρ(u1m)−aiρ(u2m))wmνids−

−
∫
Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s+
∫
Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s. !��"

F%� ν = (ν1, . . . , νn) 2 ��������
 ������ ����
1���( ,��� �#�	��
 Ωτ !Ωτ−δ" ����	�

�� Sτ !Sτ−δ"� ��#�� νi(x) = xj/|x|� j = 1, n� x ∈ Sτ !Sτ−δ"�

3 %���� 6) 
 ���
�����
 ��1
 2 G%���������&� ������	 

∫
Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s �
∫
Sτ

k∑
i=1

|(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|)ρ−

−(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|)| |wm| |νi| d s+
∫
Sτ

k∑
i=1

(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|) |wm| |νi| d s �



#$!%#%&#% $!%'()*#% +%,#-##- , .,/0%1)!%#�+)*#)2 34!/"(-2 555

�
(∫

Sτ

( k∑
i=1

g2
1i

)
|∇̃wm|2 d s

)1/2(∫
Sτ

|wm|2 d s
)1/2

+
∫
Sτ

( k∑
i=1

g2
2i

)1/2

|wm|2 d s+ Lmρ(τ),

!+E"

�� Lmρ(τ)
def=

∫
Sτ

bmρ(s) d s� bmρ(x)
def=

k∑
i=1

|(g1i|∇̃wm|+g2i|wm|)ρ−(g1i|∇̃wm|+g2i|wm|)|×

× |wm|� ∇̃wm = (wm,x1 , . . . , wm,xk
)�

=���������� 
 ��
���� ����% �
�% �	����% �
�����
 !�7"� ����������%.�� ���
��
�
��� !�" �	 :���%�% 
���&�%�	��� �	����	��

Im �
∫
Ωτ

E(wm) d x+
1
2

∫
Sτ

k∑
i=1

bi νiw
2
m d s. !+�"

?�H$� � !�7" �	 �
���	�
 !��"2!+�"� ����������%.�� ������
 � %���
 7) ����	������
�����	 ��∫
Ωτ

E(wm)dx �
[
d1(τ)λ−1/2(τ)+d2(τ)λ−1(τ)

] ∫
Sτ

E(wm)hds+σmδ(τ)+G∗
mρδ(τ)+Lmρ(τ),

!++"
τ > 0� �� G∗

mρδ 2 �%�	 ��
� ����
� ��	��( �	����� !��"� �	 �������� ���	����&��

=���	���� Fm(τ) ���=
∫
Ωτ
E(wm) d x� 3 !++"� ��	���%.�� %���% 7) 
 !�+"� �	������

Fm(τ) � dF (τ)
dτ

dτ

dα
+ σmδ(τ) +G∗

mρδ(τ) + Lmρ(τ), τ > 0,

��
���

0 � −Fm +
dFm

dα
+ σmδ +G∗

mρδ + Lmρ. !+-"

�����$��1� !+-" �	 e−α 
 ���
���&�%�	�1� ����$	�% ���
��
��� �	 α �
� R1 �� R2�
�����	 ��

Fm(τ(R1)) � eR1−R2Fm(τ(R2)) +

R2∫
R1

[σmδ +G∗
mρδ + Lmρ]eR1−α dα. !+C"

I�	��&
��� �� � )�* 
 )�C* ��$�	 ���	�	��� ,� 
���&�	�
∫ R2

R1
[σmδ+G∗

mρδ+Lmρ]eR1−α dα

�� �	�&���� �	��
� ��,� m ∈ N ����	���� ������� ρ = ρ(m) > 0 ����	���� �	�� 

δ = δ(m, ρ) ����	���� �	��� 4�	���%.�� �	��	����� � !+C" ����$��� ��
��% !��"�

'
 ��������� ������� �����!"�"��
 ��������� ���	�
� �� 8��	
 u1�
u2 2 ��	 %�	&	������� ����'���� �	�	�
 !-"� !C"� ��
 �	��������.�� %���% !�-"� F��

〈u1 − u2〉R = o(1)eR/2 ��� R → +∞� 3�
��� �	 � ��
��� !��" �	 �� ��� ���
�����
R1 
 R2� R1 < R2� ���
��
���

〈u1 − u2〉R1 � γ(R2), !+�"
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�� γ(R2) → 0 ��� R2 → +∞� J
��%.�� R1 
 �����%�	�1� R2 �� +∞� � !+�" �����
�	 �� �
��
��� 〈u1 − u2〉R1 = 0� ��#�� u1 = u2 �	
$� ��.�� �	 ΩR1 � 8	 �
���	�

���
������
 R1 �����	 ��� ,� u1 = u2 �	
$� ��.�� �	 Ω� �

��������� ���	�
� 
� 8��	
 l ∈ N� B��&������ ��	
��% �	�	�%

n∑
i=1

d

dxi
ai(x, ul,∇ul) − a0(x, ul,∇ul) =

n∑
i=1

∂

∂xi
fi(x) − f0(x), x ∈ Ωl, !+/"

ul|Γl
1∪Sl = 0,

n∑
i=1

ai(x, ul,∇ul) νi

∣∣
Γl

2
= 0. !+�"

=
� Ul ���%�
������ ���������� �������% :%���

 � C1(Ωl)� ��
 �	�%�..���� �
����
 Γl

1 ∪ Sl� �	 �����. �������% W 1
p( · )(Ω

l)� ?�������� ,� Ul ⊂W 1
p( · )(Ω

l)�
	0�6�273�3�� �80/9�0.8� �	�	�
 !+/"� !+�" �	���	 ���� :%���
� ul � �������% Ul�

��	 �	�������� 
���&�	���% ����$�
���∫
Ωl

{ n∑
i=1

ai(x, ul,∇ul) vxi + a0(x, ul,∇ul) v
}
d x =

∫
Ωl

{ n∑
i=1

fi vxi + f0 v
}
d x !+7"

��� #%������( :%���
( v ∈ Ul�
��������� 
��%�	��� %�	&	������&� ����'���% ul �	�	�
 !+/"� !+�" �����������

������� K	�����
�	 !����� �	�����	�� )7� �� ++*"� 	 
�&�  ���
��� ��&�� �����	���
����������%.�� %���% 5)�

��� ��$��&� l ∈ N :%���
. ul ������$��� �%��� �	 Ω� �	��1��1� �	 ���
������$����� ����	����� ul� =��	$���� ,� �����	�	 ����
����
��� {ul}∞l=1 �
�����
�
�����
����
���� ��	 �#
$�	 � ������% ����
 �� %�	&	������&� ����'���% !-"� !C"�

6���	��% ��
���� 〈ul〉l� ��� ���&� ���
���� � 
���&�	���

 ����$����
 !+7"
v = ul� F��
� ��	���%.�� !��"� �����	 ��∫

Ωl

{ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi + a0(ul)ul

}
d x =

∫
Ωl

{ n∑
i=1

fi ul,xi + f0 ul

}
d x. !+�"

4���������%.�� %���� �	 ���
��
 �	�
� :���%�% 
���&�%�	��� �	����	�� 
 ���
��
�
��� ��1
 2 G%���������&�� � !+�" �	������

∫
Ωl

{
q1

k∑
i=1

|ul,xi |2 + (q2 − 2−1
k∑

i=1

bi,xi)|ul|2 + q3

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x)
}
d x �

� ε1
2

∫
Ωl

|ul|2 d x+
1

2ε1

∫
Ωl

|f0|2 d x+
ε2
2

∫
Ωl

k∑
i=1

|ul,xi |2 d x+
1

2ε2

∫
Ωl

k∑
i=1

|fi|2 d x+

+
ε3
2

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x) d x+
1

2ε3

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i (x) d x, !-E"

�� ε1� ε2� ε3 2 ���
���
 ���	��
 ��	�
�
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=��
���1� � ���
�����
 !-E" ε1 = 2−1Λl� ε2 = 2−1q1l� ε3 = 2−1q3l� ����$���

∫
Ωl

{
E(ul) + q3

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x)
}
d x �

� 2Λ−1
l

∫
Ωl

|f0|2 d x+ 2q−1
1l

∫
Ωl

k∑
i=1

|fi|2 d x+ 2q−1
3l

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i (x) d x.

3�
��� �	 � %���� 9) ������	 ��
��	

〈ul〉l � C2e
(1−ε)l/2. !-�"

8��	
 m ∈ N 2 :
����	�� ������ =��	$���� ,� ����
����
��� {ul}  :%��	����
�	����. �	 �����. 〈 · 〉m� 4
������ #%�����
 �	�%�	���
 ����	 l, r� ������% l � m�
0	 ��

〈ul+r − ul〉m �
r−1∑
i=0

〈ul+i+1 − ul+i〉m. !-+"

?��
���� ul+i+1� ul+i ���	��$%.�� %���� ���� � ��� R∗ = l + i� �� � ���&� �����
�$���� ������	 ��
��	

〈ul+i+1−ul+i〉m � e−1/2〈ul+i+1−ul+i〉m+1 � . . . � e−(l+i−m)/2〈ul+i+1−ul+i〉l+i. !--"

3 !-�" �����	 ��

〈ul+i+1 − ul+i〉l+i � 〈ul+i+1〉l+i+1 + 〈ul+i〉l+i � C3e
(1−ε)(l+i)/2, !-C"

�� C3 > 0 2 ��	�	� ��	 �
� l �	 i �� �	��$���� 8	 �
���	�
 !-+"�!-C" ����$���

〈ul+r − ul〉m �
r−1∑
i=0

C3e
m/2e−ε(l+i)/2 � C4e

(m−εl)/2. !-�"

F%� C4 > 0 2 ��	�	� ��	 �
� l 
 r �� �	��$����
3 !-�" ������	 � ,� 〈ul+r − ul〉m → 0 ��� l → ∞ ��� #%������� r ∈ N� ��#��

����
�������
 {ul}� {ul,xi}� i = 1, k� :%��	����	���
 � �������
 L2(Ωm) ��� ��$��&�
m ∈ N� F��% 
��% :%���
� u ∈ L2, loc(Ω) �	�	� ,� uxi ∈ L2, loc(Ω)� i = 1, k� 


ul−→
l→∞

u ������ � L2, ���(Ω), !-/"

ul,xi −→
l→∞

uxi ������ � L2, ���(Ω), i = 1, k. !-�"

8	 �
���	�
 %���� 6) � !-/"� !-�" �	 ��

ai(ul)−→
l→∞

ai(u) ������ � L2, ���(Ω), i = 1, k. !-7"

8��	
 R > 0 2 ���
���� ������ ζ(x′) = ψ1(x′)� x′ ∈ R
k� �� :%���
� ψ1 �	�	 �	�	

�� % ��������
 ���� � ��� τ = R + 1� δ = 1� 4
������ � !+7" v = ulζ� 8��	
 �����
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l0 �	��� ,� ��� ���
����&� l � l0 �	 �� Ωl ⊃ ΩR+1� F��
 ��� l > l0 �
��� �������
����������� �����	 ��

∫
ΩR+1

[ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi + a0(ul)ul

]
ζ d x =

∫
ΩR+1

[
f0ul +

n∑
i=1

fiul,xi

]
ζ d x+

+
∫

ΩR+1

k∑
i=1

fi ul ζxi d x−
∫

ΩR+1

k∑
i=1

ai(ul)ul ζxi d x. !-�"

?�
���� ���	��� �
�����
 !-�"� ����������%.�� %���% 8)� ���
�����
 ��1
 2 G%�
���������&� �	 L�&	� � ���%���	�
� ��	�%�	�1�� ,� |∇ζ| � C �	 R

k� �	������

∫
ΩR+1

[
q1(x)

k∑
i=1

|ul,xi(x)|2+(q2(x)−2−1
k∑

i=1

bi,xi)|ul(x)|2+q3(x)
n∑

i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x)
]
ζd x �

�
∫

ΩR+1

[
|ul|2 +

k∑
i=1

|ul,xi |2
]
ζ d x+

∫
ΩR+1

[
|f0(x)|2 +

k∑
i=1

|fi(x)|2
]
ζ d x+

+η
∫

ΩR+1

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|p i(x)ζ d x+ C5(η)
∫

ΩR+1

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i(x)ζ d x+

+C6

∫
ΩR+1

k∑
i=1

{
|ai(ul)|2 + (1 + |bi(x)|)|ul|2 + |fi|2

}
|ζxi | d x, !CE"

�� η > 0 2 ���
���	 ��	�	� C5(η) > 0, C6 > 0 2 ����
 ��	�
�
8	 �
���	�
 !-/"2!-7" � !CE"� ��#��	.�� ��	����� η ������ �	���� ����$���

∫
ΩR

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x) d x � C7(R). !C�"

F%� C7(R) > 0 2 ��	�	� ��	 �
� l �� �	��$���� 3&
��� � %����. �" �	 �	 �
���	�
 !-/"�
!-�" 
 !C�" ��� ��$��&� i = 0, k + 1, . . . , n �	 ��

∫
ΩR

|ai(ul)|p∗
i(x)d x � C8

∫
ΩR

{ k∑
j=1

|ul,xj |2 +
n∑

j=k+1

|ul,xj |p j(x) + |ul|2
}
d x+C9(R) � C10(R),

!C+"
�� C8, C9(R), C10(R) > 0 2 ����
 ��	�
� ��
 �
� l �� �	��$	�� !	�� ��$%�� �	��$	��
�
� R"�

3 !-/"� !-�"� !C�"� !C+" 
 %���� �"� ��	�%�	�1� ��:�������
��� �������
�
Lpi( · )(ΩR)� i = k + 1, n� �	 Lp∗

i ( · )(ΩR)� i = 0, k + 1, . . . , n� R > 0� �����	 ��
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��%�	��� �
�����
�������

{
ulj

}∞
j=1

����
�������

{
ul

}∞
l=1

!�	 ���. �	��1��� ��

�	�� ����	�����" �	 :%���

 χi ∈ Lp∗
i( · ), ���(Ω) i = 0, k + 1, . . . , n� �	���� ,�

ulj,xi −→
j→∞

uxi ��	#�� � Lpi( · ), loc(Ω), i = k + 1, n, !C-"

c
(
ulj

)−→
j→∞

χ0( · ) ��	#�� � Lp∗
0( · ), ���(Ω), !CC"

ai

(
ulj

)−→
j→∞

χi( · ) ��	#�� � Lp∗
i( · ), ���(Ω), i = k + 1, . . . , n. !C�"

=��	$���� ,�
χ0 = c(u), !C/"

χi( · ) = ai

(
u), i = k + 1, . . . , n. !C�"

8��	
 w ∈W 1
p( · ), ���(Ω), ψ ∈ C1,+

c (Rk)� 3&
��� � ���
��
��. !�" �	 ��

∫
Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj ) − ai(w)

)(
ulj ,xi − wxi

)
+

+
(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi(ulj − w)2
}
ψ dx � 0 !C7"

��� ��
� j ∈ N� ��
���∫
Ω

n∑
i=1

ai(ulj )ulj ,xi ψ dx−
∫
Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj )wxi + ai(w)(ulj ,xi − wxi)

)−

−(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

)
+ 2−1

k∑
i=1

bi,xi(ulj − w)2
}
ψ dx � 0 !C�"

��� ��
� j ∈ N�
4�	�% ��� ,� ��� #%������&� j ∈ N ��	�����	 �
��
���∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(ulj )vxi + a0(ulj )v − f0v −
n∑

i=1

fivxi

}
d x = 0 !�E"

��� #%������� v ∈
◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1) �	���� ,� MNOO v ��$��� � Ωlj �

3 �
�����
 !�E"� ����1� % �

 v = ulj ψ� �����	 ��

∫
Ω

n∑
i=1

ai(ulj )ulj ,xi ψ dx = −
∫
Ω

{
a0(ulj )ulj ψ − f0 ulj ψ−

−
n∑

i=1

fi ulj ,xi ψ +
k∑

i=1

ai(ulj )ulj ψxi −
k∑

i=1

fi(x)ulj ψxi

}
d x. !��"
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3 !C�" �	 !��" ����$���

−
∫
Ω

{
a0(ulj )ulj ψ−f0 ulj ψ−

n∑
i=1

fi ulj ,xi ψ +
k∑

i=1

ai(ulj)ulj ψxi −
k∑

i=1

fi(x)ulj ψxi

}
d x−

−
∫
Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj )wxi + ai(w)(ulj ,xi − wxi)

)−

−(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

)
+ 2−1

k∑
i=1

bi,xi(ulj − w)2
}
ψ dx � 0. !�+"

=���
���� � !�+" �� &�	���
 ��� j → ∞� ��	�%�	�1� !/"� !-/"� !-�"� !-7"� !C-"�
!CC" �	 !C�"� � ���%���	�
 �����	 ��

−
∫
Ω

{
(χ0 +

k∑
i=1

biuxi)uψ − f0 uψ −
n∑

i=1

fi uxi ψ +
k∑

i=1

ai(u)uψxi+

−
k∑

i=1

fi(x)uψxi

}
d x−

∫
Ω

{ k∑
i=1

ai(u)wxi +
n∑

i=k+1

χiwxi +
n∑

i=1

ai(w)(uxi − wxi)−

−(χ0 − c(w))(u − w) + 2−1
k∑

i=1

bi,xi(u− w)2
}
ψ dx � 0. !�-"

8��	
 ν ∈ N �	��� ,� MNOO ψ ⊂ Ωlν � =��
���� ��� j > ν � �
�����
 !�E" v = uψ 

����
1��1� �� &�	���
 ��� j → ∞� �	������

∫
Ω

{ k∑
i=1

ai(u)uxi +
n∑

i=k+1

χi uxi

}
ψ dx = −

∫
Ω

{
(χ0 +

k∑
i=1

biuxi)uψ−

−f0 uψ −
n∑

i=1

fi uxi ψ +
k∑

i=1

ai(u)uψxi −
k∑

i=1

fi uψxi

}
d x. !�C"

3 !�-" �	 !�C" ����$���

∫
Ω

{ k∑
i=1

(ai(w) − ai(u)) (uxi − wxi) +
n∑

i=k+1

(ai(w) − χi) (uxi − wxi)+

+(c(w) − χ0) (u− w) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi(u− w)2
}
ψ dx � 0 !��"

��� ���
����&� w ∈W 1
p( · ), ���(Ω)� ψ ∈ C1,+

c (Ω)�
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4���1� � !��" w = u− λg� λ > 0� g ∈W 1
p( · ), ���(Ω)� �	������

λ

∫
Ω

{ k∑
i=1

(ai(u− λg) − ai(u)) gxi+

+
n∑

i=k+1

(ai(u− λg) − χi) gxi + (c(u− λg) − χ0)g − 2−1λ

k∑
i=1

bi,xig
2
}
ψ dx � 0 !�/"

��� ���
����� g ∈W 1
p( · ), ���(Ω)� =��
���� ��	�% 
 �
�% �	����� ���
�����
 !�/" �	 λ�


 � �����	�

 ���
�����
 �����% �� λ �� 0� � ���%���	�
 ����$���

∫
Ω

{ n∑
i=k+1

(ai(u) − χi) gxi + (c(u) − χ0)g
}
ψ dx � 0 ∀g ∈ W 1

p( · ), ���(Ω). !��"

3 !��" #��%�� �� ����
 ����	��% g(x) = 1� 	 ���
� g(x) = −1� �����	 �� !C/"�
4�	�%�	�1� !C/"� � !��" ����$���

∫
Ω

n∑
i=k+1

(ai(u) − χi) gxi ψ dx � 0 ∀g ∈ W 1
p( · ), ���(Ω). !�7"

?��
���� !�7" �����% ���� ��� ���
����( g ∈ W 1
p( · ), ���(Ω)� �� ��#��	.�� ����	��%

g(x) = xl� l = k + 1, n� 	 ���
� g(x) = −xl� l = k + 1, n� �����	 �� !C�"�

8��	
 v ∈
◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1)� ��� ��$��&� j � ν� �� ν ∈ N �	��� ,� MNOO v ⊂ Ωlν �

� ���	����� ulj �	 �� �
��
��� !+7"� =���
���� � �

 �� &�	���
 ��� j → +∞� ��	�
�%�	�1� !/"� !-�"� !-7"� !CC"2!C�"� � ���%���	�
 �����	 �� �
��
��� !�" ��� �	�	��(

:%���
( v� ?��
���� v 2 ���
���	� 
 u �	��$��� �������%
◦
W

1
p( · ), ���(Ω,Γ1)� �� u  

%�	&	������� ����'����� �	�	�
 !-"� !C"� ?�
��% !�C" ����$% �� � !-�" 
 !-�" �	�A
〈u〉l � 〈u − ul〉l + 〈ul〉l = lim

m→∞〈um − ul〉l + 〈ul〉l � C2e
(1−ε)l/2� �

5 ������� ��  �� !���"�#� $�  � /�	��� ��
��
�	 "���,��	�	 
 ��
����������� ���
?��
� ��	��@� �	�	� � �����	�
����@� ���	��
� ��
 �	�	���
����
� ��	����
�
AA B����
 �	� �	�� C 5;98 C ( =5 C D8 C " 5><�588 

< %�&���  � '� +	���?
����� ��	�
��@� �	�	� ��
 ��	�
�
����@� E��
��
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� 

�	�	���
����
� ��	����
� � �����	�
����@� ���	��
� � ��	��	� F����
�� �	���G
�
�	 ������������
 AA B�� �	� ���� C 5;;7 C ( >9 C D< C " <99�<:; 

= ()*+�, -� HIJ�K�LIMN IOPMQ�RLS �L R
N T�QURPQ VRLW�Q�RL MQ �LXL�QY AA Z[[K \MQU MLW

][Q�J C R̂K 5< C 5;:> C _ <95�<:< 
> .�/+ 0� �� /12 34*�1�5 3� 6� `RLK�LIMN IKK�[Q�V aRPLWMNY�bMKPI [NRaKIJS �L PLaRPLWIW

WRJM�LS MLW QUI MSYJ[QRQ�V aIUMb�RPN Rc �QS SRKPQ�RL AA d e ZVMW HV� _MN�S C R̂K =57�
HIN�I % f5;;<g C _ 9:9�9;< 

7 7��	�� 8� 8�� �
&��� �� 9� '�� ����������� ��	���
� �	�	� ��
 ��	��������
� �����
�
��
� �
���� � ���������
� ���	��
� AA h	���	�
��� �����i C <667 C ( <> C D5 C
" 8;�:< 
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8 8�:��:� �� 0	�	�� ��
 ��������
� �����
��
� � �	�	������
� ����
�� � 	���������
�
�������	� AA ,��� !���� ����� d���
 ��� ��	� C <667 C ,
� 8> C " 5>;�588 

9 (*12/;</1* =�� >/)4,*1 -� `RLK�LIMN ML�SRQNR[�V IKK�[Q�V MLW [MNMaRK�V IOPMQ�RLS �L R
n

T�QU MWbIVQ�RL MLW KRTIN RNWIN QINJS MLW KRVMKKY �LQIjNMaKI WMQM AA _RQILQ�MK ZLMK C R̂K <<
f<66<g C _ <69�<<9 

: ����� ?�@�� #������@� �����@ ��?��

 ���
����@� ��	��@� �	�	� C \ � 5;9< 
; $	������ A�� $��B�� ��� C	D	��	� �� #��
����@� ����	����@� ��	����

 
 ����	����

�@� �
FF�����
	���@� ��	����

 C h � 5;9: 
56 �	:EF����	# ��  �� ��	��
��	 G� G� !
����@� 
 ��	�
�
����@� ��	����

 E��
��
�

������� �
�	 C h � 5;8> 
55 (*)1�, H� kKK�[Q�V MLW _MNMaRK�V HIJ�K�LIMN _NRaKIJS T�QURPQ dRLW�Q�RLS MQ �LXL�QY AA ZNVU 

eMQ�RL \IVU MLW ZLMK C R̂K 568� D= f5;:;g C _ <59�<>5 
5< 61IJ1I,*K L� /12 L;</)*K L� kKK�[Q�V IOPMQ�RLS MLW SYSQIJS T�QU LRLSQMLWMNW jNRTQU VRLW��

Q�RLSl Im�SQILVI� PL�OPILISS MLW KRVMK�nMQ�RL [NR[INQ�IS Rc SRKPQ�RLS AA `RLK�LIMN MLMKYS�S
HIN�I Zl oUIRNY & \IQURWS C R̂K 87� D> f<66>g C _ 9<:�985 

5= >JKM/NO�5 3�� PM/5J,1M�5 0� ]L S[MVIS Lp(x)(Ω) MLW W 1, p(x) AA dnIVURSK \MQU p C R̂K >5�
D> f5;;5g C _ 7;<�85: 

5> 7��	�� G� 8� q������
����
� �����
 ��?��
� 
 ������	��	
 �	���?
����� �	�	�

r���� ��
 �
����@� 
 ��	�
�
����@� �	�	���
����
� ��	����
� AA �
FF�����
	���
�@� ��	����

 C 5;;> C ( =6 C D: C " 5=<7�5==> 

��������� �������� �������� ��
��� ��!���"����� "�#���

()*+, -(./012/

�K/1 H)/15J Q/I�J1/4 R1�K*),�IS JT UVK�K�

������ UVK�K� R1�K*),SI*I,V5/ LI)�� �

%Q �S [NRbIW QUI Im�SQILVI MLW PL�OPILISS Rc SRKPQ�RLS QR aRPLWMNY [NRaKIJS cRN
SRJI VKMSS Rc LRLK�LIMN IKK�[Q�V IOPMQ�RLS� VRLQM�L�Lj K�LIMN IKK�[Q�V IOPMQ�RLS� j�bIL
�L PLaRPLWIW OPMS�VYK�LWN�V WRJM�LS PLWIN SRJI VRLW�Q�RLS RL QUI aIUMb�RPN Rc
SRKPQ�RL MLW jNRTQU Rc QUI �L�Q�MK WMQM MQ �LXL�QY 

>*S WJ)2,� LRLK�LIMN IKK�[Q�V IOPMQ�RLS� TIMs SRKPQ�RL� jILINMK tIaISjPI�HRaRKIb
S[MVIS� OPMS�VYK�LWN�V WRJM�L 
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 ����� �����
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���������� ����� ��	�	 ��	��	�

������ ������ �
�� ��������������	� �

������ !��"#������$�$�%�

���������� 	
���
 �� ��������� ������
�� ��	�� µ(t) 	�
����� ��	������

�����
��� 	
���
 ξ(t)� ���� 	��������� 	
���
 	��
�	��� � ����� ��	�
���

�� ������� S, �� 	
���
 ��	������
�� �
�	�
�����
�� �� 	��������� 	
���


���
�������� ��
��������� � ��	�
���������  �������� �� �����
��
�� ��
��

������ �!������
� �� 	�
�������" � 	�
����� # $�����"�

&�'(��� ����	 �����
�� 	
���
�� �����
��
�� ��
�������� �
��	�������

	���������

�� �	
�� 
����� ��
���� �������� ������� (X,A)� �	 A � σ����	��� 
����� ��
X � ��  !��" �������� ��
��#��$�!�# �	�������� ���������� ���%���!%�� ��� 	� 

�	�	
����& ����������& P (t, x, A)� �	 t ' (��� x ∈ X, A ∈ A� )�
��#��&(� %�*�"
���$%����&  !��� ��� 	�" #% 	���& �& ��"%���# (�����%�� P (t, x, A) ���	���	�"$�!�
�# #% ����������! ����� +� (�����%�� #%� ��(��� ��"%���# 
 ��(%� x ∈ X 
� (�� t
�������#$ � ���*��" A ∈ A� ,���"�%�$�!�#� +� (�� ���%�	����� ���������! *���#
(�����%� ������&$ 1� � � %�� � ����� *���# (�����%� ����$�� �����*"$ �	#%" ���
���%��" %��!%���! ����
 (������%� ��(��%��� ����*	��# #%�
 ��
�����	�� �����%���
�� �������� X � ���!%���! � ����*	��#  �
 (������% 
��	*��! ���!%� ��� ����*	��#
(�����%����	�%� � ���	�� �	�	����	��#� ���� %�*�� ���� (�����%� �	
��	*�� ���
��-�
 (������% 	���& ���"$ �������(���

�	
�� µxt(A) �����%��� ����� #%� ��# %�*���� A ∈ A ������&$ %��!%���� (�����
��% " ���	�� (��" t� ���� #%�
 �������#&�! � ���*��" A 
� "����� +� � ��(��%��
��� ���	�� �"�� ���!%� ���� (�����%� � ��( � x ∈ X � µt(A) � �����%��� ����� #%�
������&$ %��!%���� (������% " ���	�� (��" t� ���� #%�
 ���	*��! ���*��� A�

������ ���*�$��� +� ������� X �%����$�!�# 
� 
��(	���. %��!%���� 	�	�	����
x1, . . . , xn, . . . , ����� ����"�%�$�!�#� +� ���*��� ����� (������% {T1, . . . , Tn, . . .} 
���
(	����

�© ������ ���	�
�� 
������	��
 ����
� ����� �	�
�� ����



#%& ������� ��	
��
 ����� �����������
 ����� �����

�� �������� ���� µxt(A) ������!�# ������������� ���� µxt(A)

µxt(A) =


∞∑

i=0

ni∑
j=1

µxijt(xm), #%+� xm ∈ A

0, � ��-��" �����%"


∞

m=0

,

�	 x = {x11, . . . , x1n1 , x21, . . . , x2n2 , . . . }� xij ∈ X ' j�� 	�	�	�� i��� ���"�
,�
��(��� N0 = {0, 1, 2, . . .}� � ���������� N∞

0 �	�%��(	��� �������� ��������
	�	�	����� #%��� $ xi ∈ N0�

/�&(� P (t, x, A), ��	�	�� P̂ (t,x,y), (x,y ∈ N∞
0 )� �	 P̂ ' ����������! ����� +�

#%+� � ��(��%���� ���	�� $ �	%��� x� �� 
� (�� t �����"$�� �	%��� y� �	�"&(��!

����	���� ��
��(	��#��� ��*�� 
������� ���������-	��#

P̂ (t,x,y) = P{µxt(X) = y}.

0�	�	�� E(i) = (δi1, . . . , δin, . . .), �	 δij ' ������ ����	%	��� δxy =
∏∞

i=1 δxiyi �
E(i)�(�����%� i��� ���"� 0��*�$��� +� ab = ab1

1 ab2
2 · · · abn

n · · · , a! = a1!a2! · · ·an! · · · �
a = a1 + · · · + an + · · · , a

[bi]
i = ai(ai − 1) · · · (ai − bi + 1)�

�������� �� -./01�2/�3

F (s(·)) = F (s) = E exp
{∫

ln s(x)µ(dx)
}

/�4�5������2 �5��/�� 6./01�2/�32� 5���702528 ���� µ9 7� s(x) : 5����/� 2;��

<�/� 6./01���

1������ �"�% ����� F (s) ��
��(	��� 
��*��� %��� 0 < |s(x)| � 1 �� ���	����∫
ln s(x) µ(dx) ���"$�
��# ���"�������� ��� 	�" ������� �"�% ����� $ ��%��2

h(t, s(·)) = E exp
{∫

X

ln s(z)µt(dz)
}

.

������ ��%�������"�����	�� ���!%� s(·) = const = s = (s1, s2, . . .)� 3	�%� �	�	���
����� +� ��	�	��� ������� �"�% ����� $ ������� " ���" �	���� #%�� ��� $ " �����%"
�%��(	���. %��!%���� ����� 4����  	 �	 �"�% ������ � �"�% �#5�

0�	�	��

hi(t, s) = hE(i)(t, s),

hβ(t, s) =
(
(hE(1)(t, s))β1 , (hE(2)(t, s))β2 , . . .

)
,

h(t, s) =
(
hE(1)(t, s), hE(2)(t, s), . . .

)
.

3	�%� �	�	%������# 678� +� ��	�	��� ������� �"�% ����� 
������!�#$ ������	
�"�% �����!�	 ����#��# 4∀ t, τ = 0, 1, 2, . . .5

h(t + τ, s) = h(t, h(τ, s)).
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9���%�"$�� �%��(	��" ������*��" S ⊂ N∞
0 , 0 /∈ S� =.��/�/��� ��� S
4.��/�/��

����#���� ��� 	��� ��
���$�!�# ��� 	� ξxt(X)� ��
��(	��� ��# t = 1, 2, . . . ��
x ∈ N∞

0 �������#��

ξxt(X) =
{

µxt(X), #%+� ∀v, 0 � v < t, µxv(X) /∈ S
µxu(X), #%+� ∀v, 0 � v < u, µxv(X) /∈ S, µxu(X) ∈ S, u < t.

:�*	� ��# S�
"���	���� ����#����� ��� 	�" ξxt(X)� ��(%� ���*��� S $ ������
%����� ������� ���������# ������#�� 
 ��(��%���� ��� 	��� µxt(X)� #%�� ���
���!%� ���" ��(%" ���������# ;� 1��" �� ������" ��� ��� 	�" µxt(X) � S�
"���	���"
����#����" ��� 	�� ξxt(X) �%�	�� (�����%� � t��" ��%������ �	
��	*�� ��
����
*"&�!�# 
� ������������ 
�%����� #%�� ��
��(�$�!�# ������& �"�% �$& h(·)� ���!%�
� ���" �����%"� %��� ξxt(X) /∈ S� <% ���!%� �����%���� �	%��� ξxt(X) ��������! "
���*��" S� 	���& �# ��� 	�" ������#$�!�#�

:�%��!%� ��� 	� µxt(X) $ ��� &��� /��%���� ��

P̂ (t1 + t2, α, β) =
∑

γ∈N∞
0

P̂ (t1, α, γ)P̂ (t2, γ, β).

���� ����� ��
��#�	�� ����������� P̃ (t, α, r)� #%� ��
��(�&�!�# ��%2

P̃ (t, α, r) =

{
P̂ (1, α, r), t = 1;∑

β /∈S P̂ (1, α, β)P̃ (t − 1, β, r), t � 2.
4�5

3	�%� ��(���� +� P̃ (l, α, r) '  	 "����� ����������! ����.

{
µαl(X) = r

}⋂(
l−1⋂
l′=1

{
µαl′(X) /∈ S

})
.

,�
��(���
qn
r (t) = P

{
ξnt(X) = r

}
' ����������! �����*	��# � ���� r ∈ S �� ���	��" (��" t S�
"���	���� ����#�����
��� 	�" ξxt(X)� +� ��(���$�!�# 
� ����" n ∈ N∞

0 �
!� ������" #�$���

%����&� �� >3� 725�3?/�� n /∈ S, n �= 0, r ∈ S, t � 1 @���57<.A�?@� ��5/�@�?

qn
r (t) =

∑
α∈S

t∑
l=1

cαr(t, l)P̂ (l,n, α), 4�5

7� 02�6�1�A/�� cαr(t, l) 4/��27��? �4 @��55�7/2B�/?

cαr(t + 1, l + 1) = cαr(t, l), 475

cαr(t + 1, 1) = δαr −
t−1∑
l=1

P̃ (l, α, r), 4=5

cαr(1, 1) = δαr. 4�5



#%% ������� ��	
��
 ����� �����������
 ����� �����

���������� 0�	�	��
τ = min {t :µnt(X) ∈ S}

���	�� �	�-��� ��������# � S� 1��� ��� t � l

P{ξnt(X) = r, τ = l} = P{ξnl(X) = r} = P̃ (l,n, r).

9�������"&(� �� P̃ (l,n, r), l � 2� ����"�" 4�5� ��	�*"$��

P̃ (l,n, r) =
∑
α/∈S

P̂ (1,n, α)P̃ (l − 1, α, r) =

=
∑
α/∈S

P̂ (2,n, α)P̃ (l − 2, α, r) −
∑
α∈S

P̂ (1,n, α)P̃ (l − 1, α, r).

>������(�� �	�	����&$�!�# �	�-� �"�� � ������ (������  �$. ����"��∑
α/∈S

P̂ (2,n, α)P̃ (l−2, α, r) =
∑
α/∈S

P̂ (3,n, α)P̃ (l−3, α, r)−
∑
α∈S

P̂ (2,n, α)P̃ (l−2, α, r).

)���#(� ��%� ���� �	�	����	��# � �"��

∑

α/∈S P̂ (i,n, α)P̃ (l − i, α, r)� �����"$��

P̃ (l,n, r) = P̂ (l,n, r) −
∑
α∈S

l−1∑
i=1

P̂ (l − i,n, α)P̃ (i, α, r), 4?5

l = 2, . . . , t, P̃ (l,n, r) = P̂ (1,n, r). 4@5

:�%��!%� qn
r (t) =

∑t
l=1 P̃ (l,n, r)� �� 
 ����"� 4?5� 4@5 �������&�! �����-	��# 475�

4=5� 4�5� 1	��	�� ���	�	���

���� ��
��#�����	�� ��� 	� �������(�� #% � 6�8� �	
��

A1(x, D) = E{ξx1(D)}

�	�-�� ��%������!��� ���	��� �	 ξx1(D) ' ��%� �����%��� ����� #%� ��# %�*���
�� D ∈ A ������&$ %��!%���� (������% " ���	�� (��" 1� ���� #%�
 $ � ���*���
D� #%+� � ��(��%���� ���	�� (��" �"�� ���!%� ���� (�����%� ���" x ∈ X � 
�
"���� S�
"���	���� ��� 	�"� ����� ξx1(D) =

∑∞
i=1 ξxi1(D)� :�%��!%� E ������	� ��

A1(x, D) = E{ξx1(D)} =
∑∞

i=1 A1(xi, D)� 0���� 
�
��(���� +� D ��*	 �"�� �	%���
��� � ���*���&�

�������� !� ����C A1(x, D) = A(x, D) ��

An+1(x, D) =
∫

X

An(y, D) dA(x, y) =
∫

X

A(y, D) dAn(x, y).

�5�<�A�?@�9 D2 A0(x, D) = 19 �0D2 x ∈ D9 � A0(x, D) = 0 5 ��2��3�</2�. 5���7

0.�
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0 6=8 ���	�	��� +� ��	�� �. ��	������ A 
����&�!�# 
 �	�-��� ���	����� ξ� #%+�
��
��(��� A(t) ' ����� & ��������� ��	������� �	 .. 	�	�	��� Aij(t) = At(xi, xj)� ��
�"�	 ��%��"�����! A(t) = At� �	 A = A(1)�

�	
��
Bt(x, D1, D2) = E{ξxt(D1) · ξxt(D2) − ξxt(D1 ∩ D2)}

��"��� ��%������!��� ���	���
9� A	����!#����� 678 ��� ���� (������% ��
����&�!�# �� %�����

�������� '� ���2403�7/�C E�33�@��C ��21�@ 4 7�@0���/�� F�@2� /�4�5�A�?@�
����27�F/�� 4 ����272� d9 �0D2 /�C;�3?B�C 7�3?/�0 73� 5@�� ��� t9 73� �0��
〈At(xi, xi)〉 > 09 72��5/GA d� H0D2 d = 19 �2 ��21�@ /�4�5�A�?@� /�����27�F/���

�������� (� I�33�@��C ��21�@9 5 �02�. 5@� ���� .�52�GG�? 27�/ 03�@ �05�5�

3�/�/�� ����59 /�4�5�A�?@� /��2403�7/��� �@� �/B� ��21�@� �2403�7/�� I�33�@��C
��21�@ : 1�302� �2403�7/�C9 �0D2 �/2<�/. ����5 �2</� �24;��� /� 75� /��2

�2</� 4��0/�/� ��7�/2<�/��

�������� )� ���2403�7/�C E�33�@��C ��21�@ 4 7�@0���/�� F�@2� /�4�5�A�?@�
��%����(���9 �0D2 02��/? J���2/� δ �����1� A ��/B�C9 /�< 27�/�1�9 ���%���
��(���9 �0D2 δ > 1 � %����(���9 �0D2 δ = 1 � f(xi)Bi

jkν(xj)ν(xk) > 09 7� Bi
jk :

�����1� 2�����2�� B9 � f � ν 5�7�25�7/2 ���5�C � 3�5�C 53�@/� 5�0�2��9 D2 5�7�2

5�7�G�? 02��/G ����2/� δ�

*&��� �� H7�2 Eξxt(S) /��2403�7/�9 /�����27�F/� � 720����F/��

9����� 
 "����& � ��	�����A� +� ��
��(�$�!�# #���� E{ξxt(D)} � �������� �������

�"�% �� � � �������� ��� ��$ �����" �"�% �& f(·) � ���������" ���" ν(·)� ��%�� +�∫

X

f(y)At(x, dy) = f(x) =
∞∑

i=1

f(yi)At(x, yi),∫
X

At(x, Y )ν(dx) = ν(Y ) =
∞∑

i=1

At(xi, Y )ν(xi).

���� ���*����	��� +� 0 < x1 < f(x) < x2 < ∞� ν(X) < ∞ ��∫
X

f(y)ν(dy) = 1 =
∞∑

i=1

f(yi)ν(yi). 4B5

:�	������ �����*	��� ��
��(	��� #���� " �������� ���	*	��
 �"�% �� ��$ ��	%��
���!��� ����"� �	�-�� ����� ��

*&��� !� ∀i, j = 1, 2, . . . E{µE(j)1(xi) log µE(j)1(xi)} : @0�/F�//��

*&��� '� �@/.A �2403�7 At(x,y) =
∑

k f(xk)δt
kν(yk)�

:�%��!%� � �	��
%�����
� �	�	�����(��
� ��%����(��
 ��� 	��
 
 ���%�	���� (��
��� ��� ������ 
��(	��# 
� ���"�	� �	�-� ����� �� �� �� �������� "���� 7 ��*��
�%�
���� +� ��� t → ∞

At(xi, yj) = f(xi)δtν(yj) + o(δt
1),



#%; ������� ��	
��
 ����� �����������
 ����� �����

�	 δ ' ������!-	 �����	 
��(	��#� :�*	�

lim
t→∞At(xi, yj)δ−t = f(xi)ν(yj). 4�5

0�	�	�� ��
��(	��#

Ri(t, s) = 1 − hi(t, s),
R(t, s) = (R1(t, s), . . . , Rn(t, s), . . .),
R(t, 0) = Q(t) = (Q1(t), . . . , Qn(t), . . .) = lim

s→0
R(t, s).

1�% #% � " �����%" 
 ����� (����� ������ �	�%� �����#�!�# �	�������� 678

0 � Ri(t, s) � Qi(t) ��� 0 < |s| � 1, 4�;5

|Ri(t, s)| � 2Qi(t) ��� 0 < |s| � 1. 4��5

9 �	�������� 4��5 �������$� +� � ����#���
 ��� 	��
� #%� �����*"&�!�# Ri(t, s) → 0
���������� �� 0 < |s| � 1� ��%���	�� ��%� "���� �� ��� 	��

*&��� (� At > 0 ��� 7��0�� t > 0 5 @�/@� ∀i, j aij > 0 �� hi(t, s) �= Aij(t).

1"� � ������ 
���� A > 0� �	 A = {aij}� �
��(�$� +� ∀i, j aij > 0� � 
���� A > B�
�	 A = {aij}, B = {bij} ' ����� �� �
��(�$� +� ∀i, j aij > bij .

,�
��(��� h(s) = h(1, s)�

*&��� )� =� 55�7�/�� .�25 73� 1?2E2 ��21�@. 5�02/.A�?@�

1 − h(s) = [A − E(s)](1 − s), 4��5

7� �����1� E(s) ��� 0 < |s| � |s′| � 1 4�72523?/�A .�25� 0 < E(s′) � E(s) � A �
lims→1 E(s) = 0�

%����&� !� =� .�25 K
L

lim
t→∞

Ri(t, s)
f(xk)Rk(t, s)

= ν(xi)

��5/2���/2 4� 5@��� s �= 1 � 0 < |s| � 1�

C& �	��	�" �������� �������(�� �� �	��	�� � �� ����� ��� " 678� 
����&&(� ������ �
����� ������ �	%���� ������& �"�% �$& �� �����������& ����& ����������� /���� �
$ 
 %���" ����� ! �	�%��(	��� ��������� ��������� ��	�������

%����&� '� =� .�25 !
L ∀i, j = 1, 2, . . . �� ��� l → ∞

1 − P̂ (l, E(j), 0) = K(Sj)δl(1 + o(1))9 7� K(Sj) > 0; 4�75

�M �@/.A E��/�1� .�25/�� C�25��/2@��C

lim
t→∞P{µnt(X) = k|n �= 0} = p∗k, 4�=5
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� �5��/� 6./01�� h∗(s) =
∑

k∈N∞
0

p∗ksk /� 4�3�<��? 5�7 n � 4�72523?/�A @��55�7/2

B�//�

1 − h∗(h(·)) = δ(1 − h∗(s)), 4��5

h∗(0, . . . , 0, . . .) = 0 , h∗(1, . . . , 1, . . .) = 1;

;M �24�27�3 p∗k ��A 727��/� ��������F/� @�27�5�//�

h∗
j (1) = lim

s→1
h∗

j (s) =
∑

k∈N∞
0

kjp
∗
k,

7� h∗
j (s) = ∂h∗(s)

∂sj
.

�������!�# �������(�� �� �	��	�� 7 �� ����� ��B " 678� 
 ��%��������#� �	��	�� �
��# 
����*	��# ����� � ������. �"�% �. ��# "������� ��
�����"�

��%���	�� +	 ���" "���"�

*&��� +� ����C hij(s) = ∂hi(s)
∂sj

9 �27� 73� ;.7?
�02E2 j, 1 � j < ∞ �@/.A ��0�

i, 1 � i < ∞9 D2 hij(0) 727��/��

�� �������� ��������

hij(0) = P̂ (0, E(i), E(j)) = P{µE(i)1(X) = E(j)}

 	 �
��(�$� +� ���������� ����������� P̂ (0, E(i), E(j)) ��������
���� ��� �"�	 �������� +	 ���� �	���

��&� �� =� .�25 !
 E��/�1� .�25/�� C�25��/2@��C

lim
t→∞ P{µnt(X) = E(i)|n �= 0} = p∗E(i) > 0,

��� 5@�� i = 1, 2, . . .

���������� 1����� �"�% �# h∗(s) =
∑

k p∗ksk � �	��	�� 7 
������!�#$ ����#��# 4��5�
<%+� �  !��" ����#��� 
������� s �� h(s)� � ����� ���������  & 
����" t ��
���
������$�� �������!

1 − h∗(h(t, s)) = δt(1 − h∗(s)), 4�?5

�	 h(t, s) � t��� ��	�� �# �"�% �. 
����� 
 �������� ���	�	� ���!��� ����#��#��
���	�	� �&&(� �������! 4�?5 �� sj � ��( � s = 0, ������$��

∞∑
i=1

h∗
i (h(t, 0))hij(t, 0) = δth∗

j (0) = δtp∗e(j). 4�@5

,�� t → ∞ ��� %��������� h(t, 0) ��#�"&�! �� 1� ���" �� �������� �	��	�� 7 
����
�"�!�# ��%� T � C1� +� ��� t > T ��� h∗

i (h(t, 0)) � C1 > 0� 9 "���� ? �������$� +� ��#
∀ 1 � j � ∞ ��*�� 
����� ��%	 i� +� hij(t, 0) > 0� ��%��!%� ��# �"�!�#%�

i1, i2, . . . , it+1

hi1it+1(t, 0) �
t∏

l=1

hi1hil+1(0).



#%= ������� ��	
��
 ����� �����������
 ����� �����

1��" 
 4�@5 �������$� +� ��# ∀1 � j � ∞

δtp∗e(j) � C1

t∑
i=1

hij(t, 0) > 0,

+� � ��	�� �"�� ���	����

%����&� (� J�� 5�02/�//� .�25� ! E��/�F/� C�25��/2@�� 5��27<�//�
qn
r = lim

t→∞ qn
r (t)9 ∀n /∈ S, r ∈ S �2</� �27��� . 5�E3�7� ��7.

qn
r =

∞∑
l=1

∑
α∈S

cαrP̂ (l, n, α), 4�B5

7� cαr = lim
t→∞ cαr(t, l) = δαr −

∑∞
u=1 P̃ (u, αr).

���������� D���������� qn
r (t) 
�����&�! 
 ������ t � ���	*"&�!�# 
�	�
" 1� 1��"

���"&�! ����� � qr
n = lim

t→∞ qr
n(t)�

� ����"�� 4�5 
���� � ������ ��*�� �	�	��� �� ����� � ��� t → ∞� ��%��!%�

� �"�!�#%�
 α, r ∈ S ��%��"$�!�# �	�������! P̃ (l, α, r) � P̂ (l, α, r), � 
 �	��������
E	��-��� � "���� 7 �������$

P̂ (l, α, r) � P


∞∑

j=1

µαl(E(j)) � 1

 �
∞∑

j=1

E {µαl(E(j))} =

=
∞∑

i=1

αi

∞∑
j=1

dijδ
l(1 + o(1)),

���" �#��
∑

l P̃ (l, α, r) �
∑

l P̂ (l, α, r) �
��#�!�#� 9����� �������$ 4�B5�

)�
��#�	�� ���������(�" ���	���%" qn
r ��� n → ∞�

���� ����"�%����	��� +� ��%��"&�!�# "���� 4��5�4��5�47�5�

%����&� )� ����C 5�02/.G�?@� .�25� !9 �9 K � limn→∞(ni/n) = ai9 7�
a = (a1, a2, . . .)� � 1?2�. 5���70. ��� n → ∞ 73� ;.7?
�02E2 r ∈ S

qn
r − H(logδ n) → 0, 4��5

7� H(x) : ����27�F/� 6./01�� 4 ����272� 19 �0� 5�4/�F�A�?@� ��5/2@����

H(x) =
r0∑

j=1

cjHj(x),

Hj(x) =
∞∑

L=−∞
δj(L+x)e−(a,K)δL+x

,

7� 02/@��/�� cj = cj(r,a, p∗) 4�3�<��? 5�7 r9 a � E��/�F/2E2 �24�27�3. p∗ = {p∗k}
5�4/�F�/2E2 5 3��� !9 (a, K) =

∑∞
i=1 aiKi9 Ki : 5 N!KM9 r0 = max{r = r1 + r2 + . . . :

r ∈ S}�
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���������� �	
�� θ(l) = (θ1(l), θ2(l), . . .) �����%���� �	%���� %�����	��� #%��� θi(l)
������&&�! (���" (������% i��� ���"� +� ���� ��������� � ��� 	�� �� ��%�����# l�
1��" ��*�� 
�������� +� ��# �"�!�#%�
 α ∈ S, l � 1 � n /∈ S ��$��

P̂ (l,n, α) =
∑

{β:1�β�α}

P
{
µn,l(X) = α, θ(0, l) = β

}
=

=
∑

{β:1�β�α}

P
{
θ(0, l) = β

}
P{µβl(X) = α | θ(0, l) = β}. 4�;5

0 "����
 �	��	�� �

P
{
θ(0, l) = β

}
=

∞∏
i=1

(
ni

βi

)(
P̂ (l, E(i), 0)

)ni−βi
(
1 − P̂ (l, E(i), 0)

)βi =

= nβ αβ

β!
Kβδlβe−(a,K)nδl(1+1+o(1))

(
1 + o(1)

)
, 4��5

� �	
��	*�� ��� n ����������!

P
{
µβl(X) = α | θ(0, l) = β

}
=

∑
{α(jk)}

∞∏
k=1

βk∏
j=1

P
{
µjk

E(k),l(X) = α(jk) | E(k) �= 0
} −→

−→
∑

{α(jk)}

∞∏
k=1

βk∏
j=1

p∗α(jk) ��� l → ∞, 4��5

�	 µjk
E(k),l(X) ' ����#��� ��� 	��� #%� ��&�! ��� ����� ��
������ +� µE(k),l(X), � ����"�

���"����# �
∑

{α(jk)} ��������!�# 
� ����� ��%��� α(jk)� ��# #%�

∑∞

k=1

∑βk

j=1α
(jk) =

= α� 9 4�;5�4��5 �������$� +� 
����!��� (�	� �#�" 4�B5 ��� n → ∞, l → ∞ ��*��

������� " ����#��

(1 + o(1))
∑
α∈S

∑
{β:1�β�α}

g(α, β)
r0∑
β

δ(l+logδ n)β ×

× exp
{− (a, K)δl+logδ n(1 + o(1))

}
, 4�75

�	 g(α, β) �	
��	*�� ��� n � l �	��(���� �	��*%� �������� ��%�*� +� ��� n → ∞ �
����"�� 4�B5 %�*��� (�	� �#�" 
 �"�!�#%�� l � 1 ��#�"$ �� �"�#�
0��	�	�� L1 < L2 ��%� +�� �"��

∞∑
L=L2

δβLe−(a,K)δL

��
L2∑

L=−∞
δβLe−(a,K)δL

4�=5

�"�� ����� ,����	�� li + logδ n = Li + xin, i = 1, 2� �	 0 � xin � 1� 9 4�75 �� 4�=5
�������$� +� ��*�� ������� ��%� L1, L2 � n0� +�� 
����� �"�� � ����"�� 4�B5 "



#%? ������� ��	
��
 ����� �����������
 ����� �����

�	*�
 ��� 1 �� l1 � ��� l2 �� �	�%��(	������ �"�� �	�-� ε/2, �	 ε > 0 �����!�� ���	�
E�	�� �#�" 4�B5 
 l1 < l < l2 ��*�� 
������� �����(���� ����
��� 4�75� ��%��!%�
��� n → ∞ ��%� l → ∞� 0�!��� �����%�� " �"��

∑l2−1
l=l1+1 � ����"�� 4�B5 �%��(	��	

(���� l2 − l1 − 1 = L2 − L1 − 1� ���" n0 ��*�� ������� ��%��� +�� ��# ���
 n > n0

�����%� ����%���� �. ��%�* �"�� �	�-	 ε/2� 9����� �������$ ��	��*	��# �	��	���
��%��!%� ε > 0 �����!�	�

9 ���	�	��# �	��	�� �	 ������ (� �"�"�! � ����"�� 4��5 %�	�� �$��� cj ��%�� +�
�"�% �# H(x) > 0� ��#  !��� ���	�	�� ��%" �	�"�

��&� !� J�� 5�02/�//� .�25 !
 �@/.A ��0� 02/@��/�� Θ > 09 D2 ��� 7��02�.
F�@3� n0 73� 5@�� n 4 n � n0 � 5@�� r ∈ S

qn
r > Θ.

���������� ,�
�#% 
� �"�!�#%��� t qn
r = limt→∞ qn

r (t) � qn
r (t)� �� ��� �������!� ���

�	���� +� �	�������! qn
r (t) � Θ > 0 ��%��"$�!�# 
� �"�!�#%�
 �������!� �	��%�
 t ��#

���
 r ∈ S � n 
 n � n0� A%������$���# ��	�	��� �����%���� �	%����� θ(0, t) � ��	�
�	�� +	 ���� �����%���� �	%��� θ′i(t − 1) = (θ′1(t − 1), θ′2(t − 1), . . .)� �	 θ′i(t − 1)
������&&�! (���" ��(��%���
 (������% i��� ���"� ��������� #%�
 �	����*�$ �
(t− 1)��" ��%������� ��	 ����*�$ � t��" ��%������� ,�� n = (n1, n2, . . .)� n1 � r0 + 1�
�	 r0 = maxr∈S r� ��%������$�� �	�������!

qn
r (t) = P

{
ξnt(X) = r

}
� P

{
µnt(X) = r, θ′(t−1) = (r0+1−r), θ(0, t) = rE(1)

}
. 4��5

,���" (�����" 4��5 ��*�� 
������� #% ���"��% P1(n, t)P2(t)� �	 P1(n, t) =
= P

{
θ′(t − 1) = (r0 + 1 − r)E(1), θ(0, t) = rE(1)

}

��	*��! ��� n � t� � P2(t) =

= P
{
µnt(X) = r | θ′(t − 1) = (r0 + 1 − r)E(1), θ(0, t) = rE(1)

}

��	*��! ���!%� ��� t�

9 �
��(	��# �����%���
 �	%����� θ(0, t) �� θ′(t − 1) �������$� +�

P1(n, t) =
n1!

(n1 − r0 − 1)!(r0 + 1 − r)!r
[
P̂ (t − 1, E(1), 0)

]n1−r0−1 ×

× (
1 − P̂ (t − 1, E(1), 0)

)r0+1−r(1 − P̂ (t − 1, E(1), 0)
)r ×

×
∞∏

i=1

[P̂ (1, E(1), 0)ni ]P
{
µ′

r0+1−r t(X) = 0 | r0 + 1 − r �= 0
}
; 4�?5

P2(t) =
∞∏

k=1

rk∏
j=1

P
{
µ

(jk)
E(1)t(X) = E(k) | E(k) �= 0

}
. 4�@5

1"� µ, µ′, µ(jk) ' ����#��� ��� 	��� 	���& �# #%�
 ��
��(�$�!�# ������& �"�% �$&
h(s) = (h1(s), h2(s), . . .)� 0�����&(� ���� t → ∞ ��%� +�� nδt → V > 0 ��� n → ∞�
�����"$�� � ������ (������ �������� 4�?5 ������" %�������"� �����*	�" �� "����
�" ����������!� +� ���.�! " %�� � ����"��� 9 ��������& �����(���� �����-	��#
P
{
µ′

t(X) = k |k �= 0
}→ p∗k� �	��	�� 7 � ��������∑

k∈N∞
0

p∗k
(
P̂ k1(1, E(1), 0)P̂ k2(1, E(2), 0) · · · ) = h∗(h(0))
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FGH IJ�K�L MJINHOO P�QG NIRLQHS TRULQ�QV IW QVMHO µ(t) KHLHJUQHO XJULNG�LK

MJINHOO ξ(t)� �W �L NUOH IW KHQQ�LK QGH �L�Q�UY MJINHOOHO �LQI OIZH LILHZMQV OHQ

S MJINHOO OQIMO� [H ORMMIOH QGUQ QGH \JOQ MJINHOOHO MJHNJ�Q�NUY� RLSHNIZMIOUXYH�
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������� ����	� ������������ 
������� 
�
���� ��
����� ��
������������
��������� 
����������� �����
� ��
����� ��������
����

�
 � �	
��
�� 
��	 ��� �������������� � �������� ���
������� �	
��
��� ���	�
�	��� � 
���
 �� ������ ��!
�����"	!� ��������� ����	����� ���#��������� 
��#���
��� ����
�������$ ���
�	��$ �	��� 	  ������� �������������� %&'() � ���� �*��
��+ �����+ ��������  ����� �
�����	, ���#+��� '��
��� -�� �� �./� ������*����
�����	��	, �����	�����! ����
�������$ �� 
����$ &'( ��
����+0���� �	 � 1� ���
��$ 
���
 �� ������ �� �,��� �	��� 	 ��
��	 ��  �*� ���	 ��!
�����"	 � ��
���
	
������	������ 
���
� �� ������ �� �,��� �	��� 	 � ��+0���� ���� � ���,��*���
�� 
�*���� ������ �� ������� � ������ ������+0 ������ 
���� ����� �
 ��� ������ �
�	��� � ��,����� 
�	����$ %23) 
�	���	 �� ���������������

(���
 �	
��
��	! 
��#��� �
	! �������0���� � �� 
����! &'( � ��!
�����"	�
 	 
���
� 	� 0 ��!
�����"	 
��#��� ���	�������� ��*����� �� � ������0 �����
�	���+ �����	����+� ��� ��
�$ &'( ���� � 4�� ��	 ��� ���#������	, � ���������!
������ -�� �� �.�/�

&��#������� ! ��������� ������ �	������� ��� ����
�������$ �� 
����$ &'( �

�
���	
��	 ���
����� ���� ������ ����$ �����	 ��,����	, 
�	����$� � ��������
���
������	 ���� ���������������

�
 �������� ������� ��� ������������ ��� ������!�
 5������� � �����

������� �� 
���� &'(� � �
�! 
�*�� � m %m ≥ 2) ��,����	, 
�	����$�  �*�
� ���
� �	
��
���  � ���	 ���� 
���������	 ��������������� 6�,�! 
���
 ��� ��

�*���� 23 � ��!
�����"	! � ������	�����+ λ� 7� ������0� 1� ��� Tλ ������ ����$
�����	 23 ���
������	! ������ � 
�
���	
��	 ��
��� � '��� ��	��� �
��������

�© �������� 	�
�� �

�
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�	
��
���$ ���	�	�	 Tλ 
�����	 � ����� mλ8 M(Tλ) = mλ = 1/λ� 23� 1� 
�����
��0 �������������� � �����0 
���� �������������� �����	 � ������� 
�	! �+�� ��
��������������� � �	
��
� ��!������� 
����� 23 ��
�0 �� �������������� � ������

2�	������� �������������� �� ������ � ������*�� ����
��� ���
������� �	
���

��� ���	�	�	 Tµ � ��������+ 4��
#�0+ ���
����� Fµ(t)� 2��� ������	������ 
���
�

������������� µ = 1/mµ� �� mµ = M(Tµ) =
∞∫
0

t dFµ(t)�

9���� � �� ���#�+ ������ &'( ���
������ �� 
���
���� 23� 1� 
������+��
��������������8 si %i = 0, m)� 6�,�! pi(t) � � ��������� 
���������� �	��� 	 � �����
si �  � ��� ���� t�

3�	
���	 �� 1� � 
����
��	!  � ��� ���� �	��� � 
�������0 � ����� s0� � 
�����
�	 � ����� tk %k = 1�2�. . .) �  � ��� �����"���� �������������� k��� �� ��������
� ����� Nk 
���
���� 23� �
� 
������+�� �������������� �  � ���� 
��	 k��� ���
���*��� �� �������� �����"	�"	 ��������������� 
�
	��0 
���� ���������������
2��� 
���� {Nk = j} ������0� 1� �  � ��� tk + 0 �	��� � 
���,��	�� �� ����� sj �

:� 4�� ���+ 
����$ ! ���������

P{Nk+1 = j } =
m−1∑
s=0

P{Nk+1 = j |Nk = s }P{Nk = s },

j = 0, m − 1 ; k = 1, 2, . . . .

(1)

3���,���� ! ��������� p
(k)
js = pjs = P{Nk+1 = j |Nk = s } �� ����*��� ��� �� ���

�����*����� �� ������� k� � �	�����+�� � ���,������ 
���
���� �� ������� �
�
���,����� �� �������������� �� ��� �������������� ������ �� ������� Tµ

pjs =




Πj, m−1, s = 0; 1;
Πj−s+1, m−s, s = 2, j + 1, j = 0, m − 2, s = 2, m − 1, j = m − 1.

0, s > j + 1.

(2)

2�� Πkl � � ��������� ����� 1� �� ��� �������������� Tµ � ���� �	!���� k ��,�
����	, 
�	����$�� �� � ��	� 1� 
����#�!�	 	 �*����� 	 �� ������ �  � ��� 
��
���
� �������������� ���	 l 23�

9��,���+�	� 1� ��������� � �	��� � i �*���� �� ������ ������0� 1� ���	"�

���� ��  � ���� ���,��*���� ��������� �� ������� ���
������	! ������ � 
�
���	�

��	 ��
��� � 
��� ���� iλ %
�����	 � #+ �	
��
��� ���	�	�� ����� Tiλ

%i = 1, m − 1)� ��� ! ���������! Πkl ���	 �0 � �
�������"����

Π0l = P{Tµ < Tlλ }, l = 1, m − 2;

Πll = P{Tlλ + T(l−1)λ + · · · + Tλ < Tµ }, l = 1, m − 1;
Πkl = P{Tlλ + T(l−1)λ + · · · + T(l−k+1)λ < Tµ <

< Tlλ + T(l−1)λ + · · · + T(l−k)λ }, l = 2, m − 1, k < l.

(3)

3���
���0 ��� � �� �� 1� 
������������ {Nk} �����+0 ���#+� '��
����



-./ ���� �����	
�

;
1�∆k � 
���
���� �� ������� �
� ����!"�	 � �	��� � �� ��� Tµ ��������������
k��� �� �������� ��

Nk =

{
Nk−1 + ∆k − 1, Nk−1 > 0;
∆k, Nk−1 = 0.

(4)

(�
���
	 ���	"�
 ���� ���  � ���� �����"���� �������������� k��� �� ������� ��
 � ���� ���,��*���� ��������� �� ������� ���
������	! �� 
�
���	
��	 ��
��� 
%� 
��� ���� � 
����	 λ) �� ��*�� �� ����*	�� ��� 
������
	 �	��� 	 ��  � ����
tk� �� �	
��
��� ���	�	�� ∆k �� ����*	�� ���  	������� �� � �������� %<) �����	��
 ��
����
� �����	����� 
������������ {Nk}� 5������� %�) �������� ������������ ����
#+�� '��
��� {Nk}�

(
	��+�	�� �� �����	��� ����� � ��� ����������� ���������� ���#+�� '��
���
�� �
�������+  ��*	��+ ������ %-�� =� >�/ ��� -?� =� >@/)�  �*� � ������*����	� 1�
����+�� ����	#�

πj = lim
k→∞

P{Nk = j } (j = 0, m − 1).

3���,����	 �� ����	#� � ��������, %�)� � ���,������ �
�������"��� %�) �����
*	 � �	��� � ������	��	, ������� ��� �	�������� ! ���������! πj

πj =
j+1∑
s=0

pjsπs (j = 0, m − 2);
m−1∑
s=0

πs = 1. (5)

��� �A�������� ��A��
�  �* � ��������� 	 πj %j = 0, m − 1) � ���#������	 ����

����� � ���������! ������ �	��� 	 pj = lim

t→∞ pj(t) %j = 0, m) 
���������0 � ������

�	��� 	 �� ��*� ���	
� � 
�� �*
� ���� T �

3�� �*
	 ����� 
������ �
	, �	��� � 
�������0 � ����� s0� ���
������� �� 
��

���	
��	 ��
��� � 
��� ���� mλ

(
M(Tmλ) = mmλ = 1/(mλ)

)
� ;
1� N(T ) �


���
���� �� ������� �����*��	, � �	��� � �� ��� T � ��

T ≈ (mmλπ0 + mµ)N(T ). (6)

5������� %>) �	
���0���� �	 �����"�� �	 ��	����"	! 
�� �*�
 ���� T �������
��+��� 9��,���+�	� 1� T0(T ) ≈ mmλπ0N(T ) � �� ���	! %�� ��� T ) ��� 
����������
�	��� 	 � ����� s0� ���#������� ! ��������� 
���������� �	��� 	 � #�� � ����� �	��
���	 � �� ��
� ���+ ����	����� 
���,���

p0 = lim
T→∞

T0(T )
T

=
mmλπ0

mµ + mmλπ0
.

�  � ���� 
��	 �����*��� �� ������� 
�
	��0 
���� ��������������� ���� sj

�����0 � � ��������+ πj � ��	��0 
������ �	
��
����� 
�� �*
� ���� T(m−j)λ� 2� �
Tj(T ) ≈ m(m−j)λπjN(T ) � �� ���	! %�� ��� T ) ��� 
���������� �	��� 	 � ����� sj � �

pj = lim
T→∞

Tj(T )
T

=
m(m−j)λπj

mµ + mmλπ0
(j = 0, m − 1). (7)
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B ��������� pm �	����	 � �� ��
� ���+ � ��	 ��� ������
m∑

j=0

pj = 1

pm =
mµ −

m−1∑
j=1

m(m−j)λπj

mµ + mmλπ0
. (8)

9	
��	�����+�	 ���!���� ! ��������� pj %j = 0, m)�  �*� � ���	��	�	 
�
���	�

	 �4�
�	������ ����
�������$ �� 
����$ &'(� ��
�� � ������+ 
���
���� �� ���
����� �
� 
�������+�� � �����

r =
m∑

j=2

(j − 1)pj =

=
1

mµ + mmλπ0

(m−1∑
j=2

(j − 1)m(m−j)λπj + (m − 1)
(
mµ −

m−1∑
j=1

m(m−j)λπj

))
,

(9)

� �������! ��� 
���������� 23 � �����

tr = lim
T→∞

m∑
j=2

(j − 1)Tj(T )

N(T )
= lim

T→∞
T

N(T )

m∑
j=2

(j − 1)Tj(T )
T

=

= r lim
T→∞

T

N(T )
= r (mµ + mmλπ0) =

=
m−1∑
j=2

(j − 1)m(m−j)λπj + (m − 1)
(
mµ −

m−1∑
j=1

m(m−j)λπj

)
.

(10)

��� &'( � ��� � ��,����	 	 
�	����� 	 %m = 2) �	��� � %�) �
�����0����
�	"� � ���, �������

π0 = Π01(π0 + π1), π0 + π1 = 1,

�� ������ � %?) Π01 = P{Tµ < Tλ }� (�*�� � #�� � �	
��
�

π0 = Π01 = P{Tµ < Tλ } =

∞∫
0

e−λt dFµ(t), π1 = 1 − π0. (11)

��� �	
��
�� m = 3 � m = 4 ����A��
	 �	��� 	 %�) ������ ��
	���	� ����"	 ����

��������� ��� ! ���������! Πkl

π0 =
β1β2

β1 + β21
, π1 =

β1(1 − β2)
β1 + β21

, π2 =
β21

β1 + β21
; (m = 3) (12)

π0 = (1 − β1)β2β3∆, π1 = (1 − β1)β2(1 − β3)∆,

π2 = β32(1 − β1)∆, π3 = (β2β31 + β21β32)∆,

1
∆

= β2(1 − β1 + β31) + β32(1 − β1 + β21), (m = 4),

(13)



-.0 ���� �����	
�

��

βi = P{Tµ < Tiλ } ( i = 1, 3) ; β21 = P{T2λ + Tλ < Tµ };
β31 = P{T3λ + T2λ + Tλ < Tµ }; β32 = P{T3λ + T2λ < Tµ }.

"
 �!#������� �$%���!�� ��� ��&� �� #�'��� ��#&����� %��� �$�����(
 � ����
 9	
��	�����+�	 ���!���� ! ��������� πj %j = 0, m − 1)�  �*�� �	����	�	
���#������	! ���
���� � ���������! ������ �	��� 	 pj %j = 0, m)� ������� ��������
r� tr �� ��"� 
�
���	
	 �4�
�	������ ����
�������$ �� 
����$ &'( ��� ������
���
�������� ���
����� ���� �������������� Tµ� :�
�� �� � �	
��
� 
�
���	
����� ����

����� ���� ��������������� 
��	 mµ = 1/µ� � %@)� %.) ���	 �0 � 4�� ��	 -�� =� �.�
� �.?/ ��� ����
�������$ �� 
����$ &'( � ��!
�����"	 	 
���
� 	�

6����� � ���������	� ���	 ��� �� 4�� ��� 	 %@)�%�?) ��� ���
	, �	
��	, ����

������ �	
��
���$ ���	�	�	 Tµ�

)��'��� �
 C�� �������������� ����� ������	! Tµ = T = const� mµ = T �

����-./ !� m = 2�

p0 = α0e
−λT , p1 = 2α0(1 − e−λT ), p2 = 2α0(λT + e−λT − 1),
1
α0

= 2λT + e−λT ; tr = (λT + e−λT − 1)/λ.

����-./ �� m = 3�

p0 = β0e
−3λT , p1 = 1, 5β0e

−λT (1 − e−2λT ), p2 = 3β0(1 − 2e−λT + e−2λT );

p3 = 1, 5β0

(
2λT (1 − e−λT + e−2λT ) − 2(1 + e−2λT ) + 3e−λT + e−3λT

)
;

1
β0

= e−3λT + 3λT (1 − e−λT + e−2λT );

tr = 2T +
e−3λT

λ(1 − e−λT + e−2λT )
− 1

λ
.

����-./ "� m = 4�

1
p0

= 1 + 4λTeλT (1 − 2eλT + 3e2λT − e3λT − e4λT + e5λT );

p1 =
4
3
(e3λT − 1)p0; p2 = 2e2λT (e3λT − 3eλT + 2)p0;

p3 = 4eλT (e5λT − 2e4λT − e3λT + 5e2λT − 4eλT + 1)p0;

p4 =
p0

3
(
7 + 12λTeλT (1 − 2eλT + 3e2λT − e3λT − e4λT + e5λT )−

−12eλT (e5λT − e3λT − 4eλT + 1) − 38e3λT + 18e5λT
)
;

r = p2 + 2p3 + 3p4; tr =
1 − p0 + r

λ(3 + p0 − r)
− T.

)��'��� �
 C�� �������������� ����� ���� ���
������	! �� 
�� �*
� (a, b)�
mµ = (a + b)/2�



��� !"#�$#%& $"'("�!) !*"+!$#"��,& ���#!+ -.1

����-./ !� m = 2�

p0 = γ0(e−λa − e−λb); p1 = 2γ0

(
λ(b − a) + e−λb − e−λa

)
;

p2 = γ0

(
λ2(b2 − a2) − 2

(
λ(b − a) + e−λb − e−λa

))
;

1
γ0

= λ2(b2 − a2) + e−λa − e−λb;

tr =
a + b

2
− λ(b − a) − e−λa + e−λb

λ2(b − a)
.

����-./ �� m = 3�

p0 = 2δ0(e−λa − e−λb)(e−2λa − e−2λb);

p1 = 3δ0(e−λa − e−λb)
(
2λ(b − a) + e−2λb − e−2λa

)
;

p2 = 6δ0λ(b − a)
(
2λ(b − a) − 4(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

)
;

p3 = 3δ0

(
λ2(b2 − a2)

(
2λ(b − a) − 2(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

)−
−2λ(b − a)

(
2λ(b − a) − 3(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

)
+

+(e−λa − e−λb)(e−2λa − e−2λb)
)
;

r = p2 + 2p3; tr =
r

6λ

(
2π0 + 3λ(a + b)

)
;

π0 =
(e−λa − e−λb)(e−2λa − e−2λb)

λ(b − a)
(
2λ(b − a) − 2(e−λa − e−λb) + e−2λa − e−2λb

) .

)��'��� "
 C�� �������������� ���
������	! �� ����������	 ��
��� D������
������� 
����
� � 
��� ���� 	 µ1� µ2E mµ = (µ1 + µ2)/(µ1µ2)�

����-./ !� m = 2�

p0 = (µ1µ2)2η0; p1 = 2λµ1µ2η0(λ + µ1 + µ2);

p2 = 2λη0

(
(µ1 + µ2)(λ + µ1)(λ + µ2) − µ1µ2(λ + µ1 + µ2)

)
;

1
η0

= (µ1µ2)2 + 2λ(µ1 + µ2)(λ + µ1)(λ + µ2);

tr =
µ1 + µ2

µ1µ2
− λ + µ1 + µ2

(λ + µ1)(λ + µ2)
.

(14)

����-./ �� m = 3� 9���� � 
��������� αi = λ/µi %i = 1, 2)� 2���

1
p0

= 1 + 3(α1 + α2)
(
(1 + α1)(1 + α2)+

+(α1 + α2 + α1α2)(1 + 2α1)(1 + 2α2)
)
;

p1 = 3(α1 + α2 + 2α1α2)p0; p2 = 6
(
α2

1 + α2
2 + α1α2+

+2α2
1α

2
2 + 3α1α2(α1 + α2)

)
p0; p3 = 6

(
α2

1(α1 + 3α1α2 + α2
2 + 2α1α

2
2)+

(15)



-.2 ���� �����	
�

+α2

(
α2

1 + α2
2 + α1α2 + 2α2

1α
2
2 + 3α1α2(α1 + α2)

))
p0;

r = p2 + 2p3; tr =
r π0

3λp0
;

1
π0

= (1 + α1)(1 + α2) + (α1 + α2 + α1α2)(1 + 2α1)(1 + 2α2).

3���	������� ���	 ��	, � #�! 
��#� 4�� �� ��� ���#������	, � ���������! pj

%j = 0, m) 
�������*��� ���������� 	 �	����	, �
�
��	 ����� �� � ���#�!�	,  ����
��, ����
�������$ �� 
����$ &'(� �	
����	, �� ��
� ���+ 
� 
A+�����$ �	��� 	
FGHH IJKLM� N�� ��	 %�<) � %��) 
��������� ��
�* �� ��
� ���+ ��
 �������  ����
�� 4�� -<� =� ?.�/� �
	! ��0 � ��� ���,��	�	 ���#������	! ���
���� � ���������! �
�	
��
�� 
��	 �	
��
��� ���	�	�	 Tλ ��� Tµ ���
������� �� ����������	 ��
��� 
D�������

-� �������  ���� �	!�	��� "�#�� ���	����� ��$� ������ ��

����� ��
��3������� 4
*�� -56/�

/� %��	��� ��#� (�������7� 
����� ������ ��

����� ��
��3������� 4 *�� -525�
.� &������� '�"� *�����
��� ������ ��
����� ��
������������ 4 )����� /880�
0� "���
��� (�)�� %��	��� ��#� (�������7� 
����� ������ ��������
���� 4 *�� -56.�
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&)*(� ����� �+,� �� -�!"�
!#�

��� �����

����������� ���	
�������
���

���
�	��� ��


����� ������	
��


���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

������ ������ �
�� ��������������	� �

�������� ����	
���	� ���
�����
����
� ��	�

�
� ���� ��� �
���
�	����	�

��� 
�� ����������� ��
��	�	

���� ���������� ��������� �������� ����������

���

������� ����	� ��	�

�� ����� ����	������� ������

�	
�� Gε
ij(dx)
 i, j ∈ N
 � ����� �����	����������
 ��� �� R+ ����
 ��

Gε
ij(dx) = 0 ��� j > i
 V ε

ij(dx) � ����� �� ���� Gε
ij(dx)
 Vε(dx) = (V ε

ij(dx))∞i,j=1 

Gε(dx) = (Gε

ij(dx))∞i,j=1 �

!����	�� mi =
∞∫
0

xGii(dx) � �	
�� ���� Gε
ij(dx) ��"����#��$�# ���� %����& '��(

�� � Gε
ij(dx) � ���%����� ���)��* �)�+����� "�����$, Gij(dx) ��� ε → 0
 ��)��

Gε
ij(dx)−−→

ε→0
Gij(dx) ; -�.

Gij(dx) = 0 (i �= j), Gii(dx) ≥ 0, Gii([0,∞)) = 1; -�.

lim
ε→0

1
ε
(I − Vε([0,∞))) = D = {dij}∞i,j=1, dij < ∞, i, j ∈ N; -/.

lim
ε→0

1
ε
(I − Gε([0,∞))) = C = {cij}∞i,j=1, cij < ∞, i, j ∈ N; -0.

sup
ε>0

∞∫
T

xV ε
ij(dx)−−−−→

T→∞0; -�.

inf
i∈N

mi > 0, sup
i∈N

mi < ∞; -1.

inf
i∈N

∞∑
j=1

dij > 0. -2.

�© ���������	
 ����
� ����



� ! ����� ������	
��


3�%��+���
 �� ���"��� %���� -�.
 "�� ���
 i ∈ N �����%,�#�� 0 < mi < ∞� 4����(

'����
 �	
�� ni =
∞∫
0

xVii(dx)
 "	 Vij(dx) ����� �� ���� Gij(dx)
 G(dx) = (Gij(dx))∞i,j=1 


V (dx) = (Vij(dx))∞i,j=1 
 M = diag{m1, m2, ...}
 N = diag{n1, n2...}�

.�/0�1�22� !� 5����#�� ���� Gii(dx) "����������� -"��� -�..
 �� ��	��"��
 ��
Gii(dx) = Vii(dx)
 ��)�� M = N �

!����	��

Nε =

∞∫
0

xVε(dx), Lε = N−1
ε (I − Vε([0;∞))), Qε(x) = e−xLε −

x∫
0

Vε(dy)e−(x−y)Lε .

6���������� ��������������
 7%�� �� Qε(x) ����������%$�# ��" ��� "����"+	�(
�� ������������'� ����"+	��� ��������% �����	����������'� �������� ��"����	���
-"��� 8�9
 8�9.�

:��'���	�� )���
���� ������� �
 	�	�	����� ���'� , �������������� 7%�� �*

Q(x) = (Qij(x))∞i,j=1 � �����$ |||Q||| =
∞∫

−∞
‖Q(x)‖dx < ∞
 "	 ‖A‖ = sup

i∈N

∞∑
j=1

|aij | �

����� ����� � ;� ��� Q ∈ � ��������� Q̂(λ) =
∞∫

−∞
eiλxQ(x)dx
 λ ∈ R�

������� �� ����3 Gε
ij(dx) 4�5606782�9�8 /�60� :!;
:�;� �65� Qε(x) ∈ � � 0�<6


2/=�8>� Qε(x)−−→
ε→0

Q(x) = V ([x;∞)) 4� 26��69 ��6>�6�/ ��

���������� 3��"��� %����� -1. �� -2. σ = inf
i

∞∑
j=1

dij

mi
> 0
 � ���% ‖e−tM−1D‖≤e−tσ�

5����#�� lim
ε→0

‖e−x1
ε Lε‖ = ‖e−xM−1D‖
 ��
 ���
��%$�� ���	�	"�$ �	�������#
 ����(

�%,��
 �� ‖e−xLε‖ ≤ e−εxσ� ����

+∞∫
0


 x∫

0

Vε(dy)e−(x−y)Lε


 dx =

+∞∫
0

Vε(dy)

+∞∫
y

e−(x−y)Lεdx =

=

+∞∫
0

Vε(dy)eyLε

(
e−xLεL−1

ε

∣∣∣y
+∞

)
=

+∞∫
0

L−1
ε Vε(dy) = Vε([0, +∞))L−1

ε .

3��"�� � � ��'�
 �� ‖e−xLε‖ ≤ e−εxσ �������,
 �� Qε(x) ∈ ��



"#$%&'"(%&) *#)+,--("'.)/-'0 .$&/'+-'0 .)/ � 1

!�������� V ε(y) = Vε([y;∞))� <�"� dV ε(y) = −Vε(dy) �

Qε(x) = e−xLε +

x∫
0

dV ε(y) · e−(x−y)Lε = e−xLε + V ε(y)e−(x−y)Lε

∣∣∣x
0
−

−
x∫

0

V ε(y)e−(x−y)LεdyLε = −V ε(0)e−xLε −
x∫

0

V ε(y)e−(x−y)LεdyLε+

+e−xLε + V ε(x) = V ε(x) + (I − V ε(0))e−xLε −
x∫

0

V ε(y)e−(x−y)LεLεdy =

= V ε(x) + NεLεe
−xLε −

x∫
0

V ε(y)e−(x−y)LεLεdy.

!���+	��
 ��
V ε(x)−−→

ε→0
Q(x) = V ([x;∞)), -=.

∞∫
0

‖NεLεe
−xLε −

x∫
0

V ε(y)e−(x−y)LεLεdy‖dx −→
ε→0

0. -�.

!�� i �= j ��,��

∞∫
0

V
ε

ij(x)dx =

∞∫
0

V ε
ij([x;∞))dx =

∞∫
0

xV ε
ij(dx) + xV ε

ij([x;∞))
∣∣∣∞
0

=

=

c∫
0

xV ε
ij(dx) +

∞∫
c

xV ε
ij(dx) ≤ c · V ε

ij([0; c]) +

∞∫
c

xV ε
ij(dx).

3 %��� -/. �� -�. ��"����"�� �����%,�� c · V ε
ij([0; c])−−→

ε→0
0 ��

∞∫
c

xV ε
ij(dx)−−−→c→∞0�

!�� i = j ��,��

∞∫
0

|V ε

ii(x) − V ii(x)|dx =

c∫
0

|V ε

ii(x) − V ii(x)|dx +

∞∫
c

|V ε

ii(x) − V ii(x)|dx ≤

≤
c∫

0

|V ε

ii(x) − V ii(x)|dx +

∞∫
c

V ε
ii([x;∞))dx +

∞∫
c

Vii([x;∞))dx ≤

≤
c∫

0

|V ε
ii([0, x]) − Vii([0, x])|dx + c|1 − V ε

ii([0,∞))| +
∞∫
c

xV ε
ii(dx) +

∞∫
c

xVii(dx).

>	'�� )�����
 �� ���"��� %���� -�.
 ���	'����
∞∫
c

xV ε
ii(dx) �

∞∫
c

xVii(dx) ����������

��"����� ε �)�'�$�#�� "� 0
 � c|1−V ε
ii([0,∞))|−−→

ε→0
0 � |V ε

ii([0, x])−Vii([0, x])|−−→
ε→0

0 ���"���
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-0. �� -�. ��"����"��� 3��"�� �������, %���� -=.� !����	��

V
c

ε(y) =
{

V ε(y), y ≤ c,
0, y > c,

R
c

ε(y) =
{

0, y ≤ c,
V ε(y), y > c.

>	'�� )�����
 �� V ε(y) = V
c

ε(y) + R
c

ε(y)
 � ��+	


∞∫
0

|NεLεe
−xLε −

x∫
0

V ε(y)e−(x−y)LεLεdy|dx ≤

≤
∞∫
0

|NεLεe
−xLε −

x∫
0

V
c

ε(y)e−(x−y)LεLεdy|dx +

∞∫
0

|
x∫

0

R
c

ε(y)e−(x−y)LεLεdy|dx ≤

≤
c∫

0

|NεLεe
−xLε −

x∫
0

V
c

ε(y)e−(x−y)LεLεdy|dx +

∞∫
c

|NεLεe
−xLε−

−
x∫

0

V
c

ε(y)e−(x−y)LεLεdy|dx +

∞∫
c

|V ε(y)|dy

∞∫
0

|e−xLεLε|dx.

4�	
∞∫
0

‖e−xLεLε‖dx =
∞∫
0

‖e−x
ε Lε 1

εLε‖dx ≤ ‖ 1
εLε‖

∞∫
0

e−σxdx = 1
σ · ‖ 1

εLε‖−−→ε→0
‖M−1D‖

σ 


� ���	'���
∞∫
c

|V ε(y)|dy ��+�� ���)��� �� ���'�"�� ����� �� "�����'�$ ��)��% �����

c� <��%
∞∫
c

|V ε(y)|dy
∞∫
0

|e−xLεLε|dx → 0 ��� ε → 0�

����

∞∫
c

|NεLεe
−xLε −

x∫
0

V
c

ε(y)e−(x−y)LεLεdy|dx ≤ |Nε −
c∫

0

V ε(y)eyLεdy|
∞∫
c

|e−xLεLε|dx ≤

≤ |Nε −
c∫

0

V ε(y)dy|
∞∫
c

|e−xLεLε|dx

�
 �����'����


c∫
0

|NεLεe
−xLε −

x∫
0

V
c

ε(y)e−(x−y)LεLεdy|dx ≤ |Nε −
c∫

0

V ε(y)eyLεdy|
c∫

0

|e−xLεLε|dx ≤

≤ |Nε −
c∫

0

V ε(y)dy|
c∫

0

|e−xLεLε|dx.

5����#��
∞∫
0

V (y)dy = N � |Nε−
c∫
0

V ε(y)dy|−−→
ε→0

|N−
c∫
0

V (y)dy|, �� �� ��
%��� ��)��%
c �����%,�� -�.� <	��	�% � "��	"	���
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!�� "��	"	��� ����%���* �	��	�� )%"	�� ����������%���� �	�%
 ��% ��"�,�� )	�
"��	"	���
 �����#�� ** "��	"	��� �����'���	 "� �����	����������'� ����"�% -"���
8/9.

���� �� ����3 �6>7�5602�>�8 {Qn}∞n=1 ⊂ � 4?�@�=�8>� 4� 26��69 ||| · ||| 56 Q ∈ �
� ��� λ ∈ [a; b] �>2/= Q̂(λ)−1� �65� 42�35��8>� �6>7�5602�>�8 {Fn}∞n=1 ⊂ � ��<�A B6
57� 0>�� 56>���286 0�7�<�� n

Q̂n(λ)−1 = F̂n(λ) ��� λ ∈ [a; b], |||Fn − F |||−−−→n→∞0, Q̂(λ)−1 = F̂ (λ) ��� λ ∈ [a; b].

!����	�� Ψε(λ) =
∞∫
0

eiλxVε(dx)
 Ψ(λ) =
∞∫
0

eiλxG(dx) =
∞∫
0

eiλxV (dx)�

������� �� ����3 Gε
ij(dx) 4�5606782�9�8 /�60� :!;
:�;� C<B6 57� <6126@6 λ ∈ R

�����D� (Ψ(λ) − I) 6?6�6�2�A �6 57� 0>�� −∞ < a < b < ∞ � 56>���286 ��7��
ε > 0 42�35/�8>� E/2<D�F F ∈ �, Fε ∈ � ��<�A B6 57� λ ∈ [a, b] 0�<62/=�8>�

F̂−1
ε (λ) = (I − Ψε(λ))(Lε − iλI)−1,

F̂−1(λ) =
i

λ
(I − Ψ(λ)),

Fε(x) →
ε→0

F (x)

4� 26��69 ��6>�6�/ ��

.�/0�1�22� �� ����� �)��������� ����� � (Ψ(λ)−I) , �����'�� %���� �	�	?�����(
����� ��� Gii(dx) % ����"�% �����	����������
 ����� #�

���������� 6��
��%$�� ��	�"+	��� �	�� � �� �	��	�� � "�� "��	"	���  �,* �	��	(
�� ��	)� ��������
 �� �	�	����	��� @%��, ����� � Q(x) = V ([x;∞)) �)�����	 ��

������ ����� ��'��" ����� # Q̂(λ) � Q̂ε(λ)�

A�,�� Q̂(λ) =
∞∫
0

eiλxV ([x,∞))dx =
∞∫
0

eiλxG([x,∞))dx =
∞∫
0

G(dy)
y∫
0

eiλxdx =

=
∞∫
0

G(dy) eiλx−1
iλ = 1

iλ (Ψ(λ) − I)� 3��"�� �����%,��
 �� ����� � Q̂(λ) ��, �)	��	�%�

����

Q̂ε(λ) =

∞∫
0

eiλxe−xLεdx −
∞∫
0

eiλx(

x∫
0

Vε(dy)e−(x−y)Lε)dx =

= (Lε − iλI)−1 − Ψε(λ)(Lε − iλI)−1 = (I − Ψε(λ))(Lε − iλI)−1.

<	��	�% � "��	"	���

�� �����������  ��� &������ ���	�������
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�
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���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�

������ ������ �
�� ��������������	� �

����������	� 
����
�	�	� ������� �������� � ���	���	� ��	� ������
��	�

	� �� �����		� ����������	��� �������		� ��
�� �
	����� ����	�� �����	����

�� ������ � � ������ !����
�"

������� ����	� ��
� �
	����� ��� !����
�� 
����
�	�	�� �������"

�� ������������ ������������ 	
��
���� ����� �������

f(z) =
∞∑

n=0

anzn ���

�
�
�����
� �� �
��
����� �� ��������� �� ��� Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}!
�  �� "�
��
#
��
��� �
��
���� Mf (r) $#
#%���� %���
��
�%��
� $�
� ��

�[f ] = lim
r→+∞

ln ln Mf (r)
ln r

� 	� 
#�
#��� & ���
� '�( �[f ] = lim
n→∞

n ln n

− ln |an| � ���

"�
��
#
��
��� �
��
���� Mf(r) � %�$� ��! ���� �[f ] = 0! )� ����#� '�( %%�%

��*�
����+��, $�
� �� p[f ] = lim
r→+∞

ln ln Mf (r)
ln ln r

� �� ���%� p[f ] > 1  �%�%! -�

p[f ] = lim
n→∞

ln n

ln
(

1
n

ln
1

|an|
) + 1�

��� ����" ������, �#����+#���*� $�
� �� �
��
���� Mf(r) %�%+��
� ��  �$�.
��*��  ��������/�" /��� �
��
����� &� 0���*�1# '�( $�
�%��%�%  #��� �
#
����
��*�
���� %� Mf(r) � ��/�� �
#
���2� ��*�
���� %� r� 3�&� 4
� ��� '5( �
#
����
%� ln Mf (r) $�
�%��%�% �  ���
� $
�%����� �
��
��+��� ��������� %� r� 6�,��.
*�����/� /���� �
��
���� %%�% 7�7� 0#
#�#
� '�(�

8#
#� L $����+��� ����  � �
��" �#$#
#
%��" �
��
��+�"  � +∞ �� [0, +∞)
������, �! �� % '�(! 9� #�� *�%�
�
�! -� α ∈ L0! ��-� α((1+ o(1))x) = (1+ o(1))α(x)

�© ������� �	
����
 ����
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��


$
� x → +∞! � α ∈ L�� ! ��-� α(cx) ∼ α(x) $
� x → +∞  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)!

�9
� α : $�%����� �
��
��+� ��������

��� α ∈ L � β ∈ L ���*����#��� $�
� ��� ����� ������� f ����%�2
���

%#��+��� �αβ [f ] = lim
r→+∞

α(ln Mf(r))
β(ln r)

� ; '�(  �%# #�� 
��#< ��-� α ∈ L�� !

β ∈ L0 �
dβ−1(cα(x))

d ln x
= O(1) $
� x → +∞  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)! 
�

�αβ [f ] = lim
n→∞

α(n)

β

(
1
n

ln
1

|an|
) � ��� ����" ������, �����%�*� $�
� �� ���*���.

�#��, $�
� �� �α[f ] = lim
r→+∞

α(ln ln Mf (r))
α(ln ln r)

%%# #�� % '=(!  #  �%# #�� 
��#<

��-� α ∈ L�� � 0 � dα−1(cα(x))
dx

� AeBα−1(cα(x))  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)!

%��" x � x0(c) 
�  #���"  � �
��" �
���" A � B! 
� �α[f ] = max{1, kα[f ]}!  #
kα[f ] = lim

n→∞
α(ln n)

α

(
ln

(
1
n

ln
1

|an|
)) � 6#%���� $�����
�! -� �α = max{1, �̂α[f ]}!  #

�̂α[f ] = lim
r→+∞

1
α(ln ln r)

α

(
ln

ln Mf (r)
ln r

)
�

>��� %������
� $�
�����

�������� � /� ���0�123� ��03�4�2 �̂α[f ] = kα[f ] �5 6 781�9: 3� 763�;�33� �̂α[f ]5
�< 6��3��24� 3�0�9�3� ��6:12���� =� >9�����5 ?� ���4�3� �� @�@� A�������5
�<B7 6�74��33� C�17D E:3<C�D 0������� 3� 0 �����3�� ln Mf (r)5 � 0 �����3��
ln Mf(r)

ln r
F6�:0�G��75 B7

ln Mf(r)
ln r

→ +∞ (r → +∞) 91� ���34C�39�3�37D C�17D

E:3<C�DH5 �7I�7 :6�8�123�3�J �7��97< C�17D E:3<C�D F!H 00�4�� : 0�81�9�

�̂αβ [f ] = lim
r→+∞

1
β(ln r)

α

(
ln Mf(r)

ln r

)
K

;� $�%� � �� �� $�
����  �2 
��� 
#�
#���

������� �� L<B7 α ∈ L�� � β ∈ L05 �7 �̂αβ [f ] = lim
n→∞

α(n)

β

(
1
n

ln
1

|an|
) �

?� 
#�
#�� 2 9#�$��#
# ��� ����� ���  �%# #��� ���+# 
#�
#�� �  �� ����" 
� �%
��
�"�#� ��� ����*� ��9����
�� �9����*� % C� 
� � ��
�"�#

F (s) =
∞∑

n=0

anesλn , s = σ + it, ���

�� �
��
��+��  � +∞ $���� �%���
� �#%� @2���" $��������% λn $
�,�#�� M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}� A� B�

 '�(! ���*������+� 
#�
#�� & ���
�! %%�% R.

$�
� �� �R = lim
σ→+∞

ln ln M(σ, F )
σ

� �� ���%� ln n = O(λn) (n → ∞)  �%�%! -�

�R = lim
n→∞

λn ln λn

− ln |an| � &� &�$�
�� 'C( $�����%! -� �� 
�%���
� 2 $
�%������ �� ���%�
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ln n = o(λn ln λn), n → ∞� ���*����#�� $�
� �� �αβ [F ] = lim
σ→+∞

α(ln M(σ, F ))
β(σ)

%%#.

 #�� % 'D(!  #! ���
#��!  �%# #�� 
��#< ��-� α ∈ L�� ! β ∈ L0!
dβ−1(cα(x))

d ln x
= O(1)

(x → +∞) � ln n = o(λnβ−1(cα(λn)))  �� 9� �.���*� c ∈ (0, +∞)! 
� �αβ [F ] =

= lim
n→∞

α(λn)

β

(
1
λn

ln
1

|an|
) � E�-� � ���*����#��, $�
� �� ����*� 
� � ��
�"�# ����.

+�
� � %�*�� � �̂αβ [F ] = lim
σ→+∞

1
β(σ)

α

(
ln M(σ, F )

σ

)
! 
� $
�%����� 
��� 
#�
#���

�������  � L<B7 α ∈ L��5 β ∈ L0 � ln n = o(λnβ−1(cα(λn))), n → ∞5 91� <7G3787

c ∈ (0, +∞)5 �7 �̂αβ [F ] = kαβ [F ] =: lim
n→∞

α(λn)

β

(
1
λn

ln
1

|an|
) �

)
�,�#�� M1(σ, F ) =
∞∑

n=0

|an| exp{σλn}� ;�%+#��� �%@���� ��� �
��
�����

M(σ, F ) � M1(σ, F ) $
��%�+#�� $
��� '�F.��(� 	��
#��! % '��(  �%# #�� 
��#< ��-�
$�������� ����*� 
� � ��
�"�# ����+#���*� R.$�
� �� �R �� �%������
� ���%�

lim
n→∞

ln n

ln λn
� τ < +∞! 
� lim

σ→+∞
ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F )

σ
� τ�R

2
�

	��
���%���� ���*����#��" $�
� ��%  �2 
���, 
#����
�
�

������� !� L<B7 α ∈ L��5 β ∈ L0 � ln n = o(λnβ−1(cα(λn))), n → ∞5 91� <7G3787

c ∈ (0, +∞)5 �7 lim
n→∞

1
β(σ)

α

(
ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F )

σ

)
� �̂αβ [F ]�

	��%�����! -�  �� ����" 
� �% ��
�"�# ����+#���*� R.$�
� �� �R � 
#�
#�� �

�

���2�� ������ lim
σ→+∞

1
σ

ln ln
M1(σ, F )
M(σ, F )

� �R! ��� 2 ���+�� *�
/�� %� ��%# #���

%�-# ������ � '��(! ��# %��� %�����2
��� �� ���%� ln n = o(λn ln λn), n → ∞! ��� 2
���+�� /�
/�� %� ���%� ln n = O(ln λn), n → ∞�

 � "���#���� �$������ ������������

��������� �����	
 �� )
�$��
���! -� �̂αβ [F ] < +∞! � �#"�, µ(σ, F ) =
= max{|an| exp{σλn} : n � 0} : �����������, +�#� 
� � ���� >� �  �� 9� �.
���*� � > �̂αβ [F ] � %��" σ > σ0(�), � �*�� � �� �#
�%���
� ��/�! ��2�� ln |an|+ σλn ≤
≤ ln µ(σ, F ) � ln M(σ, F ) � σα−1(�β(σ)) �! �
�#! ln |an| � σ(α−1(�β(σ)) − λn)  ��
%��" n � 0 � σ � σ0(�)�

;�9#
#�� σ = σn = β−1

(
1
�
α(ελn)

)
!  # ε > 0 :  �%����# +����� >� � σn � σ0(�)

 �� %��" n � n0(�, ε) �! �
�#! ln |an| � −(1−ε)λnβ−1

(
1
�
α(ελn)

)
 �� %��" n � n0(�, ε)!


�9
�
α(ελn)

β

(
1

(1 − ε)λn
ln

1
|an|

) � �.



#$8 ������� ��	
��


G������� α ∈ L�� ! 
� α(ελn) ∼ α(λn) $
� n → ∞� 	 ���%� β ∈ L0 %�$��%�2

� �%�! ��$
���� ! '��(�! -� lim
x→+∞

β((1 + ε)x)
β(x)

= A(ε) ↘ 1 (ε → 0)� >��� � ��
������

�#
�%���
� �� 
�"����  �%������
� ε �

���2�� �#
�%���
� kαβ [F ] � �� 	�% ���  �.
%������
� � > �̂αβ[F ]! �%� �� � #
��2�� �#
�%���
� kαβ [F ] � �̂αβ [F ]! ��� 2 �+#%� ���!
��-� �̂αβ [F ] = +∞�

)
�$��
��� 
#$#
 %� ��$
�
�%��*�! -� kαβ [F ] < �̂αβ[F ] � %�9#
#�� kαβ [F ] < � <

< �̂αβ [F ]� >� �  �� %��" n � n0(�) ��2�� ln |an| � −λnβ−1

(
1
�
α(λn)

)
! 
�9
�  ��

 ���
� %#����" σ ��2��

ln µ(σ, F ) = max
{

max
n�n0(�)

{ln |an| + σλn}, max
n�n0(�)

{ln |an| + σλn}
}

�

� max{K(�)σ, ln µ∗(σ, F )}, ���

 # ln µ∗(σ, F ) = max
n�n0(�)

{
λn

(
σ − β−1

(
1
�
α(λn)

))}
�

E�-� n 
��#! -� σ − β−1

(
1
�
α(λn)

)
� 0! 
� %�
�� � ��*�
��"  ����" %� @2�.

��, � �������� ln µ∗(σ, F ) → +∞! σ → +∞! 
�  �� �#�

�����*� �� #�.

�� ν∗(σ, F ) = max
{

n : λn

(
σ − β−1

(
1
�
α(λn)

))
= ln µ∗(σ, F )

}
��2�� �#
�%���
�

σ − β−1

(
1
�
α(λν∗(σ,F ))

)
� 0! 
�9
� λν∗(σ,F ) � α−1(�β(σ)), σ � σ0�

;���
��
�%��+� %� ��� 
�%���
� '�5! H� ��( ln µ∗(σ, F ) = ln µ∗(σ0, F )+

σ∫
σ0

λν∗(t,F )dt!

�

���2��

ln µ∗(σ, F ) �
σ∫

σ0

α−1(�β(t))dt + ln µ∗(σ0, F ) � α−1(�β(σ))(σ − σ0) + ln µ∗(σ0, F ) =

= (1 + o(1))α−1(�β(σ))σ, σ → +∞.

	%� �� � � ��� %�$��%�2 
��#< ��-� α ∈ L�� � β ∈ L0! 
�

lim
σ→+∞

1
β(σ)

α

(
ln µ(σ, F )

σ

)
� �. �5�

G������� ln n = o

(
λnβ−1

(
1
�
α(λn)

))
$
� n → ∞ � − ln |an| � λnβ−1

(
1
�
α(λn)

)

(n � n0(�))! 
� h0 =: lim
n→∞

ln n

− ln |an| = 0� >��� '�5! H� ��(  �� �����*� ε ∈ (0, 1)

����2 �
��� A0(ε) > 0 
���! -�  �� %��" σ � 0 $
�%����� �#
�%���
� M(σ, F ) �
� A0(ε)µ

(
σ

1 − ε
, F

)
! � � �*�� � �� �5� , ���%� α ∈ L��

�̂αβ[F ] � lim
σ→+∞

1
β(σ)

α

(
ln µ(σ/(1 − ε), F )

σ

)
= lim

σ→+∞
1

β((1 − ε)σ)
α

(
ln µ(σ, F )

σ

)
.
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G������� β ∈ L0! 
�! �� �����+�����! �

���2�� �#
�%���
� �̂αβ [F ] � �! -� �#�����.
%�� G
�#! �̂αβ [F ] = kαβ [F ]� >#�
#�� �  �%# #���

��������� �����	
 
� � %�$� ��! ���� �̂αβ [F ] = +∞! 
#�
#�� � �+#%� ��� E�-�
� �̂αβ[F ] < +∞! 
�  �� 9� �.���*� � > �̂αβ [F ] � %��" n � n0(�) �� 
#�
#��� �

��2�� |an| � exp
{−λnβ−1 (α(λn)/�)

}
� 6#"�, n(t) =

∑
λn�t

1 : ��+����� ������� $����.

 �%���
�� 	
�������! -� 
� � ln n(t) = o
(
tβ−1 (α(t)/�)

)
$
� t → +∞� )
�,�#��

γ(σ) = α−1(�β(σ(1 + ε))), ε > 0� >� �  �� %��"  ���
� %#����" σ ��2��

∑
λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} �
∑

λn>γ(σ)

exp



−λnβ−1

(
1
�
α(λn)

) 
1 − σ

β−1

(
1
�
α(λn)

)






�

�
∑

λn>γ(σ)

exp



−λnβ−1

(
1
�
α(λn)

) 
1 − σ

β−1

(
1
�
α(γ(σ))

)






=

=
∑

λn>γ(σ)

exp
{
− ελn

1 + ε
β−1

(
1
�
α(λn)

)}
�

∞∫
γ(σ)

exp
{
− εt

1 + ε
β−1

(
1
�
α(t)

)}
dn(t) �

�
∞∫

γ(σ)

n(t) exp
{
− εt

1 + ε
β−1

(
1
�
α(t)

)}
d

(
εt

1 + ε
β−1

(
1
�
α(t)

))
�

�
∞∫

γ(σ)

exp
{

ε

2(1 + ε)
tβ−1

(
α(t)
�

)}
exp

{
− εt

1 + ε
β−1

(
α(t)
�

)}
d

(
εt

1 + ε
β−1

(
α(t)
�

))
=

= 2

∞∫
γ(σ)

exp
{
− εt

2(1 + ε)
β−1

(
1
�
α(t)

)}
d

(
εt

2(1 + ε)
β−1

(
1
�
α(t)

))
= o(1), σ → +∞.

E� %� �� �  �%# #��� �#�� � � '��(! M1(σ, F )�M(σ, F )
√

n(γ(σ))+
∑

λn>γ(σ)

|an|exp{σλn}.
>��� ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F ) � 1

2 ln n(γ(σ)) + o(1) = o
(
γ(σ)β−1 (α(γ(σ))/�)

) ≤
≤ σα−1(�β(σ(1 + ε))), σ � σ0, �%� ��! � �*�� � �� ���%� β ∈ L0 �  �%������
�
ε > 0, �#*�� %�$��%�2 $�
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�%���
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 ČA��	������

����� �����

���������� �	
���	����� 
���������� ����� ��	�	 ��	��	�
������ ������ �
�� ��������������	� �

������ ����!"#$"%&'��(�

��������� �� ��	
���� �
�����
�

 ����
 � ������ �����
�����
� ��� ����

����� �	� �� � ������������ 
������� ���� �
 ��������� �����	����	�� ����

����������� �����	����	�� ���� �
 ��������� 
������� ���� � �����������


������! ����� �
 ��������� �����	����	�! ����� ����������� �����	����	�! ����

�� �
 ��������� 
������! ����� " #
	�$ �%����
��� �� ��	
���� �
�����
�



���������
 �����	��
�
 ����
� ��� ��
��� ����
���� �������� �	�! � ���������

���� 
������� ���� �
 ��������� �����	����	�� ����� �
�
 � 

	��"

)�*+��� ����	 
�����
 ����
� �����	����	
 ����
� ����
 �����
�����
��

���������� �����"

	
 ���
��� ����������
 �	
�� χ 
 �	��	������������ ������������ ��� ������
������� ���������  ��	!� ��������� "� G #�������$�% �!��� !�$�!���$���� ��� $	
χ�������� &������� '�(�χ)� ��"� ��*	$ ������ ����$�� ��$+��

G = G0 > G1 > . . . > Gn > . . . (1)

$	 χ�������� Gi ,	�	# ���$,	$$� ��������� ������ �-����%����� ��-�� #$���	���� ���	
$�������$	 ,���� m� "� Gn 
 χ������ ��� ���
 n ≥ m� ��*$� !�$�!���$� $	 χ������
&��-�� $	 χ������� ��*$� ����$� �������� ���. % χ�������) #�������$�% �!��� '�(�
χ�

������%!�� "� ČA������� &��������$� AČ�������) $�#���%���� ������ ��� % ��#�
/��	$$�! ,	�$��������. &��������$� �-	�	��.) ����� #� ����!���� �-	�	��. &������
���$� ,	�$��������.) ������ 0� ��#$�,��� 1� 2��� � 1� 3	$� 4�� �	��	!� �5� !�$��
!���$�
 $	 ČA����� � ����� ������$� �����$,����
 ���� $	 ��$�%� 6$�����,$� #�
�	��	!�� � # 4�5 � �	��	!�� C �# 4�5 !�$�!���$�
 $	 AČ����� � ����� ������$� ����
��$,����
 ���� $	 ��$�%� 3���-$�� �	#������ ��� NČ����� �������% # �	��	!� A 4�5
� �	��	!� ��7 475� ��-�� ������$� �����$,���� ������ ��� ����$� �������� ���. % NČ�
�����!�� ��!� % ������ 8����� -����� $� NČ���������� #���	!� ��#������� � ������
4�5�

�© ����� ����	
 ���
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� +�� ������ ���,�%!� ����� # �!���� !�$�!���$���� ��� $	 ČA�������� '�(�ČA �

�!���� !�$�!���$���� ��� $	 AČ�������� '�(�AČ� 9� ����!��� �	��	 ��#/��	$$�
+�
 �	#�������� � ���	�� ���	 ��	��*	$$��

���������� 	
 ����/ G 0 123�1452 6�7��58�6�� 9�7���

!� :�7�� G ;�<2=2145�> 7�2=7 ��5���14526�� <1� 5� ČA
��<9�7� '�?
ČA �2<�
� ��143� �2<�@ 321� G 0 ČA
9�7���

�� :�7�� G ;�<2=2145�> 7�2=7 ��5���14526�� <1� 5� AČ
��<9�7� '�?
AČ �2<�
� ��143� �2<�@ 321� G 0 AČ
9�7���

������%!�� "� ������ ��� % ��#/��	$$�! $������	$�$�. ����� #� ����!���� ,	��
$��������. ������ ������� $�#���%���� NČ��������

:	��	!� � �# 4�5 �#�����$�% ��	��*	$$��

���������� �
 1. ����/ G 0 5�<26325�1� ����2<�85� 123�1452 6�7��58�6�� 9�7

��� A3B2 =6� =1�65� 52���145� ��<9�7�� �; G > AČ
9�7����@ �2 G 0 AČ
9�7���

2. ����/ G 0 5�<26325�1� 123�1452 6�7��58�6�� 9�7��� A3B2 =6� CC =1�65� 52�

��145� ��<9�7�� > NČ
9�7����@ �2 G 0 NČ
9�7���

;# +���� ��	��*	$$� �	��� �������% $��������

������
� 	
 ����/ G 0 123�1452 6�7��58��� 9�7���

!� A3B2 G 5� > ČA
9�7�2D@ �2 =25� ��> 5�63�58�55�/ 6��292 6��<5�/ 1�5ED9
��<9�7�@ �3� 5� > ČA
9�7�����

�� A3B2 G 5� > AČ
9�7�2D@ �2 =25� ��> 5�63�58�55�/ 6��292 6��<5�/ 1�5ED9
��<9�7�@ �3� 5� > AČ
9�7�����

������%!�� "� ����� G $�#���%���� ������$� �����$,������ ��"� ��*$� $	����
$�,$� ���$,	$$� �����*	$� �������� # G !������ ����$� �������� ���$,	$$��� �$�
�	���� 0� ����!�� ���� ������$� �����$,����
 ���� ������$�� /������< ��$ !�������
#���	!�� ������$� ��#�=�#$� ������ 0�"� ��!���$� G′ ���!�$$�� ��� ����� G� �� G
$�#���%���� �����$�����

>�� �$/� �#$�,	$$� �� ?���� #�����$�����$��� � .
 !�*$� #$���� � 4�5 � 4@5�

�
 �
������� 
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���� �����������
 ���	�	$$� ��	��*	$� �	�	��% �	!��

���� 	
 ����/ G 0 9�7��@ H 0 CC ��<9�7��@ � χ 0 ��2����32
9�7�2=� =1�6��=�6�4@
�3� 76��<32=7>�46� ��<9�7����� A3B2 G ;�<2=2145�> 7�2=7 '�?
χ@ �2 ���=�145�
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!H H ;�<2=2145�> 7�2=7 '�?
χI

�H �3B2 H � G@ �2 J�3�2�
9�7�� G/H ;�<2=2145�> '�?
χI
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���������� �	
�� G 
 ����� # �!���� '�(�χ�
1. 2������� ��*	$ ������ ����$�� ��$+�� $	 χ�������� �# H % ��$�,��$� ������

����$�! ��$+���! $	 χ�������� �# G� �� ��$ �-����%�����
2. 0�"�

G1/H > G2/H > . . . > Gn/H > . . .


 �����$	-��� ������ ����$�� ��$+�� $	 χ�������� �# G/H � �� (1) 
 ������ ����$��
��$+�� $	 χ�������� ����� G� ��!� ��$ �-����%����� 0� $�������� ��$+�� (1) ����*
�-����%�����

3. �	
��H 
 $��!���$� �������� ����� G � H $	 % χ�������� 0�"� ?�����������
G = G/H $	 #�������$�% '�( � !�% $	���$,	$$�� ������ ����$�� ��$+�� {Gi|i ∈ N}
������� Gi� �� G !�% ����* $	���$,	$$�� ������ ����$�� ��$+�� {Gi|i ∈ N} $	
χ�������� Gi� �	 Gi 
 ���$�� ����-��# �������� Gi � ����� G� � +	 ���#������ ��
���	�	,$����� A	!� ���	�	$��

��������� ���	�
���� �� (⇐) �,	���$��
(⇒) �	
�� G #�������$�% �!��� '�(�ČA &��������$� '�(�AČ)� 3�������!�� "�

G $	 % ČA������� &��������$� AČ�������)� :��� G !�% ���$,	$$�� ������ ����$��
��$+�� (1) ������� Gi� ��� $	 % ČA������!� &��������$� AČ������!�)� �	 n ≥ 0�
B i = 0, 1, . . . , n� ���,�!� ��� ����$� �������� # Gn % ČA������!� &��������$� AČ�
�����!�)� 6�	 +	 $	!�*���� # ������ $� �	��	!� � �# 4�5 &��������$� $� �	��	!� �
�# 4�5� �	��	!� 6 �# 4�5 � �	��	!� ��7 �# 475)� 2���!�$� ���	�	,$���� #�����,�%� "� G 

ČA������ &��������$� AČ������)� :�	��*	$$� ���	�	$��

������%!�� "� �����G� � ���� ��*$� ��� ����$� �������� A � B #$��� �����*����
����$� �������� 〈A, B〉 � G� $�#���%���� $	��#����$���
��������� ���	�
���� ��

1. 0�"� ?����������� G/G′ ��#����$�� �� G = AB 
 ��-���� ���.
 ���
 �����
$�
 $��!���$�
 ������� A � B� 3�#��� #� ��	��*	$$�! ��� �# 4�5 A &��������$�
B) !������ 
�����	�����,$� �-	�	�� �������� A1 &��������$� B1) # ,	�$���������
?������������A/A1 &��������$�B/B1)� �� A1B1�G � G/A1B1 
 ,	�$�������� ������
6�	 A1B1 
 $������	$�$� AČ������� ��� #$��� #� ��	��*	$$�! ��� �# 4�5 !�% ���� 
��
����	�����,$� &�� ��*	� $��!���$� � ����� G) �������� A2� "� G/A2 
 ,	�$��������
������ :�!� G 
 AČ�������

:	�	� $	
��G/G′ 
 $	��#����$� ������ C� �	!�� � �# 4D5G/G′ 
 +����,$� �-� ����
#�+����,$� p������ ��� �	����� �������� ,���� p� C$��� #���������,� ��	��*	$$�
��� �# 4�5 �� �������� G′� ����!�%!�� "� G 
 AČ�������

2. �	
�� � ����� G ��� ����$� $��!���$� �������� % NČ������!�� 0�"� ?������
����� G/G′ $	��#����$�� �� # ������ $� �	!� � �# 4D5 ��$� ,	�$��������� 3�������!��
"� ?�����������G/G′ ��#����$�� :��� ��$� % ��-����! ���
 ���.
 ����$�
 $��!����
$�
 �������� ��*$� # ���
 % NČ�������� 0� $�������� ����� G !�% ,	�$���������
��!�!��?$�� �-��#� 2�*	� � �-�
 �������
 ����� G !������ ���� $��!���$� �������
�� S� "� ?����������� G/S ,	�$��������� C� �	!�� ��D �# 4E5 $��!���$	 #�!���$$�
SG =< Sg|g ∈ G > 
 $������	$�$� �������� � G� 2������� ?����������� G/SG

,	�$��������� �� G 
 NČ�������
:�	��*	$$� ���	�	$��
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ut +

∑
|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu)) − ∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f.
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9�#�� x ∈ R
k, y ∈ R

m, z = (x, y) ∈ R
n, k + m = n; Qτ = R

n × (0, τ), 0 < τ < T.
:��������� � � ��'%
 QT 

������

A(u) ≡ ut +
∑
|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu)) −
∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f

0�3
� ��!�%(���. �����.

u(z, 0) = u0(z), z ∈ R
n. 013

;�% Dj
wu �����!�5 ��(%�
 �'
# ��#
��"# -��(�
6 u �� ��
��"�" w = (w1, . . . , wl)

��
��(� j (j = 1, 2), �
"!��� D1
wu ≡ Dwu,

Dγ
w =

∂|γ|

∂wγ1
1 . . . ∂wγl

l

, |γ| = γ1 + · · · + γl.
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| Dj
xu |p=

∑
|α|=j

| Dα
x u |p

1/p

, p ∈ [2,∞), j = 1, 2;

| Dzu |q=
∑

|β|=1

| Dβ
z u |q

1/q

, q ∈ [2,∞).

$
"��'(�%"����) 8� �"(���.%�'� %�(
 ����"<

(A) -��(�
6 aα(·, ·, ξ, η, ζ) �"�

�
 � QT ��� �'
# (ξ, η, ζ) ∈ R
1+k+N(k),

-��(�
6 aα(z, t, ·, ·, ·) ����
�
��
 � R
1+k+N(k) ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT ,

�� N(k) − ���="�� ��(%�
� ζα, |α| = 2; ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT i

��� �'
#(ξ, η, ζ) ∈ R
1+k+N(k) �
��"���
 %�(
 ��

���'%
<∑

|α|=2

(aα(z, t, ξ, η, ζ) − aα(z, t, ξ̃, η̃, ζ̃))(ζα − ζ̃α) � A0

∑
|α|=2

|ζα − ζ̃α|p,

|aα(z, t, ξ, η, ζ)| � A1

∑
|σ|=2

|ζσ|p−1, �� A0, A1 − ����%�
 '%��
, p ∈ [2,∞);

(B) -��(�
6 bβ(·, ·, ξ, η) �"�

�
 � QT ��� �'
# (ξ, η) ∈ R
1+m,

-��(�
6 bβ(z, t, ·, ·) ����
�
��
 � R
1+m ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT %�

|β| = 1;���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT i ��� �'
#

(ξ, η) ∈ R
1+m �
��"���
 %�(
 ��

���'%
<∑

|β|=1

(bβ(z, t, ξ, η) − bβ(z, t, ξ̃, η̃))(ηβ − η̃β) � B0

∑
|β|=1

|ηβ − η̃β |q,

|bβ(z, t, ξ, η)| � B1

∑
|σ|=1

|ησ|q−1, �� B0, B1 − ����%�
 '%��
, q ∈ [2,∞);

(C) -��(�
� c(·, ·, ξ) �"�

�� � QT ��� �'
# ξ ∈ R,

-��(�
� c(z, t, ·) ����
�
��� � R ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT ;
���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT i ��� �'
# ξ ∈ R �
��"���
 %�(
 ��

���'%
<

(c(z, t, ξ) − c(z, t, ξ̃))(ξ − ξ̃) � C0|ξ − ξ̃|r, r ∈ (1,∞),
|c(z, t, ξ)| � C1|ξ|r−1, �� '%��� C0 > 0 �
" r � 2 i C0 = 0 �
" r ∈ (1, 2),
C1 = >?@AB > 0;

(F) f(z, t) =
∑
|α|=2

Dα
x fα(z, t) +

∑
|β|�1

(−1)|β|Dβ
z gβ(z, t);

fα ∈ Lp′
(QT ), |α| = 2,

1
p

+
1
p′

= 1; gβ ∈ Lq′
(QT ), |β| = 1,

1
q

+
1
q′

= 1;

g0 ∈ Lr0(QT ), r0 = max {2; r};
(U) u0 ∈ L2(Rn).



#�� $�%&' ��()�*(�+ (,-,.& ��/&���  !!

$����!"�� !�
�� Wp �
�'%

) �("� 5 ���"(����� ���="�" -��(�
� C([0, T ];
C∞

0 (Rn)) �  ���#����� �
�'%�



{u ∈ Lr0(QT ), Dα
xu ∈ Lp(QT ), |α| = 2}, ‖u‖Wp = ‖u‖Lr0(QT ) + ‖D2

xu‖Lp(QT );

!�
�� Wq �
�'%

) �("� 5 ���"(����� ���="�" -��(�
� C([0, T ]; C∞
0 (Rn)) �  ���#�&

���� �
�'%�



{u ∈ Lr0(QT ), Dβ
z u ∈ Lq(QT ), |β| = 1}, ‖u‖Wq = ‖u‖Lr0(QT ) + ‖Dzu‖Lq(QT ).

��������� �� 	.�/�012�2�� �3.45�.63� .�7�8� 9!:; 9�: 2�.�4������3 <=26>�?
u ∈ C([0, T ]; L2(Rn))

⋂
Wq

⋂
Wp, �6� .�7343012�@ ��42�A�1∫

Rn

u(z, τ)v(z, τ) dz +
∫

Qτ

[
−uvt +

∑
|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

xv +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z v + c(z, t, u)v

]
dz dt =

∫
Qτ

[∑
|α|=2

fα(z, t)Dα
xv +

+
∑
|β|�1

gβ(z, t)Dβ
z v

]
dz dt +

∫
Rn

u0(z)v(z, 0) dz 0C3

70� 4A�� τ ∈ (0, T ] � 70� 734�0123B <=26>�B v ∈ Wq

⋂
Wp ��63B; C3 vt ∈ L2(QT ).

������� �� ����D 4�632=?�1A� =�34� (A); (B); (C); (F); (U)� �37� �A2=@ @7�2�D
=.�/�012�2�D �3.45�.36 .�7�8� 9!:; 9�:�

���������� 9�#�� R 2 ���
���� ����%�� -
('����� !"'��

ΠR
x = {x ∈ R

k : |x| < R}, ΠR
y = {y ∈ R

m : |y| < R},

ΩR = ΠR
x × ΠR

y , QR
τ = ΩR × (0, τ), SR

T = ∂ΩR × (0, T ). :��������� ����!�

A(u) = fR, (z, t) ∈ QR
T , 0D3

u(z, 0) = uR
0 (z), z ∈ ΩR, 0�3

u |SR
T
= 0,

∂u

∂ν
|∂ΠR

x ×ΠR
y ×(0,T )= 0, 0�3

�� ν 2 ��(%�
 ����
*���6 ��
���
 �� ∂ΠR
x × ΠR

y × (0, T )

fR(z, t) =
{

f(z, t), (z, t) ∈ QR
T ,

0, (z, t) ∈ QT \ QR
T ,

uR
0 (z) =

{
u0(z), z ∈ ΩR,
0, z ∈ R

n \ ΩR.

9� �
�'%��
 ���� %��
��" �"(���.%�'� �'
 ����" �����=���� ���C �11) ��� 1)
E ����� ;��� ����!� 0D320�3 ��5 5�"�"� 
���F���( uR � '��'
 
�����
�
� %�("�) 8�
uR ∈ L∞((0, T ); L2(ΩR)),

uR ∈ Lq((0, T ); W 1,q
0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T ); Lp(ΠR

y ; W 2,p
0 (ΠR

x ))) ∩ Lr0(QR
T ) ≡ VR(0, T ).
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uR
t = −

∑
|α|=2

Dα
x (aα(·, ·, uR, DxuR, D2

xuR)) +
∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(·, ·, uR, Dzu

R))−

−c(·, ·, uR) + fR(·, ·)




uR
t ∈ V ∗

R(0, T ) ≡ Lq′
((0, T ); W−1,q′

(ΩR)) + Lp′
((0, T ); Lp′

(ΠR
y ; W−2,p′

(ΠR
x ))) + Lr′

0(QR
T ).

;��
 �� �
�'%��
 %��
��" ���� �1C) '� ���� uR ∈ C([0, T ]; L2(ΩR)), �'(
��("

VR(0, T ) ⊂ L2(QR
T ) ⊂ V ∗

R(0, T )

8
���� 
 ����
�
���� �

� %���) �
��"���� -�
���� 
�%��
������ !�'%"���"

〈uR
t , uR〉(V ∗

R(t1,t2),VR(t1,t2)) =
1
2

∫
ΩR

|uR(z, t2)|2 dz − 1
2

∫
ΩR

|uR(z, t1)|2 dz

��� ���
���"# t1, t2, 0 � t1 < t2 � T, �� !�
�� 〈·, ·〉(V ∗
R(t1,t2),VR(t1,t2)) �����!��� ���&

!���� -��(�
����� � �
�'%�
� V ∗
R(t1, t2) �� ������%�# �
�'%�
� VR(t1, t2).

$
����="�� -��(�
. uR ����� �� � ��'%� QT \QR
T . 9�#�� R �� ���5 ���!���� �

���="�" ��%�
����"# !"'��� ;��
 ��%"���� ��'�
����
'%� -��(�
� {us}. G!��"���)
(�=�� -��(�
� us,l = us − ul, s > l ����������5 

��
'%�∫
Rn

|us,l(z, τ)|2 dz + 2
∫

Qτ

[∑
|α|=2

(aα(z, t, us, Dxus, D2
xus) − aα(z, t, ul, Dxul, D2

xul))Dα
x us,l+

+
∑
|β|=1

(bβ(z, t, us, Dzu
s) − bβ(z, t, ul, Dzu

l))Dβ
z us,l + (c(z, t, us) − c(z, t, ul))us,l

]
dz dt =

=
∫

Qτ\Ql
τ

[∑
|α|=2

f l
α(z, t)Dα

xus,l +
∑
|β|�1

gl
β(z, t)Dβ

z us,l

]
dz dt +

∫
Rn\Ωl

|ul
0(z)|2 dz, τ ∈ (0, T ].

0�3

9�#�� ε 2 ���
���� �( �������� ���� ����%�� -
('����� !"'��� 9� �
�'%��
 ����
(F), (U) 
'��5 %�(� !"'�� N0 ∈ N, 8� ��� �'
# l > N0 �
��� !�'%"�� 0�3 ���*� �
�
ε� ;��
) �"(�
"'%���.!" ����" (A), (B), (C), � 0�3 ���
="�� ��

��
'%�

‖us,l‖C([0,T ];L2(Rn)) +
∫

QT

[
A0|D2

xus,l|pp + B0|Dzu
s,l|qq + υC0|us,l|r0

]
dz dt < ε, 0H3

�� υ = 0 �
" r < 2 
 υ = 1 �
" r � 2. 7 0H3 �"��"��5) 8� ��'�
����
'%� {us}
-�������%����� � �
�'%�

 C([0, T ]; L2(Rn))∩Wq ∩Wp. $����!"�� !�
�� u �
��"�.
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��'�
�����'%
 {us} � ����� �
�'%�

� ��� (�=���� ������%� us ��5�� 

��
'%�∫
Rn

us(z, τ)v(z, τ) dz +
∫

Qτ

[
−usvt +

∑
|α|=2

aα(z, t, us, Dxus, D2
xus)Dα

x v +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, us, Dzu
s)Dβ

z v + c(z, t, us)v
]

dz dt =
∫

Qτ

[∑
|α|=2

fs
α(z, t)Dα

xv +

+
∑
|β|�1

gs
β(z, t)Dβ

z v

]
dz dt +

∫
Rn

us
0(z)v(z, 0) dz, 0�3

�
��"���� ��� �'
# τ ∈ (0, T ] 
 ��� �'
# -��(�
� v ∈ Wq ∩Wp %�("#) 8� vt ∈ L2(QT ).
I��(�
6 aα (|α| = 2), bβ (|β| = 1) %� c ����������.%� ����" ���" 1�1 �1C) '� ����

;���

aα(·, ·, us, Dxus, D2
xus) → aα(·, ·, u, Dxu, D2

xu), |α| = 2

'�� (� � Lp′
(QT ),

bβ(·, ·, us, Dzu
s) → bβ(·, ·, u, Dzu), |β| = 1

'�� (� � Lq′
(QT ), c(·, ·, us) → c(·, ·, us) '�� (� � Lr′

(QT ) �
" s → ∞. �

� %���)
us

0 → u0 � L2(Rn), fs
α → fα (|α| = 2) � Lp′

(QT ), gs
β → gβ (|β| = 1) � Lq′

(QT ), gs
0 → g0

� Lr′
0(QT ) �
" s → ∞. G%=�) ��
��*��*" � 0�3 �� �
��"�
 �
" s → ∞ ���
="��)

8� -��(�
� u 5 ����������"� 
���F��(�� ����!
 0�3) 013� �

� %���) ��� -��(�
6 u
�
��"���� 

��
'%�

1
2

∫
Rn

|u(z, τ)|2 dz +
∫

Qτ

[∑
|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

xu +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z u + c(z, t, u)u

]
dz dt =

∫
Qτ

[∑
|α|=2

fα(z, t)Dα
xu +

+
∑
|β|�1

gβ(z, t)Dβ
z u

]
dz dt +

1
2

∫
Rn

|u0(z)|2 dz. 0�	3

��� ��������� 5�"��'%
 �
"��'(�5��) 8� 
'��.%� ��� ����������
 
���F��(" u1 

u2� ;��
 ������
!�� �( 0�	3 ���
="�� 

��
'%�∫

Rn

|u1(z, τ) − u2(z, τ)|2 dz + 2
∫

Qτ

[∑
|α|=2

(aα(z, t, u1, Dxu1, D2
xu1)−

−aα(z, t, u2, Dxu2, D2
xu2))Dα

x (u1 − u2) +
∑
|β|=1

(bβ(z, t, u1, Dzu
1) − bβ(z, t, u2, Dzu

2))×

×Dβ
z (u1 − u2) + (c(z, t, u1) − c(z, t, u2))(u1 − u2)

]
dz dt = 0,



 !2 ����� ������	 
���
� ��������

τ ∈ (0, T ]. J
�#���.!" ����" (A), (D), (C), ���
=�5��) 8�∫
Rn

|u1(z, τ) − u2(z, τ)|2 dz � 0, τ ∈ [0, T ],

%� %� u1(z, t) = u2(z, t) ���=� �'.�" � QT . ;��
��� ���������

J"(�
"'%���.!" ��%��"(� %� 
��6 �
��
 �1D�) ��'�
�"�� ����" (����(%��'%
 %�
�����
�(" ��'
� ������������� 
���F��(� ����!
 ��*
�

9�#�� u 2 ����������"� 
���F���( ����!
 0�3) 013� $
"�����

ωm(T ) = sup
ym∈R

{z ∈ AKLLu(·, T )}, Sm,f (T ) = sup
ym∈R

{z ∈ AKLL f, t ∈ (0, T )},

Sm(T ) = sup {Sm,f(T ) ; ωm(0)};
s0 = 2q, �(8� q ∈ N 
 s0 = [q] + q +1 � �
�%"��=���� �"���(� 0[q] 2 �
�� !�'%"�� q3M

a0 =
q − 2
2q

(
q − 2
2q

+
1

n + s0 − q

)−1

, ϑ0 = a0 +
(1 − a0)q

2
, ν0 =

ϑ0q

ϑ0 − 1
.

������� �� ����D 4�632=?�1A� =�34� (A); (B); (C); (F); (U); Sm(T ) < ∞. �37�

ωm(T ) � Sm(T ) + MT β0

∫
QT

|Dzu|qq dz dt

1/λ0

,

7�

λ0 =
1

ν0 − s0 + q
, β0 =

1 − a0

(ϑ0 − 1)(ν0 − s0 + q)
,

� A��0� M .�0�E��1 4�7 n, q.

���������� 9�#�� ρ(ym) = (ym−ξ)s0 �
" ym � ξ 
 ρ(ym) = 0 �
" ym < ξ, N ξ � Sm(T ).
$��%�
..!" ��������� ���" D�1 �1D� ��� ��� ��=���6 � ��'%
) ���
="�� 

��
'%�

1
2

∫
Rn

|u(z, τ)|2ρ(ym) dz +
∫

Qτ

[∑
|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

x (uρ) +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z (uρ) + c(z, t, u)uρ

]
dz dt = 0, τ ∈ (0, T ]. 0��3

9� �
�'%��
 ���� (A)) (B)) (C) � 0��3 �"��"��5 ��

��
'%�

sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn

|u(z, t)|2ρ(ym) dz +
∫

QT

[
A0|D2

xu|pp + B0|Dzu|qq + C0|u|r
]
ρ dz dt �

� s0B1

∫
QT ∩{ym>ξ}

∑
|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(ym − ξ)s0−1 dz dt. 0�13
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$����!"��

Fs0(ξ) = sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn∩{ym>ξ}

|u(z, t)|2(ym − ξ)s0 dz,

Es0(ξ) =
∫

QT∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0 dz dt.

G'(
��(" ∫
QT ∩{ym>ξ}

∑
|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(ym − ξ)s0−1 dz dt �

� δ

q′

∫
QT ∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0 dz dt +
n

qδq/q′

∫
QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt,

%�) �" 
��*" δ =
B0q

′

2s0B1
, � 0�13 ���
="�� ��

��
'%�

Fs0(ξ) + Es0(ξ) � M1

∫
QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt, 0�C3

�� M1 =
2n

qδq/q′ . 9� �
�'%��
 ��

���'%
 O�
�
 �1D) ���� P�1�

∫
QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt �

(
q

s0 − q + 1

)q ∫
QT ∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0 dz dt = M2Es0 (ξ).

G%=�) � 0�C3 �"��"��5 ��
�(�

Fs0(ξ) � M1M2Es0(ξ). 0�D3

J"(�
"'%�5�� ���� Q�� �1D�

∫
Rn∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz � M3

 ∫
Rn∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0−q dz


a0

×

×

 ∫
Rn∩{ym>ξ}

|u|2(ym − ξ)s0−q dz


(1−a0)q/2

, 0��3
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���
� ��������

�� '%��� M3 ����="%� �
� n, q. G%=�) � 0�C3) �
�#���.!" 0��3 
 0�D3) �%
"��5��

Es0(ξ) � M1M2M3T
1−a0 [Es0−q(ξ)]

a0+(1−a0)q/2 . 0��3

;��
 �� �
�'%��
 ���" Q�D �1D� � 0��3 �"��"��5 ��
�(�

ωm(T ) � Sm(T ) + (ν0 − s0 + q + 1)M1/[(ϑ0−1)(ν0−s0+q)]
4 ×

×T (1−a0)/[(ϑ0−1)(ν0−s0+q)] [E0(0)]1/(ν0−s0+q)
,

�� M4 = M1M2M3. G%=�) %��
��� ���������

F�=4�E�22� !� 9�#�� u0 ��5 � ��=��"� ��'
� �� ��
���. ym) fα (|α| = 2))
gβ (|β| � 1) ��.%� � ��=��
 ��'
6 �� ��
���. ym ���=� ��� �'
# t ∈ (0, T )� ;�&
�
 �� �
�'%��
 %��
��" 1 u(·, T ) ��5 � ��=��"� ��'
� �� ��
���. ym�

9�#�� u 2 ����������"� 
���F���( ����!
 0�3) 013� $
"�����

ωk(T ) = sup
xk∈R

{z ∈ AKLLu(·, T )}, Sk,f (T ) = sup
xk∈R

{z ∈ AKLL f, t ∈ (0, T )},

Sk(T ) = sup {Sk,f (T ) ; ωk(0)} Es(ξ) =
∫

QT ∩{xk>ξ}

(|Dzu|qq + |D2
xu|qq

)
(xk − ξ)s dz dt,

a =
q − 2
2q

(
q − 2
2q

+
1

n + [q] + 1

)−1

.

������� �� ����D 4�632=?�1A� =�34� (A); (B); (C); (F); (U); Sm(T ) < ∞, p = q.
�37� �A2=@ ��6� x0

k, C3

E0(ξ) � µ exp
[
− ξ − x0

k

µ(1 + T 1−a)1/q

]
���

ξ � max {(1 + T 1−a)1/q ; x0
k},

7� A��0� µ .�0�E��1 4�7 n, q; A0, A1, B0, B1. F36����; �6C3 p = q = 2, �3
x0

k = Sk(T ).

���������� J" �
���

ρ(xk) =
{

(xk − ξ)s, xk � ξ,
0, xk < ξ,

�� ξ � Sk(T ), s = [q]+ q +1. ;��
 ���"*�5%�'� �
��"����. 

��
'%� 0��3� 9� �
�'%��
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���� (A)) (B)) (C) � 0��3 �"��"��5 ��

��
'%�

sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn

|u(z, t)|2ρ(xk) dz +
∫

QT

[
A0|D2

xu|qq + B0|Dzu|qq + C0|u|r
]
ρ dz dt �

�
∫

QT∩{xk>ξ}

sA1

∑
|α|=2

|Dα
x u|q−1|uxk

|(xk − ξ)s−1+

+s(s − 1)A1

∑
|α|=2

|Dα
xu|q−1|u|(xk − ξ)s−2 + sB1

∑
|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(xk − ξ)s−1

 dz dt.

0��3

$����!"��

Fs(ξ) = sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn∩{xk−ξ}

|u(z, t)|2(xk − ξ)s dz,

Es(ξ) =
∫

QT ∩{xk−ξ}

|Dzu|qq(xk − ξ)s dz dt.

J"(�
"'%���.!" ��

��
'%� R�����
� 
 ��

��
'%� O�
�
 �1D) ���� Q�1�) �
���
!�'%"�� 0��3 ��=�� ��
�"%" �"
����∫

QT

[
s2δ1A1

q′
|D2

xu|qq +
sδ2B1

q′
|Dzu|qq

]
ρ dz dt+

+
∫

QT ∩{xk>ξ}

[(
s(s − 1)k2A1

qδ
q/q′
1

(
q

s − 2q + 1

)q

+
sk2A1

qδ
q/q′
1

)
|Dzu|qq +

sB1

qδ
q/q′
2

|u|q
]
×

×(xk − ξ)s−q dz dt,

δ1 > 0, δ2 > 0. J" �
��� δ1 
 δ2 � ���� A0 − s2δ1A1
q′ = A0

2 , B0 − sδ2B1
q′ = B0

2 . ;��
 � 0��3
���
="�� ��

��
'%�

Fs(ξ) + Es(ξ) � µ1

Es−q(ξ) +
∫

QT ∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz dt

 , 0�H3

�� '%��� µ1 ����="%� �
� A0, A1, B0, B1, q, k.
9� �
�'%��
 ���" Q�� �1D�

∫
Rn∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz � µ2

 ∫
Rn∩{xk>ξ}

|Dzu|qq(xk − ξ)s−q dz


a

×

×

 ∫
Rn∩{xk>ξ}

|u|2(xk − ξ)s−q dz


(1−a)/2

, 0��3
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���
� ��������

�
"!��� '%��� µ2 ����="%� �
� n, q. S�%��
�.!" 0��3 �� ��
���. t �� �
��
=(� [0, T ]

 ��'%�'���.!" ��

��
'%� R�����
�) ���
="��∫

QT ∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz dt � T 1−a [Es−q(ξ)]
a [Fs−q(ξ)]

(1−a)q/2
. 01	3

�

� %���) �� �
�'%��
 ��

���'%
 R�����
� 
 ��

���'%
 O�
�
 �1D) ���� Q�1� �
���
!�'%"�� 0��3 ��=�� ��
�"%" �"
����

µ3

∫
QT

(|D2
xu|qq + |Dzu|qq)ρ dz dt.

;��� � 0��3 ��%"���� ��
�(�
Fs(ξ) � µ4E∫ (ξ). 01�3

�%��
 µ3, µ4 ����=�%� �
� A0, A1, B0, B1, q, n. G'(
��(" Es(ξ) � Es(ξ), %� ��
��� �
0�H3) 01	3) 01�3 �%
"��5��

Es(ξ) � µ5

[
Es−q(ξ) + T 1−a (Es−q(ξ))

a+(1−a)q/2
]
, 0113

�� '%��� µ5 ����="%� �
� A0, A1, B0, B1, q, n. 7����!"��) 8� a +
(1 − a)q

2
� 1 
 Es

'����5 �
" �
�'%���
 ξ. ;��� 
'��5 %�(� x0
k, 8�

(Es−q(ξ))
a+(1−a)q/2 � Es(ξ)

��� �'
# ξ � x0
k. G%=�) � 0113 �"��"��5 ��

��
'%�

Es(ξ) � µ5(1 + T 1−a)Es−q(ξ), ξ � x0
k. 01C3

9� �
�'%��
 ��

���'%
 R�����
� ��5��

E1(ξ) �

 ∫
QT ∩{xk>ξ}

|D2
xu|qq(xk − ξ)s dz dt


1/s ∫

QT ∩{xk>ξ}

|D2
xu|qq dz dt


1−1/s

+

+

 ∫
QT ∩{xk>ξ}

|Dzu|qq(xk − ξ)s dz dt


1/s ∫

QT ∩{xk>ξ}

|Dzu|qq dz dt


1−1/s

�

� 2 [Es(ξ)]
1/s [E0(ξ)]

1−1/s
. 01D3

Q�����
!�� ���
="�� ��

��
'%�

Es−q(ξ) � 2 [Es(ξ)]
1−q/s [E0(ξ)]

q/s
. 01�3

G%=�) �
�#���.!" 01�3) � 01C3 ��%"���� ��
�(�

Es(ξ) � 2µ5(1 + T 1−a) [Es(ξ)]
1−q/s [E0(ξ)]

q/s
,
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%� %�

Es(ξ) � [2µ5(1 + T 1−a)]s/qE0(ξ). 01�3

;��
 �� �
�'%��
 01�3 � 01D3 ���
="��

E1(ξ) � µ6(1 + T 1−a)1/qE0(ξ), 01�3

�� µ6 = 2(2µ5)1/q.
G'(
��(" E ′

1(ξ) = −E0(ξ), %� 01�3 �� ���5 �"�����

E ′
1(ξ) � − 1

µ6(1 + T 1−a)1/q
E1(ξ),

��
�("

E1(ξ) � E1(x0
k) exp

[
ξ − x0

k

µ6(1 + T 1−a)1/q

]
, ξ � x0

k. 01H3

7����!"��) 8� E1(ξ) � ξE0(ξ). ;���) �
�#���.!" 01�3) � 01H3 ���
="��

ξE0(ξ) � µ6(1 + T 1−a)1/qE0(x0
k) exp

[
ξ − x0

k

µ6(1 + T 1−a)1/q

]
, ξ � x0

k.

J" "
�.!" ξ � max {(1 + T 1−a)1/q ; x0
k}, �%
"��5�� %��
�=���� %��
��"� 7�(
���)

�(8� p = q = 2, %� x0
k = Sk(T ).
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, -./&0(1'%

�:;7 96;7<= >;?�=7;@ A7�:568�?B =C DE:�:�

������ DE:�:� A7�:568�?5?8<; F?6�� �

f\TVT �X `W[X�^TVT^ <PO`\g UVW_QTZ YWV R\T TaOPR�W[
ut +

∑
|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu)) − ∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f.

<W[^�R�W[X WY R\T Th�XRT[`T P[^ O[�aOT[TXX WY P ]T[TVPQ�iT^ XWQOR�W[ P[^ `WZUP`R[TXX
WY P XOUUWVR PVT W_RP�[T^�

G5B H=6I8� 2b�UPVP_WQ�` TaOPR�W[� <PO`\g UVW_QTZ�

�%�%%� ���
�*�� �� 
��(����
6 	C�	��1		�

$
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�(� 1D��	�1		�
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���
! ������ �� �����- �������	� ��
"��. ���������
� ���� �! � ��	. �� ���
��
��#
�
� �������� �������- z → 1

z � ���
 ���	
 �����
�
����
"�� �
�
����
��
��/ ��
 �
0
�	
��
�����/ ���1� �
 �	
��
����� �	
�
"��- �
�
����
��
�
 '��
�	���
 ��������#
�
� � ����� ���� �!� 2��
 �
3�- ��
 � 4 ��(� ��
�
	.�
�
 ������� �
�
����
��
�

�	� ���� �! ���������
� � ����	.���� ��	. � �
 � ����� � �����	��
�  ������/

 �
��1 �
�"
�
 
�
	��
"�� � ����� � �����	��
�  ������ ���� �- � ����1���*
�
�
����
��
��*�

'��
! f 4 ���������
 ���� �� � ��	
��� A = {z : r0 < |z| < R0}/ 0 � r0 < 1/
1 < R0 < +∞� +�(� w(r) 4 �	
��
/ ���
��
 � ��
��
 ���� �� �
 �����1��
[1, R0), w(1) = 1, w(R0 − 0) = r0/ 
 {bj} 4 ���	��������. ��	*��� ���� �- f � ��	
���
A/ �� ������� �
�� ����
"����5

Nw(r, f) =
∑

√
rw(r)<|bj |

log+ r

|bj | +
∑

|bj |�
√

rw(r)

log+ |bj|
w(r)

, 1 � r < R0.

6���
"
�� "���� n(1)(t, f) 	�"
	.�� ���� �* ��	*��� ���� �- f � ��	
���
{z : t � |z| < 1}, r0 < t < 1, 
 "���� n(2)(t, f) 4 	�"
	.�� ���� �* ��	*���

�© ��������	
� ����
 ����
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���� �- f � ��	
��� {z : 1 � |z| < t}, 1 � t < R0. 7���� T (r, f) ����
"
�
����
�	
�
"�� �
�
����
��
�� '��
�	���
 ����������- � ����� ���� �- f �

"������ �� ����- f . ���/�/�01� 02134�� 5 /67�8�� A = {z : r0 < |z| < R0}, {ai}
�� {bj} . �/87�9/51/8�� 127�5 � �/7:8�5 02134�; f 5 /67�8�� A< 5�9�/5�91/� �/9�

1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

r∫
1

n(2)(t, 1/f)
t

dt−
r∫

1

n(2)(t, f)
t

dt+ k(ψ) log r, 1 � r < R0,

(1)

1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1∫
r

n(1)(t, 1/f)
t

dt−
1∫

r

n(1)(t, f)
t

dt+ k(ψ) log r, r0 < r � 1,

(2)

9� k(ψ) = 1
2πi

∫
|z|=1

ψ′(z)
ψ(z)

dz, ψ(z) = f(z)

∏
|bj |=1

(z − bj)

∏
|ai|=1

(z − ai)
.

"������ #� =��/���� >�18�1� 97� 9/5�7?1/@/ 3�7?4�A� ����- f . ���/�/�01�
02134�� 5 /67�8�� A = {z : r0 < |z| < R0}. �/9�

Nw(r,
1
f

) −Nw(r, f) =
1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ +
1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ)|dθ−

− 1
π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ)|dθ, 1 � r < R0.

(3)

6���
"
�� m(r, f) = 1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ � ��
!����

mw(r, f) = m(r, f) +m(w(r), f) − 2m(
√
rw(r), f), 1 � r < R0.

��������� �� B2134�:

Tw(r, f) = mw(r, f) +Nw(r, f), 1 � r < R0,

1�C�5������/ w
����3����8��3/: 02134�; f �
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"������ $� ����- f . 1� 9/��51:D �/�/E1/ 8��7�- ���/�/�01�- 5 /67�8�� A
02134�;� �/9�

Tw(r, f) =
1
π

2π∫
0

Nw

(
r,

1
f − eiϕ

)
dϕ, 1 � r < R0.

"������ %� ����- 02134�� f ���/�/�01� 5 /67�8�� A� �/9� ;; w
����3����8��3�
Tw(r, f) 1�5�9FD�1�< 1������51�< 1�8��91� 1� [1, R0), Tw(1, f) = 0� ���� �/@/< �3G/
f . 1� 9/��51:D �/�/E1/ 127:< �/ Tw(r, f) = Tw(r, 1/f)�

"������ &� ����- f . �1�7���H1� 5 /67�8�� {z : 0 < |z| < R0} 02134�� C /6��

E�1/: ����3����8��3/: Tw(r, f)� �/9� f ��/9/5E2D�?8� 9/ ���/�/�01/; 5 3�2C�
{z : |z| < R0} 02134�; C /6��E�1/: 1�5�17�11�58?3/: ����3����8��3/: T (r, f)�

#� '�(��!)�! ����*)���� �� ����� �����

+��� ,� =I!JKA ����- f . �1�7���H1� 5 A = {z : 1/R0 < |z| < R0}, 1 < R0 � ∞,
02134�� 6�C 127�5� �/9� 97� 629?
�3/@/ C��31�1/@/ L7��2 γ 5 A ��3/@/< G/ ��/�/

9��? H���C �/H32 z0 = 1< �812D k ∈ Z< G/ 97� 02134�; g(z) = z−kf(z) 5�3/12D�?8�∫

γ

g′(z)
g(z)

dz = 0.

'
���
���/ ��
�
	.�
 �
�
	.��3
 	��
�

+��� -� ����- f . �1�7���H1� 5 A = {z : r0 < |z| < R0}< 0 � r0 < 1<
1 < R0 < +∞< 02134�� 6�C 127�5� �/9� 97� 629?
�3/@/ C��31�1/@/ L7��2 γ 5 A ��

3/@/< G/ ��/�/9��? H���C �/H32 z0 = 1< �812D k ∈ Z< G/ 97� 02134�; g(z) = z−kf(z)
5�3/12D�?8� ∫

γ

g′(z)
g(z)

dz = 0.

���������  �0- 	��
 �������* ������*0 ��������� 	��
 )/ ����	.�
 � ��������� 	�#
�
 ) ���� �� �
���
������
	
�. �
����
"����. ��	
��� 
�
	��
"����� ���� �-/ 	
3�
�
1	
��/ (� ��	� {z : |z| = 1} 0 ������1
��*  �0- ��	
����

$� '���*���� �������� ����� ���!��
��������� �����	
 �� 6���
"
�� Ar = {z : 1 < |z| < r} � ����	����� �
�� �
�
��
5
�8 f(z) �= 0,∞, z ∈ Ār� 9��
 : �
�
���0 �����
��� �
���� k = k(f)/ (� � Ar

�
��
"��
 ������
"�
 ����
 logF (z)/ �� F (z) = z−kf(z)� ;��
���/ ���
! z0 = 1/ �
��
1
0�� logF (z0) �
��
"��
�� 6�
!����

logF (z) = logF (z0) +

z∫
z0

F ′(ζ)
F (ζ)

dζ,

�� ������
	 ��"
�	*0�.�� �����1 3	���/ (� ��0���0 z0 � z � Ar�
<���	.�
 ���� �� log F (z)

z 4 
�
	��
"�
 � ��	
��� Ār/ �� �
 �������* ��3�∫
|z|=r

logF (z)
z

dz −
∫

|z|=1

logF (z)
z

dz = 0.
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�
��	�*"
 ��!��� "
��
��/ ����1
��

2π∫
0

log |F (reiθ)|dθ −
2π∫
0

log |F (eiθ)|dθ = 0.

=����
 �
�	
�
0 �������.

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ −
2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ − 2πk log r = 0; (4)

>8 f(z) �
0 ��	� � �� �
0 ��	*��� � ��	
��� Ār� 6���
"
��

ψ(z) =
f(z)∏

|ai|=1

(z − ai)
, ϕ(z) =

f(z)∏
ai∈Ār

(z − ai)

� �
�����0�� �����	� ?@8 �� ���� �- ϕ(z)� <���	.�
 ?$��/ A� �@&8

2π∫
0

log |eiθ − a|dθ = log+ |a|, a ∈ C, (5)

�� �	� ai ∈ Ār �
0��

2π∫
0

log |reiθ − ai|dθ =

2π∫
0

log |eiθ − ai

r
|dθ + 2π log r = log+

∣∣∣ai

r

∣∣∣ + 2π log r = 2π log r,


 �
��1
2π∫
0

log |eiθ − ai|dθ = 2π log |ai|.

� ����	.�
�� ����1
��

2π∫
0

log |f(reiθ)|dθ −
2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ − 2π
∑

ai∈Ār

log
r

|ai| − 2πk(ϕ) log r = 0. (6)

6���
"
�� g(z) = ψ(z)
z − a / a ∈ C, |a| �= 1� B���

k(g) =
1

2πi

∫
|z|=1

g′(z)
g(z)

dz =
1

2πi

∫
|z|=1

ψ′(z)
ψ(z)

dz − 1
2πi

∫
|z|=1

dz

z − a
=

{
k(ψ) − 1, |a| < 1,
k(ψ), |a| > 1.
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=����
 �
�	
�
0/ (� k(ϕ) = k(ψ)/ ����	.�
 ϕ(z) =
ψ(z)∏

1<|ai|�r

(z − ai)
. ��
����*"
 ��/

(�

∑
ai∈Ār

log
r

|ai| =

r∫
1

log
r

t
d(n(2)(t, 1/f) − n(2)(1, 1/f))dt+

∑
|ai|=1

log r =

r∫
1

n(2)(t, 1/f)
t

dt,

����1
�� � �������� ?C8 �����	� ?�8D
�8 f(z) �
0 ��	� � ��	*�
 � ��	
��� Ār� E���	.�
� 0 �����
� �
�	����� ��������.���

�
�
���/ � ��	��� �
 ��1	
����. ����
1���� ���� �- f � �
�	��� f = f0
1
f∞

/ �� f0 �

f∞ 4 ���������� � Ār ���� �- ��� ��	*���� )�
	���"�� �����
�.�� �����	
 ?>8�

+��� .� ����- f . �1�7���H1� 5 /67�8�� {z : 0 < |z| < R0} 02134��� M3G/
m(w(r), f) − 2m(

√
rw(r), f) � C, 1 < r1 � r < R0< �/ m(t, f) = O(log(1/t)), t→ 0.

���������� =���
�� �
�� �
���� ������- x = log
1

w(r)
. ��
����*"
 ������ �������#

����. ���� �- w(r)/ �
0�� 0 < x1 = log
1

w(r1)
� x < ∞� B��� w(r) = e−x� <�1�/

m(w(r), f) = m(e−x, f) := λ(x). F��� �� λ(x) 4 ����	
/ ���� � ��1��! ��" � �����#
�
	� x1 < x < ∞ ����0 ��
���������� ������
 λ′+(x)/ ��
"���  � ������
 �����
0
�
 �
��
"����� ������
	� ?$�@/ �� >G/ G�&8� 2�1	
�� �
�� �
��
��
5

8 λ′+(x) � 0, x1 < x < ∞. B��� λ(x) 4 �� �����
0/ ���� λ(x) � C0/ �����
 ���
!��
�
�	
�
0 �����1���� 	��
D
�8 ����0 ��"�
 x∗ > x1 �
�
/ (� λ′+(x∗) > 0. <���	.�
 λ′+(x) �����
0/ �� λ′+(x) > 0
�	� ���� x � x∗. B��� ���� �� λ(x) �����
0 �
 ������
	� x∗ � x < ∞. ��
����*"

 �/ � ���� 	��
 ����1
��

m(w(r), f) � 2m(
√
rw(r), f) + C � 2m(

√
w(r), f) + C, r∗ � r < R0.

H� �����
	����� �
��! ����������

λ(x) � 2λ(x/2) + C, x∗ � x <∞.

= ��	��� �
 �����
��� ���� �- λ/ �
�	
�
0/ (� λ(x) = O(x), x→ ∞.

��������� �����	
 
� +�(� rw(r) < 1/ �� �
0��

Nw(r, f) =
∑

1�|bj |�r

log
r

|bj | +
∑

√
rw(r)�|bj |<1

log
r

|bj| +
∑

w(r)�|bj|<
√

rw(r)

log
|bj |
w(r)

=

=

r∫
1

log
r

t
dn(2)(t, f) −

1∫
√

rw(r)

log
r

t
dn(1)(t, f) −

√
rw(r)∫

w(r)

log
t

w(r)
dn(1)(t, f) =

=

r∫
1

n(2)(t, f)
t

dt+

1∫
w(r)

n(1)(t, f)
t

dt− 2

1∫
√

rw(r)

n(1)(t, f)
t

dt.

(7)
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�
���
�����*"
 �����	
 ?�8 � ?>8/ ��1��� �
�
�
�
 �
�� ��������

1
2π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ)|dθ − 1

2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1∫
√

rw(r)

n(2)(t, 1/f)
t

dt−
1∫

√
rw(r)

n(2)(t, f)
t

dt+ k(ψ) log
√
rw(r),

(8)

1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1∫
w(r)

n(1)(t, 1/f)
t

dt−
1∫

w(r)

n(1)(t, f)
t

dt+ k(ψ) logw(r).

(9)

���
�3
 �������� ?�8 �
 ?I8 � ������3
 ���  �0- ���
 �����0�� �������. ?G8/ � ��	���
�
 �����	� ?�8/ ����1
�� �����1���� ������
�
� �
�
���/ ��	
 rw(r) � 1/ �� ���
��0��

Nw(r, f) =
∑

1�|bj |<
√

rw(r)

log
|bj|
w(r)

+
∑

√
rw(r)�|bj |<r

log
r

|bj | +
∑

w(r)�|bj|<1

log
|bj|
w(r)

=

=

√
rw(r)∫
1

log
t

w(r)
dn(2)(t, f) +

r∫
√

rw(r)

log
r

t
dn(2)(t, f) −

1∫
w(r)

log
t

w(r)
dn(1)(t, f) =

=

r∫
1

n(2)(t, f)
t

dt+

1∫
w(r)

n(1)(t, f)
t

dt− 2

√
rw(r)∫
1

n(2)(t, f)
t

dt.

(10)
=
������
�3
 �����	
 ?�8 �
 ?>8 �������/ �� � ��������.��� �
�
���/ � ��	��� �

�������. ?�%8/ ����1
�� �����	� ?�8�

��������� �����	
 �� ���������  �0- ������
 ������� �� ��������� �	
�
"��- ���#
���
 �
��
�
� =
�����0�� �����	� J�����
 ?�8 �� ���� �- f(z) − eiϕ� <���1
��

cNw

(
r,

1
f − eiϕ

)
−Nw(r, f) =

1
2π

2π∫
0

log |f(reiθ) − eiϕ|dθ+

+
1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ) − eiϕ|dθ − 1
π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ) − eiϕ|dθ, 1 � r < R0. (11)

6���������0�� �������. ?��8 �
 ������* ϕ ��� 0 �� 2π� �
���
��
��� ������
 F�����/

 �
��1 �������� ?�8/ �
���3�0 ��������� ������
�
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��������� �����	
 �� +�(� rw(r) < 1/ �� � ?�8 ���
��0��/ (� ���� �� Nw(r, f)
���������
 �
 [1, R0), Nw(1, f) = 0. K- ��
���������� ������
 �������� log r

rN ′
w(r, f) = n(2)(r, f) − rw′(r)

w(r)
n(1)(w(r), f) +

(
1 +

rw′(r)
w(r)

)
n(1)(

√
rw(r), f) =

= n(2)(r, f) + n(1)(
√
rw(r), f) − rw′(r)

w(r)
(n(1)(w(r), f) − n(1)(

√
rw(r), f)) � 0.

<���	.�
 w′(r) < 0, Nw(1, f) = 0/ �� ���� �� Nw(r, f) 4 ������0��
/ ����
��
� �
�
�
���/ ��	
 rw(r) � 1/ � ��	��� �
 �������. ?�%8/ �
0��

rN ′
w(r, f) = n(2)(r, f) − n(2)(

√
rw(r), f) − rw′(r)

w(r)
(n(1)(w(r), f) + n(2)(

√
rw(r), f)) � 0.

<�1�/ � ���� �
�
��
� ���� �� Nw(r, f) ���������
/ ������0��
/ ����
��
� E������.
Tw(r, f) = Tw(r, 1/f) 0 ���
!�
� �
�	����� ������
 >�

��������� �����	
 �� = ����
 ������
 �
�	
�
0/ (� m(w(r), f)− 2m(
√
rw(r), f) ≤

≤ const� '
 �����
�� 	��
 L �
0�� m(t, f) = O(log(1/t)), t → 0. B��� � �������� ?>8
����1�0��

1∫
t

n(1)(τ, 1/f)
τ

dτ =
1
2π

2π∫
0

log |f(teiθ)|dθ − 1
2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ + k(ψ) log
1
t

�

� m(t, f) + k(ψ) log
1
t
− 1

2π

2π∫
0

log |f(eiθ)|dθ � C log(1/t), t→ 0.

=����
 ���
�� �
������/ (� ���� �� f(z) � ������� ���	� ��"�
 z = 0 �
0 ����"����
��	.����. ��	��� ;��
���/ � ����
	�1���� �
�
���/ ��(� �
 ����
"
�� p = [C]/ ��
����1
��

1∫
t

n(1)(τ, 1/f)
τ

dτ �
|ap+1|∫

t

n(1)(τ, 1/f)
τ

dτ � (p+ 1) log
|ap+1|
t

=

= (p+ 1) log |ap+1| + (p+ 1 − C) log
1
t

+ C log
1
t
> C log

1
t
, t→ 0,

�� {aj} 4 ���	��������. ��	�� ���� �- f � ��	
��� {z : 0 < |z| < 1}/ ����������
�
�
� ������� ��
�
��� ����	��� <�1�/ ����0 �
�� t0/ (� m(t, f) � C log 1

t , 0 < t � t0 �
f(z) �� �
0 ��	�� � ��	
��� {z : 0 < |z| � t0}� E���	����� ���� �* h(ξ) = f(ξt0/2),
0 < |ξ| � 2. �	�  �0- ���� �-

m(ρ, h)=
1
2π

2π∫
0

log+ |h(ρeiθ)|dθ=
1
2π

2π∫
0

log+ |f(
t0ρ

2
eiθ)|dθ= O

(
log

2
t0ρ

)
= O

(
log

1
ρ

)
,

��
 ρ→ 0.
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9��
 : �
�
���0 �����
��� �
����m ∈ Z/ (� � ��	
��� {ξ : 0 < |ξ| < 2} �
��
"��

������
"�
 ����
 logG(ξ)/ �� G(ξ) = ξ−mh(ξ)� E���	����� ����
����� � ��� 9��
�


logG(ξ) =
∑
k∈Z

ckξ
k.

'��
! ξ = ρeiθ, 0 < ρ < 2. B���

log |G(ξ)| =
∑
k∈Z

Re(ckξk) =
1
2

∑
k∈Z

(ckξk + c̄kξ̄
k) =

=
1
2

∑
k∈Z

(ckρk + c̄−kρ
−k)eikθ ,

1
2
(ckρk + c̄−kρ

−k) =
1
2π

2π∫
0

log |G(ρeiθ)|e−ikθdθ, k ∈ Z.

<���	.�
 h(ξ) ���
0 �� ��	��/ �� ��	*���/ �� � �����	
 ?>8 � � ��������

log x = log+ x− log+ 1
x
, x > 0,

����1�0��

1
2π

2π∫
0

log+

∣∣∣∣ 1h (ρeiθ)
∣∣∣∣ dθ = O(log

1
ρ
), ρ→ 0.

��
����*"
  * �������./ �
0��

|ckρk + c̄−kρ
−k| � 2

1
2π

2π∫
0

| log |G(ρeiθ)||dθ � 2(
1
2π

2π∫
0

| log |h(ρeiθ)||dθ + |m|| log ρ|) =

= 2(
1
2π

2π∫
0

log+ |h(ρeiθ)|dθ +
1
2π

2π∫
0

log+ | 1
h

(ρeiθ)|dθ + |m|| log ρ|) = O(log
1
ρ
), ρ→ 0.

=����
 ck = 0/ k < 0� <�1�/ ���� �� logG(ξ) 
�
	��
"�
 � ��	
��� {ξ : 0 � |ξ| < 2}/
�����
 �
�	
�
0/ (� � ���	� ��"�
 z = 0 ���� �� f(z) ������
0 ����
1����
f(z) = zmq(z),m ∈ Z, �� ���� �� q(z) 
�
	��
"�
 � ���	� ��"�
 z = 0, q(0) �= 0�
+�(� m � 0/ �� � ����1������ �
�
����
��
�
 Tw(r, f) ���
!�� �
�	
�
0/ (� f 4

�
	��
"�
 � ��	
��� {z : |z| < R0} ���� �� � ����1���* �
�
����
��
��* T (r, f)�
� �
�
���/ ��	
 m < 0/ �
0��

Tw(r, f) =
1
2π

2π∫
0

log |f(w(r)eiθ)|dθ − 1
π

2π∫
0

log |f(
√
rw(r)eiθ)|dθ+

+
1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ =
1
2π

2π∫
0

log |q(w(r)eiθ)|dθ − 1
π

2π∫
0

log |q(
√
rw(r)eiθ)|dθ+

+
1
2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ +m log r � C, r → R0.
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=����
/ ��
����*"
 ��/ (� w(r) → 0, r → R0/ 
 ���� �� q(z) 
�
	��
"�
 � ���	�
��	�/ ���
��0��/ (� f 4 ���������
 � ��	
��� {z : |z| < R0} ���� �� � ����1���*
�
�
����
��
��* T (r, f)�
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������ ������ �
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�������� ���	�	�
 ���
� 
���
���� ���
����� �����
�� �����
 ��� �
��
�
�
�
����� � �
�
���� ����
��� ���	���� ��
�	������ �

����� ������� 2m ��� ���
����� �� ���
 �����	
 ������������ �����
�� 
� �������� �	�����
��� �������

��	��� 

,�-.��� ����	 �

�
�
��� ��
�	���� �

�����! ����������� �����
�! 
����

�� �����
���� ����	
�! ���
�
��� 
�	������������
����� �

����� 

� �	
	��
� ��	��� ������ �	�����	�� ������� �
 �!�"#$�� � ��	 ���
 �! �
%�&�%�
�!� �!��!�!'��� (�!���)��� �!������

� �*� ��� q ∈ (1, qc)� �( qc = n+1
n−1 � # ��� ��� q = 2� # �+� ��� q ∈ [qc, 2]� ��� ��� q > qc

�# �!, )� �! ��� q > 2� �
 �!�"#-�� � ����
�	 ��	'
��� %�	)(�� g �
%�&�%�!� %	�	)!

∆u = |u|q−1u, x ∈ Ω, u |∂Ω = g.

.�� q ∈ (1, qc) ��%�	)(�
 
��
%�	)�# �
%�&�%�! �� %	�	)! ��� �
�!���
/ g !% ��
 �
�
�# 
�,("(��� ,!� 0
�(�� �	 ∂Ω� 1 ��� �(%#���	�!� �	�
" ������	-� 2
 ��� q≥ qc
#%	
	���(��� ��	'
��� %�	)(���,!� ,
"( �( ! �#�	��� 1	�	)! % ,!�	,� �	�
" ����
)	�� # �3��4��

5!�
,
 ����� �!��!

�� # ��*��� 2
 �
%�&�%
� �!�!'�


 
��
�!��


 �!������ �	�
�#�	- #%	
	���(��� ��	'
��� %�	)(�� !% ��
 �
�# (C∞)′ �
�! ! �!���� �
�!� �
�� �!�
�	�("��� �
 �(��


 �	

�


 L1���
 �
�#�

� ��*���� %	��
�
�
�	�
 ,(�
� �
 �!�"(��� ��	'
��� %	�	) ��� ��	%!�!�!'��� %


�
���,� �!�!'��,� )	 ���	,� ��	�! �!��!�!'���� (�!���)��� ! �	�	�
�!)��� �!��
���� ��� %	�	��� �	 ,("! 
��	 �! #%	
	���(��� 6#���!��� 1 �(%#���	�!� ��+� ����
���	-� %
��(,	� �
%�&�%�! �� %	�	)!

∆u = |u|q, x ∈ Ω, u |∂Ω = g

�© ��������	
� ���
��� ����
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# �(��
,# �	

�
,# L1���
 �
�! ��� �
�!���!' g ∈ (C∞(S))′ �	 ��� q ∈ (0, q0)� �(
q0 ∈ (0, 1) ! %	�("��� �!� �
����#  ��
#����
 �! #%	
	���(�
/ 6#���!/ g�

7#� �
 �!�"#-,
 �
%�&�%�! �� �
�,	���
/ ��	'
�
/ %	�	)! ��� �!��!�!'�


 (�!��
��)�


 �!������ �
����# 2m < n � 
�,("(�!' 
��	 �! Ω ⊂ R

n� n ≥ 3� # �	

�
,#
L1���
 �
�! ��� %	�	��� �	 ,("! 
��	 �! #%	
	���(��� 6#���!��� 1&� 
�#-,
� � ��
�
,#  (� ! �
%�&�%
� �!������ �	�#�	- �	 ,("! %	�	��� #%	
	���(��� ��	'
��� %�	�
)(��� ��� �
�(�(��� �
%�&�%�
 �! ���
�� �
�#-,
 ,(�
� %�(�(��� �	�
/ #%	
	���(�
/
��	'
�
/ %	�	)! �
 !��(
�
��6(�(��!	���


 �!������ # �	

�
,# L1���
 �
�!�

�� ������� ����������� ������������� � ��!� �� 8(�	' Ω 9 
�,("(�	

��	 �� � R

n % ,("($ S ��	 # C∞� # �!' %	�	�
 (�!���)��' ��6(�(��!	����' ���
�	% A(x,D) =

∑
|α|≤2m

aα(x)Dα �
����# 2m < n� aα ∈ C∞(Ω)� �	 S %	�	�! ��	'
�!

��6(�(��!	���! ���	%� Bj(x,D) =
∑

|α|≤mj

bjα(x)Dα� bjα ∈ C∞(S)� j = 1,m�  � �(,	

{Bj(x,D)}m
j=1 �
�,	���	 ! %	�
�
����- #,
�# :
�	��� ��


 ��� A(x,D)� 8(�	'

{Tj(x,D)}m
j=1� {B̂j(x,D)}m

j=1� {T̂j(x,D)}m
j=1 9 �	�! �
�,	���!  � �(,� ��6(�(��!	���

��� ���	%!� �!��
�!��
 �
����!� m̂j , 2m−mj −1, 2m−m̂j −1� j = 1,m ������ �	�����
�	�� ��3��� 2
 ��	�����	 6
�,#�	 ;�!�	

∫

Ω

(vAu − uA∗v)dx =
m∑

j=1

∫

S

(T̂jvBju− B̂jvTju)dS, u, v ∈ C∞(Ω). ���

8(�	' ε0 9 6!� 
�	�( ,	�( )� �
� �	�( 2
 ��� ε ∈ (0, ε0) �	�	�(���! �
 �
�(���!
S �
�(���! Sε = {xε = x + εν(x) : x ∈ S} �	�
" - �( �!�)(��
 ��6(�(��!'
���,��
7#� ν(x) 9 
�� ��#��!<��
/ �
�,	�! �
 �
�(���! S # �
)�! x ∈ S�

��� �
�!���
/ 6!� 
�	�
/ �
)�� x̂ ∈ S �
%�	)	-,
 )(�(% �(x, x̂) (x ∈ Ω) �( �!��
)(��
 ��6(�(��!'
��# 6#���!$� ��	 �
�	��	 � Ω\{x̂}� ,	- �
���
� |x− x̂| # �(��
,#

�
�! �
)�� x̂� �(x̂, x̂) = 0� )(�(% �(x) 9 �( �!�)(��
 ��6(�(��!'
��# 6#���!$� ��	
�
�	��	 � (�(���! Ω �	 ,	- �
���
� �!� �	�! d(x) �!� �
)�� x ∈ Ω �
 S� 7	�
"
��	"	-,
� 2
 �(x) = 1 ��� d(x) ≥ ε0� �(x, x̂) = 1 ��� |x− x̂| ≥ ε0 ��� � !� x ∈ Ω�

=� # ��*� >� 4�� ��� s ≥ 0 �	 k ≥ −m̂−1� �( m̂ = min
1≤j≤m

(m̂j)� ��%�	)	-,
 6#���!'�!

��
 �
��?

Zs(Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω) : �|α|−sDαϕ ∈ C(Ω) ∀α� ��2
 s �(�!�( �	 Dαϕ
ln� ∈ C(Ω)� ��2


|α| = s ∈ N ∪ {0}}�
Zk(Ω, x̂) = {ϕ ∈ C∞(Ω \ {x̂}) : �|α|−k(·, x̂)Dαϕ ∈ C(Ω) ∀α� ��2
 k �(�!�( �	

Dαϕ
ln�(·,x̂) ∈ C(Ω)� ��2
 |α| = k ∈ N ∪ {0}}�

Zs(S, x̂) = {ϕ ∈ C∞(S)? �|α|−s(·, x̂)Dαϕ ∈ C(S) ∀α� ��2
 s �(�!�( �	
Dαϕ

ln�(·,x̂) ∈ C(S)� ��2
 |α| = s ∈ N ∪ {0}}�
Xs(Ω) = {ψ ∈ C∞(Ω) : A∗ψ = O(�s(x)) ��� d(x) → 0� B̂jψ = 0, j = 1,m}�
Xk(Ω, x̂) = {ψ ∈ Zk+2m(Ω, x̂) : A∗ψ(x) = O(�k(x, x̂)) ��� |x− x̂| → 0�

T̂jψ ∈ Zk+mj+1(S, x̂), B̂jψ = 0� j = 1,m} �%
!��
 % ��*�� ���� ��
 �
�� Xs(Ω) �	

Xk(Ω, x̂) �(�
�
"�!��

Ms(Ω) = {v ∈ L1,loc(Ω) : ||v||s =
∫
Ω

�s(x)|v(x)|dx < +∞}�
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Ms,r(Ω) = {v ∈W r
1,loc(Ω) : ||v||s,r =

∫
Ω

∑
|γ|≤r

�s+|γ|(x)|Dγv(x)|dx < +∞}�

Mk,r(Ω, x̂) = {v ∈W r
1,loc(Ω) : ||v||k,r,x̂ =

∫
Ω

∑
|γ|≤r

�k+|γ|(x, x̂)|Dγv(x)|dx < +∞}�
Mk(Ω, x̂) = Mk,0(Ω, x̂)� D(S) = C∞(S)�
=� # ��*� >� 4�� �	"(,
� 2
 �
 �!�
��! �� ϕν → 0 ��� ν → ∞ # ��
 �
�! Zk(Ω, x̂)

��!��
�!��
 Zk(S, x̂)�� ��2
 ��� �
�!���


 ,#����!��(� # α �!��
,!��
 � Ω �S� %�!�


	-�� � �
 �!�
��! �� �|α|−k(·, x̂)Dαϕ ��� k �(�!�
,# �	 �
 �!�
��! �� Dαϕ
ln�(·,x̂) ���

|α| = k ∈ N ∪ {0}� 1	#�	"�,
� 2
 Zk(Ω, x̂) ⊂ Cl(Ω)� Zk(S, x̂) ⊂ Cl(S) ���
k > l ∈ N ∪ {0}� 	 �	�
" Zk1(Ω, x̂) ⊂ Zk2(Ω, x̂) ��� k1 > k2 ��*��

@ �!���� �−kϕ ∈ C(Ω) ��� ϕ ∈ Zk(Ω)� �
 ��� �	�!' ϕ �	 ��� v ∈ Mk(Ω) ! �#- !
 �!�)(��'

∫
Ω
ϕvdx =

∫
Ω
�−kϕ�kvdx� 1�!� �Mk(Ω) ��	 �!��
�!��
Mk(Ω, x̂)� - �����	�

�	,� ��
 �
�!� �(
#������ #%	
	���(��� 6#���!' �	 ��
 �
�	� Zk(Ω) ��!��
�!��

Zk(Ω, x̂)��

5��
�� �
�#-,
 �
%�	)(���?
Mk,r,C(Ω, x̂) = {u ∈Mk,r(Ω, x̂) : ||u||k,r,x̂ ≤ C} 9 �#�� � Mk,r(Ω, x̂)�
V ′ = V ′(S) 9 ��
 �!� �!�!'��� �(�(�(����� 6#���!
�	�!� �#%	
	���(��� 6#���!'�

�	 ��
 �
�! 
�	���� 6#���!' V = V (S)�
< ϕ,F > 9 %�	)(��� #%	
	���(�
/ 6#���!/ F ∈ V ′ �	 
 �
��!' 6#���!/ ϕ ∈ V �
%	�� s(F ) ≤ s ��� s ∈ N 
%�	)	-� 2
 �
���
�  ��
#����
 �! #%	
	���(�
/ 6#���

�!/ F ∈ V ′(S) �( �!��<�'� �!" s� �
��
 ����� ���� 4A��

< ϕ,F >=
∑
|α|≤s

∫

S

DαϕfαdS ∀ϕ ∈ V (S), �4�

�( fα ∈ L1(S) # ���	��# V (S) = D(S)� �!��
�!��
 �k−|α|fα ∈ L1(S) # ���	��#
V (S) = Zk(S, x̂)� k > s ��� � !� |α| ≤ s �	 k �(�!�
,#� ln �(·, x̂)DαF ∈ L1(S)� ��2

|α| = k ∈ N∪{0}B s(F ) ≤ s ��� s ≤ 0� ��2
 DαF ∈ L1(S) ��� � !� |α| ≤ −s # ���	��#
V (S) = D(S)� �|α|−kDαF ∈ L1(S) ��� � !� |α| ≤ −s # ���	��# V (S) = Zk(S, x̂)� k > s�

=�2
 F ∈ D′(S) �	 s(F ) ≤ s ∈ N ∪ {0}� �
 F ∈ (Cs(S))′ �4A�� �
�!� ��	�
�#$)�
���	�(��� Zk(S, x̂) ⊂ Cs(S) ��� k > s� 
�(�"#-,
 F ∈ (Cs(S))′ ⊂ Z ′

k(S, x̂) ���
k > s �	 �
�!���!' x̂ ∈ S� .�� �
�!���!' ϕ ∈ Zk(S, x̂) ,	-,
 Dαϕ ∈ Zk−|α|(S, x̂)�
��� fα ∈ L1(S) �	 |α| ≤ s < k ,	-,
 �k−|α|fα ∈ L1(S)� �
�! ��� F ∈ D′(S) �
����#
 ��
#����
 �! s(F ) ≤ s ���
�#-�� � �4� �	�
" ��� ϕ ∈ Zk(S, x̂)� 	 
�"(� F ∈ Z ′

k(S, x̂)
! ,	- �  (� ! �!��
�!��


 
%�	)(��� s(F ) ≤ s�

C!" �
)�	,� S �	 Sε - �%	-,

��
%�	)�	 �!��
�!��! ��? xε = x + εν(x) = ψε(x)�
x ∈ S� �
�! x = ψ−1

ε (xε)� ;
,(
,
�6!%,� ψ �	 ψ−1 �( �!�)(��
 ��6(�(��!'
��! �	

�,("(�! �	%
, % # !,	 �
�!���,� ��3��

.
�#�#-,
 ��
�
�"(��� ϕ ∈ V (S) �
 �( �!�)(��
 ��6(�(��!'
��
/ �	 6!�!��
/ �
Ω 6#���!/ (ψ∗

εϕ)(x)� �	�����	�� �	�? (ψ∗
εϕ)(xε) = ϕ(ψ−1

ε (xε)) = ϕ(x) ��� ε ∈ [0, ε0
2 ]

�	 (ψ∗
εϕ)(xε) = 0 ��� ε > ε0� @��
)	 �
 ��%�	)(�
 %�	)(��� ψ∗

εϕ �	 �
�(����� Sε�
=�2
 B̃j(x, ∂

∂x ) =
∑

|α|≤j

b̃jα(x)( ∂
∂x)α� j = 0, 2m− 1 9  � �(,	 �!�!��( �
����# 2m

�	 S� �
 ��
�
�"#$)� % S � (�(���# Ω �
(6!�!-��� b̃jα 
�(�	�
�!� B̃j(x, ∂
∂x )� �	

Sε ��%�	)	-,
 B̃j(xε,
∂

∂xε
)v =

∑
|α|≤j

(ψ∗b̃jα)(xε)( ∂
∂xε

)αv(xε), v ∈ V (Ω)� 7	� ��%�	)(�!
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�(�	�
�� B̃j(xε,
∂

∂xε
)� j = 0, 2m− 1 �	�
" #��
�$$��  � �(,# �!�!��( �	 Sε �����

��4�� )������� � �44� �	 �����	�! %	�	)! �!�!��( ���  � �(,� �!����� ��#



 �
����#
�
�	%	�
� 2
 ��� �
 ��� ,	��� ε #,
�	 :
�	��� ��


 ���
�#-�� � �	 Sε� ��2

�
�	 ���
�#�	�	 � �	 S�

-./�0�//�� �	"(,
� 2
 �(
#����	 � (�(���! 
��	 �! Ω 6#���!� u �	�#�	- �	 S
#%	
	���(��� ��	'
��� %�	)(�� F ∈ V ′(S) ����� �!��!

�� # ��*��� ��2
 ! �#-

lim
ε→0

∫

Sε

ϕ(xε)u(xε)dS =< ϕ,F >, ϕ ∈ V (S).

D� 
�	���� �( %	�("��� �!� �


� �� ��%�	)(�
 ��
�
�"(��� ϕ ∈ V (S) �
 6#���!/
% V (Sε)� E��	��!� �(�(�
��)� �
 !��(
�#�	��� %	 S� 
�(�"#-,


∫

Sε

ϕ(xε)u(xε)dSε =
∫

S

ϕ(x+ εν(x))u(x + εν(x))Wε(x)dS,

�(Wε(x) 9 ��
�!	� �(�(��
�(��� xε = x+εν(x), x ∈ S� 1	 �(,
$ ���� F� �A� % ! �#�	���

�	���! ��


 ���	%# ������	-� 2
 ! �#- �	�
"

lim
ε→0

∫

S

lim
ε→0

(Wε(x)ϕ(x + εν(x)))u(x + εν(x))dS = lim
ε→0

∫

S

ϕ(x)u(x + εν(x))dS =

= lim
ε→0

∫

Sε

ϕ(x)u(xε)dSε.

1	#�	"�,
� 2
 Wε → 1 ��� ε→ 0�
G(�(% Drv �
%�	)	-,
 M(r)���,!���' �(��
�� �
,�
�(��	,� ��


 - 6#���!� v

�	 // �
�!��! �
 �
����# r ≤ 2m− 1�
5�	"	-,
 6#���!$ f(x, z) ��%�	)(�
$ �	 �(�(�(���
$ � Ω × R

M(R)�

"�� �#� �� ����1 s 2 345�67/� 8�6� /�5�39:�/� 0�;64< f ∈ C(Ω × R
M(r)))<

u ∈ C2m−1(Ω) ∩Ms(Ω) 2 =.�>�67/�/�1 �4.59�.4? ��5/�//�

A(x,D)u(x) = f(x,Dru(x)), x ∈ Ω ���

�� �;/=: ∫

Ω

|f(x,Dru(x))|dx < +∞. �*�

�43� 36� 345�67/�� ?��145�� 3�@���/8��67/�� 5���.�5 B̃j(x,D)< j = 0, 2m− 1 .
/�;?�/0�//4 3�@���/8�145/��� ?4�@�8�:/����< �?� =�54�AA�7 ;�;���= B����6�<
@=/?8�C B̃ju /�D=5�A�7 /� S =.�>�67/�/�� ?��145�� ./�0�/7 F̃j ∈ D′(S) EF̃j ∈
∈ Z ′

k+j+1(S, x̂) 36� 345�67/�� k > s< x̂ ∈ SF �4��3?�5 ;�/>=6��/4;��1 s(F̃j) ≤ s+j+1
E< k + j + 1F< j = 0, 2m− 1�
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7(
�(,	 � - #%	
	���(���, �(
�(,� ��* !% ��*� �	 �(�!�!'��' ���	�
� ! �
�
���� �
�
�!��
� 7	�  	,
 �
�
���� � �	�(? ��2
 ��� #%	
	���(�


 �
%�&�%�# u ∈ C2m−1(Ω)
�!������ ��� ���
�#-�� � #,
�	 �*�� ( ∂

∂ν )tu ��� � !� t = 0, 2m− 1 �	�#�	$�� #%	
	���
�(��� ��	'
��� %�	)(�� !% Z ′

k+t+1(S, x̂) ��!��
�!��
 D′(S)� �
����!�  ��
#����
 �('
≤ s+t+1� �( s < k� �
 u ∈Mk(Ω, x̂) ��!��
�!��
 u ∈Ms(Ω)� ! �	�!�� u ∈Mk,2m−1(Ω, x̂)
��!��
�!��
 u ∈Ms,2m−1(Ω)��

$� %� #��&����� ���'�������( � �)���( ��*���� 8(�	' 6#���!� f(x, z) ���
%�	)(�	 �	 �(�(�(���	 � Ω × R

M(r)� Fj ∈ Z ′
pj

(S, x̂)� s(Fj) ≤ sj < pj � pj ≥ 0� j = 1,m�
H
%
���	-,
 �
�,	���# (�!���)�# ��	'
�# %	�	)#

A(x,D)u = f(x,Dru), x ∈ Ω, Bj(x,D)u |S = Fj , j = 1,m ���

%	 #,
��� 2
 �!��
�!��	 /' �!�!'�	 
��
�!��	 ��	'
�	 %	�	)	 
��
%�	)�
 �
%�&�%�	�
�	�! ��	"	-,

k > k̂ = max{ max

1≤j≤m
(pj −mj − 1),−m̂− 1}� s ≥ k0 = max{0, max

1≤j≤m
(sj −mj − 1)}�

G4��=6A5�//� ! .�3�0� EHF� 1�	'�� #%	
	���(��' �
%�&�%
� u ∈ Mk,r(Ω, x̂)∩
∩C2m−1(Ω) �!������ ���� ���' %	�
�
����- ��	'
�! #,
��

lim
ε→0

∫

Sε

ϕBjudS =< ϕ,Fj > ∀ϕ ∈ Zpj (S, x̂), j = 1,m �+�

�	 ! �#$��

lim
ε→0

∫

Sε

ϕTjudS ∀ϕ ∈ Zk+m̂j+1(S, x̂), j = 1,m. ���

G4��=6A5�//� � .�3�0� EHF� 1�	'�� 6#���!$ u ∈ Mk,r(Ω, x̂)� ��	 %	�
�
����-
�
�
"�! ��

∫

Ω

A∗ψudx =
∫

Ω

ψfdx+
m∑

j=1

< T̂jψ, Fj > ∀ψ ∈ Xk(Ω, x̂). �3�

1�
%#,!�
� 2
 !��(
�	�
∫
Ω ψ(x)f(x,Dru(x))dx  �!�)(��' ��� �
%�&�%�# u %	�	)! �	

� !� ψ ∈ Xk(Ω, x̂) ! ��� ��


 �
 �	���
 ���
�	��� #,
�� �*��
.�� Fj ∈ D′(S)� s(Fj) ≤ sj � sj ≥ 0� j = 1,m # 6
�,#�$�	��! � %	�	)! ��	"	-,


u ∈Ms(Ω)∩C2m−1(Ω)� ��,	
	-,
 ���
�	��� #,
� �+� ��� �
�!���
/ ϕ ∈ D(S)� #,
��
��� �( �	��	�	$�� � ��
�� ���
�#$�� � �	 �!� �	�! �(
�(,� ��� 	 # 6
�,#�$�	��! 4
%	�	)! ��,	
	-,
 ���
�	��� #,
�� �3� ��� �
�!���
/ ψ ∈ Xs(Ω)�

.
�!��
 �
 ��*� �(,	 ���A� �
�
���� �� 2
 ��� k > k̂ 6#���!� u ∈ Mk(Ω, x̂)∩
∩C2m−1(Ω) ��!��
�!��
 ��� k ≥ k0� 6#���!� u ∈ Mk(Ω) ∩ C2m−1(Ω)- �
%�&�%�
,
%	�	)! ��� 
��
)	 �
 � 
�
� 6
�,#�$�	�����

+� ,���-���� ��*���� .
%�	)	-,
 )(�(% (G0(x, y), G1(x, y), . . . , Gm(x, y)) �(��
��
6#���!$ ;�!�	 %	�	)! ���� ! �#�	��� ��
/ �	 ��	 ���
 �! ��%�	)(�
 � �4�� 4*�� 1
��(,	�
��	�����! 
�!���

|Dα
xD

γ
yGj(x, y)| ≤ Cαγj(1 + |x− y|mj+1−n−|α|−|γ|), j = 0,m, m0 = 2m. ���
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7	�
" ���
�� �
�#-,
 �
%�	)(���

g(x) =
m∑

j=1

< Gj(x, y), Fj(y) >, x ∈ Ω,

G̃kγ(x, y, x̂) = �k+|γ|(x, x̂)Dγ
xG0(x, y), x, y ∈ Ω, x̂ ∈ S,

Rγ = max
y∈Ω

∫
Ω

�k+|γ|(x, x̂)|Dγ
xG0(x, y)|dx� |γ| ≤ r� R0 =

∑
|γ|≤r

Rγ ��!  �	�! ��%�	)(�


%
!��
 % �(,
$ � ������

��#� �� I?J4 Fj ∈ Z ′
pj

(S, x̂)< s(Fj) ≤ sj < pj < j = 1,m< k > k̂< �4 g ∈ Mk,r(Ω, x̂)�
I?J4 Fj ∈ D′(S)< s(Fj) ≤ sj < j = 1,m< k > k0 + n− 1< �4 g ∈Mk,r(Ω)�

���������� 1	 �(,
$ 4 ���� ! �#$�� �	�! �	�#�	���! )� �	Nj < pj+n−1
2 � �	�! 6#���!/

fj ∈ L2(S)� 2


Dγg(x) = 〈Dγ
xGj(x, y), Fj(y)〉 =

∫

S

(1 − ∆S)
Nj
2

y Dγ
xGj(x, y)fj(y)dS, x ∈ Ω, j = 1,m,

�( ∆S9 
�(�	�
� :	��	 	�0(����	,! �	 S� H
%
���(,
 !��(
�	��

Ij,γ(x̂) =
∫
S

( ∫
Ω

�k+|γ|(x, x̂)|(1 − ∆S)
Nj
2

y Dγ
xGj(x, y)|dx

)|fj(y)|dS�
5��
�� �
�#$)� �(,# � !% ����� 
�(�"#-,
 
�!��#∫

Ω
�k+|γ|(x, x̂)|(1−∆S)

Nj
2

y Dγ
xGj(x, y)|dx ≤ cj(1+�mj+1+k−Nj (y, x̂))� �( cj = const > 0B

�mj+1+k−Nj (y, x̂) ∈ L2(S) ��� k > Nj − 1 − mj + 1−n
2 � 2
 ���
�#-�� � ���

k > pj −mj − 1� 	 
�"(� ��� k > k̂� 7
�!
I2
j,γ(x̂) ≤ cj

∫
S

[1 + �mj+1+k−Nj (y, x̂)]2dS · ∫
S

|fj(y)|2dS < +∞� j = 1,m� |γ| ≤ r�

1	 �(
�(,
$ I#�!�! ��� k > k̂ 
�(�"#-,
 ! �#�	��� �	�
/ �
�	��
/  �	�
/ C′
1� 2


||g||k,r,x̂ =
m∑

j=1

∑
|γ|≤r

∫
Ω

�k+|γ|(x, x̂)| < Dγ
xGj(x, y), Fj(y) > |dS ≤

m∑
j=1

∑
|γ|≤r

|Ij,γ(x̂)| ≤ C′
1�

1	 �(
�(,
$ ��
  ��#��#�# 6!�!��
/ #%	
	���(�
/ 6#���!/ !% D′(S) ���� ,	-,


|Dγg(x)| = | < Dγ
xGj(x, y), Fj(y) > | ≤

m∑
j=1

C̃j,γ max
y∈S,|α|≤sj

|Dγ
xD

α
yGj(x, y)|�

8	 �!� �	�! 
�!�
� ��� ||g||k,r ≤
m∑

j=1

C̃j

∫
Ω

�k+mj+1−n−|α|(x)dx < +∞ ���

k > n− 1 + k0�

.�� k > k̂ # ��
 �
�! Mkr(Ω, x̂) �
%
���	-,
 !��(
�
��6(�(��!	���( �!������

u(x) −
∫

Ω

G0(x, y)f(y,Dru(y))dy = g(x), x ∈ Ω. ��A�

1�
%#,!�
� 2
 ��� �
%�&�%�# u �!������ ��A� �	�
"
∫
Ω
G0(·, y)f(y,Dru(y))dy ∈

∈Mk(Ω, x̂)�
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��#� $� I?J4 u 2 �4.59�.4? ��5/�//� E!�F = Mk(Ω, x̂) �� 5�?4/=:�7;� EKF< �4 u :
�4.59�.?4� .�3�0� EHF = @4��=6A5�//� ��

���������� =�2
 u 9 �
%�&�%
� �!������ ��A� � Mk(Ω, x̂)� �


�k(x, x̂)[u(x) − ∫
Ω

G0(x, y)f(y,Dru(y))dy −
m∑

j=1

< Gj(x, y), Fj(y) >] = 0 ∀x ∈ Ω�

@ �!���� A∗ψ(x) = O(�k(x, x̂)) ��� x→ x̂ ��� ψ ∈ Xk(Ω, x̂)� �
 ! �#-

∫

Ω

A∗ψ(x)u(x)dx =
∫

Ω

A∗ψ(x)




∫

Ω

G0(x, y)f(y,Dru(y))dy


 dx+

+
∫

Ω

A∗ψ(x)
m∑

j=1

〈Gj(x, y), Fj(y)〉dx, ψ ∈ Xk(Ω, x̂), j = 1,m. ����

1
!��
 % �(,
$ + !% ����� ��� k > k̂ �	 ��� ψ ∈ Xk(Ω, x̂) ��	�����! �
�
"�
 �!∫
Ω

A∗ψ(x)G0(x, y)dx = ψ(y), y ∈ Ω�
∫
Ω

A∗ψ(x)Gj(x, y)dx = T̂jψ(y), y ∈ S, j = 1,m�

7
�!
∫
Ω

(
∫
Ω

A∗ψ(x)G0(x, y)dx)f(y,Dru(y))dy =
∫
Ω

ψ(y)f(y,Dru(y))dy� 	 %	 �(
�(,
$ I#�

�!�! �	�
"
∫
Ω

A∗ψ(x)(
∫
Ω

G0(x, y)f(y,Dru(y))dy)dx =
∫
Ω

ψ(y)f(y,Dru(y))dy�

1	 	�	�


, �(
�(,� I#�!�! �4A�∫
Ω

A∗ψ(x) < Gj(x, y), Fj(y) > dx =<
∫
Ω

A∗ψ(x)Gj(x, y)dx, Fj(y) >=< T̂jψ(y), Fj(y) >�

j = 1,m� 7
,# % ��� 
�(�"#-,
 �3��

��#� +� L�� k > max{−m̂− 1, r + 1 − 2m} 36� 345�67/4>4 ε > 0 �;/=: ��?�
δ = δ(ε) > 0< J4 36� 345�67/4C ��34D6�;�� ω ⊂ Ω< ���� �?4C m(ω) < δ< �� 36� 5;��
y ∈ Ω< x̂ ∈ S 5�?4/=:�7;�

∑
|γ|≤r

∫
ω

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx < ε.

���������� :(,	 �
�
���� � %	  �(,
$ �
�(�(��� �(,� � !% ����� 8(�	' x̂ ∈ S� H
%�
�!��$)� 
 
����
 �! 6#���!/ G̃kγ(x, y, x̂) �	 ���
�� �
�#$)� 
�!��� ���� ��� y ∈ Ω�
|y − x̂| < d < 1 ,	��,(,


I1γ(y, d) =
∫

ω∩{x∈Ω:|x−x̂|<d}
|G̃kγ(x, y, x̂)|dx ≤ ∫

ω∩{x∈Ω:|x−x̂|< 1
2 |y−x̂|}

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx+

+
∫

ω∩{x∈Ω:|x−y|<1
2 |y−x̂|}

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx+ ∫
ω∩{x∈Ω:|x−x̂|> 1

2 |y−x̂|,|x−y|>1
2 |y−x̂|}

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx≤

≤ ãmax{|y − x̂|k+2m, |y − x̂|2m−|γ|, |y − x̂|k+n} < ãd,
�( ã 9 �
�	��	  �	�	� 7
�! I1(y, d) =

∑
|γ|≤r

I1γ(y, d) < ad� a = const > 0� 1	 %	�	��,

ε > 0, ����	�<� d0 <
ε
3a � ��� y ∈ Ω� |y − x̂| < d0 ,	��,(,
 I1k(y, d0) < ε

3 �

.�� y ∈ Ω� |y − x̂| < d0 �
�!��
 %�	�
��,

I2γ(y, d0) =

∫
ω∩{x∈Ω:|x−x̂|>d0}=ω1

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx =
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=
∫

ω1∩{x∈Ω:|x−y|<1
2 |y−x̂|}

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx +
∫

ω1∩{x∈Ω:|x−y|>1
2 |y−x̂|}

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx ≤

≤ b̃d0(1 + d−n
0 m(ω))�

1�!� � I2(y, d0) =
∑

|γ|≤r

I2γ(y, d) < bd0 + bd1−n
0 m(ω) ��� � !� y ∈ Ω� |y − x̂| < d0�

b̃, b 9 �
�	��!  �	�!�

1	 %	�	��, ε > 0, ����	�<� d0 < min{ ε
3a ,

ε
3b} �	 m(ω) < δ = εdn−1

0
3b � 
�(�"#-,
∑

|γ|≤r

∫
ω

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx = I1(y, d0) + I2(y, d0) < ε ��� � !� y ∈ Ω� |y − x̂| < d0�

.�� y ∈ Ω� |y − x̂| ≥ d0 �
%
���(,
 Jγ(y, d0) = J1γ(y, d0) + J2γ(y, d0) =
=

∫
ω∩{x∈Ω:|x−y|<1

2 d0}
|G̃kγ(x, y, x̂)|dx+

∫
ω∩{x∈Ω:|x−y|>1

2 d0}
|G̃kγ(x, y, x̂)|dx�

5�	�
�#$)� 
�!��� ���� 	 �	�
"� 2
 �k(x, x̂) ≤ cdk
0 ��� k < 0 �	 �k(x, x̂) ≤ 1 ���

k ≥ 0 �c = c(k) 9 �
�	��	  �	�	�� ,	��,(,


J1γ(y, d0) ≤ Cγ

∫
ω∩{x∈Ω:|x−y|<1

2 d0}
[1 + |x− y|2m−n−|γ|]dx · cdk+|γ|

0 ≤

≤ c̃1d
k+|γ|+n
0 + c̃2d

k+2m
0 < c1d0

��� k + |γ| < 0� �( Cγ = Cγαj ��� |α| = j = 0� c1 = c̃1 + c̃2� c̃1, c̃2 9 �
�	��!  �	�!�

J1γ(y, d0) ≤ Cγ

∫
ω∩{x∈Ω:|x−y|<1

2 d0}
[1 + |x − y|2m−n−|γ|]dx ≤ c̃′1d

n
0 + c̃′2d

2m−|γ|
0 < c′1d0

��� k + |γ| ≥ 0� �( c′1 = c̃′1 + c̃′2� c̃′1, c̃′2 9 �
�	��!  �	�!B
J2γ(y, d0) ≤ 2Cγ(d0

2 )2m−n−|γ| · { ∫
ω∩{x∈Ω:|x−y|>1

2 d0,|x−x̂|< 1
2 d0}

�k+|γ|(x, x̂)dx+

+c(k + |γ|)dk+|γ|
0 m(ω)} ≤ c̃2d

2m−n−|γ|
0 [dk+n+|γ|

0 + d
k+|γ|
0 m(ω)] =

= c̃2d
k+2m
0 + c̃2d

k+2m−n
0 m(ω) < c̃2d0 + c̃2d

1−n
0 m(ω)

��� k + |γ| < 0�
J2γ(y, d0) ≤ 2Cγc(k + |γ|)(d0

2 )2m−n−|γ|m(ω) ≤ c̃′2d
1−n
0 m(ω)

��� k + |γ| ≥ 0� c̃2, c̃′2 9 �
�	��!  �	�!�
@�"(� Jγ(y, d0) ≤ C1d0 + C2d

1−n
0 m(ω)� �
�	��!  �	�! C1, C2 ���	"	$�� � )(�(%

 �	�! c1, c
′
1, c̃2, c̃

′
2� 	 �
�!

J(y, d0) =
∑

|γ|≤r

Jγ(y, d0) < C(r)d0 + C(r)d1−n
0 m(ω)� C(r) 9�
�	��	  �	�	�

1	 %	�	��, ε > 0� ����	�<� d0<min{ ε
3a ,

ε
3b ,

ε
2C(r)} �	m(ω) < δ = min{ ε

3b ,
ε

2C(r)}dn−1
0 �

,	��,(,
 �
�(�(��$ 
�!��# I(y, d0) < ε ��� |y − x̂| < d0� 	 �	�
" J(y, d0) < ε ���
|y − x̂| > d0�

"�� �#� $� ����1 k > max{k̂, r + 1 − 2m}< @=/?8�� f .�345467/�: =�45�M
!F �;/=: ��?� 343��/� ;��6� C0< J4 36� 345�67/�� ;��64C C > C0<

v ∈Mk,r,C(Ω, x̂)

2R0

∫

Ω

|f(y,Drv(y))|dy < C; ��4�

�F �;/=: 343��/� /������5/� @=/?8�� h< h(0+) = 0< ��?� J4∫

Ω

|f(y,Drv1(y)) − f(y,Drv2(y))|dy ≤ h(||v1 − v2||k,r,x̂) ∀v1, v2 ∈Mk,r,C(Ω, x̂). ����
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�43� �;/=: �4.59�.4? u ∈ Mk,r(Ω, x̂) ��5/�//� E!�F �� .�3�0� EHF = @4��=6A5�//� �<
�?�1 .�345467/�: =�45= EKF�

���������� 5��
�� �	-,
 �(
�(,# J	#�(�	 �4��  �4���� 5�(�(,
 
�(�	�
�

H : (Hv)(x) =
∫

Ω

G0(x, y)f(y,Drv(y))dy + g(x), x ∈ Ω, v ∈Mk,r(Ω, x̂).

C	-,
 ||Hv||k,r,x̂ =
∫
Ω

∑
|γ|≤r

�k+|γ|(x, x̂)|Dγ
( ∫

Ω

G0(x, y)f(y,Drv(y))dy + g(x)
)|dx�

@ �!����
∫
Ω
�k+|γ|(x, x̂)|Dγ

xG0(x, y)|dx ≤ Rγ � �
 % #,
�� ��4� %	 �(
�(,
$ I#�!�!

�(�"#-,


||Hv||k,r,x̂ ≤ R0

∫
Ω

|f(y,Drv(y))|dy + ||g||k,r,x̂ ≤ C
2 + ||g||k,r,x̂, v ∈Mk,r(Ω, x̂)�

1	 �(,
$ � ��� k > k̂ ! �#- �	�	 �
�	��	  �	�	 C1� 2
 ||g||k,r,x̂ = C1� 5����	$)�
C > max(C0, 2C1)� 
�(�"#-,
 ||Hv||k,r,x̂ ≤ C

2 +C1 < C ��� � !� v ∈Mk,r,C(Ω, x̂)� �	�
2
 ��� �	��� C

H : Mk,r,C(Ω, x̂) →Mk,r,C(Ω, x̂). ��*�

�
�(�(,
� 2
 
�(�	�
� H �!��
, �(�(�(����' �	 Mk,r,C(Ω, x̂)�

��� �
�!����� v1, v2 ∈Mk,r,C(Ω, x̂) �
%
���(,


||Hv1 −Hv2||k,r,x̂ =
∑
|γ|≤r

∫

Ω

�k+|γ|(x, x̂)|(DγHv1)(x) − (DγHv2)(x)|dx =

=
∑
|γ|≤r

∫

Ω

�k+|γ|(x, x̂)|
∫

Ω

Dγ
xG0(x, y)[f(y,Drv1(y)) − f(y,Drv2(y))]dy|dx. ����

@ �!����
∑

|γ|≤r

∫
Ω

�k+|γ|(x, x̂)|Dγ
xG0(x, y)|dx ≤ R0 ��� y ∈ Ω� �
 %	 #,
�
$ ���� �	

�(
�(,
$ I#�!�! 
�(�"#-,
 ! �#�	��� �	�
/ �
�	��
/  �	�
/ K1� 2

||Hv1 − Hv2||k,r,x̂ ≤ K1h(||v1 − v2||k,r,x̂)� 	 �
�! H 9 �(�(�(���( �!�
��	"(���

M̃k,r,C(Ω, x̂) �  (�(�

1	 �(
�(,
$ H!  	 �4�� F�4*4� ��� �
,�	���
 �! H �	 Mk,r,C(Ω, x̂) �(
��!��
 !
�
 �	���
� 2
� ���
�#�	�� � #,
��?

K� ! �#- �	�	 �
�	��	  �	�	 C̃ > 0� 2
 ||Hv||k,r,x̂ ≤ C̃ ��� � !� v ∈ M̃k,r,C(Ω, x̂)B

�� ��� �
�!���


 ε > 0 ! �#- �	�( δ = δ(ε) > 0� 2
 ��� �
�!����� v ∈ M̃k,r,C(Ω, x̂)�
z ∈ R

n� |z| < δ ||(Hv)(x + z) − (Hv)(x)||k,r,x̂ < ε�

.(�<( ��(��"(��� �
�(�� �	�!<(� �
�(�(,
 ���
�	��� ��#



� 5�	"	-,
 �(x+



"#$%$&'()(* +�#,�-#./ )&*01/2(/3 0*,&*(*4(/3 +*,(-(' 57=

z� x̂) = 0 �	 G0(x+z, y) = 0� ��2
 x+z /∈ Ω� .�� z ∈ R
n� v ∈Mk,r,C(Ω, x̂) �
%
���(,


||(Hv)(x + z) − (Hv)(x)||k,r,x̂ =

=
∑
|γ|≤r

∫

Ω

|�k+|γ|(x+ z, x̂)(DγHv)(x+ z) − �k+|γ|(x, x̂)(DγHv)(x)|dx ≤

≤
∑
|γ|≤r

∫

Ω

|�k+|γ|(x+ z, x̂)Dγ
xg(x+ z) − �k+|γ|(x, x̂)Dγ

xg(x)|dx+

+
∑
|γ|≤r

∫

Ω




∫

Ω

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)||f(y,Drv(y))|dy

 dx =J1(z) + J2(z,Drv).

@ �!���� g ∈ Mk,r(Ω, x̂) �%	 �(,
$ ��� 	 
�"(� �k+|γ|(·, x̂)Dγg ∈ L1(Ω) ��� � !�
x̂ ∈ S� |γ| ≤ r� �
 %	 �(
�(,
$ ��
 �(�(�(���! �� # �!�
,# 6#���!' !% L1(Ω) �4��
,	-,
? ��� �
�!���


 ε > 0 ! �#- �	�( δ′ = δ′(ε) > 0� 2
 ��� � !� z ∈ R

n� |z| < δ′�
J1(z) = ||g(x+ z) − g(x)||k,r,x̂ <

ε
6 �

G(�(% Ωη �
%�	)	-,
 �!�
��	 �� Ω� 
�,("(�# �
�(���($ Sη� L�( dist(Ωη, S) = η�
�
,# %	 �(,
$ � ��� �
�!���


 ε > 0 ! �#$�� �	�! )� �	 δ0 = δ0(ε)� η0 = η0(δ0) > 0�
2
 m(Ω \ Ωη0) < δ0 �	

I21(y) =
∫

Ω\Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx < R0
3C ε ��� � !� y ∈ Ω�

G(�(% ωz �
%�	)�,
 % #� ,�
"��� ω �	 �(��
� z� @ �!���� m(ωz) = m(ω)� �


I ′21(y, z) =
∫

Ω\Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂)|dx =

=
∫

(Ω\Ωη0)−z

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx < R0

3C
ε ��� � !� y ∈ Ω, z ∈ R

n.

H
%
���(,
 ��� z ∈ R
n� v ∈Mk,r,C(Ω, x̂)∫

Ω

(
∫
Ω

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)|dx)|f(y,Drv(y))|dy =

=
∫
Ω

(
∫

Ω\Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)|dx)|f(y,Drv(y))|dy+

+
∫
Ω

(
∫

Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)|dx)|f(y,Drv(y))|dy =

= J̃21(z,Drv) + J̃22(z,Drv).
1
!��
 % ���
�
, )� (� δ0� η0 �	 #,
�
$ ��4��

J̃21(z,Drv) ≤
∫
Ω

(I21(y) + I ′21(y, z))|f(y,Drv(y))|dy < 2 · R0
3C ε

∫
Ω

|f(y,Drv(y))|dy < ε
3 �

1�	'�(,
 
�!��# J̃22(z,Drv)� 1	��<(,

J̃22(z,Drv) =

∫
Ω\Ω η0

4

(
∫

Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x + z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)|dx)|f(y,Drv(y))|dy+

+
∫

Ω η0
4

(
∫

Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)|dx)|f(y,Drv(y))|dy =
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= J̃221(z,Drv) + J̃222(z,Drv).
��� � !� y ∈ Ω \ Ω η0

4
� x ∈ Ωη0 � |z| < η0

2 ,	-,
 x + z ∈ Ω 1
2 η0

� |x − y| ≥ 3η0
4 �

|x + z − y| ≥ |x − y| − |z| ≥ 3η0
4 − |z| > η0

4 � 7
,# %	 �!��
,!��
$ �(�(�(���! �$

6#���!' G̃kγ(x, y, x̂) �	 %	,��(�!' ,�
"��! V : x ∈ Ω η0
2
, y ∈ Ω \ Ω η0

4
, x̂ ∈ S ���

�
�!���


 ε > 0 ! �#- �	�( δ1 = δ1(ε) < η0
4 � 2
 ��� �
�!����� x ∈ Ωη0 � y ∈ Ω \ Ω η0

4
�

z ∈ R
n� |z| < δ1 ∑

|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)| < R0
Cm(Ω)ε�

1�!� � �	 % #,
�� ��4�

J̃221(z,Drv) =
∫

Ω\Ω η0
4

(
∫

Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)|dx)|f(y,Drv(y))|dy <

<
R0m(Ωη0)

Cm(Ω) ε
∫

Ω\Ω η0
4

|f(y,Drv(y))|dy < R0
C ε

∫
Ω\Ω η0

4

|f(y,Drv(y))|dy�

5��(�(,
 η1 < min{ η0
4 , (

δ0
σn

)
1
n }� �( σn 9 ��
2	 �
�(���! 
����)�
/  6(�� � R

n�
.�� y ∈ Ω η0

4
,�
"��� ωη1(y) = {ξ ∈ Ω : |ξ − y| < η1} %�	�
���� � � (�(���! Ω�

@ �!���� m(ωη1) = σnη
n
1 < δ0� �
 %	 �(,
$ � ��� � !� y ∈ Ω η0

4

I22(y) =
∫

ωη1(y)

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx < R0ε
3C �

	 ��� |z| < δ2 < min{δ0, δ1, η1
2 } �	�
"

I ′22(y, z) =
∫

ωη1 (y)

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂)|dx =
∫

ω−z
η1 (y)

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x, y, x̂)|dx < R0ε
3C �

.�� y ∈ Ω η0
4
� x ∈ Ωη0 \ ωη1(y)� �	 |z| < δ2 ,	-,
 x+ z ∈ Ω 7

8 η0
⊂ Ω η0

2
� |x− y| ≥ η1�

|x+ z− y| ≥ |x− y|− |z| ≥ η1 − δ2 >
η1
2 � 7
,# %	 �!��
,!��
$ �(�(�(���! �$ 6#���!'

G̃kγ(x, y, x̂) �	 %	,��(�!' ,�
"��! V1 : y ∈ Ω η0
4
, x ∈ Ω η0

2
\ ωη1(y) ��� �
�!���




ε > 0 ! �#- �	�( δ3 = δ3(ε) < δ2� 2
 ��� �
�!����� y ∈ Ω η0
4
� x ∈ Ωη0 \ ωη1(y)� |z| < δ3∑

|γ|≤r

|G̃kγ(x + z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)| < R0
3Cm(Ω)ε�

%�!��� I23(y, z) =
∫

Ωη0

∑
|γ|≤r

|G̃kγ(x+ z, y, x̂) − G̃kγ(x, y, x̂)|dx < R0ε
3C �

5�	�
�#$)� ��4�� ��� |z| < δ3 
�(�"#-,


J̃222(z,Drv) <
∫

Ω η0
2

(I22(z)+I ′22(y, z)+I23(z))|f(y,Drv(y))|dy < R0ε
C

∫
Ω η0

2

|f(y,Drv(y))|dy�

7
�! J̃22(z,Drv) ≤ R0ε
C (

∫
Ω\Ω η0

2

|f |dy+
∫

Ω η0
2

|f |dy) = R0ε
C

∫
Ω

|f |dy < ε
2 � �
,# ��� |z| < δ3

J̃21(z,Drv) + J̃22(z,Drv) < ε
3 + ε

2 = 5ε
6 �

1	 �(
�(,
$ I#�!�! �	�
" J2(z,Drv) < 5ε
6 � @�
"� ��� �
�!���


 ε > 0 ! �#- �	�(

δ = min[δ′, δ3]� 2
 ��� � !� z ∈ R
n� |z| < δ �	 ��� �
�!���
/ v ∈Mk,r,C(Ω, x̂)

||(Hv)(x+ z) − (Hv)(x)||k,r,x̂ ≤ J1(z) + J2(z,Drv) <
ε

6
+

5ε
6

= ε.

1	 �(
�(,
$ J	#�(�	 
�(�"#-,
 ��(��"(��� �(
�(,��
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N�=5�O�//� !� �,
�� �(
�(,� 4� %
��(,	� ���
�#$�� � ��� 6#���!/

|f(y, z)| ≤
r∑

s=0

As

∑
|γ|=s

|zγ |qs , y ∈ Ω, z ∈ R
M(r), ��+�

|f(y, z1) − f(y, z2)| ≤
r∑

s=0

As

∑
|γ|=s

|z1
γ − z2

γ |qs , y ∈ Ω, z1, z2 ∈ R
M(r) ����

��� As = const ≥ 0� 0 < qs <
n

n+k+s � s = 0, r�

E��	��!� ���
�� �
�#$)� �(�!��! �� ;(���(�	� ��� �
�!���
/ v ∈ Mk,r,C(Ω, x̂)

�(�"#-,
 ∫

Ω

|f(y,Drv(y))|dy ≤
r∑

s=0
As

∑
|γ|=s

∫
Ω

|Dγv(y)|qsdy =

=
r∑

s=0
As

∑
|γ|=s

∫
Ω

�−(k+s)qs (y, x̂)[�k+s(y, x̂)|Dγv(y)|]qsdy ≤

≤
r∑

s=0
As

∑
|γ|=s

(
∫
Ω

�−
(k+s)qs
1−qs (y, x̂)dy)1−qs · (∫

Ω

�k+s(y, x̂)|Dγv(y)|dy)qs ≤
r∑

s=0
Ãs||v||qs

k,r,

�( Ãs = C(s)As(
∫
Ω �

− (k+s)qs
1−qs (y, x̂)dy)1−qs � C(s) 9 �
�	��	  �	�	 ��!���! �� ,#����!��

�(� !� γ % �
�"��
$ s�� ��%�	)(�! ��� 0 < qs <
n

n+k+s � s = 0, r�

7
�! ��� v ∈Mk,r,C(Ω, x̂) ,	��,(,

∫
Ω

|f(y,Drv(y))|dy ≤
r∑

s=0
ÃsC

qs �

1	 ��	 ���
 ��,�  �(�(�(�
/ 6#���!/ atq� q ∈ (0, 1) ��� �
�!���


 )� �	 Ãs ! �#-
�	�( )� �
 Cs0 > 0� 2
 ��� � !� C > Cs0 ���
�#-�� � 2R0ÃsC

qs < C
r+1 � �
�! ��� � !�

C > max
0≤s≤r

Cs0 = C0 ,	��,(,
 2R0

r∑
s=0

ÃsC
qs < C� @�"(� ���
�#-�� � ��4��

7	�  	,
 �
�	%#-,
� 2
 ��� �
�!����� v1, v2 ∈Mk,r,C(Ω, x̂)∫
Ω

|f(y,Drv1(y)) − f(y,Drv2(y))|dy ≤
r∑

s=0
As

∑
|γ|=s

∫
Ω

|Dγv1(y) −Dγv2(y)|qsdy =

=
r∑

s=0
As

∑
|γ|=s

∫
Ω

�−(k+s)qs(y, x̂)[�k+s(y, x̂)|Dγv1(y) −Dγv2(y)|]qsdy ≤

≤
r∑

s=0
As

∑
|γ|=s

(
∫
Ω

�−
(k+s)qs
1−qs (y, x̂)dy)1−qs · (∫

Ω

�k+s(y, x̂)|Dγv1(y) −Dγv2(y)|dy)qs ≤

≤
r∑

s=0
Ãs||v1 − v2||qs

k,r.

I#���!� h(t) =
r∑

s=0
Ãst

qs %	�
�
����- #,
�� �(
�(,��

N�=5�O�//� �� .
�!��
 �
�
��,
� 2
 ��� Fj ∈ D′(S)� s(Fj) ≤ sj� sj ≥ 0� j = 1,m�
k > k0 + n− 1 �	 ���
�	��! #,
�� �� # �(
�(,! 4� 	�( % %	,!�
$ ��
 �
�# Mk,r(Ω, x̂)
�	 Mk,r(Ω)� %	�	)	 �*� # 6
�,#�$�	��! 4 ,	- �
%�&�%
� u ∈ Mk,r(Ω)� 1
��(,	� �	�!
#,
�� ���
�#$�� � ��� 6#���!/ f � ��	 %	�
�
����- ��+� �	 ���� ��� qs < 1

k+s+1 �

s = 1, r�
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� ����* �� H
%
���(,
 #%	
	���(�# %	�	)# �!�!��( �Fj ∈ Z ′
pj

(S, x̂), j = 1, 2�

∆2u =
∣∣∣∣∂

2u

∂x2
1

∣∣∣∣
q

, u|S = F1,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
S

= F2. ��3�

.(�(�!��,
 ���
�	��� #,
� �(
�(,� 4 ��� q ∈ (0, 1)? r = 2� m̂ = 2� ��� k > max(p1−1�
p2 − 2,−1) ���
�#$�� � #,
�� �(, �� �B ��� 0 < q < n

n+k+2 ��	�	 )	 ���	 �!������
%	�
�
����- #,
�� ��+� �	 ����� �
,# %
!��
 % %	#�	"(���, 4 �
�	 %	�
�
����- #,
��
�(
�(,� 4�

1	 �(
�(,
$ 4 ���

max{p1 − 1, p2 − 2,−1} < k <
n

q
− n− 2, ����

	 
�"(� ��� 0 < q < n
n+1 � 0 ≤ p1 < n

q − n − 1� 0 ≤ p2 < n
q − n ! �#- �
%�&�%
�

u ∈ Mk,2(Ω, x̂) %	�	)! ��3�� �( k %	�
�
����- #,
�# ����� 0	)�,
� 2
 )� �	 p1 �	 p2

,
"#�� �	�#�	�� �
�	���� %�	)(��� �
 ��� �(����� ��� ,	��� %�	)(���� q� 1
��(�
,	� u ∈ L1(Ω) ��� p1 < 1� p2 < 2�

"�� �#� +� ����1 k > k̂<
∫
Ω |f(y, v(y))dy < +∞ 36� 5;�� v ∈ Mk(Ω, x̂) �� �;/=:

��?� ;��6� K ∈ (0, 1)< J4 36� 345�67/�� v1, v2 ∈Mk(Ω, x̂)

2 max
y∈Ω

∫

Ω

�k(x, x̂)|G0(x, y)|dx ·
∫

Ω

|f(y, v1(y)) − f(y, v2(y))|dy ≤ K||v1 − v2||k.

�43� �;/=: :3�/�1 �4.59�.4? u ∈Mk(Ω, x̂) �/��>�43�@���/8��67/4>4 ��5/�//� E!�F ��
.�3�0� EHF = @4��=6A5�//� ��

7�(��"(��� �(
�(,� � 
�(�"#-,
 �	 �!� �	�! �������#  �� �#$)�� �!�
��	�
"(���

N�=5�O�//� P� =� # ��+�� �
�
���� � �	�(? ��2
 ���
�#$�� � #,
�� �(
�(,� 4 �	
��� �
�!���
/ �!�
��	 �! Ω′ 
��	 �! Ω� �
%,!2(�
/  ��


 � (�(���! Ω� �
�!�����
s ≤ r� x ∈ Ω′ ��� �
%�&�%�# u ∈Mk,r(Ω, x̂) %	�	)! ���

∫

Ω′

|x− y|2m−n−s|f(y,Dru(y))|dy < +∞, �4A�

�
 u ∈ C2m−1(Ω)B ��2
� ��!, �


� r ≤ 2m − 2 �	 6#���!� f(x, z) ,	- �(�(�(���!
�
�!��! �(�<


 �
����# %	 � !,	 	�
#,(��	,� x ∈ Ω, z ∈ R

M(r)� �
 u ∈ C2m(Ω)�

I#���!� f � ��	 %	�
�
����- #,
�� ��+� �	 ����� ��� 0 < qs < min{ n
k+n+s ,

2m−s
n }�

s = 0, r �	�
" %	�
�
����- �4A��

5 ,���� /�0�� /������ 1�/� 1������ � �������������� � �
���������?� ���
�����
@@ A��� $( BBB+ C 58>> C 1 5>6! D> C B 5::>�5::8 

: 2)'!&�34�* 5�6� �'! 7�(�89(�' 5�6� EFGHIJKJ
L! MNOP JQN RKSMTOPG! KU O FKVSJ
KM KU O
F
MWSVOP RKSMTOPG�XOVSN IPKRVNH UKP O FNH
V
MNOP NVV
IJ
L NYSOJ
KM @@ Z
[ SPOXM C 5889 C
\KV :>! D; C ] <>=�<>7 
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; :�;�<	�� /� � ������ A������ ��� ���
����� ∆u = u2 @@ A��� $( BBB+ C 58>9 C
1 5;<! D< C ] 6>8�66: 

< =��&� 6�� 5�&)' >� ^KSMTOPG F
MWSVOP
J
NF KU FKVSJ
KMF KU FKHN MKMV
MNOP NVV
IJ
L NYSOJ
KM
@@ *MT
OMO _OJQ ` C 5885 C \KV >< C ] :65�;:< 

= >� =��� ?��@� aQN ^PKSM
OM FMObN OMT JQN FKVSJ
KMF KU ∆u = u2 
M O TKHO
M @@ ]PKROR 
aQNKPG cNVOJNT d
NVTF C 588= C \KV 59: C ] ;8;�<;: 

> AB'(�' C�D�� 2+E'�38)* F�C� aPOLN KM JQN RKSMTOPG UKP FKVSJ
KMF KU MKMV
MNOP NYSOJ
KMF
@@ aPOMF EHNP _OJQ eKL C 5887 C \KV ;=9 C ] <<88�<=58 

6 G�&H+8 G�� 5�&)' >� cNHKXORVN F
MWSVOP
J
NF OMT RKSMTOPG JPOLNF @@ ` _OJQ ]SPNF EIIV 
C :995 C \KV 79! D5 C ] 768�899 

7 D)HH�&!) >�� =���)*�3 I9� fKM�V
MNOP NVV
IJ
L NYSOJ
KMF g
JQ P
WQJ�QOMT F
TN HNOFSPNF
@@ hKHH ]OPJ
OV Z
U iYMF C 588: C \KV 56 C ] ><5�>== 

8 J�()3)8)' ?�G� jNMNPOV
kNT FKVSJ
KMF 
M O MNg�JGIN KU FNJF UKP IPKRVNHF g
JQ HNOFSPNF OF
TOJO @@ Z
[ *MJNWPOV iYMF C 588; C \KV > C ] :6�;> 

59 6�*�') 6�� @�&)'� 5�� I&)�K�33� =� fKMV
MNOP NVV
IJ
L NYSOJ
KMF g
JQ VKgNP�KPTNP JNPHF
@@ Z
[ *MJ iYSOJ
KMF C :995 C \KV 5< C ] 55>8�5579 

55 D�'���' L9�� D)HH�&!) >��=���)+�3 I�� =�&��MB J�� L��&&� G�� 5�E#+�E ?�>� EM L1�JQNKPG
KU Nl
FJNMLN OMT SM
YSNMNFFKU FKVSJ
KMF KU MKMV
MNOP NVV
IJ
L NYSOJ
KMF @@ EMM eLSKVO fKPH 
eSI ]
FO hV eL
 C 588= C \KV :: C ] :<5�:6; 

5: L)&�33� 6� fKMV
MNOP NYSOJ
KMF g
JQ MOJSPOV WPKgJQ JNPHF OMT HNOFSPN TOJO @@ :99:�dNk
hKMUNPNMLN KM ]OPJ
OV Z
[NPNMJ
OVF iYSOJ
KMF iVNLJPKM ` Z
[ iYMF hKMU 98! :99: C
] 57;�:9: 

5; 2)*���*8(�� 6�6� *MJNWPOR
V
JG KU FKVSJ
KMF KU MKMV
MNOP NVV
IJ
L NYSOJ
KMF g
JQ P
WQJ�QOMT
F
TNF UPKH LVOFFNF LVKFN JK L1 @@ _OJQ fKJNF C :995 C \KV 69 C ] ;;6�;<> 

5< ��N
O	����	 0�:� .����

 �����
 � ����	��
 ������������ �����
� D′m n�������
� C
&�


! :99: 

5= ��N
O	����	 0�:� #����� A
�
��� ��� �
��
�
�
���� ��
�	����� �

���� � ����	��

������
�

 @@ ,
�� &�


 ���	� B�� ��� ���	 C 5889 C ,�� ;= C h :>�;5 

5> ��N
O	����	 0�:�� P�Q�� ��R� 0�� ����������
 �������
 �������� ���
����

 �
��
�
�
�
����� ��
�	������ �

����� :��� ������� @@ ,
�� &�


 ���	� B�� ��� ���	 C :995 
C ,�� =8 C h 5:>�5;7 

56 ��N
O	����	 0�:� "���������
 �����

 �����
 ��� �
�
���� 	� ���

�
�
���� ��
�	�����
�

���� @@ "�� ��	 

���� C :99= C 1 :! D; C h ;66�;8< 

57 ����� P����� S	Q<���� T� (���������?� �������?� ������ � �� ���������� C n !
5865 

58 U���� 0�V� n�	���	������� ������ ,	���� �������� C n ! 58>= 
:9 R�	Q������ R�/� "��
����� ��	���	������� ������ C n ! 5875 
:5 W���X��Y Z�1� o����	������� �������?� ������ 
 ����p���?� �������� *�*\ C 2���

����
! 5889! 5885 
:: ��N	������� Z�[� %������?� �
���	
� ��q���� ��������������?� ���
����� 
	��

���� ������� r����	�������� 	��� @@ A��� $( BBB+ C 58=> C f: 
:; [���\	����� ]�S�� W���X��Y Z�1� 1������ � �������������� � ������� %���� ���

��p�� r����	������� �������?� ����� @@ "�� ��	 ���� C 58>6 C 1 58! D= C h ;�;: 
:< ,�	������� ]�:� B
���	
� ������� %���� � ����p���?� ��q���� r����	������� ����

����?� ����� @@ /�
 $( BBB+ B�� ��	 C 58>8 C a ;;! D5 C h 598�5;6 
:= �-������� ��1�� /�X���� R�^� o�����	? ��������������� ������� C n ! 58>= 
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�(#�$�"� )�$* !$�"�� &")��
!���#����$��! �$ +�"�$���

./012/ 34567.897:8

�*�' @&�'() 7�3�)'�� _'�*�&8�3B )% >4*�*�

������ >4*�*� _'�*�&8B3�384(� F3&�� ��

������ !�"�#$%&�'()��*�*�+�

aQN FSsL
NMJ LKMT
J
KMF KU JQN Nl
FJNMLN KU JQN FKVSJ
KM KU JQN RKSMTOPG XOVSN
IPKRVNH UKP YSOF
V
MNOP g
JQ V
MNOP HO
M IOPJ NVV
IJ
L 2m KPTNP NYSOJ
KM OMT W
XNM
WNMNPOV
kNT USMLJ
KMF g
JQ FJPKMW IKgNP F
MWSVOP
J
NF KMJK JQN UPKMJ
NP OPN KRJO
MNT 

2�B `)&!8 FNH
V
MNOP NVV
IJ
L NYSOJ
KM! WNMNPOV
kNT USMLJ
KM! gN
WQJ FIOLN!
MKMV
MNOP 
MJNWPKT
[NPNMJ
OV NYSOJ
KM 

E�	��� �	�!'<�	 �
 �(��
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���������� ����� ��	�	 ��	��	�

������ ������ �
�� ��������������	� �

���������� 	
������
 �	������
 �����	�	��
 ����
���� �������������

����� ������ 
��
 ��
�����

������� ����	� 
�� ��
����� ������������ ����� 	
������� �	�������

�����	�	����


� �	
�� (λn) 
 ��������� �� +∞ ������������� �	��������
 ���	� (λ0 = 0) �!�

����
�	
∞∑

n=0
anezλn , z = σ+it � "���� � µ(σ) = max{|an| exp(σλn) : n � 0} 
 ��#� ��$%

��������� ��	�� � �����$& $��� R%���!��$ "���#� �!�& ����
�	 �������� �&�	�� ��
��! 
���$�	�����$� ��������! ln µ(σ) ����!�� ��#���'����� R%���!��$ p1 � R%���

T1 (�� &���� 1 < p1 < ∞) �� '���&���� p1 = lim
σ→+∞

ln lnµ(σ)
ln σ

, T1 = lim
σ→+∞

ln µ(σ)
σp1

.

* ��������+ � ,�- ��#�����+ �	��	�� ��� &���� �� $�	'�"����� �� ��$����$� "���#�
�!�& ����
�	 �� !$�
 ln µ(σ) ∼ Φ(σ) (σ → +∞) ��! �������+ �	�	�	����+ ��&$��+ ��
(−∞, +∞) '&�$"�+ Φ �	#$� �������� .� ln µ(σ) ∼ T1σ

p1 (σ → +∞) ���� � ����$�
���� $��� ��! /&��%!$�#� ε > 00

�) ���&� n0 = n0(ε) ��$	 .� ln |an| ≤ −T1(p1 − 1)(1 + ε)
(

λn

T1p1

)p1/(p1−1)

��! ���


n ≥ n01

2) ���&� ��������� ������������� (nk) ���&������
 ���	� ��$� .�
λnk+1
λnk

→ 1

(k → ∞) � ln |ank
| ≥ −T1(p1 − 1)(1 − ε)

(
λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

.

�����	��& ���������$& ��#�!�& ln µ(σ) = T1σ
p1 + (τ + o(1))σp, σ → +∞, �	

0 < p < p1 � τ ∈ R\{0} & �����$& $��� λn = n (��/�� ��! ��	�	�	��
 �!���)
����	�� � ,2-� 3	� �	�&����� ��4�� �	�	�	��� �� "��� �!�� ����
�	 � ����������
��$����$���� 5�$����� !$.� T1 > 0 τ ∈ R \ {0} p1 > 1 � 0 < p < p1 �� ��!
��#� .�/ ln µ(σ) = T1σ

p1 + (1 + o(1))τσp, σ → +∞, �	�/
���� � ��������� .�/ ��!
/&��%!$�#� ε > 00

�© ������ ����	
��� 
���



��� �������� ��	
��

�) ���&���� n0 = n0(ε) ��$	 .� ��! ���
 n ≥ n0

ln |an| ≤ −T1(p1 − 1)
( λn

T1p1

)p1/(p1−1)

+ (τ + ε)
( λn

T1p1

)p/(p1−1)

;

2) ���&���� ��������� ������������� (nk) ���&������
 ���	� ��$� .�

ln |ank
| ≥ −T1(p1 − 1)

( λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

+ (τ − ε)
( λnk

T1p1

)p/(p1−1)

� λnk+1 − λnk
= o
(
λ

p1+p−2
2(p1−1)
nk

)
, k → ∞.

6����	��& ��	�	�	�& ���������$&

ln µ(σ) = T1σ
p1 + T2σ

p2 + (τ + o(1))σp, σ → +∞, (�)

�	 p1 > 1, 0 < p < p2 < p1, T1 > 0, T2 ∈ R\{0} � τ ∈ R\{0} ������4	�� � ,�- �	
���	�	�� ��$& �	��	�&�

������� �� -.� �/0/1 2/3 ln µ(σ) ��4 ���5.�667 8����6�47 �8����/��97 :!;1
6�/3��<6/1 � 7 4���<971 9/.� p ≥ 2p2 − p11 � </8���6=/1 2/3 <.� 37<=
�9/0/ ε > 0>

!; �8674�./ n0 = n0(ε) ��9�1 2/ <.� 48�� n ≥ n0

ln |an| ≤ −T1(p1 − 1)
(

λn

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λn

T1p1

)p2/(p1−1)

+

+(τ∗ + ε)
(

λn

T1p1

)max{p, 2p2−p1}
p1−1

;

�; �8674�.� ?�/8��@5� �/8.�</46�8�= (nk) 6��7��.=6�� 5�8�. ��9�1 2/

ln |ank
| ≥ −T1(p1 − 1)

(
λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λnk

T1p1

)p2/(p1−1)

+

+(τ∗ − ε)
(

λnk

T1p1

)max{p, 2p2−p1}
p1−1

� λnk+1 − λnk
= o
(
λ

p1+max{p, 2p2−p1}−2
2(p1−1)

nk

)
1 ��� k → ∞, <�

τ∗ = τI{p:p≥2p2−p1}(p) − (T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
I{p:p≤2p2−p1}(p),

� IE(p) A ����9����8��56� B769C�� �6/D�6� E1 �/3�/ IE(p) = 11 9/.� p ∈ E1 �
IE(p) = 01 9/.� p /∈ E �

���� p < 2p2 − p1 &���� �) � 2) & �	��	�� 7 �	 �������� ��! ��#� .�/ ln µ(σ)

��� �����	��& ��	�	�	�& ���������$& (�)� 8$.� p = 2p2 − p1 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
 �

��	��� ��	� ���������$� � (�) ��� ��#�!� (τ + o(1))σp = τσp + o(σs) ��� σ → +∞ 
�	 s < p �� �	��	�& 7 ��4�� &�������� 9��������� � ��$� �	��	���



� ! " #$%&''( )"&�&'&*( +)#,�"!"#-( ��.

������� �� ����F 2p2 − p1 > 0 � (3p2 − 2p1)(3p2 − 2p1 + 1) �= 0� -.� �/0/1 2/3

ln µ(σ) = T1σ
p1 + T2σ

p2 +
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
σ2p2−p1 + o(σ3p2−2p1), σ → +∞,

6�/3��<6/ � </8���6=/1 2/3 <.� 37<=
�9/0/ ε > 0>
!; �8674�./ n0 = n0(ε) ��9�1 2/ <.� 48�� n ≥ n0

ln |an| ≤ −T1(p1 − 1)
(

λn

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λn

T1p1

)p2/(p1−1)

−

−
(

(3p2−2p1+1)(T2p2)
3

6(T1p1(p1−1))2 − ε
)(

λn

T1p1

) 3p2−2p1
p1−1

;

�; �8674�.� ?�/8��@5� �/8.�</46�8�= (nk) 6��7��.=6�� 5�8�. ��9�1 2/

ln |ank
| ≥ −T1(p1 − 1)

(
λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λnk

T1p1

)p2/(p1−1)

−

−
(

(3p2−2p1+1)(T2p2)
3

6(T1p1(p1−1))2 + ε
)(

λnk

T1p1

) 3p2−2p1
p1−1

;

� λnk+1 − λnk
= o
(
λ

3p2−p1−2
2(p1−1)

nk

)
, k → ∞.

6&� ������4&��� ������4	��! �����	���+ ��	�	�	��+ ���������$� ��#���'��
��$��������#� ��	�� "���#� �!�& ����
�	 & �����$& $���

(3p2 − 2p1)(3p2 − 2p1 + 1) = 0.

9�������� ��$� �	��	���

������� 
� ����F p1 > 2� -.� �/0/1 2/3

ln µ(σ) = T1σ
p1 + T2σ

(2p1−1)/3 +
(2p1 − 1)2T 2

2

18T1p1(p1 − 1)
σ(p1−2)/3 + o(σ−(p1+4)/3), σ → +∞,

(2)
6�/3��<6/ � </8���6=/1 2/3 <.� 37<=
�9/0/ ε > 0>

!; �8674�./ n0 = n0(ε) ��9�1 2/ <.� 48�� n ≥ n0

ln |an| ≤ −T1(p1 − 1)
(

λn

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λn

T1p1

)(2p1−1)/(3(p1−1))

−

−
(

(p1 + 1)(p1 − 2)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
− ε

)(
λn

T1p1

)−(p1+4)/(3(p1−1))

;

�; �8674�.� ?�/8��@5� �/8.�</46�8�= (nk) 6��7��.=6�� 5�8�. ��9�1 2/

ln |ank
| ≥ −T1(p1 − 1)

(
λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λnk

T1p1

)(2p1−1)/(3(p1−1))

−

−
(

(p1 + 1)(p1 − 2)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
− ε

)(
λnk

T1p1

)−(p1+4)/(3(p1−1))

� λnk+1 − λnk
= o
(
λ

(p1−5)/(3(p1−1))
nk

)
, k → ∞.



��/ �������� ��	
��

������� �� ����F (p1 − 3)(p1 − 6) �= 0� -.� �/0/1 2/3

ln µ(σ) = T1σ
p1 + T2σ

2p1/3 +
2p1T

2
2

9T1(p1 − 1)
σp1/3 + o(σ−p1/3), σ → +∞,

6�/3��<6/ � </8���6=/1 2/3 <.� 37<=
�9/0/ ε > 0>
!; �8674�./ n0 = n0(ε) ��9�1 2/ <.� 48�� n ≥ n0

ln |an| ≤ −T1(p1 − 1)
(

λn

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λn

T1p1

)2p1/(3(p1−1))

− 4T 3
2

81T 3
1 (p1−1)3

−

−
(

2p1(p1 − 3)(p1 − 6)T 4
2

2187T 3
1 (p1 − 1)3

− ε

)(
λn

T1p1

)−p1/(3(p1−1))

;

�; �8674�.� ?�/8��@5� �/8.�</46�8�= (nk) 6��7��.=6�� 5�8�. ��9�1 2/

ln |ank
| ≥ −T1(p1 − 1)

(
λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

(
λnk

T1p1

)(2p1−1)/(3(p1−1))

−

−
(

2p1(p1 − 3)(p1 − 6)T 4
2

2187T 3
1 (p1 − 1)3

+ ε

)(
λnk

T1p1

)−(p1+4)/(3(p1−1))

� λnk+1 − λnk
= o
(
λ

(p1−3)/(3(p1−1))
nk

)
, k → ∞.

������� �� -.� �/0/1 2/3 ln µ(σ) = T1σ
6 + T2σ

4 +
4T 2

2

15T1
σ2 + o(σ−4), σ → +∞,

6�/3��<6/ � </8���6=/1 2/3 <.� 37<=
�9/0/ ε > 0>
!; �8674�./ n0 = n0(ε) ��9�1 2/ <.� 48�� n ≥ n0

ln |an| ≤ −5T1

( λn

6T1

)6/5

+ T2

( λn

6T1

)4/5

− 8T 3
2

675T 2
1

+
(

16T 5
2

5(15T1)4
+ ε

)( λn

6T1

)−4/5

;

�; �8674�.� ?�/8��@5� �/8.�</46�8�= (nk) 6��7��.=6�� 5�8�. ��9�1 2/

ln |ank
| ≥ −5T1

( λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

+ T2

( λn

6T1

)4/5

− 8T 3
2

675T 2
1

+
(

16T 5
2

5(15T1)4
− ε

)(λnk

6T1

)−4/5

� λnk+1 − λnk
= o
(
1
)
, k → ∞.

������� �� -.� �/0/1 2/3 ln µ(σ) = T1σ
3 + T2σ

2 +
T 2

2

3T1
σ + o(σ−2), σ → +∞, 6�/3


��<6/ � </8���6=/1 2/3 <.� 37<=
�9/0/ ε > 0>
!; �8674�./ n0 = n0(ε) ��9�1 2/ <.� 48�� n ≥ n0

ln |an| ≤ −2T1

( λn

6T1

)3/2

+ T2
λn

6T1
− T 3

2

27T 2
1

+ ε
( λn

3T1

)−1

;

�; �8674�.� ?�/8��@5� �/8.�</46�8�= (nk) 6��7��.=6�� 5�8�. ��9�1 2/

ln |ank
| ≥ −2T1

(λnk

6T1

)3/2

+ T2
λnk

6T1
− T 3

2

27T 2
1

− ε
(λnk

3T1

)−1

� λnk+1 − λnk
= o
(
λ
−1/4
nk

)
, k → ∞.



� ! " #$%&''( )"&�&'&*( +)#,�"!"#-( ��0

�� ��������� ����������� �	
�� Ω(+∞) 
 $��� �������
 �� (−∞, +∞)
'&�$"�� Φ ��$�
 .� ��
���� Φ

′
�	�	�	���� ��'	�	�"������ ������� � ���������

�� +∞ �� (−∞, +∞)� :	�	� ϕ ����������	�� '&�$"�� �/	��	�& �� Φ
′
 � �	
��

Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ
′
(σ) 
 '&�$"�! ���"������� � Φ �� ���������

���� 
  �!"#� ����F Φ ∈ Ω(+∞)� -.� �/0/1 2/3 ln µ(σ, F ) � Φ(σ) <.� 48�� σ � σ01
6�/3��<6/ � </8���6=/1 2/3 ln |an| � −λnΨ(ϕ(λn)) <.� 48�� n � n0�

��! Φ ∈ Ω(+∞) � 0 < a < b < +∞ �����	��

G1(a, b, Φ) =
ab

b − a

∫ b

a

Φ(ϕ(t))
t2

dt, G2(a, b, Φ) = Φ

(
1

b − a

∫ b

a

ϕ(t)dt

)
.

���� �  "#� ����F Φ ∈ Ω(+∞) � ln |ank
| ≤ −λnk

Ψ(ϕ(λnk
)) <.� <��9/G ?�/8��@5/G

�/8.�</46/8�� (nk) 6��7��.=6�� 5�8�.� �/<� <.� 48�� σ ∈ [ϕ(λnk
), ϕ(λnk+1 )] � 48��

k � k0 ���4�.=6� 6���46�8�=

ln µ(σ, F ) ≥ Φ(σ) − (G2(λnk
, λnk+1 , Φ) − G1(λnk

, λnk+1 , Φ)). (�)

���� �  "#� ����F Φ1 ∈ Ω(+∞)1 Φ2 ∈ Ω(+∞) � <.� 48�� σ � σ0

Φ1(σ) ≤ ln µ(σ, F ) � Φ2(σ). (;)

�/<�

ln |an| ≤ −λnΨ2(ϕ2(λn)), n � n0, (�)

�� �867H ?�/8��@5� �/8.�</46�8�= (nk) 6��7��.=6�� 5�8�. ��9�1 2/

ln |ank
| ≥ −λnk

Ψ1(ϕ1(λnk
)) (<)

�

G1(λnk
, λnk+1 , Φ2) � Φ1

(
1

λnk+1 − λnk

∫ λnk+1

λnk

ϕ2(t)dt

)
, (�)

<� Ψj � ϕj �/37</4�6� 4�<�/4�<6/ <.� Φj �

9���&����� �	�	� .�

Φ(σ) = T1σ
p1 + T2σ

p2 + τσp + δσs (σ ≥ σ0), (=)

�	 T1 > 0, p1 > 1, 0 < p < p2 < p1, s ≤ p, T2 ∈ R\{0} τ ∈ R\{0} � δ ∈ R\{0} �

W (x) = T1(p1 − 1)
(

x

T1p1

) p1
p1−1

− T2

(
x

T1p1

) p2
p1−1

.

6��� ��������� ��� �	���
���� �  �#� ����F B769C�� Φ ∈ Ω(+∞) ?�</4/.=6�H 7�/47 :I;� �/<� ��� x → +∞
���4�.=6� ��9� �8����/��56� ��46/8��>



��1 �������� ��	
��

!; �92/ p = 2p2 − p11 s = 4p2 − 3p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 + 1 = 0 �

δ �= (p1 + 1)(p1 − 2)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
1 �/

xΨ(ϕ(x)) = W (x) +
(

(p1 + 1)(p1 − 2)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
− δ + o(1)

)(
x

T1p1

) 4p2−3p1
p1−1

;

�; �92/ p = 2p2 − p11 s = 4p2 − 3p11 3p2 − 2p1 = 01 (p1 − 3)(p1 − 6) �= 01

τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
� δ �= (p1 − 3)(p1 − 6)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
1 �/

xΨ(ϕ(x)) = W (x) +
(T2p2)3

6(T1p1(p1 − 1))2
+

+
(

(p1 − 3)(p1 − 6)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
− δ + o(1)

)(
x

T1p1

) 4p2−3p1
p1−1

;

J; �92/ p = 2p2 − p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 = 01 p1 = 61 s = −4 = 5p2 − 4p1

� δ �= − (2T2)5

10(15T1))4
1 �/

xΨ(ϕ(x)) = 5T1

(
x

6T1

)6/5

− T2

(
x

6T1

)4/5

+ 5T1

(
2T2

15T1

)3

−

−
(

(2T2)5

10(15T1)4
+ δ + o(1)

)(
x

6T1

)−4/5

;

K; �92/ p = 2p2−p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2−2p1 = 01 p1 = 3 � s = −2 = 5p2−4p11

�/

xΨ(ϕ(x)) = 2T1

(
x

3T1

)3/2

− T2
x

3T1
+ T1

(
T2

3T1

)3

− (δ + o(1))
(

x

3T1

)−1

.

���� "  �#� ����F B769C�� Φ ∈ Ω(+∞) ?�</4/.=6�H 7�/47 :I;� L92/ θk → 0
(k → ∞)1 �/

G2(tk, tk(1 + θk), Φ) − G1(tk, tk(1 + θk), Φ) = T1p1θ2
k

8(p1−1)

(
tk

T1p1

) p1
p1−1

+

+O

(
θ3

kt
p1

p1−1

k

)
+ O

(
θ2

kt
p2

p1−1

k

)
+ g(tk, θk),

<� ��� k → ∞ ���4�.=6� ��9� �8����/��56� ��46/8��>



� ! " #$%&''( )"&�&'&*( +)#,�"!"#-( ��2

!; �92/ p = 2p2 − p11 s = 4p2 − 3p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 + 1 = 0 �

δ �= (p1 + 1)(p1 − 2)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
1 �/ g(tk, θk) = o

(
t

4p2−3p1
p1−1

k

)
M

�; �92/ p = 2p2 − p11 s = 4p2 − 3p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 = 01

(p1 − 3)(p1 − 6) �= 0 � δ �= (p1 − 3)(p1 − 6)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
1 �/ g(tk, θk) = o

(
t

4p2−3p1
p1−1

k

)
M

J; �92/ p = 2p2 − p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 = 01 p1 = 61 s = −4 = 5p2 − 4p1

� δ �= − (2T2)5

10(15T1))4
1 �/ g(tk, θk) = o

(
t
−4/5
k

)
M

K; �92/ p = 2p2−p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2−2p1 = 01 p1 = 3 � s = −2 = 5p2−4p11

�/ g(tk, θk) = o
(
t−1
k

)
M

��� ��	/� ��$�4 ��$& �	�&�
���� $  �#� ����F Φ1(σ) = T1σ

p1 + T2σ
p2 + τσp − δσs (σ ≥ σ0), Φ2(σ) = T1σ

p1+
+T2σ

p2 + τσp + δσs (σ ≥ σ0), <� δ > 0 � s ≤ p� N���78���/1 2/ tk+1 = (1 + θk)tk �
G1(tk, tk+1, Φ2) ≥ Φ1(κ(tk, tk+1, Φ2)). �/<� θk → 0 (k → ∞) �

θ2
k ≤ 16(p1 − 1)

T1p1
(δ + o(1))

(
tk

T1p1

) s−p1
p1−1

+ g∗(tk, θk),

<� ��� k → ∞ ���4�.=6� ��9� �8����/��56� ��46/8��>

!; �92/ p = 2p2 − p11 s = 4p2 − 3p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 + 1 = 0 �

δ �= ± (p1 + 1)(p1 − 2)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
1 �/ g∗(tk, θk) = o

(
t

4(p2−p1)
p1−1

k

)
M

�; �92/ p = 2p2 − p11 s = 4p2 − 3p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 = 01

(p1−3)(p1−6) �= 0 � δ �= ± (p1 − 3)(p1 − 6)(T2p2)4

216(T1p1(p1 − 1))3
1 �/ g∗(tk, θk) = o

(
t

4(p2−p1)
p1−1

k

)
M

J; �92/ p = 2p2 − p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2 − 2p1 = 01 p1 = 61 s = −4 = 5p2 − 4p1

� δ �= ± (2T2)5

10(15T1)4
1 �/ g∗(tk, θk) = o

(
t−2
k

)
M

K; �92/ p = 2p2−p11 τ =
(T2p2)2

2T1p1(p1 − 1)
1 3p2−2p1 = 01 p1 = 3 � s = −2 = 5p2−4p11

�/ g∗(tk, θk) = o
(
t
−5/2
k

)
�



��3 �������� ��	
��

�� ��%�&���' ������� * �#�!�& �� ����/����� ���#�!�	�� ����$� ���	�	�%

�! �	��	�� �� �	
�� 0 < δ < (p1+1)(p1−2)(T2p2)4

216(T1p1(p1−1))3 � 6��� � (2) ��! ���
 σ ≥ σ0(δ)

����� (;) � Φ1(σ) = T1σ
p1 + T2σ

(2p1−1)/3 + (2p1−1)2T 2
2

18T1p1(p1−1)σ
(p1−2)/3 − δσ−(p1+4)/3 �

Φ2(σ) = T1σ
p1 + T2σ

(2p1−1)/3 + (2p1−1)2T 2
2

18T1p1(p1−1)σ
(p1−2)/3 + δσ−(p1+4)/3. 6��& �� �	��� �

��������� �	�������� (�) 
 (�)� 7�	 �� ��	��4	��!� �) �	�� ;

λnΨ2(ϕ2(λn)) = T1(p1 − 1)
(

λn

T1p1

)p1/(p1−1)

− T2

(
λn

T1p1

)p2/(p1−1)

+

+
(

(p1+1)(p1−2)(T2p2)
4

216(T1p1(p1−1))3 − δ + o(1)
)(

λn

T1p1

) 4p2−3p1
p1−1

, n → ∞,

λnk
Ψ1(ϕ1(λnk

)) = T1(p1 − 1)
(

λnk

T1p1

)p1/(p1−1)

− T2

(
λnk

T1p1

)p2/(p1−1)

+

+
(

(p1+1)(p1−2)(T2p2)
4

216(T1p1(p1−1))3 − δ + o(1)
)(

λn

T1p1

) 4p2−3p1
p1−1

, k → ∞,

� �� ��	��4	��!� �) �	�� < � �	�������� (�) �������� .�
(

λnk+1−λnk

λnk

)2

≤ 16(p1−1)
T1p1

(δ+

+o(1))
(

λnk

T1p1

) 4p2−4p1
p1−1

, k → ∞. 6��& ����!$� ����������� δ � "�
 ���������>	��

�������� �	�/
������� &��� �) � 2) & �	��	�� �� ?��� ����������� �� � &���� �) ��
�	��� � � ��	��4	��!� �) �	�� ; �����&��� �����������& �	��������

ln µ(σ) ≤T1σ
p1 +T2σ

(2p1−1)/3 +
(2p1 − 1)2T 2

2

18T1p1(p1 − 1)
σ(p1−2)/3 +o(σ−(p1+4)/3), σ → +∞. (@)

���� �� �	��� 2 � ��	��4	��!� �) �	�� � � &���� 2) �	��	�� � ��! ���

σ ∈ [ϕ1(λnk

), ϕ1(λnk+1 )] � ���
 k ≥ k0 �����

ln µ(σ) ≥ Φ1(σ) − T1p1θ2
k

8(p1−1)

(
λnk

T1p1

) p1
p1−1

+ O

(
θ3

kλ
p1

p1−1
nk

)
+ O

(
θ2

kλ
p2

p1−1
nk

)
+

+o

(
λ

4p2−3p1
p1−1

nk

)
= Φ1(σ) + o

(
λ

4p2−3p1
p1−1

nk

)
, k → ∞, (�A)

/� θk = o(λ
4p2−4p1
2(p1−1)

nk ) k → ∞� B�$���$� ϕ1(λnk
)≤σ≤ϕ1(λnk+1) �� λnk

≤Φ′
1(σ)≤λnk+1

� � (�A) ����� ln µ(σ) ≥ Φ1(σ) + o
(
Φ′

1(σ)
4p2−3p1

p1−1

)
= Φ1(σ) + o(σ4p2−3p1), σ → +∞,

����$� ����!$� ����������� δ �����&��� �����������& �	��������

ln µ(σ) ≥ T1σ
p1 + T2σ

(2p1−1)/3 +
(2p1 − 1)2T 2

2

18T1p1(p1 − 1)
σ(p1−2)/3 + o(σ−(p1+4)/3), σ → +∞.

(��)
* (@) � (��) �������� (2)� 6	��	�& � ���	�	���

C	>�� �	��	� ���������! ����/�� ��$�������&��� �&�$�� 2)%;) ������4��
 �	%
�&������� �����������
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R�������� �� ���	� ������	
�

������ ����	
1� ��
����� �������
2

1��������� �	
���	
���� ����������� �	������ �����
�����

������ ����� ��
� ��
���������	� ��
2���������� �	
���	
���� ����������� �����  �	�	 !�	��	�

"#���� ������ ��
� $�������������	� �

��� ���� ������� F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} 	 
��
���� 
��������� 	��������
σa = 0 ���
� M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} � µ(σ) = max{|an| exp (σλn) :

n ≥ 0} (σ < 0)� ��	�
���� ����� �
 λn ��� �����
��������� �������������
0∫

−1

ln M(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ �
0∫

−1

ln µ(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ (� > 0)�

�
%���� �
��	& ��� �������� �
������ ������� �
����
����� ����� ��
�

	���������

�� 	
��
 Λ = (λn)∞n=0 � ��������� �� +∞ ������������� �
������� � � �
�
!λ0 = 0"# � S0(Λ) � $��� �%��� ������


F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, !�"

� �&�' ��� �&�������( �&�)����� σa = 0� ��% σ < 0 �
��
 M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}# µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} � ��$� ����� 

��
� �%�* !�"# ν(σ, F ) = max{n ≥ 0 : |an| exp (σλn) = µ(σ, F )} � 
�+� '
������� 


���
$�# � κn =
ln |an| − ln |an+1|

λn+1 − λn
�

,
� � �� �R = lim
σ↑0

|σ| ln ln M(σ, F ) ��� ������% -�. R/���%�$�� F ∈ S0(Λ)� 0�

*��� 0 < �R < +∞ $��� �&�)����� ����������% -�. *�����

0∫
−1

ln M(σ, F )
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞. !�"

�© ������ ��	�
�� �
�
�
�� ����	���� ����
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, -�. ���
�
�� ��$
1 %$2� ln n = O(ln λn) (n → ∞)# �� ��% ��+�# 2�& �%� !�"
���
)�� �� $���* �&�)�����# �
�&�����# � * � ���$*# $�� ������������� (κn) �
/

������# ���������# 2�&
∞∑

n=1
(λn − λn−1)

(
ln+ |an|

λn

)2

exp
{
− �Rλn

ln+ |an|

}
< +∞� ����*

ln n = O(ln λn) (n → ∞) * ���
�
��� '��+� ��
��)
��% � $�� ����*��� ����$ ��%
��+�# 2�& ��$���� # 2� ���������3
��% !�" ������ ���
 ���������3
���

0∫
−1

ln µ(σ, F )
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞. !�"

, � $�� ��� ����% ��� ���������� *��� ln n = O(ln λn) (n → ∞) ��% 
$����/
�
������� ���������3
�� !�" � !�"� 4�
 ���&�
�� �� ��%�
�� ��3� �����%� 5 ��$�/
)
��# 2� ���
�
�� *���� ��� �� �*��$�# ������ �� *���*# &� ��$* �� �
�&�����(�
6�3 � ������ # ���
�
�� ��$* �
��
�*�

���
��� �� +,� �-.-/ 0-1 2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?>
18,� ��;5-:�,@5���/ 5�-1��25-/ 0-1 ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞)/ � 2-:���5@-
ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) A q > 3�

4% �
��
�� � �&�������%� � )�
 ���
�
� � ��
��)
�� � � ��
�� ��������� ����� ��������� ��� � �!�������"��# $�% � $&%� ��% � ���/

�
��% ��$�( *��� � $�� ����*��� �
�� ��$� �
� �

���� �� $&% � ����B α : [1, +∞) → [0, +∞) � γ : [0, +∞) → [0, +∞) C 5�;�2DE�5�
5������;5� A�-:��FG� 2- +∞ 78539�6 � α(x + O(1)) ∼ α(x) ��� x → +∞� H30-
lim

n→+∞(α(n)/γ(λn)) > 1/ �- �:58E ��2�-:,�2-;5�:�@ (λ∗
k) �-:,�2-;5-:�� (λn) ��3�/

0- k ≤ α−1(γ(λ∗
k)) + 1 2,� ;:�� k ≥ 1 � kj ≥ α−1(γ(λ∗

kj
)) 2,� 2��3-6 A�-:��FG-6

�-:,�2-;5-:�� (kj) 5��8��,@5�� G�:�,�

���� �� $'� �� �(% � H30- ln n = o(λn) ��� n → ∞/ �- �1:9�:� σa �1:-,F�5-6

A1�45-:�� ��28 =I> -1G�:,FE�@:� A� 7-��8,-F σa = lim
n→∞

1
λn

ln
1

|an| �
���� &� ���;;�25-<�55� =?> ��;5-:�,@5� :��;;�25-<�55F

0∫
−1

λν(σ,F )

exp{�R/|σ|}dσ < +∞. !7"

���������� 8������# ��$���$ -7# �� ��. ln µ(σ, F ) = ln µ(−1, F ) +
σ∫

−1

λν(x,F )dx# ��

l

0∫
−1

ln µ(σ, F )
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ =

0∫
−1

dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|}

σ∫
−1

λν(x,F )dx + K1 =

=

0∫
−1

λν(x,F )dx

0∫
x

dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|} + K1 =
1

�R

0∫
−1

λν(x,F )

exp{�R/|x|}dx + K1, K1 ≡ 9:;<= > 0,
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��% !�" � !7" ������ �����
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�
� ��)
�� ���
�� ��$
 ��
��)
��%�

���
�)���* �� 	�-;� ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) E 5�-1��25-F 2,� �-.-/ 0-1
2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?> 18,� ��;5-:�,@5����

���������� ?� �*�� ��# 2� *���� ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) �
 � $��*����%�
>��� ���*� ������� �
�
�
���� �������� ��������� �� +∞ �� [0, +∞) @*�$'�% l ��$�#

2� l(x) = o(ln2 x) (x → +∞) � lim
n→∞

ln n

λnl(λn)/ ln2 λn

> 1� 0� �
��� � � α(x) = ln x

� γ(x) = xl(x)/ ln2 x# x ≥ 1# ���*� ���������������� (λ∗
k) ������������� (λn) ��$�# 2�

k ≤ exp
{
λ∗

kl(λ∗
k)/ ln2 λ∗

k

}
+1 ��% ���� k ≥ 1 � kj ≥ exp

{
λ∗

kj
l(λ∗

kj
)/ ln2 λ∗

kj

}
��% �
%$�(

���������( ������������� (kj) ���*����� � � �
��
A$2� λn �= λ∗

k# �� �� 
�
�� an = 0# � � �
��� �$����
��% ��� �* � ��� �����*
�%�� ������
 ����� �� λ∗

k �� λn� ?� 
�
�� �� �%�* ������
 !�"# �
 ������������� (λn)
��$�# 2� ln n ≤ λnl(λn)/ ln2 λn + 1 ��% ���� n ≥ 1 � ln nj ≥ λnj l(λnj )/ ln2 λnj ��%
�
%$�( ���������( ������������� (nj) ���*����� � � �
�� ?������������ (nj) ��)
��

���)�� ��$��# 2�
∞∑

j=j0

1
l(λnj+1)

< +∞ � nj+1 > 2nj ��% ���� j ≥ 1�

	
��
 (qk) � ��������� �� +∞ ������������� ������ � � �
�# � mj = [nj+1/2]�
?� 
�
�� n0 = 0# an0 = 1# an = 0 ��% ���� nj < n < mj #

anj+1 =
j∏

k=0

exp{|qk|(λnk+1 − λnk
)}, j = 1, 2, 3, . . . , !�"

�
an = anj exp{|qj|(λn − λnj )}, mj ≤ n < nj+1, !B"

��&�� ��� �*��� �%� ������


F ∗(s) =
∞∑

j=0


anj exp{sλnj} +

nj+1−1∑
n=mj

an exp{sλn}

 . !�"

0 !�" � !B" �
+$� � �� ���# 2�

ln anj − ln anj+1

λnj+1 − λnj

=
ln anj − ln amj

λmj − λnj

=
ln an − ln an+1

λn+1 − λn
= qj , mj ≤ n < nj+1.

A$2� qj ≤ σ < qj+1# �� ν(σ, F ∗) = nj+1 � µ(σ, F ∗) = anj+1 exp{σλnj+1}� 0���� 
� �� ���# 2�

0∫
q1

λν(σ,F∗)

exp{�R/|σ|}dσ =
∞∑

j=1

qj+1∫
qj

λν(σ,F∗)

exp{�R/|σ|}dσ =
∞∑

j=1

λnj+1

qj+1∫
qj

dσ

exp{�R/|σ|} =

=
∞∑

j=1

λnj+1

qj+1∫
qj

σ2dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|} =
∞∑

j=1

λnj+1

1
�R

qj+1∫
qj

σ2d

(
− 1

exp{�R/|σ|}
)

=
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=
1

�R

∞∑
j=1

λnj+1


 |qj |2

exp{�R/|qj|} − |qj+1|2
exp{�R/|qj+1|} − 2

qj+1∫
qj

|σ|dσ

|σ|2 exp{�R/|σ|}


 ≤

≤ 1
�R

∞∑
j=1

λnj+1 |qj |2
exp{�R/|qj|} .

!C"

0 ��3�+� &�$*# ��% ���� ��� �� �
� $ � j

M(qj , F
∗) ≥

nj+1∑
n=mj

an exp{qjλn} = (nj+1 − mj)µ(qj , F
∗) ≥

≥ K2nj+1, K2 ≡ 9:;<= > 0.

!D"

, &
�
�� qj = −�R

(
ln

λnj+1 l(λnj+1 )
ln2 λnj+1

)−1

� E�$���$ l � �������� ��������� @*�$/

'�%# �� ln l(x) = o(ln x) (x → +∞)# ���* |qj | ≤ K3/ ln λnj+1 (j ≥ j0)# K3 ≡ 9:;<= > 0�
0 !D" ��� �*���

ln M(qj , F
∗) ≥ ln nj+1 + ln K2 ≥ λnj+1 l(λnj+1)

ln2 λnj+1

+ ln K2 = exp
{

�R

|qj |
}

+ ln K2,

��&�� ���������3
��% !�" �
 � $��*����%# &� � ���+� � �� ���# 2� ln M(σ, F ) =
= o(exp{�R/|σ|}) (σ ↑ 0)�

,������� � !C" �����

0∫
q1

λν(σ,F∗)

exp{�R/|σ|}dσ ≤
∞∑

j=1

K2
3λnj+1

λnj+1 l(λnj+1 )
ln2 λnj+1

ln2 λnj+1

= K2
3

∞∑
j=1

1
l(λnj+1 )

< +∞,

��&�� ���������3
��% !7"# � �� �
��� � � ���������3
��% !�" ���� �����
0�� 3 ���� ���
�� # 2� �%� !�" ��� �*����* �&�' �* �&�������( �&�)������

E�$���$ |qk| ↓ 0 (k → ∞)# �� � !�" � �� ���# 2�

lim
j→∞

ln anj+1

λnj+1

= lim
j→∞

j∑
k=0

|qk|(λnk+1 − λnk
)

j∑
k=0

(λnk+1 − λnk
)

= 0,

� � !B" ��% mj ≤ n < nj+1 �����

ln an

λn
≤ ln anj

λn
+ |qj | ≤

ln anj

λnj

+ |qj | → 0, j → ∞.

E�)
# lim
n→∞

ln an

λn
= 0 �# ��$���$ ln n ≤ λnl(λn)/ ln2 λn + 1 = o(λn) (n → ∞)# �� ��

�
��� � σa = 0� >�
��)
��% � �������� ���
�
���
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1� ��
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2

&� +�� � �* ����� ��������� ��� � �!�������"��# $�% � $&%� F*�
�� � $�/
� ����*��� �
��� $* � �
�*����� �� ������ -�.� ?����� �� �
�
� Ω(0) $��� ������ �
�
�&�
)
� � �� (−∞, 0) @*�$'�
 Φ ��$ �# 2� ������� Φ′ �
�
�
����# ������� � ����/

��� �� +∞ �� (−∞, 0)� 	
��
 ϕ � @*�$'�%# �&
��
�� �� Φ′# � Ψ(σ) = σ − Φ(σ)
Φ′(σ)

�

@*�$'�%# ���'�
����� � Φ �� 	�������� >��� -�. @*�$'�% Ψ �
�
�
���� � ������� ��
G �� (−∞, 0)# � @*�$'�% ϕ �
�
�
���� � ������� �� G �� (0, +∞)� 	��
3��# �
��

n(t) =

∑
λn≤t 1 � ��� ���� @*�$'�% ������������� Λ�

���� '� ����B Φ ∈ Ω(0)/ ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) 2,� ;:�� σ ∈ [σ0, 0) � ln n(t) = o(t) ���
t → +∞� J���8:���-/ 0- 2-2��5� 5� (−∞, 0) 78539�� β ��3�/ 0- β(σ) < |σ| 2,�
;:�� σ ∈ [σ0, 0)/ � �-A5�G��- γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ+β(σ)))� �-2� 2,� ;:�� 2-:��@ 1,�A@3��
2- � A5�G�5@ σ < 0

∑
λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} ≤ β(σ)

∞∫
γ(σ)

n(t) exp{tβ(σ)}dt.

���
�
��% '��( �
� ��$
 ���
# %$ � �
� 7 � -�.� , $�� ����*�� �
�* 7# �
��)$�
!� �� ���
�
��% �
��
� � � -�." ���
�� ��$* �
�*�

���� ,� ����B α C 5������;5�/ 2-2��5� � A�-:��FG� 2- +∞ 5� [0, +∞) 78539��
��3�/ 0- α(t) = o(t), t → +∞� J���8:���-/ 0- ln n(t) ≤ t/α(t) ��� t ≥ t0/ �
78539�� Φ ∈ Ω(0) ��3�/ 0-

2Φ′(σ)
α(Φ′(σ))

< Φ(σ) + |σ|Φ′(σ), σ0 ≤ σ < 0. !�G"

H30- ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) 2,� ;:�� σ ∈ [σ0, 0)/ β(σ) =
2

α(Φ′(Ψ−1(σ)))
�

γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ)))/ �-

∑
λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} → 0, σ ↑ 0. !��"

>
�
� ��)
�� ���
�� ��$
 ��
��)
��%�

���
�)���* �� 	�-;� ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) A q > 3 E 2-:���5@-F 2,� �-.-/
0-1 2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?> 18,� ��;5-:�,@5����

���������� 8�����$* ��*��) ��# 2� � �+�%�* �� �
�������� µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) � !�"
� �� ��� !�"� A$2� ) � $��*����% !�"# �� ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) = exp{�R/|σ|} ��% ����
σ ∈ [σ0, 0)� 0�*��) �� 2
# 2� � *��� ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) � �� ��� �
��������
ln n(t) ≤ t/α(t) �� t ≥ t0 � α(t) = lnq t, q > 3�

E�$���$ Φ′(σ) =
�R exp{�R/|σ|}

|σ|2 # �� �
��)$� �
�
��� � # 2�
2Φ′(σ)

lnq Φ′(σ)
< Φ(σ)+

+|σ|Φ′(σ), σ0 ≤ σ < 0# ��&�� *���� !�G" � $��*����% � �� �
��� � ���� ���
 �������/

��3
��% !��"# �
 γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))) � β(σ) =
2

lnq Φ′(Ψ−1(σ))
�



 !"#$%&'# (!)*') +,�- �)+).$/ "0)'1/''#2# R34#+,�05��� 67;

E�$���$ Ψ(σ) = σ − Φ(σ)
Φ′(σ)

= σ − σ2

�R
# �� Ψ−1(σ) = σ +

σ2

�R
+ O(σ3) (σ ↑ 0) �

1/Ψ−1(σ) = −1/|σ|−1/�R+O(σ) (σ ↑ 0)� >��* Φ′(Ψ−1(σ))=
e�R(1 + o(1)) exp{�R/|σ|}

|σ|2
�� σ ↑ 0# ����$ � �� ���# 2�

β(σ) =
2(1 + o(1))|σ|q

�q
R

��
1

σ + β(σ)
=

1
σ
− 2(1 + o(1))|σ|q−2

�q
R

�� σ ↑ 0.

0���� � �� ���# 2�

γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))) =
e�R(1 + o(1)) exp{�R/|σ|}

|σ|2 , σ ↑ 0.

E�$���$ 

M(σ, F ) ≤
( ∑

λn≤γ(σ)

+
∑

λn>γ(σ)

)
|an| exp{σλn} ≤

≤ µ(σ, F )(n(γ(σ)) + 1) +
∑

λn>γ(σ)

|an| exp{σλn},

�� � �+�%�* �� !��" ��� ��� 3�����% ���
�� # 2�
0∫

−1

ln n(γ(σ))
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞� H�


ln n(γ(σ)) ≤ γ(σ)/ lnq γ(σ) = e�1−q
R (1 + o(1))|σ|q−2 exp{�R/|σ|}, σ ↑ 0,

�# ��$���$ q > 3# ��

0∫
−1

ln n(γ(σ))
|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ ≤ K4

0∫
−1

|σ|q−4dσ < +∞.

>�
��)
��% � ���
�
���

K�8;�4�55� I� � ���
�
��� ��
��)
��% � � $�� ����� �
�������� ln µ(σ, F ) ≤
≤ exp{�R/|σ|} (σ ∈ [σ0, 0))� 	�������� ) �� !�" � �� ���# 2�

ln µ(σ, F ) = o(exp{�R/|σ|}) (σ ↑ 0).

>��* ��)
 &*� ����������&� � ��$
 ��
��)
��%�

-�!� �.� �� 	�-;� ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) E 5�-1��25-F � 2-:���5@-F 2,�
�-.-/ 0-1 2,� 3-45-6 78539�6 F ∈ S0(Λ) :��;;�25-<�55� =�> � =?> 18,� ��;5-:�,@

5����

8� '	���� (�)� #
���
 ����
 <���
��� ������
������� ����� �������� � �������������
==>
�� ��� ? 8@A6� ? &� 88B� C9� ? D� :863:6:�
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6� )�
*�	 +�)� 4�� ��
�� 	�������� ����� ������� ==5��� �
�� ����� ? 8@@@� ? &� ;8�
C88� ? D� 8:A;38:@:�

9� ,-./0 1�2�� ,3454.467 2�2� FG HIGGJHK�IG LJKMJJG KNJ OPIMKN IQ RST�RUR RIVUWUX
SGV RST�RSW KJPR IQ JGK�PJ Y�P�HNWJK XJP�JX �G KJPR IQ R3RJRLJP SXZR[KIK�HX ==\SKJR�
]KUV��� ? ÎW� 8@� C8� ? 6779� ? _� A93AA�

:� 8������	 )�)� `��� ���� �������� ? 0�� 8@@9�
;� 8������	 )�9�� !��:�*� ;�<� # ����	������ ���
 ������� ==D��� �
�� ����� ?

8@@A� ? &� 9@� C8� ? "� 67E3669�

�� ��� �� ��!��! �" #�$�%� �� &�$��&

'�&� (�� ) %��*�$!��� �� �' "�+ '�� �� '

%��*�$!��%� % '&&

/012343 5673831� 9:;<;=;>3 /2<?71342

1=/�> ?76�@A7B CA�>45D�6/ @E F@@G H4I3A@B@J/�

������ =/�>� K@B@G/./5D07 ,65�� ��
2 >7A F57A0@ ?76�@A7B CA�>45D�6/ @E LM>�>�

"#���� LM>�>� CA�>45D/646D07 ,65�� �

aIP S Y�P�HNWJK XJP�JX F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} M�KN KNJ SLXH�XXS IQ SLXIWUKJ
HIGbJPOJGHJ σa = 0 WJK M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} SGV µ(σ) =

= max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} (σ < 0)� DIGV�K�IGX IG λn QIP KNJ JcU�bSWJGHJ IQ

PJWSK�IGX
0∫

−1

ln M(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ SGV
0∫

−1

ln µ(σ,F )

|σ|2 exp{�R/|σ|}dσ < +∞ (� > 0) SPJ

JXKSLW�XNJV�

=4/ N@5GD& Y�P�HNWJK XJP�JX� RST�RUR RIVUWUX� RST�RSW KJPR� HIGbJPOJGHJ

HWSXX�

8����% ����
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 �
�%���
�	��� |v|ρv ������� �""
�	� �� 	
���������� '������ �
������ /�
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|v|ρv� �� � ��
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�%
"
� �
���� Ω 
� R
n ���� n ∈ N ��� "	
�
� 
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 ���
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�
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����
�� 
$���
��
 ��� ���'�
�
�� 
� "	
��
� �� ��	
� �� !
���
�� )� -�

�� 
������ ������������ ,
� Ω �
 ��� �
���
� �
���� �� ∈ R
n ���� 	
&���	 ��

+���
	
�4� �
��
 ���� �
����	� ∂Ω ��� �
� T �
 � "
�����
 ����
	� QT = (0, T )×Ω� 0 <
< T < +∞� Qt1,t2 = (t1, t2)×Ω� {t1, t2} ∈ [0, T ]� t1 < t2< Qτ = Q0,τ < Ωτ = {t = τ}∩QT <

ST = (0, T )× ∂Ω�

=
 ���� �
����
	 ��
 �
��
���& "	
��
� �� ��
 �
���� QT :

utt(t, x) −
n∑

i,j=1

(aijuxi(t, x))xj +
n∑

i=1

ai(t, x)uxi(t, x) +
n∑

i=1

bi(t, x)θxi+

+ α0(t, x)u(t, x) + α1(t, x)θ(t, x) + γ1(t, x)|ut|p−2ut = f1(t, x), / ��1

θt(t, x) −
n∑

i,j=1

(cijθxi(t, x))xj −
n∑

i=1

(ci(t, x)ut)xi +
n∑

i=1

di(t, x)uxi(t, x)+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θxi + β0(t, x)u(t, x) + β1(t, x)θ(t, x) + γ2(t, x)|θ|q−2θ = f2(t, x) / � 1

���� �
����	�

u(x, t) = 0, θ(x, t) = 0 
� ST / �)1

��� �������

u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), θ(0, x) = θ0(x) 
� Ω / �-1

�
�����
��� >
	
 p, q ∈ (2,+∞)�
=
 ���� ��*
 ��
 �
��
���& �����"��
�� �
��
	���& ��
 �

?��
���� �
��
�
&
�

��

�
	�� ��� ������� ���� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1@

(A) {aij , aijt} ∈ L∞(QT ), aij(t, x) = aji(t, x) ���
�� 
�
	���
	
 �� QT <

a0|ξ|2 �
n∑

i,j=1

aij(t, x)ξiξj � a0|ξ|2

��
� �
	 (t, x) ∈ QT ��� �
	 
�
	� ξ ∈ R
n� a0 ��� a0 �	
 "
�����
 �
�������<

(C) {cij , cijt} ∈ L∞(QT ), cij(t, x) = cji(t, x) ���
�� 
�
	���
	
 �� QT <

c0|ξ|2 �
n∑

i,j=1

cij(t, x)ξiξj � c0|ξ|2

��
� �
	 (t, x) ∈ QT ��� �
	 
�
	� ξ ∈ R
n� c0 ��� c0 �	
 "
�����
 �
�������<
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(D) {ai, , ait, bi, bit, ci, cit, di, dit, ei, eit} ∈ L∞(QT );

(E) α0, α0t, α1, β0, β1 ∈ L∞(QT )<

(F) {f1, f2, f1t, f2t} ∈ L2(QT )� u0 ∈ H2(Ω0) ∩H1
0 (Ω0)� u1 ∈ H1

0 (Ω0) ∩ L2(p−1)(Ω0)�
θ0 ∈ H2(Ω0) ∩H1

0 (Ω0) ∩ L2(q−1)(Ω0)<

(G) γ1, γ2 ∈ L∞(QT ); γ1(t, x) � γ̃1, γ2(t, x) � γ̃2 ���
�� 
�
	���
	
 �� QT � γ̃1 � γ̃2

�	
 "
�����
 �
��������

��������� �� , -'�# ). ./0%(�)01 (u, θ)2 3&�%& u ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω))∩

∩C(0, T ;L2(Ω))2 ut ∈ L2(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(QT ) ∩ C(0, T ;L2(Ω))2 θ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)∩

∩H1
0 (Ω))∩Lq(QT )∩C(0, T ;L2(Ω))2 �1 1'�4 () 5" ' 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0 ). -#)5*"8 9��:;


9��<; �. (u, θ) 1'(�1="1

∫
ΩT

utv dx−
∫
Ω0

u1(x)v dx+
∫

QT

[
−utvt +

n∑
i,j=1

aij(t, x)uxivxj +

+
n∑

i=1

ai(t, x)uxiv +
n∑

i=1

bi(t, x)θxiv + α0(t, x)uv+

+ α1(t, x)θv + γ1(t, x)|ut|p−2utv
]
dx dt =

∫
QT

f1(t, x)v dx dt, / ��1

∫
QT

[
θtw +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θxiwxj +
n∑

i=1

ci(t, x)utwxi +
n∑

i=1

di(t, x)uxiw+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θxiw + β0(t, x)uw + β1(t, x)θw+

+ γ2(t, x)|θ|q−2θw
]
dx dt =

∫
QT

f2(t, x)w dx dt / �01

.)# '** v, w ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) '04 �0�(�'* %)04�(�)01 u(0, x) = u0(x), θ(0, x) = θ0(x)�

�� ������� � �� ���������

!"����� �� �"( '11/8-(�)01 (A) − (G) &)*4 '04 {aijtt2 cijtt2 α1t2 β0t2 β1t2 γ1t2 γ1tt2

γ2t2 γ2tt} ∈ L∞(QT )� >&"0 -#)5*"8 9��:;
9��<; &'1 ' 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0 (u, θ)�

?"8'#@ :� A'����
�� / ��1 ��� / � 1 �	
 &��
� �� �
��
 
� ����	�����
���

������ .
 ��
� ��
 
$���
��
 
� &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1 �
 ����

��
 ��
 2�
�
%3��
	*�� �
��
�� =
 �
����
	 (wk)k∈N � �
�"�
�
 �
'�
��
 
� ���
�	��

���
"
��
�� �
��
 
�
	���
	
 �� H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω) ∩ L2(max{p,q}−1)(Ω) �
� 
� ������
��

/B�����B1 ����� �	
 
	��
�
	��� �� L2(Ω)� C
�
�
 Wm = [w1, w2, . . . , wm] ��
 ����"��



� H2(Ω)∩H1
0 (Ω)∩L2(max{p,q}−1)(Ω) �"���
� �� ��
 m #	�� �
��
	� 
� (wk)k∈N� ,
� ��



�4 ������ ���	�
����
�

�
����
	 �
'�
��
�

um(t, x) =
m∑

k=1

cmk (t)vm(x), θm(t, x) =
m∑

l=1

zm
l (t)wm(x)

�
	 vk, wl, k, l = 1, . . . ,m �
�
�&��& �
 Wm� .�
 �""	
$����
� ����
� ���
����
� �


����
� / ��1%/ � 1� ��
	
 cmk ��� zm
l �	
 �
����
�� �
 ��
 +����� "	
��
�� �� &��
� ��

∫
Ω

[
um

tt v
k +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
vk

xj
+

n∑
i=1

ai(t, x)um
xi
vk +

n∑
i=1

bi(t, x)θm
xi
vk + α0(t, x)umvk+

+ α1(t, x)θmvk + γ1(t, x)|um
t |p−2um

t v
k
]
dx =

∫
Ω

f1(t, x)vk dx, /)��1

∫
Ω

[
θm

t w
l +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
wl

xj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
t w

l
xi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
xi
wl+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
xi
wl + β0(t, x)umwl + β1(t, x)θmwl+

+ γ2(t, x)|θm|q−2θmwl
]
dx =

∫
Ω

f2(t, x)wl dx, t ∈ (0, T ), /)� 1

um(0) = um
0 , u

m
t (0) = um

1 , θ
m(0) = θm

0 , 1 � k, l � m, /)�)1

��
	
 vk ��� wl �
�
�& �
 Wm�

2	
� /)�)1 �
 �

 ���� um
0 , u

m
1 , θ

m
0 �
�
�& �
 Wm ��� �������

um
0 −→ u0 ��	
�&�� �� H2(Ω0) ∩H1

0 (Ω0), /)�-1

θm
0 −→ θ0 ��	
�&�� �� H2(Ω0) ∩H1

0 (Ω0) ∩ L2(q−1)(Ω0), /)��1

um
1 −→ u1 ��	
�&�� �� H1

0 (Ω0) ∩ L2(p−1)(Ω0). /)�01

.���� �	
� ��
 �
�����
�� 
� ��
 ��

	
� �
 ��� �
�����
 ���� ��
 ������
�� (u, θ)
������� ��
 �
�����
�� 
� +�	���

�
	� .�

	
� �� � "��-�� .�
� ��
	
 
$���� �
���%

��
���� ���
	
������
 �
����
� 
� "	
��
� /)��1%/)�)1 ����� �� �
�
	���
� �� �
�
 ���
	���

[0, tm], tm � T ��� ��� ���
���
�� �
�����
�� �
	������
� .��� ���
	��� ���� �
 
$�
��
�

�
 ��� ���
	��� (0, T ) ����*� �
 ��
 #	�� 
������
 �
�
��

�������� #�=
 ���� �����"�� 
'����
� /)��1 �� ��
 ������
�� cmkt(t) ��� 
'����
� /)� 1

�� ��
 ������
�� zm
l (t) 	
�"
����
��� ������& 
�
	 k ��� l �	
� 1 �
 m 	
�"
����
�� ���
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���
&	����& 
�
	 t �	
� 9 �
 τ, 0 < τ < tm� =
 &
�

∫
Qτ

[
um

ttu
m
t +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
um

txj
+

n∑
i=1

ai(t, x)um
xi
um

t +
n∑

i=1

bi(t, x)θm
xi
um

t +

+ α0(t, x)umum
t + α1(t, x)θmum

t + γ1(t, x)|um
t |p
]
dx dt =

∫
Qτ

f1u
m
t dx dt, /)��1

∫
Qτ

[
θm

t θ
m +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
θm

xj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
t θ

m
xi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
xi
θm+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
xi
θm + β0(t, x)umθm + β1(t, x)θmθm+

+ γ2(t, x)|θm|q] dx dt =
∫

Qτ

f2θ
m dx dt. /)�D1

,
� �� �	����
	� ��� 
�������� 
������
� �
	 
�
	� �
	� �� /)��1 ����& �����"��
�� 
�

��
 .�

	
� �� :� �� 
��� �
 ��
� ����

Ia
1 =

∫
Qτ

um
ttu

m
t dx dt =

1
2

∫
Ωτ

|um
t |2 dx− 1

2

∫
Ω0

|um
1 |2 dx.

;� �����"��
� (A)� �
 ���


Ia
2 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
um

xjt dx dt � a0

2

∫
Ωτ

|∇um|2 dx− a0

2

∫
Ω0

|∇um
0 |2 dx−

− a1

2

∫
Qτ

|∇um|2 dx dt, ��
	
 a1 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijt(t, x)|2.

2	
� (D) �
 
�����

Ia
3 =

∫
Qτ

n∑
i=1

ai(t, x)um
xi
um

t dx dt � 1
2

∫
Qτ

[
νaδ

a
0 |∇um|2 +

1
δa
0

|um
t |2
]
dx dt,

Ia
4 =

∫
Qτ

n∑
i=1

bi(t, x)θm
xi
um

t dx dt � 1
2

∫
Qτ

[
νbδ

a
1 |∇θm|2 +

1
δa
1

|um
t |2
]
dx dt,

��
	
 νa = max
i

ess supQT
|ai(t, x)|2� νb = max

i
ess supQT

|bi(t, x)|2� δa
0 > 0� δa

1 > 0 E ���

�
��������



�4� ������ ���	�
����
�

;� �����"��
� (E) �
 #��

Ia
5 =

∫
Qτ

α0(t, x)umum
t dx dt � 1

2

∫
Qτ

(
2να0δ

a
2T

2 +
1
δa
2

)
|um

t |2 dx dt+

+ να0δ
a
2T

∫
Ω0

|um
0 | dx, ��
	
 να0 = ess sup

QT

|α0(t, x)|2, δa
2 > 0,

����
 ∫
Qτ

u2(t, x) dx dt � 2T
∫
Ω0

u2
0(x) dx+ 2T 2

∫
Qτ

u2
t (t, x) dx dt. /)��1

F
$�

Ia
6 =

∫
Qτ

α1(t, x)θmum
t dx dt � 1

2

∫
Qτ

[
να1δ

a
3 |um

t |2 +
1
δa
3

|θm|2
]
dx dt,

��
	
 να1 = ess supQT
|α1(t, x)|2� δa

3 > 0�
2	
� (F)� (G) �
 &
�

Ia
7 =

∫
Qτ

γ1(t, x)|um
t |p dx dt � γ̃1

∫
Qτ

|um
t |p dx dt,

Ia
8 =

∫
Qτ

f1u
m
t dx dt � 1

2

∫
Qτ

[
δa
4 |f1|2 +

1
δa
4

|um
t |2
]
dx dt, δa

4 > 0.

+
������� δa
k > 0, k = 0, . . . , 4�

A������
� 
� �
	�� 1, 3− 5, 7, 8 �	
� /)�D1 ��� �
 
�����
� ������	�� �
 ��
 
������
�

Ia
1 , I

a
3 − Ia

5 , I
a
7 , I

a
8 � (�*��& ��
 
� (C) �
 �
�����
 ����

Ic
2 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
θm

xj
dx dt � c0

∫
Qτ

|∇θm|2 dx dt.

2	
� �����"��
� (E) ��� ��
'������ /)��1 �
 &
�

Ic
6 =

∫
Qτ

β0(t, x)umθm dx dt � νβ0δ
c
3T

2

∫
Qτ

|um
t |2 dx dt+

+
1

2δc
3

∫
Qτ

|θm|2 dx dt+ νβ0δ
c
3T

∫
Ω0

|um
0 | dx,

��
	
 δc
3 > 0� νβ0 = ess supQT

|β0(t, x)|2�
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������& ��
 
������
� 
� ��� �
	�� ���
 /)��1%/)�D1 �
 
����� ��
'������

∫
Ωτ

[|um|2 + |um
t |2 + a0|∇um|2 + |θm|2] dx+

+ (2c0 − νbδ
a
1 − νcδ

c
0 − νeδ

c
2)
∫

Qτ

|∇θm|2 dx dt+ γ̃1

∫
Qτ

|um
t |p dx dt+

+ γ̃2

∫
Qτ

|θm|q dx dt �
∫
Ω0

[
(2να0δ

a
2T + 2νβ0δ

c
3T )|um

0 |2 + |um
1 |2+

+ a0|∇u0|2 + |θm
0 |2
]
dx+

∫
Qτ

[
δa
4 |f1|2 + δc

4|f2|2
]
dx dt+

+
∫

Qτ

[
2T |um|2 +

(
να0δ

a
2T

2 + νβ0δ
c
3T

2 + να1δ
a
3 +

3∑
k=0

1
δa
k

+
1
δc
0

)
|um

t |2+

+
(
a1 + νaδ

a
0 + νdδ

c
1

) |∇um|2 +

(
1
δa
3

+
4∑

k=1

δc
k

)
|θm|2

]
dx dt, /)��91

��
	
 δa
0 − δa

4 ��� δc
0 − δc

4 �	
 ��� "
�����
 �
�������� F
� ��

�
 �
������� δa
1 , δ

c
0, δ

c
2 ��

���� � ��� ���� ��
 �
��
���& �
�����
� �
���@ 2c0 − νbδ
a
1 − νcδ

c
0 − νeδ

c
2 > 0�

.��� �""����& 3	
�����4� �
��� �	
� /)��91 �
 
�����

∫
Ωτ

[|um|2 + |um
t |2 + |∇um|2 + |θm|2] dx +

∫
Qτ

|∇θm|2 dx dt+

+ γ̃1

∫
Qτ

|um
t |p dx dt+ γ̃2

∫
Qτ

|θm|q dx dt � C1

[ ∫
Qτ

[|f1|2 + |f2|2
]
dx dt+

+
∫
Ω0

[|um
0 |2 + |um

1 |2 + |∇um
0 |2 + |θm

0 |] dx
]

� C, τ ∈ (0, T ), /)���1

��
	
 C1, C �	
 "
�����
 �
������� ���
"
��
�� 
� m�

F
$�� �� ����
� /)��1%/)� 1 �
 ���� �����"�� ��
 #	�� 
'����
� /)��1 �� cmktt(0)� ���
��
 �
�
�� 
'����
� /)� 1 �� zm

lt (0) �� t = 0� ;
����
 
� ��
 ��
��
 
� B�����B �
 ���


∫
Ω0

|um
tt (0, x)|2 dx � C2

∫
Ω0

(
a0

n∑
i=1

|um
0xixi

|2 + νa

n∑
i=1

|um
0xixi

|2 + νb|∇θm
0 |2+

+ να0 |um
0 |2 + να1 |θm

0 |2 + γ̃1|um
1 |2(p−1) + |f1(0, x)|2

)
dx � C3, /)�� 1
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����
�

∫
Ω0

|θm
t (0, x)|2 dx � C4

∫
Ω0

(
c0

n∑
i=1

|θm
0xixi

|2 + µc|∇um
1 |2 + νd|∇um

0 |2 + νe|∇θm
0 |2+

+ νβ0 |um
0 |2 + νβ1 |θm

0 |2 + γ̃2|θm
0 |2(q−1) + |f2(0, x)|2

)
dx � C5, /)��)1

��
	
 C2, C4 �	
 "
�����
 �
������� ���
"
��
�� 
� m� ��� �	
� /)�-1%/)�01 ��� ����
�

/)��1%/)� 1 ��
	
 �	
 "
�����
 �
������� C3, C5 ���
"
��
�� 
� m ���� ���� 	�&��%����%

���
 ���
&	��� 
� /)�� 1� /)��)1 �	
 �
���
��

�������� ##� C��
	
�������& 
'����
�� /)��1 ��� /)� 1 ���� 	
�"
�� �
 t� �����"����&

��
 #	�� 
'����
�� /)��1 �� cmktt(t) ��� ��
 �
�
�� 
'����
�� /)� 1 �� zm
lt (t) 	
�"
����
���

������& 
�
	 k ��� l 	
�"
����
��� ���
&	����& 
�
	 t �	
� 9 �
 τ � 0 < τ < tm � T � �


&
�

∫
Qτ

[
um

tttu
m
tt +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
txi
um

ttxj
+

n∑
i,j=1

aijt(t, x)um
xi
um

ttxj
+

n∑
i=1

ai(t, x)um
txi
um

tt +

+
n∑

i=1

ait(t, x)um
xi
um

tt +
n∑

i=1

bi(t, x)θm
txi
um

tt +
n∑

i=1

bit(t, x)θm
xi
um

tt +

+ α0(t, x)um
t u

m
tt + α0t(t, x)umum

tt + α1(t, x)θm
t u

m
tt + α1t(t, x)θmum

tt +

+ (p− 1)γ1(t, x)|um
t |p−2(um

tt )
2 + γ1t(t, x)|um

t |p−1um
t u

m
tt−

− f1t(t, x)um
tt

]
dx dt = 0, /)��-1

∫
Qτ

[
θm

tt θ
m
t +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
txi
θm

txj
+

n∑
i,j=1

cijt(t, x)θm
xi
θm

txj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
tt θ

m
txi

+

+
n∑

i=1

ci(t, x)um
t θ

m
txi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
txi
θm

t +
n∑

i=1

dit(t, x)um
xi
θm

t +

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
txi
θm

t +
n∑

i=1

eit(t, x)θm
xi
θm

t + β0(t, x)um
t θ

m
t + β0t(t, x)umθm

t +

+ β1(t, x)|θm
t |2 + β1t(t, x)θmθm

t + (q − 1)γ2(t, x)|θm|q−2(θm
t )2+

+ γ2t(t, x)|θm|q−1θmθm
t − f2t(t, x)θm

t

]
dx dt = 0. /)���1

F
�� �
 �	
 &
��& �
 ��*
 �	����
	� 
� ��
 ��� �
	�� 
� 
'����
�� /)��-1 %/)���1 ����&

�����"��
�� (A)−(G) ��� �
�����
�� 
� .�

	
� �� G���& �
 ��
 ���� ���� /)���1� /)�� 1


������
� 
� �
	�� 2, 4 − 11, 14 �
	 
'����
� /)��-1 ��� �
 
�����
� ������	�� �
 ��
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������
� �	
� 
'����
� /)��1� A������
� 
� 
��
	 �
	�� 
� ����
� /)��-1 �	


Ja
1 =

∫
Qτ

um
tttu

m
tt dx dt =

1
2

∫
Ωτ

|um
tt |2 dx− 1

2

∫
Ω0

|um
tt (0, x)|2 dx,

Ja
3 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

aijt(t, x)um
xi
um

ttxj
dx dt � 1

2

∫
Ω0

[
ν1

a |∇um
1 |2 + a1|∇um

0 |] dx−
− a1

∫
Qτ

|∇um
t |2 dx dt− 1

2

∫
Qτ

[
a2δa

5 |∇um
t |2 +

1
δa
5

|∇um|2
]
dx dt,

ν1
a = ess sup

Ω0

n∑
i,j=1

|aijt(0, x)|2, a2 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijtt(t, x)|2, δa
5 > 0,

Ja
12 = (p− 1)

∫
Qτ

γ1(t, x)|um
t |p−2(um

tt )
2 dx dt �

� γ̃1
4(p− 1)
p2

∫
Qτ

[(
d

dt

(
|um

t | p−2
2 um

t

))2
]
dx dt,

Ja
13 =

∫
Qτ

γ1t(t, x)|um
t |p−2um

t u
m
tt dx dt � µγ1

p

∫
Ωτ

|um
t |p dx− ν1

γ1

p

∫
Ω0

|um
1 |p dx−

− µ1
γ1

p

∫
Qτ

|um
t |p dx dt, ν1

γ1
= ess sup

Ω0

|γ1t(0, x)|2, µ1
γ1

= ess sup
QT

|γ1tt(t, x)|2.

:� ��
� 
� ��
 ���� ���� /)���1 ��� /)��)1� 
������
� 
� �
	�� 4− 13, 16 �	
� /)���1 ���

�
 
�����
� ������	�� �
 ��
 
������
� �	
� 
'������ /)�D1� :� ����� �
 ��� 
����� �

 ����


������
� 
� 
��
	 �
	�� �	
� 
'������ /)���1

Jc
1 =

∫
Qτ

θm
tt θ

m
t dx dt =

1
2

∫
Ωτ

|θm
t |2 dx− 1

2

∫
Ω0

|θm
t (0, x)|2 dx,

Jc
2 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
txi
θm

txj
dx dt � c0

∫
Qτ

|∇θm
t |2 dx dt,
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Jc
3 =

∫
Qτ

n∑
i,j=1

cijt(t, x)θm
xi
θm

txj
dx dt � c1

2

∫
Ωτ

|∇θm|2 dx − ν1
c

2

∫
Ω0

|∇θm
0 |2 dx dt−

− c2

2

∫
Qτ

|∇θm|2 dx dt, ν1
c = ess sup

Ω0

n∑
i,j=1

|cijt(0, x)|2,

c1 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|cijt(t, x)|2, c2 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|cijtt(t, x)|2.

H��
 
��
	�
 ����

Jc
14 = (q − 1)

∫
Qτ

γ2(t, x)|θm|q−2(θm
t )2 dx dt �

� γ̃2
4(q − 1)
q2

∫
Qτ

[(
d

dt

(
|θm| q−2

2 θm
))2

]
dx dt,

Jc
15 =

∫
Qτ

γ2t(t, x)|θm|q−2θmθm
t dx dt � µγ2

q

∫
Ωτ

|θm|q dx− ν1
γ2

q

∫
Ω0

|θm
0 |q dx−

− µ1
γ2

q

∫
Qτ

|θm|q dx dt, ν1
γ2

= ess sup
Ω0

|γ2t(0, x)|2, µ1
γ2

= ess sup
QT

|γ2tt(t, x)|2.

������& ��
 ��
�
 
�������
�� ���
 /)��-1%/)���1� �
 
����� ��
'������

∫
Ωτ

[
|um

tt |2 + a0|∇um
t |2 +

2µγ1

p
|um

t |p + c1|∇θm|2 + |θm
t |2 +

2µγ2

q
|θm|q

]
dx+

+ (2c0 − νbδ
a
6 − νcδ

c
5 − µcδ

c
6 − νeδ

c
7)
∫

Qτ

|∇θm
t |2 dx dt+

+ γ̃1
8(p− 1)
p2

∫
Qτ

(
d

dt

(
|um

t | p−2
2 um

t

))2

dx dt+

+ γ̃2
8(q − 1)
q2

∫
Qτ

(
d

dt

(
|θm| q−2

2 θm
))2

dx dt � C6+

+
∫

Qτ

[
δa
10|f1t|2 + δc

10|f2t|2
]
dx dt+

∫
Ω0

(
|um

tt (0, x)|2 + a0|∇um
1 |2 + να0δ

a
8 |um

1 |2+
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+ a1|∇um
0 |2 +

2ν1
γ1

p
|um

1 |p + |θm
t (0, x)|2 + ν1

β1
|θm

0 |2 +
2ν1

γ2

q
|θm

0 |q
)
dx+

+
∫

Qτ

[(
δa + να0δ

a
8 +

1
δc
4

)
|um

tt |2 + (a2δa
3 + 2a1 + νaδ

a
4 + νdδ

c
6)|∇um

t |2+

+ (νβ0δ
c
9 +

1
δc
5

)|um
t |2 +

2µ1
γ1

p
|um

t |p + +(µbδ
a
7 + c2 + µcδ

c
8)|∇θm|2+

+ (δc + 2νβ1 + να1δ
a
9 ) |θm

t |2 +
2µ1

γ2

q
|θm|q

]
dx dt, /)��01

��
	
 C6, δ
a
3 > 0, δa

4 > 0, δa
k > 0 (k = 6, . . . , 10), δc

l > 0, (l = 4, . . . , 10), δa > 0, δc > 0
��� �
������� νβ1 , νd, µb, µc �
"
��
�� 
� ������
�� β1, di, , bit, cit 	
�"
����
�� ���

�
#�
� ��

νβ1 = ess sup
QT

|β1(t, x)|2, µb = max
i

ess sup
QT

|bit(t, x)|2,

µc = max
i

ess sup
QT

|cit(t, x)|2, µd = max
i

ess sup
QT

|dit(t, x)|2.

+�

�
 ��� "
�����
 �
������� δa
6 , δ

c
5, δ

c
6, δ

c
8 �� ���� � ��� ���� ��
 �
��
���& �
�����
�

�
��@ (2c0− νbδ
a
6 − νcδ

c
5 −µcδ

c
6− νeδ

c
7) > 0� 2	
� /)�� 1� /)��)1� �
�����
�� 
� .�

	
� ��

3	
�����4� �
��� ��� �	
� /)��01 ��"��
� ����∫
Ωτ

[
|um

tt |2 + |∇um
t |2 + |um

t |p + |∇θm|2 + |θm
t |2 + |θm|q

]
dx+

+
∫

Qτ

|∇θm
t |2 dx dt+

∫
Qτ

(
d

dt

(
|um

t | p−2
2 um

t

))2

dx dt+

+
∫

Qτ

(
d

dt

(
|θm| q−2

2 θm
))2

dx dt � C7, τ ∈ (0, T ), /)���1

��
	
 C7 �� � "
�����
 �
������ ���
"
��
�� 
� m�

=
 ����� ��� 
����� �	
� /)���1� /)���1 ��
 �
��
���& ����
'�
��
� um, θm /����� �
�
�
�

�� ��
 
	�&���� �
'�
��
�1@

um → u ∗%�
�* �� L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),

um
t → ut ∗%�
�* �� L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ��� �
�*�� �� Lp(QT ),

um
tt → utt ∗%�
�* �� L∞(0, T ;L2(Ω)),

θm → θ ∗%�
�* �� L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ��� �
�*�� �� Lq(QT ),

θm
t → θt ∗%�
�* �� L∞(0, T ;L2(Ω)),

|um
t |p−2um

t → ψ1 �
�*�� �� Lp/(p−1)(QT ),

|θm|q−2θm → ψ2 �
�*�� �� Lq/(q−1)(QT ). /)��D1



�4! ������ ���	�
����
�

;� ,�
��4 �
�"����
�� ��

	
� /��� ,�
�� ��� "��9� ��

	
� ����1

um
t → ut ��	
�&�� �� L2(QT ) ��� ��
� �� QT ,

θm → θ ��	
�&�� �� L2(QT ) ��� ��
� �� QT /)���1

�� m → ∞� 2	
� /)��D1� /)���1 ��� ,�
��4 �
��� ��) /��� ,�
�� ��� "� �� �
��� ��)�1

ψ1 ≡ |ut|p−2ut ��� ψ2 ≡ |θ|p−2θ�

?"8'#@ �� (
	

�
	�

∂

∂t

(
|um

t | p−2
2 um

t

)
�
���
� �� L2(QT ),

∂

∂t

(
|θm| q−2

2 θm
)

�
���
� �� L2(QT ).

.
 �
�"�
�
 ��
 "	

� 
� ��
 .�

	
� �� �
 ����� ��
� ���� ��
 "��	 
� ������
�� (u, θ)
�� � &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1� 2	
� /)��1� /)� 1 �
 
����� ��
 �
��
���&

����
� 
� 
'����
��∫
ΩT

um
t v

m0 dx−
∫
Ω0

um
1 (x)vm0 dx+

∫
QT

[
−um

t v
m0
t +

n∑
i,j=1

aij(t, x)um
xi
vm0

xj
+

+
n∑

i=1

ai(t, x)um
xi
vm0 +

n∑
i=1

bi(t, x)θm
xi
vm0 + α0(t, x)umvm0+ /)� 91

+ α1(t, x)θmvm0 + γ1(t, x)|um
t |p−2um

t v
m0

]
dx dt =

∫
QT

f1(t, x)vm0 dx dt,

∫
QT

[
θmwm0 +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θm
xi
wm0

xj
+

n∑
i=1

ci(t, x)um
t w

m0
xi

+
n∑

i=1

di(t, x)um
xi
wm0+

+
n∑

i=1

ei(t, x)θm
xi
wm0 + β0(t, x)umwm0 + β1(t, x)θmwm0+ /)� �1

+ γ2(t, x)|θm|q−2θmwm0
]
dx dt =

∫
QT

f2(t, x)wm0 dx dt, vm0 , wm0 ∈ Wm0 .

!���
 vm0 , wm0 �� � B�����B H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ∩ L2(max{p,q})−1(Ω)� �� �
��
�
�� �� �
��
��

���� ��
 ���� ��
 
'����
�� �	
 �	�
 �
	 ��� vm0 , wm0 ∈ Wm0 � .�*��& ������ �� /)� 91%

/)� �1 �� m → ∞� ����& ��
 ���� ���� H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) ∩ L2(max{p,q})−1(Ω) �� �
��
 ��

H1
0 (Ω) ∩ L2(max{p,q})−1(Ω)� �
 
����� ���� (u, θ) ������� / ��1� / � 1� ;� ,
��� �� ���

"� 9� {u, ut} ∈ C(0, T ;L2(Ω))� ��
�
�
	 {u, ut, utt} ∈ L2(QT )� H��
 �� ,
��� �� ���

"� 9� θ ∈ C(0, T ;L2(Ω))� ��
�
�
	 {θ, θt} ∈ L2(QT )�
:� �� 
��� �
 ��
�� ���� ��
 ������� �
�����
�� �
��� I���& /)��D1 ��� ,
��� �� 

��� "� 9� �
 �

 ���� um(0, x) → u(0, x), θm(0, x) → θ(0, x) �
�*�� �� L2(Ω)� H� �

	
���� 
� ��
 ���� ���� um(0, x) = um
0 → u0 �� H2(Ω0) ∩ H1

0 (Ω0) ��� θm
0 → θ0 ��

H2(Ω0) ∩H1
0 (Ω0) ∩ L2(q−1)(Ω0) ��"���
� ��
 #	�� ��� ��
 ���	� �
	�� 
� / �-1�
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F
$�� ��
 �
 /)��D1
∫
Ω

um
ttw

m dx → ∫
Ω

uttw
m dx ∗%�
�*�� �� L∞(0, T )� �
��
'�
����

/��� �
��� �� � ��� J� 9� ���� X = R1 �
 ���


∫
Ω0

um
t (0, x)wk dx→


∫

Ω

utw
k dx



∣∣∣∣∣
t=0

=
∫
Ω

ut(0, x)wk dx,

���� �������� ��
∫
Ω0
um

t (0, x)wk dx → ∫
Ω
u1w

k dx� �
����
 um
1 → u1 �� H1

0 (Ω0)∩
∩L2(p−1)(Ω0)� �
 
�����∫

Ω0

ut(0, x)wk dx =
∫
Ω0

u1w
k dx �
	 ��� k ∈ N.

.��� ��"��
� ��
 �
�
�� �
	� 
� / �-1�

>
��
� (u, θ) �� � &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1� .�
 "	

� 
� ��
 .�

	
�

�� �
�"�
�
�

?"8'#@ !� 2�	�� ��� ���	� "�	�� 
� / �)1 �
��
�� �	
� �
�
�&��& u ��� θ �


L∞(0, T ;H1
0(Ω))�

��������� �� $�����"���� �� ��������%� 
/--)1" (&'( %)04�(�)01 ). >&")#"8 : '#"

./*=**"4� $)#")A"#2 {aijxk
, cijxk

, aixk
, bixk

, cixk
, , dixk

, eixk
, α0xk

, α1xk
, β0xk

,

β1xk
, γ1xk

, γ2xk
} ∈ L∞(QT ), k = 1, . . . , n '04

p, q � 2n
n− 2

, n > 2; p, q �1 '0 '#5�(#'#B 3&"0 n = 1, 2. /)�  1

�04"# (&"1" '11/8-(�)012 (&" 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0 ). -#)5*"8 9��:;
9��<; �1 (&" 1)*/(�)0

'*8)1( "A"#B3&"#" )0 QT �

������ :� ������	 � ��� �
 .�

	
� � �
 ���� ��
 ��
 2�
�
%3��
	*�� �
��
� ����

��

���& � �"
���� B�����B� ,
� wk �	
 
�&
�������
�� 
� C�	����
� "	
��
� �
	 
"
	��
	

−∆@

−∆wk = λwk, wk = 0 
� ∂Ω.

!�""
�
 ���� ��
 �
����	� 
� Ω �� ��?��
���� ��

�� �� ���� ��� ���� wk ∈ H2(Ω)� wk ∈
H1

0 (Ω) ��� wk ∈ L2(max{p,q}−1)� 
�"
������ ∂Ω ⊂ C2� +�

�
 um
0 , , u

m
1 , θ

m
0 ∈ [w1, . . . , wm]

�� ���� � ���� ���� um
0 → u0 ��	
�&�� �� H2(Ω0)∩H1

0 (Ω0)� θm
0 → θ0 ��	
�&�� �� H2(Ω0)∩

∩H1
0 (Ω0) ∩ L2(q−1), um

1 → u1 ��	
�&�� �� H1
0 (Ω0) ∩ L2(p−1)�

.�
	
�
	
 �� ��
�
� B�����B� �� ����
� / ��1%/ �01� ����� �� �
��� �
����
 �� �
�


���
	��� [0, tm]� �
 ���� �����"�� ��
 #	�� 
'����
� �� ��
 ������
� −∆um
t (t, x) ��� ��


�
�
�� 
'����
� �� ��
 ������
� −∆θm(t, x)� ���
&	����& 
�
	 t �	
� 9 �
 τ � 0 < τ <

< tm � T � .�*��& ���
 ���
��� /)�  1 �� �
��
� ���� H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ∩ L2(max{p,q}−1) ��

�
��
 �� H1
0 (Ω)� �
��
 ���� 
"
	���
� �� �	�
�



�� ������ ���	�
����
�

:� ��
 ���
 ����
	 �� .�

	
� � ��� ����& 3	
�����4� �
���� �
 �
�����
 ����

∫
Ωτ

[|∇um
t |2 + |∆um|2 + α0|∇ut|2 + |∇θm|2] dx+

∫
Qτ

|∆θm| dx dt+

+ γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

∂

∂xi

(|um
t |p−2um

t

) ∂um
t

∂xi
dx dt+

+ γ̃2

∫
Qτ

∂

∂xi

n∑
i=1

(|θm|q−2θm
) ∂θm

∂xi
dx dt � C8, /)� )1

��
	
 C8 �� � "
�����
 �
������ ���
"
��
�� 
� m�

2	
� �	����
	����
��� �
 ���


γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

∂

∂xi

(|um
t |p−2um

t

) ∂um
t

∂xi
dx dt � (p− 1)γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

(
|um

t | p−2
2
∂um

t

∂xi

)
dx dt =

=
4(p− 1)
p2

γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|um

t | p−2
2 um

t )
)
dx dt,

γ̃2

∫
Qτ

∂

∂xi

n∑
i=1

(|θm|q−2θm
) ∂θm

∂xi
dx dt � (p− 1)γ̃2

∫
Qτ

n∑
i=1

(
|θm| q−2

2
∂θm

∂xi

)
dx dt =

=
4(q − 1)
q2

γ̃2

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|θm| q−2

2 θm)
)
dx dt. /)� -1

+
�"�	��& /)� )1 ��� /)� -1� �� �
��
�� ����

∫
Ωτ

[|∇um
t |2 + |∆um|2 + α0|∇ut|2 + |∇θm|2] dx+

∫
Qτ

|∆θm| dx dt+

+
4(p− 1)
p2

γ̃1

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|um

t | p−2
2 um

t )
)
dx dt+

+
4(q − 1)
q2

γ̃2

∫
Qτ

n∑
i=1

(
∂

∂xi
(|θm| q−2

2 θm)
)
dx dt � C8. /)� �1
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2	
� ���� ��
'������� �
 
����� ����

(um
t )m∈N �� �
���
� �� L∞(0, T ;H1

0(Ω)),

(um)m∈N �� �
���
� �� L∞(0, T ;H2(Ω)),

(θm)m∈N �� �
���
� �� L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)),(

∂

∂xi

(
|um

t | p−2
2 um

t

))
m∈N

�� �
���
� �� L2(Ω) ( i = 1, . . . , n),(
∂

∂xi

(
|θm| q−2

2 θm
))

m∈N

�� �
���
� �� L2(Ω) ( i = 1, . . . , n), /)� 01

.�
 �
�
�� 	
���� �� /)� 01 �
��
�� �	
� ��
 ����
�
��@ ∆φ � C‖φ‖H2(Ω)� ��
	


φ ∈ H1
0 (Ω), ∆φ ∈ L2(Ω)� ��� �	�
 �
	 � 	
&���	 �
����	� ∂Ω�

>
��
� �	
� .�

	
� � ��� /)� 01 ��
 &
�
	���5
� �
����
� 
� "	
��
� / ��1%/ �-1 ��

��
 �
����
� ���
�� 
�
	���
	
 
� QT

?"8'#@ <� :� ��
� 
� /)� 01 ��� K
��	*  � �
 ���
 |ut|(p−2)/2ut ∈ H1(QT ),
|θ|(q−2)/2θ ∈ H1(QT )�

&� ���'������ �� ���������

!"����� �� 
/--)1" (&'( %)04�(�)01 (A)−(E)2 (G) &)*4� >&"0 (&" 6"0"#'*�7"4 1)*/(�)0

). �0�(�'*
5)/04'#B A'*/" -#)5*"8 (2.1) − (2.4) �1 /0�C/"�

������ :� (u1, θ1), (u2, θ2) �	
 �
����
�� 
� / ��1%/ �-1� ��
� ��
 "��	 
� ������
��

(u, θ) = (u1 − u2, θ1 − θ2) �����#
�

∫
ΩT

|ut|2 dx+
∫

QT

[
−|ut|2 +

n∑
i,j=1

aij(t, x)uxiutxj +
n∑

i=1

ai(t, x)uxiut+

+
n∑

i=1

bi(t, x)θxiut + α0(t, x)uut + α1(t, x)θut+

+ γ1(t, x)
[
(|u1

t |p−2u1
t − |u2

t |p−2u2
t )(u

1
t − u2

t )
]]
dx dt = 0, /-��1∫

ΩT

|θ|2 dx+
∫

QT

[
−|θ|2 +

n∑
i,j=1

cij(t, x)θxiθxj +
n∑

i=1

ci(t, x)utθxi+

+
n∑

i=1

di(t, x)uxiθ +
n∑

i=1

ei(t, x)θxiθ + β0(t, x)uθ+

+ β1(t, x)|θ|2 + γ2(t, x)
[|θ1|q−2θ1 − |θ2|q−2θ2(θ1 − θ2)

]]
dx dt = 0. /-� 1

I���& ��
 
������
� �	
� .�

	
� �� �� �� 
��� �
 #�� 
������
� 
� �
	�� �%0 �
	 ��
 #	��



��� ������ ���	�
����
�


'����
� ��� �
	�� �%� �
	 ��
 �
�
�� 
'����
�� (
	

�
	� �	
� �
�
�
������� �
 &
�∫
Qτ

γ1(t, x)
[
(|u1

t |p−2u1
t − |u2

t |p−2u2
t )(u

1
t − u2

t )
]
dx dt � 0,

∫
Qτ

γ2(t, x)
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� �� � ����� G �
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� H(X) = {gx ∈ F (X)|g ∈ G(X)	 x ∈ X}� ;� �
� �

G(X) �!� �������� ��������	 �� ��
 ��
����� �!� 
������ �����
� P : G(X)×X → H(X)
��'
�� &� P (g, x) = gx� ;!� ��� H(X) �4������ ���! 4�����
� �������� ��
������ &�
�!� �����
� P �� ��
���� &� HB(X)� ;!� ����� G(X) ���� �
 HB(X) &� �!� ��
��
����
�����
� h	 �!��� h(g, x) = gx� ;!� ������ (HB(X), G(X), h) �� � ���� !�����
���� �����
�
 X 8��� +
,:� *�������� �� �!��� ����� �!����� �!�� �!� ��� H(X) �� � ���� !�����
����
����� �
 X � >�
����� �
 F (X) �!� �������� �� �!� ���� ��������������� ����� Fp(X)�
*�
�� H(X) ⊂ F (X)	 �!� ��� H(X) �4������ ���! �!� ��&����� �������� �� Fp(X) ��
��
���� &� Hp(X)�

=��������
� r1 �
� r2 �� � ����������� ����� X ��� ������ �������� ���#���� r1 ◦r2 = r1
�
� r2 ◦ r1 = r2� /� X ⊕ Y �� ��
��� �!� ���?��
� ��� �� ����������� ������ X �
� Y �

)�� X 	 Y &� ������	 f : X → Y &� � ��
��
���� �����
�� ;!�
 �� ��
 ��
����� �
����!��� �� !�����
���� ������ f : H(X) → H(Y ) &� �!� �������
� ���� ;!� ����!���
f �� � ���� (f∗, ψ)	 �!���

f∗(x1x
−1
2 ...x−1

2n x2n+1) = f(x1)f(x2)−1...f(x2n)−1f(x2n+1) �
�
ψ(x1x

−1
2 ...x−1

2n ) = f(x1)f(x2)−1...f(x2n)−1	 ��� ��� x1, x2, ..., x2n+1 ∈ X �

������
�
�� �� �#) ri : X → Ki8 i = 1, 28 0# -($(++#+ $#)$(&)�*51 *2 ( )*-*+*.�&(+ 1-(&#
X *5)* �)1 4�1&$#)# 1/01-(&#1 K1 (54 K2 (54 pi : X → X/Ki 0# )'# J/*)�#5) ;(--�5.1�
7'#5 )'# J/*)�#5) 1-(&#1 X/K1 (54 X/K2 ($# B
#J/�:(+#5)�

������ )�� K1 = ⊕
s∈S

{as}	 �!�
 K2 = ⊕
s∈S

{bs}, �!��� bs = r2(as)� 9�� Xs = r−1
1 (as) =

= r−1
2 (bs)� ;!�
 X = ⊕

s∈S
Xs� >�
����� �!� �����
�� f1, f2 : X → H(X) ��'
�� &�

f1(x) = bsa
−1
s x �
� f2(x) = asb

−1
s x �� x ∈ Xs� 1&#������	 �!��� �����
�� ��� ��
���


���� �
 ���! Xs	 �!�� �!�� ��� ��
��
���� �
 X � )�� f i : H(X) → H(X) &� �!�
����!���� ��
�������� ���� �!� �����
�� fi �� ������&�� &����� �!� ����������
� "� ���
���#�� �
 +�7, �!�� (f∗

1 , ψ1) �� �
#���� �� (f∗
2 , ψ2)	 !�
�� (f∗

1 , ψ1) �� �
 �������!���� )��
pi : H(X) → H(X/Ki) &� �!� ����!���� ��
�������� ���� �!� �����
�� pi �� �������
&�� &����� �!� ����������
� *�������� �� +�7, �
� ��
 ������ �!�� �!�� �!��� �3���� �


�������!��� j : H(X/K1) → H(X/K2) ���! �!�� j ◦ p∗1 = p∗2 ◦ f∗
1 � ;!�� X/K1

B∼ X/K2�

)���� 	
 �#) X 0# ( )*-*+*.�&(+ 1-(&#� 7'#5 )'# 5()/$(+ ;(--�5. h : HB(X) → Hp(X)
�1 &*5)�5/*/1�

������ >�
����� �!� �����
� P1 : G(X)×X → Hp(X)	 ��'
�� �� P1(g, a) = ga �
� �!�
4�����
� �����
� P : G(X) ×X → HB(X) ��'
�� �� P (g, a) = ga 8��� +�,:� *�
�� ���
���! g ∈ G(X) �!� ����������
 P1|g×X : g ×X → Hp(X) �� ��
��
���� �
� G(X) ×X =
= ⊕

g∈G(X)
g × X � ;!�
 �� ��� �!�� �!� �����
� P1 �� ��
��
���� �
 G(X) × X � ;!�

��
��
���� �� �!� �����
� h ������� ���� �!� ���� �!�� �!� �����
� P1 = h ◦ P �
� �!�
4�����
�� �� �!� �����
� P �

*������ 	
 �#) X8 Y 0# )*-*+*.�&(+ 1-(&#1 3�)' �1*;*$-'�& 2$## '*;*.#5#*/1 1-(&#1�
7'#5 %($?*: 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1 *2 )'# 1-(&#1 X (54 Y ($# )*-*+*.�&(++6
�1*;*$-'�&�



..2 ����� �����

������ )�� (i, ψ) : (HB(X), G(X), h1) → (HB(Y ), G(Y ), h2) &� �
 �������!��� ��
!�����
���� ������� 6�
��� &� pX : HB(X) → Hp(X) �
� pY : HB(Y ) → Hp(Y ) �!�

������ �����
��� >�
����� �!� �����
� g : X → Hp(Y ) ��'
�� &� g = pY ◦ i|X � )�� ��
�3��
� �!� �����
� g �� � ��
��
���� !�������!��� g∗ : Fp(X) → Fp(Y )� *�
�� G(X)
���� ���
����#��� �
 H(X)	 �� �&���
 pY ◦ i = g∗ ◦ pX � *��������	 ��
����� �!� �����
�
f = pX ◦ i−1|Y � )�� �� �3��
� f �� � ��
��
���� !�������!��� f∗ : Fp(Y ) → Fp(X)
��������
� �!� �������� pX ◦ i−1 = f∗ ◦ pY � @��� �!� ���� ��� �4�������� �� ������� �!��
pX ◦ i−1 ◦ i|X = f∗ ◦ g ◦ pX 	 �!������� f∗ ◦ g(x) = x ��� ��� x ∈ X � ;!�� f∗ ◦ g∗ = 1Fp(X)�
*��������	 �� ��
 �!�� �!�� g∗ ◦ f∗ = 1Fp(Y )	 �!������� g

∗ �� � ����������� �������!����

"
 +�, ���� 8�&����
: ����������� ������ �
 ��
����
���� A������B ������ ���� ��
���
������

����
�
�� 	+
 A B %($?*: 2$## )*-*+*.�&(+ .$*/- *5 ( 1-(&# X �1 ( -(�$ &*51�1)�5. *2
( )*-*+*.�&(+ .$*/- FM (X) (54 ( &*5)�5/*/1 2/5&)�*5 ηX : X → FM (X) 1/&' )'() (56
&*5)�5/*/1 2/5&)�*5 2$*; X )* ( )*-*+*.�&(+ .$*/- G K+�2)1L )* ( /5�J/# &*5)�5/*/1 .$*/-
'*;*;*$-'�1; f : FM (X) → G 1/&' )'() f ◦ ηX = f �

"
 �!� ������� ��'
����
� �� �!� ���� �&?���� �!� �����
� ηX �� �
 ��&����
�	 �
 �!�
�&�#� ��'
����
 ηX 
��� 
�� �� &� �
 ��&����
��

"� X �� � ;��!�
�B ����� �!�
 �!� �����
� ηX �� � ������ ��&����
� �
� FM (X) ��
���� ����������� ����� �� X �
 �!� ��
�� �� +C,�

"� �� �!�
�� �!� ���� $�����% �� �!� ����� $�&����
 �����% �
 �!� �&�#� ��'
����

�� �&���
 �!� ��'
����
 �� %($?*: 2$## (0#+�(5 )*-*+*.�&(+ .$*/- �
 X �!��! �� ��
���
&� AM (X)�

;!� 
�3� ����������
� ������� ���� +��	 ����������
 ���,�

������
�
�� �� �#) X (54 Y 0# 2/5&)�*5(++6 M(/14*$F 1-(&#1 3�)' )*-*+*.�&(++6 �1*;*$

-'�& 2$## -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1� 7'#5 )'# .$*/-1 FM (X) (54 FM (Y ) *5 1-(&#1 X (54
Y ($# )*-*+*.�&(++6 �1*;*$-'�&�

������
�
�� �� �#) X (54 Y 0# 2/5&)�*5(++6 M(/14*$F 1-(&#1 3�)' )*-*+*.�&(++6 �1*;*$

-'�& 2$## (0#+�(5 -($()*-*+*.�&(+ .$*/-1� 7'#5 )'# .$*/-1 AM (X) (54 AM (Y ) *5 1-(&#1
X (54 Y ($# )*-*+*.�&(++6 �1*;*$-'�&�

;!� �������
� ����������
 ���#���� � ���!�� ��� ��
�������
� �3������ �� 
�
!�����
����!�� ������ ���! ������������� �������!�� ���� 8�&����
: ��������������� �������

������
�
�� �� �#) Xk8 Yk 0# )*-*+*.�&(+ 1-(&#1 (54 pk : Xk → Yk8 k = 1, 2, 0# J/*)�#5)
;(--�5.1 (54 p∗k : Fp(Xk) → Fp(Yk) 0# )'# '*;*;*$-'�& #<)#51�*51 *2 )'# ;(--�5.1 pk�
�2 )'#$# #<�1)1 ( )*-*+*.�&(+ �1*;*$-'�1; i : Fp(X1) → Fp(X2) 1/&' )'() i(kerp∗1) = ker p∗2
)'#5 )'# ;(--�5.1 p1 (54 p2 ($# Mp
#J/�:(+#5)�

������ *������ �!�� ���! �!� �����
� i �3����� )�� �� ��'
� � �����
� j : Fp(Y1) →
→ Fp(Y2) &� �����
� j(a) = p∗2 ◦ i(p∗1)−1(a) ��� ���! a ∈ Fp(Y1)� 1
� ��
 ���� �!�� 
�!�� j �� ���� ��'
�� �
� �� � ����������� �������!��� ���! �!�� j ◦ p∗1 = p∗2 ◦ i� /� +��	
9���������
 ���7,	 �!� !�������!��� p∗1 �� ���
� ;!� ����������
 p∗2 ◦ i �� ��
��
����	
�!�� �!� �����
� j �� ��
��
����� ;!� ��
��
���� �� j−1 ��
 &� �!�� �� ����������
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������
�
�� �� �#) ri : X → Ki i = 1, 2, 0# -($(++#+ $#)$(&)�*51 *2 )'# )*-*+*.�&(+ 1-(&#
X *5)* �)1 1/01-(&#1 K1 (54 K2 1/&' )'() Fp(K1) (54 Fp(K2) ($# )*-*+*.�&(+ .$*/-1 (54

pi : X → X/Ki 0# J/*)�#5) ;(--�5.1� 7'#5 p1
Mp∼ p2� �5 -($)�&/+($8 X/K1

Mp∼ X/K2�

������ *�
�� Fp(Ki) ��� ����������� ������	 �!�
 �!� �����
�� r1(x)−1 : X → Fp(K1)	
r2(x)−1 : X → Fp(K2) ��� ��
��
����� *�
�� Ki ��� �������� �� X 	 �!� ��&����
��
Ki ↪→ X �3��
� �� ��&����
�� ti : Fp(Ki) ↪→ Fp(X) +��,	 �� �!� �����
��

t1 ◦ r1(x)−1 : X → Fp(X), t2 ◦ r2(x)−1 : X → Fp(X)

��� ��
��
����� )�� �� ��'
� �!� �����
� j : X → Fp(X) &� �����
�
j(x) = r1(x)−1xr2(x)−1� ;!� �����
�� x 
−→ ri(x)−1 ��� ��
��
���� &������ Fp(Ki)
��� ����������� ������	 �!�� �!� �����
� j �� ��
��
����� 6�
��� &� J : Fp(X) → Fp(X)
�!� !�������!�� �3��
���
 �� �!� �����
� j� "� ��� ���#�� �
 +�7, �!�� J ◦ J = 1Fp(X)�
6�
��� &� pi : X → X/Ki �!� 4�����
� �����
�� �
� &� p∗i : Fp(X) → Fp(X/Ki) �!���
!�������!�� �3��
���
�� "� ��� ���#�� �
 +�7, �!�� J(K1) = K2	 �!������� J(ker p∗1) =
= kerp∗2� 2
� 
�� �!� ����� ������� ���� 9���������
 ��

)�� �� �!��������D� �!� ������ ��� �!��! �!��� ���� 8�&����
: ��������������� ����� ��
� ����������� ������

������
�
�� �� 7'# 2*++*3�5. &*54�)�*51 ($# #J/�:(+#5) 2*$ ( )*-*+*.�&(+ 1-(&# XH
�C )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Fp(X) �1 )'# 4�1N*�5) 1/; ⊕

s∈S
Zs *2 �)1 (5)�4�1&$#)#

1/01-(&#1 Zs8
�OC )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Ap(X) �1 )'# 4�1N*�5) 1/; ⊕

s∈S
As *2 �)1 (5)�4�1&$#)#

1/01-(&#1 As8
��C )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Fp(X) �1 ( )*-*+*.�&(+ .$*/-8
��OC )'# -($()*-*+*.�&(+ .$*/- Ap(X) �1 ( )*-*+*.�&(+ .$*/-8
���C )'# )*-*+*.�&(+ 1-(&# X �1 )'# 4�1N*�5) 1/; ⊕

s∈S
Xs *2 �)1 (5)�4�1&$#)# 1/01-(&#1 Xs�

������ ;!� ����������
� 8i =⇒ ii: �
� 8i′ =⇒ ii′: ������� ���� �!� ���� �!�� ���! �������
������� ��������������� ����� �� � ����������� ����� 8��� +�
,:�

8ii =⇒ iii:	8ii′ =⇒ iii: )�� U &� �
 ���
 ��&��� �� �!� ����� X � "� �!� ���������

8ii: !���� �!�
 +��	 �!����� ���, ������� �!�� U �� � ������ ��&��� �� X � "� �!� ���������

8ii′: !���� �!�
 ��������� �� +��	 �!����� ���, �� ��
 ���#� �!�� U �� � ������ ��&���
�� X � ;!�������	 ���! ���
 ��&��� �� X �� �����
� 6�'
� �!� �������
 $∼% �
 X &� �!�
�������
�� )�� x, y ∈ X � 5� ��� x ∼ y �� �
� �
�� �� �!��� �� 
� ���
 ��&��� �� �!�
����� X ��
���
�
� �3����� �
� �� �!� ���
�� x �
� y� )�� T0X &� �!� 4�����
� �����
�� X �������
�� &� �!� �������
 $∼% �
� q : X → T0X &� �!� 4�����
� �����
�� )�� U
&� � ������ ��&����� �� T0X � ;!�
 q−1(U) �� ������ �
� !�
�� ���
 ��&��� �
 X � /�
�!� 4�����
�� �� q �� ��� �!�� �!� ��� U �� ���
 �
 T0X � )�� a, b ∈ T0X &� �
 ��&������
�����
�� ���
��� ;!�
 �!��� �3���� �
 ���
 ��&��� V �� T0X ��
���
�
� �3����� �
� �� �!���
���
��� ;!� ��� X \ V �� ���� ���
 �
� ��
���
� �!� ��!�� ���
�� ;!�� �!� �����������
����� T0X �� � T2 ������ *� �#��� ���
� �� ������	 �
� !�
�� �� ���
 �
 T0X 	 �!�� �� �!�
����������� ����� T0X �� ��������� A�
�� X �� � ���?��
� ��� �� ��� �
���������� ��&�������

8iii =⇒ i:	8iii =⇒ i′: >�
����� �!� 4�����
� �����
� q : X → Y 	 �!��� �!� ����� ��
���! Xs �� � ��
�����
� ;!� ����������� ����� Y �� ��������	 �!������� ker q∗ �� � �����




.45 ����� �����

�
���������� ��&����� �� �!� ��������������� ����� Fp(X)	 �!�� �� Fp(X) �� �!� ���?��
�
��� ⊕

s∈S
Zs �� ��� �
���������� ��&������ Zs�

,%����� 	
 +�, )��X = C×N	 �!��� C �� � ��
#����
� ��4��
�� ���! �!� ����� ���
� c0	
N �� � ���
��&�� �������� �����	 a ∈ C \{c0}� ;!�
 �!� ���� K1 = {c0}×N	 K2 = {a}×N

��� �������� �������� �������� �� �!� ����������� ����� X � ;!� 4�����
� ����� X/K1 ��
!��������!�� �� �!� @�E��!�� ��
	 �
� �!� 4�����
� ����� X/K2 �� !��������!�� �� X �
;!��	 ����� �������
���	 �����D�&�����	 �!� '��� �
� ����
� �3���� �� ���
��&�����	 F>��!
��������
��� ��� 
�� ������#�� &� �!� �������
 �� Mp��4��#���
��� ;!� 4�����
� ������

� p1 : X → X/K1 �� 
�� ���
	 �
� !�� 
� ���!� �
#����	 �!��� �!� 4�����
� �����
�
p2 : X → X/K2 �� ���
 �
� !�� � ���!� �
#�����

)��X 	 Y &� ����������� ������� 2 �����
� f : X → Y �� ������ � +*&(+ '*;#*;*$-'�1;
�� ��� ���! x ∈ X �!��� �3���� �
 ���
 
���!&��!��� U(x) ���! �!�� �!� ����������
 f |U(x)

�� � !��������!��� ���� U(x) �
�� �
 ���
 ��&����� �� Y �

,%����� �
 )�� Ci = {xi, yi}	 τi = {{∅}, {xi}, {xi, yi}} ��� i = 1, 2� 6�
��� &� X �!�
���?��
� ��� �� �!� ����������� ������ (C1, τ1) �
� (C2, τ2)� ;!� ��&���� K1 = {x1, x2}
�
� K2 = {y1, y2} ��� �������� �������� �������� �� X 	 �� �!� 4�����
� �����
�� p1 : X →
→ X/K1 �
� p2 : X → X/K2 ���Mp��4��#���
�� ;!� �����
� p1 �� ���
 
�� ������	 �����
!��������!���� ;!� �����
� p2 �� ������ 
�� ���
 �
� �� �� 
�� � ����� !��������!����

2 ����������� ����� X �� ������ $#1*+:(0+# 8��������#��� ω
$#1*+:(0+#C �� X ��
 &�
��������
�� �
�� ��� 8��������#��� ���
��&�� ��
�: ��
�� ��&�����

,%����� �
 )�� X = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ {4} &� � ��&����� �� �!� ����� ���! �!� 
������
��������� ;!�
 �!� ��&������ K1 = {1, 4} �
� K2 = {1, 2} ��� �������� �������� ��������
�� X � ;!�
 X/K1 = I ⊕ I	 X/K2 = I ⊕ {x}	 �!��� I �� �!� ������ �
�� �
���#��� ;!��

I ⊕ I
Mp∼ I ⊕ {x}� ;!� ����� I ⊕ I �� ω������#�&��	 �!��� I ⊕ {x} �� 
�� �����#�&��� A�
��

�����#�&����� �
� ω������#�&����� ��� 
�� ������#�� &� �!� �������
 �� Mp��4��#���
���

�
 �� ��� ����� !�� "�����#"�
�$ �%������ �! Mp&�'#
(����� ����
�$�


������
�
�� �� �#) X 0# ( 76&'*5*F 1-(&# (54 ri : X → K8 i = 1, 2, �)1 $#)$(&)�*51

*5)* )'# 1(;# $#)$(&) K 1/&' )'() Fp(K) �1 ( )*-*+*.�&(+ .$*/-� 7'#5 r1
Mp∼ r2�

������ 1&#������ r1 ◦ r2 = r2 �
� r2 ◦ r1 = r1�
>�
����� �!� �����
�� h(x), g(x) : X → Fp(X) ��'
�� &� �!� ��������

h(x) = xr1(x)−1r2(x)	 g(x) = xr2(x)−1r1(x)�
*�
�� Fp(K) �� ����������� �����	 �!� �����
�� r1(x)−1 : X → Fp(K)	 r2(x)−1 : X →

→ Fp(K) ��� ��
��
����� *�
�� K �� � ������� �� X 	 �!� ��&����
� K ↪→ X �3��
��
�� �
 ��&����
� t : Fp(K) ↪→ Fp(X) +��,	 �� �!� �����
�� t ◦ r1(x)−1 : X → Fp(X)	
t◦ r2(x)−1 : X → Fp(X) ��� ��
��
����� ;!�� �!� �����
�� h �
� g ��� ���� ��
��
�����
)�� h∗, g∗ : Fp(X) → Fp(X) &� � !�������!�� �3��
���
� �� �!� �����
�� h �
� g� "�
x ∈ X �!�


h∗ ◦ g(x) = [xr2(x)−1r1(x)] × r1[xr2(x)−1r1(x)]−1 × r2[xr2(x)−1r1(x)] =

= x× r2(x)−1 × r1(x) × r1(r1(x))−1 × r1(r2(x)) × r1(x)−1 × r2(x)×
×r2(r2(x))−1 × r2(r1(x)) = x



� �!�"�#$%�!"! �& &#'' $(#()�$�*�+�,(* +#�-$!��� .46

*�	 h∗ ◦ g∗ = 1Fp(X)� *�������� �
� ��
 �!�� �!�� g∗ ◦ h∗ = 1Fp(X)� A�
��	 h
∗ �� �

����������� �������!���� (����#��	
r2(g(x)) = r2(x) × r2(r2(x))−1 × r2(r1(x)) = r2(x) × r2(x)−1 × r1(x) = r1(x)
r1(h(x)) = r1(x) × r1(r1(x))−1 × r1(r2(x)) = r1(x) × r1(x)−1 × r2(x) = r2(x)

@��� �!��� ����� �� ��
����� �!�� r1
Mp∼ r2�

)�� X �
� Y &� ������� 2 ��� f : X → Y �� ������ ��
���
� 8��������#��� ����	
D��������
���
��: �� �
� f−1(y) �� ��

����� 8��������#��� !��������� �����

�����	 D����
����
���
��: ��� ���! ���
� y ∈ Y +�	 �� ���	 �
�,�

,%����� �
 )�� X &� �!� ����� �� ������ >�
����� �
 X �!� �������
� ��������G �!� ���
(−∞, 0] �� �4������ ���! �!� ���
���� �������� �
� [0,+∞) �� �
 �
���������� ��&��� ��
X � ;!�
 �!� �����
�� f, g ��'
�� �� f(x) = |x| �
� g(x) = x+ = (x+f(x))/2 ��� x ∈ R

��� ���������
� ���� R �
�� R
+ = [0,∞)� *�	 &� 9���������
 < �� �&���
 �!�� f

Mp∼ g�
;!� �����
� f �� 
�� ��
���
�	 ����	 D��������
���
��	 �!� �����
� g �� ��
���
�	 
��
����	 
�� D��������
���
���

6� '����� (� )� ��� ����� *� +� &��� �����
�
�
��	�� ��
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 ������� � 
�� ��! 	���!"

%	&�
#� �	
#
' �������� ������# �����
 $����# 
�� �� 	���# �����������

��
�
��
"

�� �	
� ��
�� ����� � �������
� ��	��	�� ������ ������	��� ���	��� � ��� ����
!�����"� � "�	#���$�
� ��� �	�
�% ��&����% �	����!�� #��"��� � �����������!�
�������� ��� � � �����"� �� ��'�� � �� ���� � �����
� � �	����!�( ��&�!�( ���)

���( !	��� * ����� ������ ��$���$ ��� 
��� �����+ "�	#���$�
�� ��	��	�� ������

� ������ � ���'��( !	�	(, ���"����! �"�� $ ������ -
	#��� .�/� 0�	��	�� ������
������	��� !����
�& "�	#���$�
�� � �����������!� �������� ������������ � .1, 2/�
*����� � ���'��( !	�	( � ��
	 ���'��( �!���( �	�	������	��� �������	�� � .3/,
� � �!���( -
	#��� � � .�/�

4 �����
� ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T } , �	 x = h(t) � �	����!� !	��,
��� ����$!� ����������	 �������� � �	����!�! !�����"�! b = b(t) � "�	#���$�
�
��� �	�
�% ��&����%

ut = a(x, t)uxx + b(t)b0(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t), (x, t) ∈ ΩT , 5�6

����
"��� �!���

u(x, 0) = ϕ(x), 0 � x � h(0), 516

"��%��� �!���

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), 0 � t � T, 526

�© ������ ��	
��� �

�



%&' ������ ����	



� �!��� �	�	������	���

h′(t) = −k(t)ux(h(t), t) + µ3(t), 0 � t � T, 536

h(t)∫
0

u(x, t)dx = µ4(t), 0 � t � T. 5�6

4������ ���� �!���� y =
x

h(t)
, �����!� ������ 5�6)5�6 �� ��	��	��� �
������

�	����!�& h(t), b(t), v(y, t), �	 v(y, t) = u(yh(t), t), � �����
� QT = {(y, t) : 0 < y < 1,
0 < t < T }

vt =
a(yh(t), t)

h2(t)
vyy +

b(t)b0(yh(t), t) + y h′(t)
h(t)

vy + c(yh(t), t) v + f(yh(t), t), 576

�	 (y, t) ∈ QT ,

v(y, 0) = ϕ(yh(0)), 0 � y � 1, 5�6

v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t), 0 � t � T, 586

h′(t) = −k(t)
h(t)

vy(1, t) + µ3(t), 0 � t � T, 5�6

h(t)

1∫
0

v(y, t)dy = µ4(t), 0 � t � T. 5�96

:�� ����;��"�! ������ 576)5�96 ���	!� ����!�
� 
��%"� #��"��% (h(t), b(t), v(y, t))
� "���� C1[0, T ]×C[0, T ]×C2,1(QT ), h(t) > 0, t ∈ [0, T ], <� �������'��$ �������� 576

� �!��� 5�6)5�96�

�� �
������� ��������� ������ ���������

������� �� -���./���01 20 3�405.6�7/� .�03�8
A1) a, b0, c, f ∈ C([0,∞) × [0, T ]), a, b0, c, f ∈ C1,0([0, H1] × [0, T ]), ϕ ∈ C[0,∞),
ϕ ∈ C2[0, h0], µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, 4, µ3 ∈ C[0, T ];
A2) a(x, t) > 0, c(x, t) < 0, f(x, t) � 0, (x, t) ∈ [0,∞) × [0, T ], b0(x, t) �= 0,
(x, t) ∈ [0, H1] × [0, T ], ϕ(x) � ϕ0 > 0, x ∈ [0,∞), ϕ′(x) > 0, x ∈ [0, h0],
µi(t) > 0, i = 1, 4, t ∈ [0, T ],

9� h0 = h(0) > 0 : �0;3<�;40� ��35�55�

h(0)∫
0

ϕ(x)dx = µ4(0),

H1 = max
[0,T ]

µ4(t)(min {min
[0,h0]

ϕ(x), min
[0,T ]

µ1(t), min
[0,T ]

µ2(t)})−1;

A3) ϕ(0) = µ1(0), ϕ(h0) = µ2(0),



�()*+,-**. *-�/0121$1 2*13*(4+""" %&5

µ′
1(0) =

a(0, 0)
h2

0

ϕ′′(0) +
b(0)b0(0, 0)

h0
ϕ′(0) + c(0, 0)ϕ(0) + f(0, 0),

µ′
2(0) =

a(h0, 0)
h2

0

ϕ′′(h0) +
b(0)b0(h0, 0) + h′(0)

h0
ϕ′(h0) + c(h0, 0)ϕ(h0) + f(h0, 0), 9�

b(0) =
( 1∫

0

b0(yh0, 0)ϕ′(yh0)dy

)−1[
µ′

4(0) − µ3(0)µ2(0) +
1
h0

(
(k(0)µ2(0) − a(h0, 0))×

×ϕ′(h0) + a(0, 0)ϕ′(0)
)

+

1∫
0

(
ax(yh0, 0)ϕ′(yh0) − h0(c(yh0, 0)ϕ(yh0) + f(yh0, 0))

)
dy

]
,

h′(0) = −k(0)
h0

ϕ′(h0) + µ3(0).

�09� �0=5� ;�;5�>��� ��4� >�/?0 T0 : 0 < T0 � T 1 �4� 3�;5�>�:�7/� 3���95���
9�5���1 20 �0;3<�;04 ;�9�>� @ A
@B�A �/5.: ��� 0 � y � 1, 0 � t � T0.

���������� 4��&���(�� �!��� 516, 5�6 
� �����<	��� 
	��	!� �, ��	���!� ����)
����� $���� � ����	��� h(0) = h0, �"	 �������'��$ ��������

h(0)∫
0

ϕ(x)dx = µ4(0).

���	�	��� 
	��	!� � =���
�$
'�� �� ���
�������� 
	��	!� >���	�� ��� �	��&�)
!� 
��"� ���"�! �	�	�	���� � ��	��
���� *�	�	!� ������ 576)5�96 �� ���
	!� ���)
���'� ?�!������ ������
�!�, <� #��"��� h(t), b(t) ����!�� 4�"����
���(�� #��"��(
@���� G1(y, t, η, τ) �	�
�� "��%���� ������ ��� ��������

vt =
a(yh(t), t)

h2(t)
vyy + c(yh(t), t) v,

�����!� ���!� ������ 576)586 �� ��������

v(y, t) = v0(y, t) +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ)
b(τ)b0(ηh(τ), τ) + η h′(τ)

h(τ)
vη(η, τ)dηdτ, 5��6

�	 v0(y, t) �������$
'�� #��!���( .7/

v0(y, t) =

1∫
0

G1(y, t, η, 0)ϕ(ηh0)dη +

t∫
0

G1η(y, t, 0, τ)
a(0, τ)
h2(τ)

µ1(τ) dτ−

−
t∫

0

G1η(y, t, 1, τ)
a(h(τ), τ)

h2(τ)
µ2(τ) dτ +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ) f(ηh(τ), τ) dη dτ.



%&6 ������ ����	


4�	�	!� ������	��� p(t) = h′(t), w(y, t) = vy(y, t)� ?��� 5��6 ����!� � �� ����

v(y, t) = v0(y, t) +

t∫
0

1∫
0

G1(y, t, η, τ)
b(τ)b0(ηh(τ), τ) + η p(τ)

h(τ)
w(η, τ)dηdτ. 5�16

4���
	!� ������ ��� ���&���	��� w(y, t)� :����#	�	���(���
� 576, 5�6 �� y 
�
��"����
��
� 586, ��	���!�

wt =
a(yh(t), t)

h2(t)
wyy +

ax(yh(t), t) + b(t)b0(yh(t), t) + y h′(t)
h(t)

wy +
(

h′(t)
h(t)

+

+b(t)b0x(yh(t), t) + +c(yh(t), t)
)

w + h(t)cx(yh(t), t)v + h(t)fx(yh(t), t), (y, t) ∈ QT ,

w(y, 0) = h0ϕ
′(yh0), y ∈ [0, 1], 5�26

wy(0, t) =
h2(t)
a(0, t)

[
µ′

1(t) − c(0, t)µ1(t) − f(0, t) − b(t)b0(0, t)
h(t)

w(0, t)
]
, t ∈ [0, T ],

wy(1, t) =
h2(t)

a(h(t), t)

[
µ′

2(t) − c(h(t), t)µ2(t) − f(h(t), t) − b(t)b0(h(t), t) + h′(t)
h(t)

w(1, t)
]
,

t ∈ [0, T ].
*����� 5�26 � �����"� �����'��& �	�	�	����& �� [0, T ] #��"��% h(t), h′(t), b(t)

	"�����	�
�� �������(

w(y, t) = h0

1∫
0

G2(y, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
t∫

0

G2(y, t, 0, τ)
[
µ′

1(τ) − c(0, τ)µ1(τ) − f(0, τ)−

−b(τ)b0(0, τ)
h(τ)

w(0, τ)
]
dτ +

t∫
0

G2(y, t, 1, τ)
[
µ′

2(τ) − c(h(τ), τ)µ2(τ) − f(h(τ), τ)−

−b(τ)b0(h(τ), τ) + h′(τ)
h(τ)

w(1, τ)
]
dτ +

t∫
0

1∫
0

G2(y, t, η, τ)
[
b(τ)b0(ηh(τ), τ) + ηh′(τ)

h(τ)
×

×wη(η, τ) +
(

b(τ)b0x(ηh(τ), τ) +
h′(τ)
h(τ)

+ c(ηh(τ), τ)
)

w(η, τ) + h(τ) cx(ηh(τ), τ)×

×v(η, τ) + h(τ)fx(ηh(τ), τ)
]
dη dτ, 5�36

�	 G2(y, t, η, τ) � #��"��� @���� ��� �� "��%���� ������ ��� ��������

wt =
a(yh(t), t)

h2(t)
wyy +

ax(yh(t), t)
h(t)

wy . 5��6
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A�
	 ��(�� ���
���!� � ������

t∫
0

1∫
0

G2(y, t, η, τ)
b(τ)b0(ηh(τ), τ) + ηh′(τ)

h(τ)
wη(η, τ)dηdτ ,

����!� 5�36 � �� ����

w(y, t)=h0

1∫
0

G2(y, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
t∫

0

G2(y, t, 0, τ)
[
µ′

1(τ)−c(0, τ)µ1(τ)−f(0, τ)
]
dτ+

+

t∫
0

G2(y, t, 1, τ)
[
µ′

2(τ)−c(h(τ), τ)µ2(τ)−f(h(τ), τ)
]
dτ +

t∫
0

1∫
0

G2(y, t, η, τ)×

×(c(ηh(τ), τ)w(η, τ) + h(τ)(cx(ηh(τ), τ) v(η, τ) + fx(ηh(τ), τ)))dη dτ−

−
t∫

0

1∫
0

G2η(y, t, η, τ)
b(τ)b0(ηh(τ), τ) + ηp(τ)

h(τ)
w(η, τ)dη dτ. 5�76

* �!��� 5�6 !�
�!	!�

p(t) = −k(t)
h(t)

w(1, t) + µ3(t). 5��6

* �!��� 5�96 �
��!�$!�

h(t) =
µ4(t)

1∫
0

v(y, t)dy

. 5�86

:����#	�	���(���
� 5�96 �� t � ��"����
��
� 576, ��	���!�

b(t) =
( 1∫

0

b0(yh(t), t)w(y, t)dy

)−1[
µ′

4(t) − µ3(t)µ2(t) +
k(t)µ2(t) − a(h(t), t)

h(t)
w(1, t)+

+
a(0, t)
h(t)

w(0, t) +

1∫
0

(
ax(yh(t), t)w(y, t) − h(t)(c(yh(t), t) v(y, t) + f(yh(t), t))

)
dy

]
.

5��6

B�� ���	!� �������� 5��6 � ����
"���( 
� "��%���!� �!���!�

w(y, 0) = 1, wy(0, t) = wy(1, t) = 0.

*� ����!� �( #��"��� @���� ��� �� "��%���� ������ ��� �������� 5��6 ����;���"
������ !��	!� ����
� � �� ����

w(y, t) =

1∫
0

G2(y, t, η, 0)dη.
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* ��
� � ��"�, ����;��"�! 
�"�� ������ $ w(y, t) = 1� 0
�	, !��	!� �����
� �������",

<�

1∫
0

G2(y, t, η, 0)dη = 1, 
� ��� ����
���
' �	�
� � �����"� � 5�76� 0�"��'"� � 5�76

�	

� �����"�� ��� t = 0 ������($ ���(, 
� ����$ �	�"	 ����� t0, 0 < t0 � T , 
�"	
<�

w(y, t) � 1
2

min
[0,1]

ϕ′(yh0)

1∫
0

G2(y, t, η, 0)d η =
M0

2
> 0, 0 � y � 1, 0 � t � t0.

0
�	,

1∫
0

b0(yh(t), t)w(y, t)dy �= 0, "��� 0 � y � 1, 0 � t � t0�

0
��, ������ 576)5�96 ��	�	�� �� ���
	!� ��
	 ���'��& ������' 5�16, 5�76)5��6 �
�	����!�!� h(t), p(t), b(t), v(y, t), w(y, t)� C"<� (h(t), b(t), v(y, t)) $ ����;��"�! ������
576)5�96 � �	��� ���	�	�� � �����	���, 
� #��"��� (h(t), p(t), b(t), v(y, t), w(y, t)) $ �	)
�	�	����! ����;��"�! ���
	!� 5�16, 5�76)5��6� :�����'��! $ � ��	��	�	 
�	���	���+
�"<� (h, p, b, v, w) ∈ (C[0, T ])3 × (C(QT ))2 $ ����;��"�! ���
	!� 5�16, 5�76)5��6, 
�
#��"��� (h(t), b(t), v(y, t)) $ ����;��"�! ������ 576)5�96�

D	&�% (h, p, b, v, w) ∈ (C[0, T ])3 × (C(QT ))2 $ ����;��"�! ���
	!� 5�16, 5�76)5��6�
:����<	��� 
	��	!� � ����!���
' ��! �����#	�	���(��
� ������
' 5�16 �� y 
� �
$�����
� ����;��"� ��
	 ���'��& ������' 4��'
	��� ��� � � ���� �
��!�
� w(y, t) =
= vy(y, t)� ?��� ����!� �������", <� v(y, t) !�$ ��
�����  ���"��
' � �������'��$
��������

vt =
a(yh(t), t)

h2(t)
vyy +

b(t)b0(yh(t), t) + yp(t)
h(t)

vy + c(yh(t), t)v + f(yh(t), t) 5196

� �!��� 5�6, 586, 5�96 ��� �����'��& �	�	�	����& �� [0, T ] #��"��% b(t) � h(t)� 0�"��'"�
v ∈ C2,1(QT ) � µ4 ∈ C1[0, T ], 
� h ∈ C1[0, T ]. 4��&���(�� 
	, <� #��"��� v(y, t) $
����;��"�! �������� 5196, �����#	�	���($!� ������
' 5�86 �� t

b(t) =
( 1∫

0

b0(yh(t), t)vy(y, t)dy

)−1[
µ′

4(t)−p(t)µ2(t)− a(h(t), t)
h(t)

vy(1, t)+
a(0, t)
h(t)

vy(0, t)+

+
µ4(t)
h(t)

(
p(t)−h′(t)

)
+

1∫
0

(
ax(yh(t), t)vy(y, t)−h(t)(c(yh(t), t) v(y, t)+f(yh(t), t))

)
dy

]
.

4����!�(�� ��� ��$� ������
� 5��6, �
��!�$!�

(
p(t) − h′(t)

)µ4(t)
h(t)

= 0.

*����� !�
�!	!�
p(t) = h′(t).
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0
�	, 	"�����	�
���
' ������ 576)5�96 
� ���
	!� ������' 5�16, 5�76)5��6 � �����)
�	��!� �	��� ���	�	���

4������!� �������� ����"� ����;��"�� ���
	!� ������' 5�16, 5�76)5��6� * ���� �
��������! !�"��!�!� .�/ ��� ����;��"� ������ 576)586 !�
�!	!�

v(y, t) � min {min
[0,h0]

ϕ(x), min
[0,T ]

µ1(t), min
[0,T ]

µ2(t)} ≡ M1 > 0, (y, t) ∈ QT .

* ���� � 5�86 �
��!�$!�

h(t) �
max
[0,T ]

µ4(t)

M1
≡ H1 < ∞, t ∈ [0, T ].

*��%�	!� ����"� #��"��� v(y, t) ��	�&�� ��� �'� � ����� ��"����
�$!� �������
!�"��!�!�

v(y, t) � max {max
[0,h0]

ϕ(x), max
[0,T ]

µ1(t), max
[0,T ]

µ2(t), max
[0,H1]×[0,T ]

f(x, t)} ≡ M2 < ∞.

*����� � ���&������! 5�86 !�$!�

h(t) �
min
[0,T ]

µ4(t)

M2
≡ H0 > 0, t ∈ [0, T ].

0
�	,

0 < M1 � v(y, t) � M2 < ∞, (y, t) ∈ QT , 0 < H0 � h(t) � H1 < ∞, t ∈ [0, T ].

:������!� W (t) = max
y∈[0,1]

|w(y, t)|. ?��� � 5��6, 5��6 !�
�!	!�

|p(t)| � C1 + C2W (t), 51�6

|b(t)| � C3 + C4W (t). 5116

* ���� � 51�6, 5116 
� ����"�!� #��"��� @���� .�/ � 5�76 ��	���!� 
�"� �	������
'+

W (t) � C5 + C6

t∫
0

W (τ) + W 2(τ)√
t − τ

dτ.

:�������
� W1(t) = W (t)+ 1, ���	�	��( �	������
' �	�	��
	!� � 
�"�!� �� ����+

W1(t) � C7 + C8

t∫
0

W 2
1 (τ)√
t − τ

dτ.

�	
�� ����;�������� ��
���'�� �	������
� ������ � .7/� 0
�	, �
��!�$!� ����"�

W (t) � M3 < ∞, t ∈ [0, t1],
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�	 t1, 0 < t1 � T, �������$
'�� �
���!� C7, C8� 4�"����
���(�� �	 � 51�6, 5116,
��	���!�

|p(t)| � C9 < ∞, |b(t)| � C10 < ∞, t ∈ [0, t1].

0
�	, �������� ����"� ����;��"�� ���
	!� 5�16, 5�76�5��6 ���%�	���
:���!� ���
	!� 5�16, 5�76�5��6 � �� ���� ��	��
���� � ��������

ω = Pω,

�	 ω = (h(t), b(t), p(t), v(y, t), w(y, t)), � ��	��
�� E �������$
'�� �����!� ���
���)
!� ������' 5�16, 5�76�5��6� :������!� N = {(h, b, p, v, w) ∈ (C[0, T0])3 ×(C(QT0

))2 :
H0 � h(t) � H1, |b(t)| � C10, |p(t)| � C9, M1 � v(y, t) � M2, |w(y, t)| � M3}, �	
T0 = min{t0, t1}� 0�	�����, <� !������ N �������'��$ �!��� 
	��	!� >���	���

���	�	��� "�!��"
���
� ��	��
����, <� �
���((
' E, ��"��	!� �� ���"����
��	��
��� P5, �	 P5 �������$
'�� �����( ���
���( 5�76� *������!�, <� � .7/ ��)
����	�� "�!��"
���
' �������& ��	��
���� � #��"��$( @���� ��� �� "��%���� ������
��� �������� 
	������������
��

*���!� ε > 0 � ��� ���	!� ������(

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

G2(y2, t2, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
1∫

0

G2(y1, t1, η, 0)ϕ′(ηh0)dη

∣∣∣∣∣∣
� �����'��!� 
��"�!� (yi, ti) ∈ QT0

, (y1, t1) �= (y2, t2).
0�	�����, <�

∆1 �

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

G2(y2, t2, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
1∫

0

G2(y1, t2, η, 0)ϕ′(ηh0)dη

∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

G2(y1, t2, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
1∫

0

G2(y1, t1, η, 0)ϕ′(ηh0)dη

∣∣∣∣∣∣ = ∆1,1 + ∆1,2.

* ����
����
	% 
	�����& ��
	������� .�/ �������$, <� ��� ������ � ε > 0 ����$ 
�"	
t, 0 < t � T0, <�∣∣∣∣∣∣

1∫
0

G2(y, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη − ϕ′(yh0)

∣∣∣∣∣∣ <
ε

5
, "��� 0 � t � t, 0 � y � 1. 5126

?�!� ��� t2 � t !�$!�

∆1,1 �

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

G2(y2, t2, η, 0)ϕ′(ηh0)dη − ϕ′(y2h0)

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

G2(y1, t2, η, 0)ϕ′(ηh0)dη − ϕ′(y1h0)

∣∣∣∣∣∣ + |ϕ′(y2h0) − ϕ′(y1h0)| .
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* �����!����� �	�	�	�����
� #��"��� ϕ �� [0, h0] �������$ ��������� 
�"� � δ1 > 0,
<�

|ϕ(y2h0) − ϕ(y1h0)| <
ε

5
,

"��� |y2 − y1| < δ1. *����� � � 5126 !�$!� ∆1,1 <
3ε

5
, �"<� t2 � t� C"<� � � t1 � t,


� ∆1,2 <
2ε

5
, � �
��!�$!� ∆1 < ε �� �!��� |y2 − y1| < δ � t1 
� t2 ����
' !���

t1 � t, t2 � t.
D	&�% 
	�	� t2 > t, t1 > t �, ��� ������	���
�, t2 > t1� ?��� � ���� � ����"�!�

#��"��� @���� .�/

∆1,1 =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

ϕ′(ηh0)dη

y2∫
y1

G2y(y, t2, η, 0)dy

∣∣∣∣∣∣ � C11|y2 − y1|√
t

max
[0,1]

|ϕ′(yh0)|.

F	 ������$, <� ����$ 
�"	 ����� δ2 > 0, <� ∆1,1 <
ε

2
��� |y2 − y1| < δ2� G���� ����

�������$!� ��������� δ3 > 0 
�"� �, <� ∆1,2 <
ε

2
, "��� |t2 − t1| < δ3�

0
�	, �	��&���� �	������
� ������	�� � �����"� ti � t, i = 1, 2, � �����"� ti � t,
i = 1, 2� C"<� �, �����"���, t1 � t, � t2 > t, 
� ����!� ∆1,2 � �� ����

∆1,2 =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

G2(y1, t2, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
1∫

0

G2(y1, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη

∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

G2(y1, t, η, 0)ϕ′(ηh0)dη −
1∫

0

G2(y1, t1, η, 0)ϕ′(ηh0)dη

∣∣∣∣∣∣ .

��� �% ������" �����!�, ���&���(�� 5126, � �	�
�% � �" � �����"� t1 > t, t2 > t.
0
�	, !� ���	��, <� ∆1 < ε�

B�� ���	!� ������(

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
t2∫

0

G2(y2, t2, 0, τ)µ̃1(τ)dτ −
t1∫

0

G2(y1, t1, 0, τ)µ̃1(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ,

�	 µ̃1(t) = µ′
1(t) − c(0, t)µ1(t) − f(0, t)�

0�	�����, <�

∆2 �

∣∣∣∣∣∣
t2∫

0

G2(y2, t2, 0, τ)µ̃1(τ)dτ −
t2∫

0

G2(y1, t2, 0, τ)µ̃1(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
t2∫

0

G2(y1, t2, 0, τ)µ̃1(τ)dτ −
t1∫

0

G2(y1, t1, 0, τ)µ̃1(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ = ∆2,1 + ∆2,2.
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0����!� �	�
�% ������", ������
� ��!��� �!����& t2 − τ = σ

∆2,1 � C12

t2∫
0

|G2(y2, t2, 0, t2 − σ) − G2(y1, t2, 0, t2 − σ)| dσ.

* ���� � ����"�!� #��"��� @���� .�/, ��� ������ � ε > 0 !���� �������
� t > 0, <�

t∫
0

|G2(y, t2, 0, τ)|dτ <
ε

6C12
, y ∈ [0, 1]. 5136

C"<� t2 � t, 
� � 5136 !�$!� ∆2,1 <
ε

3
� C"<� � t2 > t, 
�, �������(�� ��
	 ��� ��

��!� ���& ��
	 ����� � ���
�����(�� 5136, �
��!�$!�

∆2,1 � ε

3
+ C12

t2∫
t

|G2(y2, t2, 0, t2 − σ) − G2(y1, t2, 0, t2 − σ)| dσ �

� ε

3
+ C12

t2∫
t

y2∫
y1

|G2y(y, t2, 0, t2 − σ)|dy dσ.

*�����, ��"����
���(�� ����"� #��"��� @���� .�/, !�$!�

∆2,1 � ε

3
+ C13|y2 − y1|.

4�����(�� δ4 <
ε

6C13
, �������$!� ����"� ∆2,1 <

ε

2
, "��� |y2 − y1| < δ4�

4����(�� ��� ������	���
� t2 > t1, �����!� ��� �% ������"

∆2,2 �
∣∣∣∣

t2∫
t1

G2(y1, t2, 0, τ)µ̃1(τ)dτ

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

t1∫
0

(G2(y1, t2, 0, τ) − G2(y1, t1, 0, τ))µ̃1(τ)dτ

∣∣∣∣ =

= ∆2,2,1 + ∆2,2,2.

0����!� ∆2,2,1, ������
� ��!��� �!����& t2 − τ = σ

∆2,2,1 � C12

t2−t1∫
0

|G2(y1, t2, 0, t2 − σ)|dσ.

4��&���(�� 5136, ����!� �������" ��� ��������� 
�"� � δ5 > 0, <� ∆2,2,1 <
ε

6
���

|t2 − t1| < δ5.

��� ����"� ∆2,2,2 �����!� ��!��� �!����& t1 − τ = σ

∆2,2,2 � C12

t1∫
0

|G2(y1, t2, 0, t1 − σ) − G2(y1, t1, 0, t1 − σ)|dσ.
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4��&���(�� 5136, ��&���!� ������"� ��� ��������� 
�"� � t > 0, <� ∆2,2,2 < ε
6 ���

t1 � t� � �����"� t1 > t !�$!�

∆2,2,2 � ε

3
+ C12

t1∫
t

∣∣∣∣
t2∫

t1

G2t(y1, t, 0, t1 − σ)dt

∣∣∣∣ dσ.

*����� �������$ ��������� 
�"� � δ6 > 0, <� ��� |t2 − t1| < δ6 !�
�!	!� ∆2,2,2 < ε
6 �

0
�	, ∆2 < ε�
D��	�	�� !��"������ ��"����
���(
' ��� �����"

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
t2∫

0

G2(y2, t2, 1, τ)µ̃2(τ)dτ −
t1∫

0

G2(y1, t1, 1, τ)µ̃2(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ,

∆4 =

∣∣∣∣∣∣
t2∫

0

1∫
0

G2(y2, t2, η, τ)f(η, τ)dη dτ −
t1∫

0

1∫
0

G2(y1, t1, η, τ)f(η, τ)dη dτ

∣∣∣∣∣∣ .

0
�	, "�!��"
���
' ��	��
��� E ���	�	���
?��� �� 
	��	!�( >���	�� ����$ ����;���" (h(t), b(t), p(t), v(y, t), w(y, t)) ���
	!�

������' 5�16, 5�76)5��6 � "���� (C[0, T0])3 × (C(QT0
))2, � �
�	, � ����;���" ������

576)5�96 (h(t), b(t), v(y, t)) � "���� C1[0, T0] × C[0, T0] × C2,1(QT0
).

?	��	!� � ���	�	���

 � !����
"# ��������� ������ ���������

�������  � 	 3���94. 3�405�55� .�03
B1) a ∈ C2,0([0, H1] × [0, T ]), b0, c, f ∈ C1,0([0, H1] × [0, T ]), ϕ ∈ C[0,∞);
B2) a(x, t) > 0, (x, t) ∈ [0,∞)×[0, T ], b0(x, t) �= 0, (x, t) ∈ [0, H1]×[0, T ], ϕ(x)�ϕ0 >01
x ∈ [0,∞)1 ϕ′(x) > 01 x ∈ [0, h0]1 µ4(t) > 01 t ∈ [0, T ]
�0=5� ;�;5�>��� ��4� >�/?0 t0 : 0 < t0 � T 1 20 �0;3<�;04 ;�9�>� @ A
@B�A :9�5�C
��� 0 � y � 1, 0 � t � t0.

���������� D	&�% (hi(t), bi(t), vi(y, t)), i = 1, 2, � ��� ����;��"� ������ 576)5�96�
:������!�

bi(t)
hi(t)

= qi(t),
h′

i(t)
hi(t)

= si(t), i = 1, 2,

q(t) = q1(t) − q2(t), s(t) = s1(t) − s2(t) v(y, t) = v1(y, t) − v2(y, t).

H��"��� q(t), s(t), v(y, t) �������'��(
' �!���

vt =
a(yh1(t), t)

h2
1(t)

vyy + (q1(t)b0(yh1(t), t) + ys1(t))vy + c(yh1(t), t)v+

+
(

a(yh1(t), t)
h2

1(t)
− a(yh2(t), t)

h2
2(t)

)
v2yy + (q1(t)b0(yh1(t), t) − q2(t)b0(yh2(t), t) + ys(t))v2y

+(c(yh1(t), t) − c(yh2(t), t))v2 + f(yh1(t), t) − f(yh2(t), t), (y, t) ∈ QT , 51�6
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v(y, 0) = 0, 0 � y � 1, 5176

v(0, t) = v(1, t) = 0, 0 � t � T, 51�6

h′(t) = −k(t)
(

v1y(1, t)
h1(t)

− v2y(1, t)
h2(t)

)
, 0 � t � T, 5186

1∫
0

v(y, t)dy = µ4(t)
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)
, 0 � t � T. 51�6

*� ����!� �( #��"��� @���� G∗
1(y, t, η, τ) ��� ��������

vt =
a(yh1(t), t)

h2
1(t)

vyy + (q1(t)b0(yh1(t), t) + ys1(t))vy + c(yh1(t), t)v

� ���&������! �!�� 5176, 51�6 #��"��( v(y, t) ����!� � 
�"�!� �� ����

v(y, t) =

t∫
0

1∫
0

G∗
1(y, t, η, τ)

[(
a(ηh1(τ), τ)

h2
1(τ)

− a(ηh2(τ), τ)
h2

2(τ)

)
v2ηη(η, τ)+

+(q1(τ)b0(ηh1(τ), τ) − q2(τ)b0(ηh2(τ), τ) + ηs(τ))v2η(η, τ)+

+(c(ηh1(τ), τ) − c(ηh2(τ), τ))v2(η, τ) + f(ηh1(τ), τ) − f(ηh2(τ), τ)
]
dηdτ. 5296

0�"��'"� (hi(t), bi(t), vi(y, t)), i = 1, 2, � ����;��"� ������ 576)5�96, 
� ��� hi(t), bi(t),
i = 1, 2, ��������(
'�� ������
�, ����� ���� 5��6, 5��6

h′
i(t)

hi(t)
= − k(t)

h2
i (t)

viy(1, t) +
µ3(t)
hi(t)

, 52�6

bi(t)
hi(t)

=
(

hi(t)

1∫
0

b0(yhi(t), t)viy(y, t)dy

)−1[
µ′

4(t) − µ3(t)µ2(t) +
a(0, t)
hi(t)

viy(0, t)+

+
k(t)µ2(t) − a(hi(t), t)

hi(t)
viy(1, t) +

1∫
0

(
ax(yhi(t), t)viy(y, t) − hi(t)(c(yhi(t), t)×

×vi(y, t) + f(yhi(t), t))
)

dy

]
, i = 1, 2. 5216

* �!�� 
	��	!� !��	!� �����!� �������" ��� ��������� �	�"� � ����� t0, 0<t0 �T ,

�"� � <�

viy � M0

2
> 0, 0 � y � 1, 0 � t � t0, i = 1, 2.
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?���

1∫
0

b0(yhi(t), t)viy(y, t)dy �= 0, 0 � y � 1, 0 � t � t0, i = 1, 2.

* 52�6, 5216 !�
�!	!�

s(t) = −k(t)
(

v1y(1, t)
(

1
h2

1(t)
− 1

h2
2(t)

)
+

1
h2

2(t)

(
v1y(1, t) − v2y(1, t)

))
+

+µ3(t)
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)
, 5226

q(t) =

[ 1∫
0

(b0(yh1(t), t)vy(y, t)+(b0(yh1(t), t)−b0(yh2(t), t))v2y(y, t))dy

(
h1(t)×

×
1∫

0

b0(yh1(t), t)v1y(y, t)dy

1∫
0

b0(yh2(t), t)v2y(y, t)dy

)−1

+
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)
×

×
( 1∫

0

b0(yh2(t), t)v2y(y, t)dy

)−1][
µ′

4(t)−µ3(t)µ2(t)+
k(t)µ2(t) − a(h2(t), t)

h2(t)
v2y(1, t)+

+
a(0, t)
h2(t)

v2y(0, t)+

1∫
0

(
ax(yh2(t), t)v2y(y, t)−h2(t)(c(yh2(t), t) v2(y, t)+f(yh2(t), t))

)
dy

]
+

+
(

h1(t)

1∫
0

b0(yh1(t), t)v1y(y, t)dy

)−1[
k(t)µ2(t) − a(h1(t), t)

h1(t)
vy(1, t) +

a(0, t)
h1(t)

vy(0, t)−

−a(h1(t), t) − a(h2(t), t)
h1(t)

v2y(1, t)+
(

1
h1(t)

− 1
h2(t)

)(
(k(t)µ2(t)−a(h2(t), t))v2y(1, t)+

+a(0, t)v2y(0, t)
)

+

1∫
0

(
ax(yh1(t), t)vy(y, t)+(ax(yh1(t), t)−ax(yh2(t), t))v2y(y, t)−

−h1(t)c(yh1(t), t) v(y, t)−(h1(t)(c(yh1(t), t)−c(yh2(t), t))+h(t)c(yh2(t), t))v2(y, t)−

−h1(t)(f(yh1(t), t) − f(yh2(t), t)) + h(t)f(yh2(t), t)
)

dy

]
. 5236

4�"����
�$!� 
�"	 �	�	
���	���+

f(yh1(t), t)− f(yh2(t), t) = y(h1(t)− h2(t))

1∫
0

fx(y(h2(t) + σ(h1(t)−h2(t))), t)dσ. 52�6
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:	�	
���	��� 52�6 !��	!� ��"����
�
� ��� ������' a(yh1(t), t) − a(yh2(t), t),
ax(yh1(t), t) − ax(yh2(t), t), c(yh1(t), t) − c(yh2(t), t), b0(yh1(t), t) − b0(yh2(t), t)� 4���)
��!� hi(t) �	�	� si(t)

hi(t) = hi(0) exp

 t∫
0

si(τ)dτ

 , i = 1, 2,

�	 h1(0) = h2(0) = h0.
?���

1
h1(t)

− 1
h2(t)

=
1
h0

exp

−
t∫

0

s1(τ)dτ

 − exp

−
t∫

0

s2(τ)dτ

 .

4�"����
��
�

ex − ey = (x − y)

1∫
0

ey+τ(x−y)dτ,

�
��!�$!�

1
h1(t)

− 1
h2(t)

= − 1
h0

t∫
0

s(τ)dτ

1∫
0

exp

−
t∫

0

(σs(τ) + s2(τ))dτ

 dσ. 5276

G���� ����

1
h2

1(t)
− 1

h2
2(t)

= − 2
h2

0

t∫
0

s(τ)dτ

1∫
0

exp

−2

t∫
0

(σs(τ) + s2(τ))dτ

 dσ. 52�6

4�"����
��
� 52�6�52�6 � ����
����
� 5296 � 5226, 5236, ��	���!� ���
	!� ����)
�����& ��
	 ���'��& ������' 4��'
	��� ��� � � ���� �
������ �	����!�& s(t), q(t)�
* $�����
� ����;��"�� 
�"�& ���
	! �������$, <� s(t) = 0, q(t) = 0, t ∈ [0, t0]�
*����� �
��!�$!� s1(t) = s2(t), q1(t) = q2(t), t ∈ [0, t0], � �
�	, h1(t) = h2(t),
b1(t) = b2(t), t ∈ [0, t0]� 4�"����
���(�� �	 � ������ 51�6�51�6, ���&���!�, <�
v1(y, t) = v2(y, t), (y, t) ∈ Qt0 , <� ���	�
�$ ���	�	��� 
	��	!� 1�

;" (����
� �� <��
����
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	��� ������
� �
����� �����
 ��� �

�����

utt +
k∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(z, t)uxixj )xsxl −

k∑
i,j=1

(aij(z, t)uxi)xj −
k∑

i,j=1

(bij(z, t)utxi)xj−

−
m∑

i,j=1

(cij(z, t)uyi)yj + a0(z, t)u + b(z, ut) =

k∑
i,j=1

(fij(z, t))xixj−

−
k∑

i=1

(fi(z, t))xi + f0(z, t) −
m∑

i=1

(gi(z, t))yi
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2b&��
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#$%&'& (&)&*& )+, -.�+/0$1'�2� 3$.','', �456 -1)-+7#&'&��� 89:

7�"�
 Ωx 8 ������4��� ����%$� � �
�%$�
� R
k � ��4�- ∂Ωx ∈ C1( Ωy 8 ������&

4��� ����%$� � �
�%$�
� R
m � ��4�- ∂Ωy ∈ C1( Ω = Ωx × Ωy( QT = Ω × (0, T )( ��

T <∞( Ωτ = QT ∩ {t = τ}( τ ∈ [0, T ]( k +m = n( z = (x, y)( x ∈ Ωx( y ∈ Ωy�
9��������� ����4��� ����%$� ΩR

x = Ωx ∩ BR
x ( ΩR

y = Ωy ∩ BR
y ( �� B

R
x =

{
x ∈ R

k:

|x| < R
}
� BR

y =
{
y ∈ R

m : |y| < R
}
( ΩR = ΩR

x × ΩR
y ( QR

T = ΩR × (0, T )(
ΩR

τ = QR
T ∩ {t = τ}( τ ∈ [0, T ]�

� ������4���
 ����%$� QT 
��������� ���� � ��� 
������� � ��
%����� �!�!
'��,�+�5�$��! � �����!�  �����

A(u) ≡ utt +
k∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(z, t)uxixj )xsxl

−
k∑

i,j=1

(aij(z, t)uxi)xj −
k∑

i,j=1

(bij(z, t)utxi)xj−

−
m∑

i,j=1

(cij(z, t)uyi)yj + a0(z, t)u+ b(z, ut) =
k∑

i,j=1

(fij(z, t))xixj −
k∑

i=1

(fi(z, t))xi+

+f0(z, t) −
m∑

i=1

(gi(z, t))yi /�1

� �� �$'��!�! ������!

u(z, 0) = u0(z), ut(z, 0) = u1(z) /01

� '
�
��!�! ������!

u
∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ωx×Ωy×(0,T )

= 0, /;1

�� ν 8 �����)�� ��
���� �� ����
"�� ∂Ωx × Ωy × (0, T )�
<������ �
�%$�
!:

Lp((0, T );B) =

u :

T∫
0

||u(·, t)||pBdt <∞
 , ||u||Lp((0,T );B) =

 T∫
0

||u(·, t)||pBdt
1/p

,

�� p ∈ (1,+∞), B 8 ���'!
 ����"�� �
�%$�
=

Lp
loc(Ω) =

{
u : ∀K − '����'$��> ���4!�! � Ω u ∈ Lp(K)

}
;

V 1,0
0 (ΩR) =

{
u : u, uxi ∈ L2(ΩR), i ∈ {1, ..., k}, u∣∣

∂ΩR
x

= 0
}
,

V 2,1
0 (ΩR) =

{
u : u, uxi, uxixj , uyl

∈ L2(ΩR), i, j ∈ {1, ..., k}, l ∈ {1, ...,m},

u
∣∣
∂ΩR = 0,

∂u

∂ν

∣∣
∂ΩR

x ×ΩR
y

= 0
}
,



8;< ������ �����	

� ���������!�! ��
���!

||u||2
V 1,0
0 (ΩR)

=
∫

ΩR

(
k∑

i=1

u2
xi

+ u2

)
dz,

||u||2
V 2,1
0 (ΩR)

=
∫

ΩR

 k∑
i=1

u2
xi

+ u2 +
k∑

i,j=1

u2
xixj

+
m∑

i=1

u2
yi

 dz;

V 1,0
0,loc(Ω) =

{
u : u, uxi ∈ L2

loc(Ω), i ∈ {1, ..., k}, u|∂Ωx = 0
}
,

V 2,1
0,loc(Ω) =

{
u : u, uxi , uxixj ∈ L2

loc(Ω), i, j ∈ {1, ..., k}, uyl
∈ L2

loc(Ω), l ∈ {1, ...,m},

u|∂Ω = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ωx×∂Ωy

= 0
}
,

V 2,1
0 (Ω) =

{
u : u, uxi, uxixj , uyl

∈ L2(Ω), i, j ∈ {1, ..., k}, l ∈ {1, ...,m},

u
∣∣
∂Ω

= 0,
∂u

∂ν

∣∣
∂Ωx×Ωy

= 0
}
,

Hi,j(ΩR) =
{
u : u ∈ L2(ΩR

y ;Hi(ΩR
x )) ∩ L2(ΩR

x ;Hj(ΩR
y )), i, j ∈ N

}
,

W0(ΩR) = V 2,1
0 (ΩR) ∩H1,2(ΩR) ∩ L2p−2(ΩR).

#
!��%$!�� �!'������ $�'!" ����:

��
 asl

ij , a
sl
ijt, a

sl
ijtt, aij , aijt, aijtt, a0, a0t ∈ L∞(QT )( D4

xa
sl
ij(·, 0), D2

xaij(·, 0)(

a0(·, 0) ∈ L∞(Ω)( �� Dα
x =

∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαk

k

, |α| = α1 + ...+ αk,

A0

k∑
i,j=1

|ξij |2 �
k∑

i,j,s,l=i

asl
ij(z, t)ξijξsl, A0 > 0,

��� ��
4� �%�" (z, t) ∈ QT � �%�" ξij ∈ R $�'!"( 2� ξij = ξji(

asl
ij(z, t) = aij

sl(z, t), aij(z, t) = aji(z, t) ��
4� ��� �%�" (z, t) ∈ QT ;


��
 ?��'+�� b : Ω × R → R � > > ��"���� bξ �!��
�� � Ω ��� �%�" ξ ∈ R; b(z, ·)
����
�
��� �� R ��
4� ��� �%�" z ∈ Ω; bξ(z, ·) ����
�
��� �� R\{0} ��
4� ��� �%�"

z ∈ Ω; ��� �%�" ξ, ξ̃ ∈ R � ��
4� �%�" z ∈ Ω �!'���-$�%� $�'� ��
����%$�:

(b(z, ξ) − b(z, ξ̃))(ξ − ξ̃) � b0|ξ − ξ̃|p,
�� b0 = 0 �
! p ∈ (1, 2] � b0 > 0 �
! p > 2(

|b(z, ξ)| � b0|ξ|p−1;
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bij , bijt ∈ L∞(QT ), D2
xbij(·, 0) ∈ L∞(Ω), i, j ∈ {1, ..., k},

k∑
i,j=1

bij(z, t)ξiξj � B0

k∑
i=1

|ξi|2, B0 > 0

��� �%�" ξ ∈ R
k � ��
4� �%�" (z, t) ∈ QT ;


��
 cij , cijt, cijtt ∈ L∞(QT )( D2
ycij(·, 0) ∈ L∞(Ω)( �� Dβ

y =
∂|β|

∂yβ1
1 ...∂yβm

m

(

|β| = β1 + ...+ βm(

C0

m∑
i=1

|ξi|2 �
m∑

i,j=1

cij(z, t)ξiξj , C0 > 0

��� �%�" ξ ∈ R
m � ��
4� �%�" (z, t) ∈ QT , cij(z, t) = cji(z, t), i, j ∈ {1, ...,m}�

��������� �� -./01�2 u ∈ L2((0, T );V 2,1
0,loc(Ω)) ��0.3 45 ut ∈ L2((0, T );V 1,0

0,loc(Ω))∩
∩Lp((0, T );Lp

loc(Ω))3 utt ∈ L2((0, T );L2
loc(Ω)) � u 6�75859:/�; �5<��058� .�58� =�> �

��8/�?�:∫
Qτ

[
uttv +

k∑
i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)uxixjvxsxl

+
k∑

i,j=1

aij(z, t)uxivxj +
k∑

i,j=1

bij(z, t)utxivxj +

+
m∑

i,j=1

cij(z, t)uyivyj + a0(z, t)uv + b(z, ut)v −
k∑

i,j=1

fij(z, t)vxixj −
k∑

i=1

fi(z, t)vxi−

−f0(z, t)v −
m∑

i=1

gi(z, t)vyi

]
dzdt = 0 /@1

79� 758�9:/�� τ ∈ (0, T ] � @./01�A v ∈ L2((0, T );V 2,1
0 (Ω)) ∩ Lp((0, T );Lp(Ω))3 �0�

��2�: 5B��C�/�A /5?�A 8 QT 3 /�6�8�;�5 .6�D�9:/�/�� �568E�605� 6�7�<� =F>
=G>�

9��������� %�� �$'� ���� � � ����4���
 ����%$� QR
T ��� 
�������

A(u) =
k∑

i,j=1

(fR
ij (z, t))xixj −

k∑
i=1

(fR
i (z, t))xi + fR

0 (z, t) −
m∑

i=1

(gR
i (z, t))yi /�1

� �� �$'��!�! ������!

u(z, 0) = uR
0 (z), ut(z, 0) = uR

1 (z) /�1

� '
�
��!�! ������!

u
∣∣
∂ΩR×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂ΩR

x ×ΩR
y ×(0,T )

= 0, /�1

�� ν 8 �����)�� ��
���� �� ����
"�� ∂ΩR
x × ΩR

y × (0, T )�
7�'������ �� �����!
  ��� �����

��
 fR

ij , f
R
ijt, f

R
ijtt, f

R
i , f

R
it , g

R
l , g

R
lt , g

R
ltt, f

R
0 , f

R
0t ∈ L2(QR

T ),
(fR

ij (·, 0))xixj , (fR
i (·, 0))xi , (gR

l (·, 0))yl
∈ L2(ΩR), l ∈ {1, ...,m}, i, j ∈ {1, ..., k}.
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��������� �� -./01�2 u∈L2((0, T );V 2,1
0 (ΩR)) ��0.3 45 ut∈L2((0, T );V 1,0

0 (ΩR))∩
∩Lp((0, T );Lp(ΩR))3 utt ∈ L2((0, T );L2(ΩR)) � u 6�75859:/�; �5<��058� .�58� = > �
��8/�?�:∫

QR
τ

[
uttv +

k∑
i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)uxixjvxsxl

+
k∑

i,j=1

aij(z, t)uxivxj +
k∑

i,j=1

bij(z, t)utxivxj +

+
m∑

i,j=1

cij(z, t)uyivyj + a0(z, t)uv + b(z, ut)v −
k∑

i,j=1

fR
ij (z, t)vxixj −

k∑
i=1

fR
i (z, t)vxi−

−fR
0 (z, t)v −

m∑
i=1

gR
i (z, t)vyi

]
dzdt = 0 /A1

79� 758�9:/�� τ ∈ (0, T ] � v ∈ L2((0, T );V 2,1
0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T );Lp(ΩR))3 /�6�8�;�5

.6�D�9:/�/�� �568E�605� 6�7�<� =H>
=�>�

������� �� ����A 8�05/.2�:?� .�58� (A), (B), (C), (F ) � uR
0 ∈ V 2,1

0 (ΩR)∩
∩H4,2(ΩR)3 uR

1 ∈ V 1,0
0 (ΩR) ∩ L2p−2(ΩR) ∩H2,2(ΩR)� �57� �?/.; .6�D�9:/�/�A �568E�


650 6�7�<� =H>
=�>�

���������� B�$���� ?����&C����
'��� ������5�� ����!4��!
 
���3���'� D%'���'!
�
�%$�
 W0(ΩR) 8 %���
������!
 ����"��( $� � ����� �%��5 $�'� ��� ���� ���4!��
{ϕh}( 2� ����&�'� %'�� ���� '���'�%$� ������$�� +�5> ���4!�! ����
�� ������4��
� ���!'���� >> ����
��> ������'! � W0(ΩR) �����5$�%� � +!� �
�%$�
��� B�4���
�
!
��$!( 2� {ϕh} �
$���
������ � L2(ΩR)�

9��������� ,��'+�>

uN (z, t) =
N∑

h=1

cNh (t)ϕh(z), N = 1, 2, ...,

�� cN1 , c
N
2 , ..., c

N
N 8 
���3��'! ���������!" ���� ��)�∫

ΩR

[
uN

ttϕh +
k∑

i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

N
xixj

(ϕh)xsxl
+

k∑
i,j=1

aij(z, t)uN
xi

(ϕh)xj + a0(z, t)uNϕh+

+
k∑

i,j=1

bij(z, t)uN
txi

(ϕh)xj +
m∑

i,j=1

cij(z, t)uN
yi

(ϕh)yj + b(z, uN
t )uN

t ϕh

]
dz =

=
∫

ΩR

[ k∑
i,j=1

fR
ij (ϕh)xixj +

k∑
i=1

fR
i (ϕh)xi + fR

0 ϕh +
m∑

i=1

gR
i (ϕh)yi

]
dz, t ∈ [0, T ], /�1

cNh (0) = uR,N
0,h , cNht(0) = uR,N

1,h , h = 1, ..., N, /�	1

��

uN
0 (z) =

N∑
h=1

uR,N
0,h ϕh(z), ‖uR,N

0 − uR
0 ‖V 2,1

0 (ΩR)∩H4,2(ΩR) → 0,
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uN
1 (z) =

N∑
h=1

uR,N
1,h ϕh(z), ‖uR,N

1 − uR
1 ‖V 1,0

0 (ΩR)∩L2p−2(ΩR)∩H2,2(ΩR) → 0 �
! N → ∞.

7� ���%$��� $��
��! ��
�$����
� �0�( %� �@� �%��5 
���3���' ���� � /�1( /�	1( �'!

��5 ��%��-$�� ����
�
��� ��"���� �� �
���4'� [0, tm]� . �+���'( ���
4��!" �!4 �(
�!��!��5( 2� tm = T �

�����4!�� /�1 �� cNht(t)( ���%���5�� �� h ��� 1 �� N � �
���$��
�5�� �� t ��� 0
�� τ ( �� τ ∈ (0, T ]

∫
QR

τ

[
uN

ttu
N
t +

k∑
i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

N
xixj

uN
txsxl

+
k∑

i,j=1

aij(z, t)uN
xi
uN

txj
+ a0(z, t)uNuN

t +

+
k∑

i=1

bij(z, t)uN
txi
uN

txj
+

m∑
i,j=1

cij(z, t)uN
yi
uN

tyj
+ b(z, uN

t )uN
t

]
dzdt =

∫
QR

τ

[ k∑
i,j=1

fR
iju

N
txixj

+

+
k∑

i=1

fR
i u

N
txi

+ fR
0 u

N
t +

m∑
i=1

gR
i u

N
tyi

]
dzdt. /��1

7� ���%$��� ���� (A), (B), (C), (F ) � �%$�����> 
����%$� ���'� �$
!��$! �+��'�

||uN
t ||V 1,0

0 (QR
T )∩Lp(QR

T ) � K1, ||uN ||V 2,1
0 (QR

T ) � K1, /�01

�� K1 8 ����$�� '��%$��$�( �'� �� ����4!$� ��� N �
�!,�
��+�-- ! �� t 
����%$� /�1 � �
�"���- ! ����! $��
��! (A), (B), (C), (F )(

��4��� ��
�'���$!%� � �
��!����%$� �+���'

||uN
tt ||V 1,0

0 (QR
T ) � K2, ||uN

t ||V 2,1
0 (QR

T )∩Lp(QR
T ) � K2, ||uN ||V 2,1

0 (QR
T ) � K2, K2 > 0. /�;1

D%'���'! uN
t ∈ Lp(QR

T )( $�∫
QR

T

|b(z, uN
t )|p′

dzdt � |b0|p′
∫

QR
T

|uN
t |pdzdt � K3, K3 > 0.

7� ���%$��� /�;1 � ��%�������%$� {uN} ��4�� �!�
�$! $�'� �����%�������%$� {uNk}(
2�

uNk
tt → utt %���'� � L∞((0, T );V 1,0

0 (ΩR)),

uNk
t → ut %���'� � L∞((0, T );Lp(ΩR) ∩ V 2,1

0 (ΩR)),

b(z, uNk
t ) → χ %���'� � Lp′

(QR
T ) �
! Nk → ∞. /�@1

��������( 2� b(z, ut) = χ� . �+��'! /�@1 �!��!��5( 2� uN
tt ∈ L2((0, T );L2(ΩR))(

uN
t ∈ L2((0, T );H1

0 (ΩR))( $��� uN
t ����4!$� ����4���
 ���4!�� � H1(QR

T )� E��
H1(QR

T ) ⊂ L2(QR
T ) '����'$��� 7� ����)�- ! ��������%$�( ����� !�� �����%�����&

��%$� uNk
t ( �!�
��� � �����%�������%$� uN

t $�'�( 2� uNk
t →ut %!���� � L

2(QR
T ) � uNk

t →ut
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��
4� �%-�! � QR
T � D%'���'! ,��'+�� b(z, ·) 8 ����
�
���( $� b(·, uNk

t ) → b(·, ut) %���&
'� � Lp′

(QR
T )( ��� �� ���%$��� /�@1 
��!�� �!%����'( 2�

b(z, ut) = χ. /��1

.��!)!��%� ��'���$!( 2� �!'���-$�%� �� �$'��� ����!� . �+���' ���
4��!"

���)� � ���! ��0 �0�( F� 0	� �!��!��5( 2�

uNk(·, 0) → u(·, 0) %���'� � L2(ΩR),

��� uNk(·, 0) = uR,Nk

0 (·) → uR
0 (·) � V 2,1

0 (ΩR),

$��� u(z, 0) = uR
0 (z)�

D%'���'! uNk
tt → utt %���'� � L

2(QR
T )( � ���! ��0 �0�( F� 0	� �!��!��5( 2�

uNk
t (z, 0) → ut(z, t)|t=0 = ut(z, 0), z ∈ ΩR,

��� ������( 2� uNk
t (·, 0) = uR,Nk

1 (·) → uR
1 (·) � V 1,0

0 (ΩR)( $��� ut(z, 0) = uR
1 (z)� D$�4(

�!'���-$�%� �� �$'��� ����! /�1� D$4�( 
���3���' �%��5�

������� �� ����A 8�05/.2�:?� .�58� (A)3 (B)3 (C)3 p ∈ (1, 2]3 u0 ∈ V 2,1
0,loc(Ω)3

u1 ∈ L2
loc(Ω)3 fij , fijt, fi, f0, gl, glt ∈ L2((0, T );L2

loc(Ω))3 i, j ∈ {1, ..., k}3 l ∈ {1, ...,m}
� /���8/�?�:

∫
ΩR

0

|u1(z)|2 +
k∑

i,j=1

|u0xixj (z)|2 +
k∑

i=1

|u0xi(z)|2 + |u0(z)|2 +
m∑

i=1

|u0yi(z)|2
 dz+

+ sup
t∈[0,T ]

∫
ΩR

t

 k∑
i,j=1

|fij(z, t)|2 +
m∑

i=1

|gi(z, t)|2
 dz+∫

QR
T

 k∑
i,j=1

|fij(z, t)|2 +
k∑

i,j=1

|fijt(z, t)|2+

+
k∑

i=1

|fi(z, t)|2 +
m∑

i=1

|gi(z, t)|2 +
m∑

i=1

|git(z, t)|2 + |f0(z, t)|2
]
dzdt � aebR2

.

79� 758�9:/5D5 R > 13 7� a, b I 7��0� 757��/� ?��9�� �57� �?/.; T0 � T 3 45 6�7�<�
=F>
=G> ��; .6�D�9:/�/�A �568E�650 . /�5B��C�/�A 5B9�?�� QT0 �

���������� 9��������� � ����%$� QR
T ( �� R ������5 ��� ���� 2h, h ∈ N /��� %�
�&

2���� ���!%� +- ����%$� ����� !��  �
�� Qh
T 1 ������4�� ���� �

A(u) = Fh,h, (z, t) ∈ Qh
T ,

u|∂Ωh×(0,T ) = 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ωh

x×Ωh
y×(0,T )

= 0, /��1

u(z, 0) = uh,h
0 (z), ut(z, 0) = uh,h

1 (z), z ∈ Ωh,
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�� �� �$'��� ����! ��-$� $�'!
 �!���� uh,h
0 (z) = uh

0 (z)χh(z)( uh,h
1 (z) = uh

1 (z)χh(z) �

χh(z) =
{

1 �
! |x| < h− 1, |y| < h− 1,
0 �
! |x| � h, |y| � h,

� 0 � χh(z) � 1, z ∈ R
n, χh ∈ C2(Rn)( � �����!
  ���

Fh,h(z, t) =
k∑

i,j=1

(fh,h
ij )xixj −

k∑
i=1

(fh,h
i )xi + fh,h

0 −
m∑

i=1

(gh,h
i )yi ,

fh,h
ij (z, t) =

{
fh

ij(z, t), (z, t) ∈ Qh
T ,

0, (z, t) ∈ QT \Qh
T ,

fh,h
i (z, t) =

{
fh

i (z, t), (z, t) ∈ Qh
T ,

0, (z, t) ∈ QT \Qh
T ,

fh,h
0 (z, t) =

{
fh
0 (z, t), (z, t) ∈ Qh

T ,
0, (z, t) ∈ QT \Qh

T ,
gh,h

i (z, t) =
{
gh

i (z, t), (z, t) ∈ Qh
T ,

0, (z, t) ∈ QT \Qh
T .

7�"�
 �!'���-$�%� $�'� ����!:
fh

ij , f
h
ijt, f

h
i , f

h
0 , g

h
l , g

h
lt �!��
�� � QT � � '�4��
 ����%$� Qh

T ����������-$� �����
(F );

uh
1 ∈ V 2,1

0,loc(Ω) ∩H2
loc(Ω), h ∈ N, uh

1 → u1 � L2
loc(Ω) �
! h→ ∞;

uh
0 ∈ V 2,1

0,loc(Ω) ∩H4
loc(Ω), uh

0 → u0 � V 2,1
loc (Ω) �
! h→ ∞;

fh
ij → fij � L2((0, T );L2

loc(Ω)), fh
ijt → fijt � L2((0, T );L2

loc(Ω)),

fh
i → fi � L2((0, T );L2

loc(Ω)), fh
0 → f0 � L2((0, T );L2

loc(Ω)),

gh
l → gl � L2((0, T );L2

loc(Ω)), gh
lt → glt � L2((0, T );L2

loc(Ω)) /��1

�
! h→ ∞( i, j ∈ {1, ..., k}( l ∈ {1, ...,m}�
9��������� uα, uβ 8 
���3��'! ���� � /��1 �
! α > h + 1( β > h + 1( α, β ∈ N�

. ����
�����> $��
��! �!��!��5( 2� +� ���� � ��5 ����������!
 
���3���' � %��%�
���� ���� 0� #��%$��!�� uα, uβ � 
����%$� /A1( �$
!���� 
����%$� ��������� � �
!
��&
��( 2�

v = uαβ
t ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt,

�� uαβ = uα − uβ(

ϕRχ(x) = (hRχ(x))γ =
(
ρ

( |x| −R

χ

))γ

, ψRχ(y) = (ĥRχ(y))γ1 =
(
ρ

( |y| −R

χ

))γ1

,

γ > 2( γ1 > 2( χ > 0( 0 � ρ(ξ) � 1( ξ ∈ R( ρ(ξ) = 1( ξ < 0( ρ(ξ) = 0( ξ � 1�
6��� ���
4!�� 
����%$�∫

Ωτ

|uαβ
t |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz +

∫
Qτ

[
−uαβ

t uαβ
tt ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt + µ|uαβ

t |2ϕRχ(x)×

×ψRχ(y)e−µt +
k∑

i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

αβ
xixj

(
uαβ

txsxl
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt + uαβ

txs
(ϕRχ(x))xl

×
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×uαβ
txl

(ϕRχ(x))xsψRχ(y)e−µt + uαβ
t (ϕRχ(x))xsxl

ψRχ(y)e−µt
)

+
k∑

i,j=1

aij(z, t)uαβ
xi

×

×
(
uαβ

txi
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt + uαβ

t (ϕRχ(x))xjψRχ(y)e−µt
)

+ a0(z, t)uαβuαβ
t ϕRχ(x)×

×ψRχ(y)e−µt +
k∑

i,j=1

bij(z, t)u
αβ
txi

(
uαβ

txj
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt + uαβ

t (ϕRχ(x))xjψRχ(y)e−µt
)
+

+
m∑

i,j=1

cij(z, t)uαβ
yi

(
uαβ

tyj
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt + uαβ

t ϕRχ(x)(ψRχ(y))yje
−µt

)
+

+(b(z, uα
t ) − b(z, uβ

t ))uαβ
t ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt

]
dzdt =

∫
Ω0

|uα,α
1 − uβ,β

1 |2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz+

+
∫

Qτ

[ k∑
i,j=1

(fα,α
ij − fβ,β

ij )
(
uαβ

txixj
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt + uαβ

txi
(ϕRχ(x))xjψRχ(y)e−µt+

+uαβ
txj

(ϕRχ(x))xiψRχ(y)e−µt + uαβ
t (ϕRχ(x))xixjψRχ(y)e−µt

)
+

+
k∑

i=1

(fα,α
i − fβ,β

i )
(
uαβ

txi
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt + uαβ

t (ϕRχ(x))xiψRχ(y)e−µt
)

+

+(fα,α
0 − fβ,β

0 )uαβ
t ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt +

m∑
i=1

(gα,α
i − gβ,β

i )
(
uαβ

tyi
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µt+

+uαβ
t ϕRχ(x)(ψRχ(y))yie

−µt
)]
dzdt, τ ∈ (0, T ]. /�A1

D+��!�� �����'! +�5> 
����%$�� D ��!���(

J1 := −
∫

Qτ

uαβ
t uαβ

tt ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt = −1
2

∫
Ωτ

|uαβ
t |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz+

+
1
2

∫
Ω0

|uα,β
1 |2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz +

µ

2

∫
Qτ

|uαβ
t |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt.

7� ���%$��� ����! (A)

J2 :=
∫

Qτ

k∑
i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

αβ
xixj

utxsxl
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt � A0

2

∫
Ωτ

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2ϕRχ(x)×

×ψRχ(y)e−µτdx− A0 + 1
2

∫
Ω0

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)dx − A1 + 1 − µA0

2
×
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×
∫

Qτ

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdxdt;

J3 :=
∫

Qτ

k∑
i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

αβ
xixj

uαβ
t (ϕRχ(x))xsxl

ψRχ(y)e−µtdzdt �

� −d
2

∫
Qτ

[
A2k

2

χ2
|uαβ

t |2[hRχ(x)]γ−2 +
1
χ2

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2[hRχ(x)]γ−2

]
ψRχ(y)e−µtdzdt,

�� |(hRχ)xixj (x)| � d
χ2 =

J4 :=
∫

Qτ

k∑
i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

αβ
xixj

uαβ
txs

(ϕRχ(x))xl
ψRχ(y)e−µtdzdt �

� −d
2

∫
Qτ

[
A2kδ

k∑
i=1

|uαβ
txi

|2ϕRχ(x) +
1
χ2δ

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2[hRχ(x)]γ−2

]
ψRχ(y)e−µtdzdt,

�� |(hRχ)xi(x)| � d
χ ( δ > 0�

G�$��
�� ∫
Qτ

k∑
i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

αβ
xixj

uαβ
txl

(ϕRχ(x))xsψRχ(y)e−µtdzdt

�+��-5$�%� ������� ���
����

J5 :=
∫

Qτ

k∑
i,j=1

aij(z, t)uαβ
xi
uαβ

txj
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

� −1
2

∫
Qτ

[
A3δ

k∑
i=1

|uαβ
txi

|2 +
1
δ

k∑
i=1

|uαβ
xi

|2
]
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt;

J6 :=
∫

Qτ

k∑
i,j=1

aij(z, t)uαβ
xi
uαβ

t (ϕRχ(x))xjψRχ(y)e−µtdzdt �

� −d
2

∫
Qτ

[
A3k

χ2
|uαβ

t |2[hRχ(x)]γ−2 +
k∑

i=1

|uαβ
xi

|2ϕRχ(x)
]
ψRχ(y)e−µtdzdt;

J7 :=
∫

Qτ

a0(z, t)uαβuαβ
t ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

� −A4

2

∫
Qτ

[
|uαβ |2 + |uαβ

t |2
]
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt.
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. ����! (B) ��5��

J8 :=
∫

Qτ

k∑
i,j=1

bij(z, t)u
αβ
txi
uαβ

txj
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

� B0

∫
Qτ

k∑
i=1

|uαβ
txi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt;

J9 :=
∫

Qτ

k∑
i,j=1

bij(z, t)u
αβ
txi
uαβ

t (ϕRχ(x))xjψRχ(y)e−µtdzdt �

� −d
2

∫
Qτ

[
δ

k∑
i=1

|uαβ
txi

|2ϕRχ(x) +
B1k

δχ2
|uαβ

t |2[hRχ(x)]γ−2

]
ψRχ(y)e−µt;

J10 :=
∫

Qτ

(b(z, uα
t ) − b(z, uβ

t ))uαβ
t ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt � 0.

. ����! (C) ���
4!��

J11 :=
∫

Qτ

m∑
i,j=1

cij(z, t)uαβ
yi
uαβ

tyj
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt � C0

2

∫
Ωτ

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)×

×e−µτdz−C
0

2

∫
Ω0

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz+
µC0−C1

2

∫
Qτ

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt;

J12 :=
∫

Qτ

m∑
i,j=1

cij(z, t)uαβ
yi
uαβ

t ϕRχ(x)(ψRχ(y))yje
−µtdzdt �

� −d
2

∫
Qτ

[
1
χ2

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2[ĥRχ(y)]γ1−2 + C2m|uαβ
t |2ψRχ(y)

]
ϕRχ(x)e−µtdzdt,

|(hRχ)yi(y)| � h

χ
.

�
�� $���(

J13 :=
∫

Qτ

k∑
i,j=1

(fα,α
ij − fβ,β

ij )uαβ
txixj

ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

� 1
2δ

∫
Ωτ

k∑
i,j=1

|fα,β
ij |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz +

δ

2

∫
Ωτ

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz+
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+
1
2

∫
Ω0

k∑
i,j=1

|fα,β
ij |2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz +

1
2

∫
Ω0

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz+

+
1
2

∫
Qτ

k∑
i,j=1

(µ
δ
|fα,β

ij |2 + |fα,β
ijt |2

)
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

(δµ+ 1)
2

∫
Qτ

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2×

×ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt,

�� fα,β
ij = fα,α

ij − fβ,β
ij =

J14 :=
∫

Qτ

k∑
i,j=1

(fα,α
ij − fβ,β

ij )uαβ
txi

(ϕRχ(x))xjψRχ(y)e−µtdzdt � d

2δ

∫
Qτ

k∑
i,j=1

|fα,β
ij |2×

ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+
dδ

2χ2

∫
Qτ

k∑
i=1

|uαβ
txi

|2[hRχ(x)]γ−2ψRχ(y)e−µtdzdt;

J15 :=
∫

Qτ

k∑
i,j=1

(fα,α
ij − fβ,β

ij )uαβ
t (ϕRχ(x))xixjψRχ(y)e−µtdzdt �

� d

2χ2

∫
Qτ

k∑
i,j=1

|fα,β
ij |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

dk2

χ2

∫
Qτ

|uαβ
t |2[hRχ(x)]γ−4ψRχ(y)e−µtdzdt;

J16 :=
∫

Qτ

k∑
i=1

(fα,α
i − fβ,β

i )uαβ
txi
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

� 1
2δ

∫
Qτ

k∑
i=1

|fα,β
i |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

δ

2

∫
Qτ

k∑
i=1

|uαβ
txi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt;

J17 :=
∫

Qτ

k∑
i=1

(fα,α
i − fβ,β

i )uαβ
t (ϕRχ(x))xiψRχ(y)e−µtdzdt �

� d

2

∫
Qτ

k∑
i=1

|fα,β
i |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

d

2χ2

∫
Qτ

|uαβ
t |2[hRχ(x)]γ−2ψRχ(y)e−µtdzdt;

J18 :=
∫

Qτ

(fα,α
0 − fβ,β

0 )uαβ
t ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

� 1
2

∫
Qτ

|fα,β
0 |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

1
2

∫
Qτ

|uαβ
t |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt;
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J19 :=
∫

Qτ

m∑
i=1

(gα,α
i − gβ,β

i )uαβ
tyi
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

� 1
2δ

∫
Ωτ

m∑
i=1

|gα,β
i |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz +

δ

2

∫
Ωτ

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz+

+
1
2

∫
Ω0

m∑
i=1

|gα,β
i |2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz +

1
2

∫
Ω0

m∑
i=1

|uαβ
0yi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz+

+
1
2

∫
Qτ

m∑
i=1

(µ|gα,β
i |2+|gα,β

it |2)ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+
∫

Qτ

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt;

J20 :=
∫

Qτ

m∑
i=1

(gα,α
i − gβ,β

i )uαβ
t ϕRχ(x)(ψRχ(y))yie

−µtdzdt �

� d

2

∫
Qτ

m∑
i=1

|gα,β
i |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

d

2χ2

∫
Qτ

|uαβ
t |2ϕRχ(x)[ĥRχ(y)]γ−2e−µtdzdt.

#������ �' � ���� �0A� ���'� ����%$! �+��'�∫
Qτ

k∑
i=1

|uxi|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt � δ1

∫
Qτ

k∑
i,j=1

u2
xixj

ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

+
k

δ1

∫
Qτ

u2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+
d2k

χ2

∫
Qτ

u2[hRχ(x)]γ−2ψRχ(y)e−µtdzdt, δ1 > 0.

#
!
���� δ1 = 1� �
�� $���(∫
Qτ

|u(z, t)|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt � T 2

∫
Qτ

u2
tϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

+2T
∫
Ω0

u2
0ϕRχ(x)ψRχ(y)dz.

E������ �� �$
!��5�� $�'� �+��'�:∫
Qτ

k∑
i=1

|uαβ
xi

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �
∫

Qτ

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

+kT 2

∫
Qτ

|uαβ
t |2ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt+

d2kT 2

χ2

∫
Qτ

|uαβ
t |2[hRχ(x)]γ−2ψRχe

−µtdzdt+

+2kT
∫
Ω0

|uαβ
0 |2ϕRχ(x)ψRχ(y)dz +

2kd2T

χ2

∫
Ω0

|uαβ
0 |2[hRχ(x)]γ−2ψRχ(y)dz.
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<!'�
!%$���- ! ���
4��� �+��'!( � /�A1 ��5��∫
Ωτ

[
|uαβ

t |2 + (A0 − δ)
k∑

i,j=1

|uαβ
xixj

|2 + (C0 − δ)
m∑

i=1

|uαβ
yi

|2
]
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz+

+
∫

Qτ

[
|uαβ

t |2
(
µ−A4 −A4τ

2 − kτ2

δ
− dkτ2 − dmC2 − 1

)
+

+
k∑

i,j=1

|uαβ
xixj

|2
(
µA0 −A1 − 1

δ
− d− µδ − 1

)
+

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2 (µC0 − C1 − 2)+

+
k∑

i=1

|uαβ
txi

|2
(

2B0 − 2dkA2δ −A3δ − dδ − δ − 2dδ
χ2

)]
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt �

�
∫
Ω0

[(
2TA4 +

2kT
δ

+ 2kTd
)
|uαβ

0 |2+|uαβ
1 |2+

k∑
i,j=1

|uαβ
0xixj

|2(A0+1)+
m∑

i=1

|uαβ
0yi

|2(C0+1)
]
×

×ϕRχ(x)ψRχ(y)dz +
∫
Ω0

(
2d2kT

χ2δ
+

2d3kT

χ2

)
|uαβ

0 |2[hRχ(x)]γ−2ψRχ(y)dz+

+
∫

Qτ

[ k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2[hRχ(x)]γ−2ψRχ(y)
(

2d
δχ2

+
d

χ2

)
+

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2[ĥRχ(y)]γ−2ϕRχ(x)
d

χ2
+

+|uαβ
t |2

(
d2kτ2

χ2δ
+
d3kτ2

χ2
+
A1k

2d

χ2
+
B1kd

δχ2
+
dA3k

χ2

)
[hRχ(x)]γ−2ψRχ(y)+

+|uαβ
t |2[ĥRχ(y)]γ−2ϕRχ(x)

d

χ2

]
e−µtdzdt+

∫
Ω0

[ k∑
i,j=1

|fαβ
ij |2 +

m∑
i=1

|gαβ
i |2

]
ϕRχ(x)ψRχ(y)dz+

+
∫
Ωτ

[
1
δ

k∑
i,j=1

|fαβ
ij |2 +

m∑
i=1

|gαβ
i |2

]
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µτdz+

+
∫

Qτ

[
µ

δ

k∑
i,j=1

|fαβ
ij |2 +

k∑
i,j=1

|fαβ
ijt |2 +

2d
δ

k∑
i,j=1

|fαβ
ij |2 +

d

χ2

k∑
i,j=1

|fαβ
ij |2 +

1
δ

k∑
i=1

|fαβ
i |2+

+d
k∑

i=1

|fαβ
i |2 + |fαβ

0 |2 + d
m∑

i=1

|gαβ
i |2 + µ

m∑
i=1

|gαβ
i |2 +

m∑
i=1

|gαβ
it |2

]
ϕRχ(x)ψRχ(y)e−µtdzdt.

7�"�
 R = R0( R0 + χ = R1( µ = µ0 + µ1( �� R0 = 2h( R1 = 2h−1( χ = 2h( h ∈ N(

µ1 = max
{
A4(1 + T 2) + dkT 2 + dmC2 + 1 +

kT 2

δ
;

(A1 + 1)δ + 1
δ(A0 + δ)

;
C1 + 2
C0

}
,
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2B0 − (2dkA2 +A3 + d+ 2d
χ2 + 1)δ � B0� 6��� � �%$�����> ��
����%$� ���
4!��∫

Ω
R0
τ

[
|uαβ

t |2 +
k∑

i,j=1

|uαβ
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uαβ
yi

|2
]
e−µ0τdz +

∫
Q

R0
τ

[
µ0|uαβ

t |2 + µ0

k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2+

+
k∑

i=1

|uαβ
txi

|2 + µ0

m∑
i=1

|uαβ
yi

|2
]
e−µ0tdzdt � M1

(R1 −R0)2

∫
Q

R1
τ

[ k∑
i,j=1

|uαβ
xixj

|2 + |uαβ
t |2+

+
m∑

i=1

|uαβ
yi

|2
]
e−µ0tdzdt+M2µ0, /��1

M1 > 0( M2 8 '��%$��$�( �'� ����4�5 ��$��
��! ��� �� �$'��!" ,��'+�
 � ��������
 ����� . ����! /��1 �!��!��5( 2� M2 ��4��� �
��!$! �' �������� ����-�

D$4�( �!'���5$�%� � $�'� ��
����%$�:∫
Q

R0
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
e−µ0tdzdt �

� M1

µ0χ2

∫
Q

R1
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
e−µ0tdzdt+M2.

#����!�� ���
���' [R0, R0 + χ] �� q  �%$!�( �� q = λ22h, λ2M122h

µ0
� e−1, λ ∈ N�

D��
4!��∫
Q

R0
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
dzdt � e−q+µ0τ×

×
∫

Q
R1
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
dzdt+M2

q−1∑
i=0

e−i+µ0τ . /0	1

D+��!�� ������$! ��%�������%$� {uh}� <
�"���- ! ���� ���� �������������

���3��'�( ��� uh ���
4!�� ��
����%$�∫

Q
R0
τ

[
|uh

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh
yi
|2 +

k∑
i=1

|uh
txi

|2
]
dzdt �

� M3

( ∫
Ω

R0
0

|uh,h
1 (z)|2 +

k∑
i,j=1

|uh,h
0xixj

(z)|2 +
k∑

i=1

|uh,h
0xi

(z)|2 + |uh,h
0 (z)|2+

+
m∑

i=1

|uh,h
0yi

(z)|2
]
dz +

∫
Ω

R0
τ

 k∑
i,j=1

|fh,h
ij |2 +

m∑
i=1

|gh,h
i |2

 dz +
∫

Ω
R0
0

 k∑
i,j=1

|fh,h
ij |2+
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+
m∑

i=1

|gh,h
i |2

]
dz +

∫
Q

R0
τ

 k∑
i,j=1

|fh,h
ij |2 +

k∑
i,j=1

|fh,h
ijt |2 +

k∑
i=1

|fh,h
i |2 +

m∑
i=1

|gh,h
i |2+

+
m∑

i=1

|gh,h
it |2 + |fh,h

0 |2
]
dzdt

)
.

D$4�( �� ���%$��� ����! $��
��! � �%$�����> ��
����%$� ��5�� �+��'�∫
Q

R(h)
τ

[
|uh

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh
yi
|2
]
dzdt � M4e

b(R(h))2 , /0�1

�� M4 8 ����$�� '��%$��$�( �'� �� ����4!$� ��� h, h ∈ N� . ��
����%$� |uh+3,h+2|2 �
� 2(|uh+3|2 + |uh+2|2) � � /0�1 �!��!��5∫

Q
R(h+1)
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
dzdt � 4M4e

b(R(h+4))2 .

. /0	1 ���
4!��∫
Q

R(h)
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
dzdt � M5e

−q+µ0τ+b(R(s+4))2+

+
eM2

e− 1
eµ0τ+b(R(s+4))2 ,

��
q−1∑
i=0

e−i �
∞∑

i=0

e−i =
e

e− 1
� eµ0τ � eµ0τ+b(R(s+4))2 �

<
�"���- ! ���4��%$� ��%�������%$�
 fh
ij , f

h
ijt, f

h
i , f

h
0 , g

h
l , g

h
lt( �� i, j ∈ {1, ..., k}(

l ∈ {1, ...,m}( ��4��� �!�
�$! $�'� h1 � h0( 2� ��� �%�" h > h1 ���� �!'�����$!%�
��
����%$� M2 < e−q� . �%$�����> ��
����%$� ���
4!��∫

Q
R(h)
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
dzdt � M6e

−q+µ0τ+b(R(s+4))2 ,

/001
�� M6 8 ����$�� '��%$��$�( �'� �� ����4!$� ��� h�

<������� λ = 28([b] + 1)� E�� λ2M122h

µ0
� e−1( λ ∈ N( $��� µ0 = b122h( ��

b1 = eM1216([b] + 1)� D%'���'!

−q + µ0τ + b(R(h+ 4))2 = −λ22h + b122hτ + b22h+8 = 22h
(−([b] + 1)28 + b1τ + 28b

)
=

= −22h
(
(1 + [b] − b)28 − b1τ

)
� −22h

(
(1 − {b})28 − λτ0

)
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��� �%�" τ ∈ [0, τ0]( �� τ0 = (1−{b})28−β0
b1

( (1 − {b})28 > β0 > 0( $��� � /001 �!��!��5
�+��'�∫

Q
R(h)
τ

[
|uh+3,h+2

t |2 +
k∑

i,j=1

|uh+3,h+2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|uh+3,h+2
yi

|2
]
dzdt � M6e

−β02
2h

, τ ∈ [0, τ0].

/0;1
7� ���%$��� /0;1 ��� ���������� N ∈ N ���
4!��

||uh+1,h+N ||
V 2,1
0 (Q

Rh
τ0 )

�
N−1∑
i=1

||uh+1,h+i+1||
V 2,1
0 (Q

Rh
τ0 )

�
N−1∑
i=1

||uh+1,h+i+1||
V 2,1
0 (Q

Rh+i−1
τ0 )

�

� M6e
−β02

2h
∞∑

i=1

e−β02
2(i−1)

= M7e
−β02

2h

.

7�"�
 ε > 0 8 �������� ,�'%����� �' �������� ����  !%��(R0 8 �������� ,�'%�����
����$��  !%��� 6��� ������ � �%$�����- �+��'�- �%��5 $�'� h2 ∈ N( 2� ��� �%�" h > h2

� N ��$�
����!"
||uh+1,h+N ||

V 2,1
0 (Q

Rh
τ0 )

� ε,

$��$� ��%�������%$� {uh} ,�������$����� � �
�%$�
� V 2,1
0 (QR0

τ0
)�

D$4�( � /��1 �!��!��5 ,�������$�����%$� {uh} � �
�%$�
� L2((0, τ0);V
2,1
0 (ΩR0))

� ,�������$�����%$� {uh
t } � �
�%$�
� L2((0, τ0);V

1,0
0 (ΩR0))� 6��� {uh} %!���� ���&

��5$�%� �� ,��'+�> u( uh
t %!���� �����5$�%� �� ,��'+�> ut � ���������!" �
�%$�
�"

�
! h→ ∞� D%'���'! '�4�� ,��'+�� uh ����������5 
����%$�∫
Qτ

[
uh

ttv +
k∑

i,j,s,l=1

asl
ij(z, t)u

h
xixj

vxsxl
+

k∑
i,j=1

aij(z, t)uh
xi
vxj +

k∑
i,j=1

bij(z, t)uh
txi
vxj +

+
m∑

i,j=1

cij(z, t)uh
yi
vyj + a0(z, t)uhv + b(z, uh

t )v −
k∑

i,j=1

fh
ij(z, t)vxixj −

k∑
i=1

fh
i (z, t)vxi−

−fh
0 (z, t)v −

m∑
i=1

gh
i (z, t)vyi

]
dzdt = 0 /0@1

��� ��������> v ∈ L2((0, τ0);V
2,1
0 (ΩRh)) ∩ Lp((0, τ0);Lp(ΩRh)), supp v ⊂ QRh

τ0
� �!&

'���5$�%� /��1( $� ��
�
)��)! � /0@1 �� �
��!+� �
! h → ∞( ���
4!�� 
����%$�
� ���� ���� ������������� 
���3��'� ���� � /�1&/;1 � ������4���
 ����%$�� D$4�(
$��
��� ���������

������� �� ����A 8�05/.2�:?� .�58� (A), (B), (C) � u0 ∈ V 2,1
0,loc(Ω), u1 ∈ L2

loc(Ω)3
fij , fijt3 fi, f03 gl, glt ∈ L2

loc(Ω), i, j ∈ {1, ..., k}, l ∈ {1, ...,m}� �57� 8 09�?� @./01�A3
�0� 6�75859:/�2�: 51�/0.∫

QR
T

[
|ut|2 +

k∑
i,j=1

|uxixj |2 +
m∑

i=1

|uyi|2
]
e−µtdzdt � aebR2

/0�1
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79� 758�9:/5D5 R > 13 7� a, b I 757��/� ?��9�3 6�7�<� =F>
=G> /� �5C� ���� B�9:J�
57/5D5 .6�D�9:/�/5D5 �568E�60.�

���������� #
!��%$!��( 2� �%��5 ��� ����������� 
���3��'! u1 � u2 ���� � /�1&/;1(
�'� ����������-$� /0�1� #���� !�� u1,2 = u1−u2� 6��� ������� �� �' �
! ���������
$��
��! 0 ��� ���������� τ ∈ [0, T ] �!��!��5 �+��'�

∫
Q

R0
τ

[
|u1,2

t |2 +
k∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|u1,2
yi

|2
]
dzdt � e−q+µ0τ× /0�1

×
∫

Q
R1
τ

[
|u1,2

t |2 +
k∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|u1,2
yi

|2
]
dzdt. /0�1

.���� !��( 2� q, R0, R1, µ0, λ $�'� %��� �' � $��
��� 0� 6��� � /0�1 ��5��

∫
Q

R0
τ

[
|u1,2

t |2 +
k∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|u1,2
yi

|2
]
dzdt � M8e

−22h+8(1−{b})−22hb1τ0). /0A1

<!�
��)! τ0 <
28(1−{b})

b1
( � /0A1 ���
4!��

∫
Q

R0
τ0

[
|u1,2

t |2 +
k∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|u1,2
yi

|2
]
dzdt � M8e

−β02
2h

, �� β0 > 0.

7�"�
 R0 8 �������� ,�'%����� ����$��  !%��( ε 8 �' �������� ����  !%��� 6���
�%��5 $�'� h3 ∈ N( 2� ��� �%�" h > h3∫

Q
R0
τ0

[
|u1,2

t |2 +
k∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2 +
m∑

i=1

|u1,2
yi

|2
]
dzdt � ε.

.���%! u1(z, t) = u2(z, t) ��
4� �%-�! � QR0
τ0
� <
�"���- ! ��������%$� R0( ��5�� 5�!&

��%$� 
���3��'� � ����%$� Qτ0 � 6���( �
����� ! ������� �� ��
'������ ��� %'�� ����&
��  !%�� ���4!� �!����� Ω ∩ (τ0, 2τ0), ...,Ω ∩ (pτ0, T )( �� pτ0 < T � (p+ 1)τ0, p ∈ N(
�����!�� 5�!��%$� ������������� 
���3��'� � ����%$� QT �

=� �� ����	� !� "� �� ����� ������ �������������� ���	�� BB)���� &' CCC3� D =:?<�
D �� =>>� D E=� D C� 9<F9>�

8� #	����
� #� �� G�������	����
 ��	��!
 ���
����

 ���������
−→
2bF�������
���� 
−→

2bF��
�	����� ���	��" ���H
!
��	� ���� ����
����� 	� 
�	�������� ���
� 2�������
BB)��� '& 63C3� D =:?9� D EA� D C� =<=<F=<=>�

>� �� ����	� !� "� 5������������� ���	��I� D #�" =:?9�
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9� #	����
� #� $�� �� ����	� !� "� � H�������	����I� �������� � ������ J���
��� �������������� ���	��" ��KHH�!���	I ��	��I� ���
��	
��� 	 ����
� )���
BB����I �������� �� H���!���������� �������� D .������" =:?@� D .I�� :� D C� ;9FA>�

;� $�	��%�� !� "�� �� ����	� !� "�
−→
2bF�������������� ���	��I BB����I �������� ��

H���!���������� �������� D J��
" =:?A� D .I�� =� D C� >F=@;" 8@=F=@>�
?� #	��&����� #� "�� '���� "� ��

−→
2bF�������������� �������I� ������ BB)�HH����F

!�����I� ���
������ D =:@A� D �� =9� D E=8� D C� 88=8F8888�
@� $�	��%�� !� "� 4�	��������� �����	�
����� � �������I� �������� �������

−→
2bF

�������������� ���	�� BB6��� ��	� ����� D =::<� D �� 98� D E9� D C� ;<<F;<?�

A� '���(	� �� )�� ��	��%�� !� "�G�������	����� ��	��!� ���
����

 �����
 J��
 ���
−→
2bF

�������
���� ���	�� � 
���������� �� ����	��

� �
������L��
 BB)��� '&' 6�������
D =::A� D E=8� D C� @F=8�

:� '���(	� �� )�� ��	��%�� !� "� 5�� ������ 
��������
 �� ����	��

� �
������L��
−→
2bF�������
��
 ���	��� BB.
���� ����� ��F	� M+�


���� ���
	���
��N� 5�������� ��F
	���	���� D =::A� D E>>@� D C� @>F@?�

=<� #	����
� #� �� 5������
��
 ���������
 �����

 �����
� D J�" =:::�
==� ��	��%�� !� "�� )	������ *� !� 5�� H�������	����� ��	��! ���
����

 �����
 J��


��� ������	�
���
−→
2bF�������
���� ���	�� � 
���������� �� ����	��

� �
������L��


BB)��� '&' 6������� D =:::� D E?� D C� =AF88�
=8� )	������ *� !� 5�� H�������	����� ��	��! ���
����

 �����
 J��
 ��� ������	�
F

���
−→
2bF�������
���� ���	�� BB.
��� +�


� ��F	�� C��� ����F��	� D =:::� D .��� ;9� D

C� =9<F=;=�
=>� )	������ *� !� 5�� ���
����
�	� �����
 J��
 ���

−→
2bF�������
���� ���	�� �
 ����	� F

���� ���H
!
��	��� BB#�	� ��	��� 	� H
��F���� ����� D =:::� D �� 98" E>� D C� ?=F?;�
=9� '���(	� �� )� $�	�������� ���������� ���
����

 �����
 J��
 ��� ������ 
���������

�� ����	��

� �
������L��

−→
2bF�������
���� ���	��� BB'���� 

���� *���

�!����� ��F

	�� (�� ����� ���!�� .��� 9?� #�	���	���� D *���

!
 D =:::� D C� =>F=A�
=;� '���(	� �� )� )���
 
���	�
��	
 H�������	������ ��	��!
 ���
����

 �����
 J��
 ���−→

2bF�������
���� ���	�� � 
���������� �� ����	��

� �
������L��
 BB'���� 

����
*���

�!����� ��F	�� (�� ����� ���!�� .��� @?� #�	���	���� D *���

!
 D 8<<<� D C�;F=<�

=?� ��	��%�� !� "�� )	������ *� !� 5�� ������ J��
 ���
−→
2bF�������
���� ���	�� �
 ����F

	� ���� ���H
!
��	��� BB6��� ��	� ����� D 8<<<� D �� ;8" E==� D C� =9A9F=9:?�
=@� ��	��%�� !� "�� )	������ *� !� 5�� H�������	����� ��	��! ���
����

 �����
 J��


��� ������ ����� �������
���� ���	�� � ������������ ���H
!
��	��� 
 
����������
�� ����	��

� ���L��
 BB'���� 

���� *���

�!����� ��F	�� (�� ����� ���!�� .��� @?�
#�	���	���� D *���

!
� D 8<<<� D C� A8F:=�
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��������� 
����������� ��	
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���� ��������� ����� �����
���
���������	�� ����������� ������ ����
�� � ��� ���!�" ����!���" �	�������#" ���$

���#" 	�%	��
���# ��&�� '������ ���(
���� ��������# ������ ) ������ ����������
��������� (�� �!�)���� ������
������ �������� * � !+��� �����(� �������+ ��� (��$
 �!�)���� �������� ������� �
� ������������ ������
����� ������+ ��,�����,��
) ������ ���������� ���������� (�� �!�)��� ��� �����% �������% �� ���	�������
�������� -�����( ��(��� �����&���� ���������� (�� �!�)��� � ������
������ ���$
����� ����
+���� ���
��� � ��
�(�
+��� �����(���� ������ ��	
��
��� � .�/" �
�
����������� �������� ���
���������	�� � 
�(�
+��� ������ �������������� * � .0/�
1���� ����� � ��������� (�� �!�)����" �����&���� ��� �������% �� ��	��" ����
���
���!� 2��
)�(� 3�4� �� ��	���� 5�6� .7/" � �(�% ��
� ����
����� ������� ������ �$
(�!�# (�� �!�)��� ρ(x) � ��������

ρ(x)ut − Lu = g, x ∈ Ω ⊂ R
n, t ∈ (0, T ),

�� L * ���������� �
�������% ��������� -��������� ���� ��������� (�� �!�)����
� ����������� �������� ���
���������	�� ��	
��
���� 4������ 8�4� .9/� :����	�+
�������(� ������ �
� ��
���%���� ��������

c(u)ut = (k(u)ux)x, 0<x<1, t∈ [0, T ],

� ���������� (�� �!�)����� c(u) �� k(u) ����� 8���
+�� 8�-� .�/�

�© ������ ��	
�� 
���
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8��� ��,�# ���!� * ��	
����� ��

���	�+ ������������ ���������� ����������
(�� �!�)��� c(t) � ��������

c(t)ut =a(x, t)uxx + b(x, t)ux + d(x, t)u + f(x, t), 0 < x < h, 0 < t < T, ;�<

� ��
�(�
+��� ������ ��������������� ��������� �	������� �������(� ��
���) �
�������� !�)# ������ �� 	�	���� ����������� ������+ 	��	���� ���������  ��(!�% �
��	��	������ �� ��# ������� =������ ��� �������� ���(� !�
(�� ������������ ���$
������� ��������� )����	�� �������(� ������ >�����)�+	� �� ��(���	����� �
�	��$
��	��% �������
+��� ������+ -�
+����� ������� �����
- ��
�	�� QT = (0, h)×(0, T ) ����
���)�� �������� ;�< � ��������� (�� �!�)����

c(t) > 0" �����(���� ������

u(x, 0)=ϕ(x), x ∈ [0, h], ;0<

(��%����� �������

ux(0, t) = µ1(t), ux(h, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], ;7<

�� ������ �������������� ���
���

ν1(t)u(0, t) + ν2(t)u(h, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ]. ;9<

���
��� 
� ,�� -�./0�00� 1�/-

2345 ϕ∈C2([0, h])6 µi∈C1([0, T ])6 i=1, 36 νi∈C1([0, T ])6 i=1, 26 a, b, d, f ∈C1,0(QT )6

23�5 ϕ′′(x)>06 ϕ(x)�06 x∈ [0, h]6 µ1(t)�06 µ2(t)�06 t∈ [0, T ]6 f(x, t)�06
a(x, t)>06 (x, t)∈QT 6 ν1(t)+ν2(t)>06 ν1(t)�06 ν2(t)�06 ν′

1(t)�06 ν′
2(t)�06

d(0, t)µ3(t)+ν1(t)b(0, t)µ1(t)+ν2(t)b(h, t)µ2(t)+ν1(t)f(0, t)+ν2(t)f(h, t)>06
d(h, t)−d(0, t) �06 µ′

3(t)>06 t∈ [0, T ]6

2375 ϕ′(0)=µ1(0)6 ϕ′(h)=µ2(0)6 ν1(0)ϕ(0)+ν2(0)ϕ(h)=µ3(0)6

�/80� 9�90�:��� ��.� :�;</ t06 0<t0 �T 6 =/ �/9->�9/. (c, u) ∈ C([0, t0])×C2,1(Qt0)
9�?�:� 245
2@5 �;01A�

���
��� �� ����B -�./01C�D;� 1�/-� 23�56 2375 �

23@5 ϕ∈H2+γ([0, h])6 µi∈H1+γ/2([0, T ])6 i=1, 36 νi∈H1+γ/2([0, T ])6 i=1, 26
a, b, d, f ∈H1,γ/2(QT )6

�/?� �/9->�9/. (c, u) 9�?�:� 245
2@5 0�<�8��D .<�;1 Hγ/2([0, t0])×H2+γ,1+γ/2(Qt0)�

���
��� �� E.=/

a, b, d∈Hγ,0(QT ),
ϕ(x)�0, x∈ [0, h], µ′

3(t)>0, ν′
1(t)�0, ν′

2(t)�0, µ1(t)�0, µ2(t)�0, t ∈ [0, T ],

f(x, t)�0, (x, t) ∈ QT ,

�/ �/9->�9/. (c, u)∈Hγ/2([0, T ])× H2+γ,1+γ/2(QT ) 9�?�:� 245
2@5 A?�0�B�
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�� ��������� ���
��� 
�

?� �(	�)�� ����
+�� ���(� y ∈ [0, h] � ������ �������� ;�< � ��(��� ���
���

c(t)ut =a(y, t)uxx + (a(x, t) − a(y, t))uxx + b(x, t)ux + d(x, t)u + f(x, t). ;�<

2�� ������%  ��(!�# c(t) ������
���� �������(� ������ ;�<" ;0<" ;7< ������+	� ��
�������$�� ����!��
+���� ��������

u(x, t)=

h∫
0

ϕ(ξ)G2(x, t, ξ, 0; y) dξ−
t∫

0

a(y, τ)µ1(τ)
c(τ)

G2(x, t, 0, τ ; y) dτ +

t∫
0

a(y, τ)µ2(τ)
c(τ)

×

× G2(x, t, h, τ ; y)dτ +

t∫
0

h∫
0

f(ξ, τ)
c(τ)

G2(x, t, ξ, τ ; y)dξ dτ+

t∫
0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ ; y)
c(τ)

(
(a(ξ, τ)−

−a(y, τ))uξξ+b(ξ, τ)uξ+d(ξ, τ)u)dξ dτ, ;@<

��

G2(x, t, ξ, τ ; y)=
1

2
√

π(θ(t, y)−θ(τ, y))

+∞∑
n=−∞

(
exp
(
− (x−ξ+2nh)2

4(θ(t, y)−θ(τ, y))

)
+

+ exp
(
− (x+ξ+2nh)2

4(θ(t, y)−θ(τ, y))

))
, θ(t, y) =

t∫
0

a(y, τ)
c(τ)

dτ.

-������ ���������� v(x, t)=ux(x, t), w(x, t)=uxx(x, t)� �� ����!����� ;@< ����� ��
x � ����������� �����	��

G2xx(x, t, ξ, τ ; y)=− c(τ)
a(y, τ)

G2τ (x, t, ξ, τ ; y),

���������� ��	������" ��������,� ����� ;A7< � ���%���,� y = x" ������)��

w(x, t)=

h∫
0

ϕ′′(ξ)G2(x, t, ξ, 0; x) dξ−
t∫

0

µ′
1(τ)G2(x, t, 0, τ ; x) dτ +

t∫
0

µ′
2(τ)G2(x, t, h, τ ; x)dτ+

+

t∫
0

dτ

c(τ)

h∫
0

(
a(ξ, τ)−a(x, τ))w(ξ, τ)G2ξξ (x, t, ξ, τ ; x)dξ−

t∫
0

dτ

c(τ)

h∫
0

(
fξ(ξ, τ)+dξ(ξ, τ)u+

+(d(ξ, τ)+bξ(ξ, τ))v+b(ξ, τ)w
)
G2ξ(x, t, ξ, τ ; x)dξ≡

5∑
k=1

Ik(x, t). ;�<

?��%���� �������� 	��	���� ��������#  ��(!�# c(t)� �
� !+��� ����� ����!��)��
����� �������������� �� t � ��(���	��)�� �������� ;�< �
� ������
���� ut(0, t)"
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ut(h, t)� 3�����)��

ν′
1(t)u(0, t)+ν′

2(t)u(h, t)+
ν1(t)
c(t)

(a(0, t)w(0, t)+b(0, t)µ1(t)+d(0, t)u(0, t)+f(0, t))+

+
ν2(t)
c(t)

(a(h, t)w(h, t)+b(h, t)µ2(t)+d(h, t)u(h, t)+f(h, t))=µ′
3(t).

?���	� ��������� �� ��(��� �������� 	��	���� c(t)

c(t)=
(
ν1(t)a(0, t)w(0, t)+ν2(t)a(h, t)w(h, t)+ν1(t)d(0, t)u(0, t)+ ν2(t)d(h, t)u(h, t)+

+ν1(t)b(0, t)µ1(t)+ν2(t)b(h, t)µ2(t)+ν1(t)f(0, t)+ν2(t)f(h, t)
)(

µ′
3(t)−ν′

1(t)u(0, t)−
−ν′

2(t)u(h, t)
)−1

���" ��(���	������� ����� �������������� ;9<"

c(t)=
(
ν1(t)a(0, t)w(0, t)+ν2(t)a(h, t)w(h, t)+ν2(t)u(h, t)(d(h, t)−d(0, t))+d(0, t)µ3(t)+

+ν1(t)b(0, t)µ1(t)+ν2(t)b(h, t)µ2(t)+ν1(t)f(0, t)+ν2(t)f(h, t)
)(

µ′
3(t)−ν′

1(t)u(0, t)−
−ν′

2(t)u(h, t)
)−1

. ;B<

? ��������� �����	��%

u(x, t)=u(0, t)+

x∫
0

v(x, t)dx, u(x, t)=u(h, t)−
h∫

x

v(x, t)dx

��)��

u(x, t)=
1

ν1(t)+ν2(t)

(
µ3(t)+ν1(t)

x∫
0

v(x, t)dx−ν2(t)

h∫
x

v(x, t)dx
)
, ;�<

�	(�
+(�

v(x, t)=v(0, t)+

x∫
0

w(x, t)dx=µ1(t)+

x∫
0

w(x, t)dx, ;�C<

�� ������ ;�<$;9< ������+	� �� 	�	���� �������
+��� ������+ ;�<" ;B< &��� ���������
c �� w�
��������� �	������� �������(� ������ ;�<$;9< >�����)�+	� �� ��(���	����� �����$

�� =������ ��� �������� ���(� !�
(�� ������������ ���������" ���� ����� �����$
���� �������� �!��(� �������(�� 	�	���� ;�<" ;B<�
-�������� 	�����(� �!��(� c(t) ������ ? ���� ;A0< ��)��

ν1(t)a(0, t)I1(0, t)+ν2(t)a(h, t)I1(h, t)�
�(ν1(t)a(0, t)+ν2(t)a(h, t))min

[0,h]
ϕ′′(x)�C1 >0. ;��<
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3	(�
+(� � ������ ν1(t)a(0, t)w(0, t) + ν2(t)a(h, t)w(h, t) �	� �����(�" (��� �����(�
ν1(t)a(0, t)I1(0, t)+ν2(t)a(h, t)I1(h, t)" �������+ �� ��
� ��� t → 0" �� �	��) ��(�%
�����
�( [0, T0]" 0 < T0 � T " �� �(��� ���� ��(�������	+ �������	�+

ν1(t)a(0, t)I1(0, t)+ν2(t)a(h, t)I1(h, t)�−
5∑

k=2

(ν1(t)a(0, t)Ik(0, t)+ν2(t)a(h, t)Ik(h, t)),

;�0<

����(� ν1(t)a(0, t)w(0, t)+ν2(t)a(h, t)w(h, t) � 0� ?����� � �����&������ ;A0< ��)��
u(x, t)�0� ? �����	�� ;�< ��������� �� �!��(�

|u(x, t)|� C2+C3V (t), ;�7<

�� V (t)= max
x∈[0,h]

|v(x, t)|� '���

c(t) � C4

C5 + C6V (t)
> 0. ;�9<

?���,��� ������ 	��	����  ��(!�# v(x, t)� 2���� ����!�����,� ;�< � ;0< �� x" �
��
�	�� QT ������)�� ��������

c(t)vt =a(x, t)vxx+(ax(x, t)+b(x, t))vx+(bx(x, t)+d(x, t))v+dx(x, t)u+fx(x, t) ;��<

� �������

v(x, 0)=ϕ′(x), x∈ [0, h], v(0, t)=µ1(t), v(h, t)=µ2(t), t∈ [0, T ]. ;�@<

D�������( !�)# ������ ������ � ���
���

v(x, t)=v0(x, t)+

t∫
0

dτ

c(τ)

h∫
0

(
(bξ(ξ, τ)+d(ξ, τ))v(ξ, τ)+dξ(ξ, τ)u(ξ, τ)

)
G̃1(x, t, ξ, τ)dξ. ;��<

'�� G̃1 *  ��(!�� E���� �
� ��������

c(t)vt =a(x, t)vxx+(ax(x, t)+b(x, t))vx ;�B<

� ����������� ������� ���,��� ����" � v0 ������
+��) ��������

c(t)v0t =a(x, t)v0xx+(ax(x, t)+b(x, t))v0x+(bx(x, t)+d(x, t))v0+fx(x, t)

% ����� ;�@<� ?����� � ����!���� ��(	����� .B" F� 0C/ ��)�� |v0(x, t)| � C7 < ∞�
D������(�� ������ �
� �������� ;�B< � �������

v(x, 0) = 1, v(0, t) = 1, v0(h, t) = 1

����

1 =

h∫
0

G̃1(x, t, ξ, 0) dξ+

t∫
0

a(0, τ)
c(τ)

G̃1ξ(x, t, 0, τ) dτ−
t∫

0

a(h, τ)
c(τ)

G̃1ξ(x, t, h, τ)dτ.
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?����� � �
�	����	����  ��(!�# G̃1 (�
�� �
�� � �����% ��	���� !�)# �����	�� ) ��$

����)����  ��(!�)�" ���� ��(���)�+	� �!��(�
h∫
0

G̃1(x, t, ξ, τ)dξ � 1. '���" ������$


���� � ;��<" ������)��

V (t) � C7+C8

t∫
0

V (τ)
c(τ)

dτ.

?� �������	�� E�����

�$6�
���� .�C" F� �BB/"

V (t) � C7 exp C8θ0(t), ;��<

�� θ0(t)=

t∫
0

dτ

c(τ)
� -��������� ;�9<" ��������� �� �������	��

c(t)� C4

C5 + C9 exp C8θ0(t)
, t ∈ [0, T0]. ;0C<

2����� ;0C< � ���
���

1
c(t)(C5 + C9 exp C8θ0(t))

�C10.

1(���	��)��	� ������� ��������� �������	�� 6����� .�C/� 2��%���� � !�% �������	��
t = τ � ����������)�� ��� 0 �� t� 3�����)��

t∫
0

dτ

c(τ)(C5 + C9 expC8θ0(τ))
�C10t.

?�����,� ������ θ0(τ) = σ" ���%���� �� �������	��

θ0(t)∫
0

dσ

C5 + C9 expC8σ
�C10t. ;0�<

G(&� ����
�����  ��(!��

r(s) =

s∫
0

dσ

C5 + C9 exp C8σ
=

1
C5C8

ln
(C5 + C9) exp C8s

C5 + C9 expC8s
=

1
C5C8

ln
C5 + C9

C5 exp(−C8s) + C9
,

�� ;0�< ��
�� ������ � ���
���

r(θ0(t)) � C10t. ;00<
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2�������� R0 = sup
[0,∞)

r(s)� 3�������" &� r(s)−��������� ���	����� ���������� ��
[0,∞)" ���� �	��) �������� ��������� ���	����� ����������  ��(!�� r−1(σ)" �����$
���� �� �����
(� [0, R0)� '��� � ;00< ��)��

θ0(t) � r−1(C10t) � C11, t ∈ [0, T1],

�� ��	
� T1, 0 < T1 � T, ������
+��) �������	�+

C10T1 < R0.

-�(���	������� �!��(� θ0(t) � ;0C<" ;��<" �������)��

c(t)�A0 > 0, V (t) � C12, t ∈ [0, T1]. ;07<

?���	�

|u(x, t)|� C13, (x, t)∈QT1 . ;09<

?��%���� �!��(� c(t) ������� -������ ���������� W (t)= max
x∈[0,h]

|w(x, t)|� 3	(�
+(�
�� ������� ;A0<

µ′
3(t)−ν′

1(t)u(0, t)−ν′
2(t)u(h, t)�min

[0,T ]
µ′

3(t),

�� � ;B< ������)��

c(t)�C14 + C15W (t), t ∈ [0, T ]. ;0�<

3!����� W (t)� ? ������� 	��������,��+ .�" F� �0/

h∫
0

G2(x, t, ξ, 0; x) dξ=1, G2(x, t, ξ, τ ; x)�C16+
C17√

θ(t, x)−θ(τ, x)
;0@<

��)�� ∣∣∣∣∣
3∑

k=1

Ik(x, t)

∣∣∣∣∣�C18+C19

t∫
0

dτ√
θ(t, x)−θ(τ, x)

.

3	(�
+(�
t∫

0

a(x, τ)dτ

c(τ)
√

θ(t, x)−θ(τ, x)
= 2
√

θ(t, x),

��" ���������� ;0�< � �!��(� θ0(t) ������" ����
���∣∣∣∣∣
3∑

k=1

Ik(x, t)

∣∣∣∣∣�C18+C20

√
θ(t, x) +C21

t∫
0

W (τ)
c(τ)

√
θ(t, x)−θ(τ, x)

dτ �C22+

+C21

t∫
0

W (τ)
c(τ)

√
θ(t, x)−θ(τ, x)

dτ.
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-�(���	��)�� �������	�+

zp exp(−qz2) � Cp,q < ∞, ∀z ∈ [0,∞), p � 0, q > 0, ;0�<

�
� �!��(� |G2ξ(x, t, ξ, τ ; x)|H

|G2ξ(x, t, ξ, τ ; x)|� 1
4
√

π(θ(t, x)−θ(τ, x))3

+∞∑
n=−∞

(
|x−ξ+2nh|×

×exp
(
− (x−ξ+2nh)2

4(θ(t, x)−θ(τ, x))

)
+|x+ξ+2nh| exp

(
− (x+ξ+2nh)2

4(θ(t, x)−θ(τ, x))

))
� C23

θ(t, x)−θ(τ, x)
×

×
+∞∑

n=−∞

(
exp
(
− (x−ξ+2nh)2

8(θ(t, x)−θ(τ, x))

)
+exp

(
− (x+ξ+2nh)2

8(θ(t, x)−θ(τ, x))

))
.

3	(�
+(�

1√
θ(t, x)−θ(τ, x)

+∞∑
n=−∞

h∫
0

(
exp
( −(x−ξ+2nh)2

8(θ(t, x)−θ(τ, x))

)
+exp

( −(x+ξ+2nh)2

8(θ(t, x)−θ(τ, x))

))
dξ�C24,

�� ∣∣∣∣∣∣−
t∫

0

dτ

c(τ)

h∫
0

fξ(ξ, τ)G2ξ(x, t, ξ, τ ; x)dξ

∣∣∣∣∣∣�C25

t∫
0

dτ

c(τ)
√

θ(t, x)−θ(τ, x)
�C26.

'���" ���������� ;09<" ;07< �� ��������� �!��(� |G2ξ(x, t, ξ, τ ; x)|" ������)��

|I5(x, t)|� C27

√
θ(t, x)+C28

t∫
0

W (τ)dτ

c(τ)
√

θ(t, x)−θ(τ, x)
�C29+C28

t∫
0

W (τ)dτ

c(τ)
√

θ(t, x)−θ(τ, x)
.

�
� �!��(� �������
� I4(x, t) ����	
��� G2ξξ(x, t, ξ, τ ; x)

G2ξξ(x, t, ξ, τ ; x)=− 1
4
√

π(θ(t, x)−θ(τ, x))3

∞∑
n=−∞

(
exp

(
− (x−ξ+2nh)2

4(θ(t, x)−θ(τ, x))

)
+

+exp
(
− (x+ξ+2nh)2

4(θ(t, x)−θ(τ, x))

))
+

1
8
√

π(θ(t, x) − θ(τ, x))5

∞∑
n=−∞

(
(x−ξ+2nh)2×

× exp
(
− (x−ξ+2nh)2

4(θ(t, x)−θ(τ, x))

)
+(x+ξ+2nh)2 exp

(
− (x+ξ+2nh)2

4(θ(t, x)−θ(τ, x))

))
. ;0B<

3	(�
+(� |x−ξ|� |x−ξ+ 2nh| � |x−ξ|� |x+ξ+ 2nh| ��� n � 1" ��" ��(���	�������
�������	�+ ;0�<" ����
�)��∣∣∣∣∣∣

h∫
0

(a(ξ, τ)−a(x, τ))w(ξ, τ)G2ξξ (x, t, ξ, τ ; x)dξ

∣∣∣∣∣∣� C30W (τ)√
θ(t, x) − θ(τ, x)

.
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?���F�

|I4(x, t)|�C30

t∫
0

W (τ)
c(τ)

√
θ(t, x)−θ(τ, x)

dτ.

3�
�" ���������� �	� ��������� �!��(�" ������)��

|w(x, t)|�C31 +C32

t∫
0

W (τ)
c(τ)

√
θ(t, x)−θ(τ, x)

dτ,

����(� ��������� �� �������	��

W (t)�C31+C33

t∫
0

W (τ)
c(τ)

√
θ0(t)−θ0(τ)

dτ.

-�(���	���,� 
��� 0�0�� .�" 	�00/ �� �!��(� θ0(t) ������" ����
�)��

W (t)�C31exp(C33θ0(t)) � C34, t ∈ [0, T1]. ;0�<

?���	�

c(t)�A1 < ∞, t ∈ [0, T1]. ;7C<

2�� ������� �!��(�� c(t) � w(x, t) 	�����
�)�+	� �������	�+∣∣∣∣∣−
5∑

k=2

(ν1(t)a(0, t)Ik(0, t)+ν2(t)a(h, t)Ik(h, t))

∣∣∣∣∣�C35

√
t+C36t,

���� � ;��< � ;�0< ��)�� ��(� ����
���� �� T0

C35

√
T0+C36T0 �C1.

-������� t0 = min{T0, T1}� '��� �!��(� ;07<" ;0�<" ;7C< ��(�����+	� �� �����
(�
[0, t0]� � ���������� �!��(�� Ci(i = 1, 36), A0, A1 * ������ ��
������
D���
����� 	�	���� ������+ ;B<" ;�< �( ���������� ��������

ω = Pω,

�� ω=(c, w), P=(P1, P2)" � ��������� P1, P2 ���������+	� ���������� ;B<" ;�<" �����$
������ I���% N = {(c, w) ∈ C[0, t0]×C(Qt0) : 0 < A0 � c(t) � A1, |w(x, t)| � C34}�
-��	
���( ��������� �!���( ;07<" ;0�<" ;7C< �������� P ���������+ ���
��� N �
	���� �����(���	�+ ��������� ���
��� P �������� � .�" F� 0�/� ?�	��	������ �������
=������ �� ��������� P " ������)�� �	������� ������������ �������(� 	�	���� ���$
���+ ;B<" ;�<" � ��
�" % �	������� �������(� ������ ;�<$;9<�
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�� ��������� ���
��� �� - ������ ������� � ��)�� �	������� �������(�
(c, u) ∈ C([0, t0])×C2,1(Qt0) ������ ;�<$;9<� ��������" &� ��� ����
���� �����&�����
(c, u) ��
�
����� �� (
�	� Hγ/2([0, t0])×H2+γ,1+γ/2(Qt0)�
2�� ������� u � v �������� ;�< ��
�� ����
����� �( �������
+�� 	��	����  ��($

!�# w � �����

K(x, t, ξ, τ)=
a(ξ, τ)−a(x, τ)

c(τ)
G2ξξ(x, t, ξ, τ ; x)− b(ξ, τ)

c(τ)
G2ξ(x, t, ξ, τ ; x)=

=K1(x, t, ξ, τ)+K2(x, t, ξ, τ)

� ��
+��� �
����

f̃(x, t)=
3∑

k=1

Ik(x, t)−
t∫

0

dτ

c(τ)

h∫
0

(
fξ(ξ, τ)+dξ(ξ, τ)u+(d(ξ, τ)+bξ(ξ, τ))v

)
G2ξ(x, t, ξ, τ ; x)dξ,

�� Ik * ����,� ������� ����������� '��� ;�< ������,��� � ���
���

w(x, t)= f̃ (x, t)+

t∫
0

h∫
0

K(x, t, ξ, τ)w(ξ, τ)dξdτ.

D�������( !+��� �������
+���� �������� ,�(�)�� ������� ��	
������� ���
�
��+

w0(x, t) = f̃(x, t), wk(x, t) = f̃(x, t) +
k∑

i=1

t∫
0

h∫
0

Ki(x, t, ξ, τ)f̃ (ξ, τ)dξdτ, k = 1, 2, ...

K1(x, t, ξ, τ)= K(x, t, ξ, τ), Ki+1(x, t, ξ, τ)=

t∫
τ

h∫
0

K(x, t, η, σ)Ki(η, σ, ξ, τ)dη dσ, i=1, 2, ..

?����� � �!��(��� ���
���� �����!��
�� .B" 	� 7�B/ ��)��" &� f̃ ∈Hγ,γ/2(Qt0)�
8�
�� 	�����
�����" &� �
� ���� K ��(���)�+	� 
����

���� 
� F<� x, ξ ∈ [0, h], τ, t ∈ [0, T ] �� ∀β, 0 < β < γ6 ���-�<D0� 0���-0�;�D

|K1(x, t, ξ, τ)−K1(y, t, ξ, τ)|� C1|x−y|β
c(τ)(θ0(t)−θ0(τ))(3−α)/2

×

×
∞∑

n=−∞

(
exp

(
− λ̃(x−ξ+2nh)2

θ0(t)−θ0(τ)

)
+exp

(
− λ̃(y−ξ+2nh)2

θ0(t)−θ0(τ)

))
,

?� λ̃ G ?/-�<D0� ?/?��0� ;��<�6 � α=γ−β�

��������� !�)# 
��� ��������+	� ���
������ �� ��������� ������� � .��" F� 0�$7�/�
3!�����" ���������� ��������� �!��(� G2ξ �� �!��(� θ(t)" ��	����� �����!�

∆= |K2(x, t, ξ, τ)−K2(y, t, ξ, τ)|� C2

c(τ)(θ0(t)−θ0(τ))

+∞∑
n=−∞

(
exp
(
− (x−ξ+2nh)2

8a1(θ0(t)−θ0(τ))

)
+

+ exp
(
− (y−ξ+2nh)2

8a1(θ0(t)−θ0(τ))

)
.
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3�
�"

∆� C3|x−y|γ
c(τ)(θ0(t)−θ0(τ))1+γ/2

+∞∑
n=−∞

(
exp
( −(x−ξ+2nh)2

8a1(θ0(t)−θ0(τ))

)
+exp

( −(y−ξ+2nh)2

8a1(θ0(t)−θ0(τ))

))
.

'���" ���������� 
���" ��)��

|K(x, t, ξ, τ)−K(y, t, ξ, τ)|� C4|x−y|γ
c(τ)(θ0(t)−θ0(τ))γ/2

+∞∑
n=−∞

(
exp
(
− (x−ξ+2nh)2

8a1(θ0(t)−θ0(τ))

)
+

+ exp
(
− (y−ξ+2nh)2

8a1(θ0(t)−θ0(τ))

))
,

����(�

|w1(x, t)−w1(y, t)|�C5|x−y|γ
t∫

0

dτ

c(τ)(θ0(t)−θ0(τ))
γ−1

2

=C6|x−y|γθ0(t)
3−γ

2 �C7|x−y|γ ,

����� w1 ∈ Hγ,γ/2(Qt0)� 5��
������ �������+	�" &� wk ∈ Hγ,γ/2(Qt0), k = 2, 3, ..
3	(�
+(� �������
+�� ��������� ���� -�
+����� �� ����+ �
�	��� ������+" �� ��	
�$
�����	�+ wk ���������� �����)�+	� �� w� ?���	� ��)��" &� w∈Hγ,γ/2(Qt0) �( �����!�
��	
������	��  ��(!�% � (
�	� E�
+����� '��� � ;B< �������� c ∈ Hγ/2([0, t0])" � �
;�C<" ;�< * u ∈ H2+γ,1+γ/2(Qt0)� '�� Ci, i = 1, 7" * ����
+�� ������� 	��
�� '������
���������

�� ��������� ���
��� �� 2����	����" &� �	����+ ��� �������(� (c1, u1) �
(c2, u2) ������ ;�<$;9< � (
�	� Hγ/2([0, T ])×H2+γ,1+γ/2(QT )� I���% c(t)=c1(t)−c2(t)"
u(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t)� �������� ������ �
� (c, u)H

c1(t)ut = a(x, t)uxx + b(x, t)ux + d(x, t)u − c(t)u2t, (x, t) ∈ QT , ;7�<

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, h], ;70<

ux(0, t) = ux(h, t) = 0, t ∈ [0, T ], ;77<

ν1(t)u(0, t)+ν2(t)u(h, t)=0, t ∈ [0, T ]. ;79<

?� ���������  ��(!�# E���� G̃2 ����,��� ��������( ������ (31) − (33)

u(x, t) = −
t∫

0

h∫
0

G̃2(x, t, ξ, τ)
c(τ)u2τ (ξ, τ)

c1(τ)
dξdτ. ;7�<

2���� ����!�����,� ����� ;79< �� t � ��(���	���,� �������� ;7�< �
� ���$
���
���� ut(0, t)" ut(h, t)" ������)��

c(t)(ν1(t)u2t(0, t)+ν2(t)u2t(h, t))−(c1(t)ν′
1(t)+ν1(t)d(0, t)) u(0, t)−(c1(t)ν′

2(t)+
+ν2(t)d(h, t))u(h, t)− ν1(t)a(0, t)uxx(0, t)−ν2(t)a(h, t)uxx(h, t)=0. ;7@<
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? ����" &� (c2(t), u2(t))* ��������( ������ ;�<$;9<" ����
�)��

ν1(t)u2t(0, t)+ν2(t)u2t(h, t)=µ′
3(t)−ν′

1(t)u2(0, t)−ν′
2(t)u2(h, t).

'��� ;7@< ��
��� ������	��� � ���
���

c(t)(µ′
3(t)−ν′

1(t)u2(0, t)−ν′
2(t)u2(h, t))−(c1(t)ν′

1(t)+ν1(t)d(0, t))u(0, t)−(c1(t)ν′
2(t)+

+ν2(t)d(h, t))u(h, t)− ν1(t)a(0, t)uxx(0, t)−ν2(t)a(h, t)uxx(h, t)=0

���

c(t)(µ′
3(t)−ν′

1(t)u2(0, t)−ν′
2(t)u2(h, t))+

t∫
0

c(τ)K(t, τ)dτ =0, ;7�<

��

K(t, τ)=
1

c1(τ)

h∫
0

(
ν1(t)a(0, t)G̃2xx(0, t, ξ, τ)+ν2(t)a(h, t)G̃2xx(h, t, ξ, τ)+(c1(t)ν′

1(t)+

+ν1(t)d(0, t))G̃2(0, t, ξ, τ)+(c1(t)ν′
2(t)+ν2(t)d(h, t))G̃2(h, t, ξ, τ)

)
u2τ (ξ, τ)dξ.

? �����&��+ ������� ������)��" &� µ′
3(t) − ν′

1(t)u2(0, t) − ν′
2(t)u2(h, t) > 0" � !�

������)" &� ;7�< * ��������� �������
+�� �������� -�
+����� ������� ����� '��� �
����" &� u2 ∈ H2+γ,1+γ/2(QT ) �� � �
�	����	��% ���)���� ���
���� �����!��
�� .B"
F� 7�B/ ���
���)" &� ���� K(t, τ) �������� ;7�< ��) ���������� �	��
���	�+

|K(t, τ)| � C1

(t − τ)1−γ/2
.

'�� C1 * ���(� ������� 	��
�� 3	(�
+(� �������� ;7�< ��) )����% ��������(
c(t) ≡ 0 �� [0, T ]" ��" ����������	+ �� ������ ;7�<$;77<" ������)�� u(x, t) ≡ 0� '����"
c1(t) = c2(t) � u1(x, t) = u2(x, t)" &� � �������+ )����	�+ �������(� �������

7� ���� ��
��	 ���� %������� ������ ��� ������������� �������� � ����������< �	���<
�����
�������� == 1��� 	����
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�
���� � ���
�����
�����	 �������

 == A
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�
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�
�
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� > -� 744:�
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5� 0
�� 1�� 2���3���
� ��� ��	���� -� %������� ������ �
�������� ����_���� ��� ����
�������
��� ��
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�
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� �������
������� �
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��� > 1� 7435�

�� ���� !� " �#$�% &� "' '#�$�( �)*'+���
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UDEVWIH MED EOI�L�HIOJ�EOCW UCDCVEW�S IXFCJ�EO EM PIOIDCW JbUI R�JK FOQOERO SEIT�

S�IOJ CJ JKI LID�aCJ�aI R�JK DIGUISJ JE J�HI aCD�CVWI COL OEOWESCW EaIDLIJIDH�OCJ�EO

SEOL�J�EO�

K$F L"@M%� �OaIDGI UDEVWIH UCDCVEW�S IXFCJ�EO OEOWESCW EaIDLIJIDH�OCJ�EO

SEOL�J�EO hDIIO MFOSJ�EO�

1����� ����%,
� �� ���(�
���# C0�C9�0CC�

2��%���� �� ���(� 09��C�0CC�



������� ��� ���	�
�

�� ������ ���	

� ��
�	�	 ���������	 
��	� ��
�����
� ������ � ���
	� ��
��
������

��� �� ������
� ���	�	 ���	�� �����	 ��� ����������
	� ������������ ���
�	�	 ��
	��

� 
� 
�����������
� ����� 
� ���
��

��  ��
� 
����� 
��	��!�� 
� ����"!���� �����

���! ����!� #� �������$
��
������� ������
� �������	%

��� ��	���
	�	 
����� � ����	
�� ������ &
����������' 
� �
��

�$ 
����
��(
���!�� �� ��!)��� 
���� �����

���! $ �
���$
���! �����	* ��"�* �����	+� ���

���� �� 
���� 
����� �
���$
���! ����! &���!�� ���	

� ���������	 ���
� �

��
	�
����������� 
�����* � 
� �	,� ������!���	 �� 
����'(

�������

	$ �����
� 
����� �� ���!�� 
� �	
���� 3,5- &���������� �������. �����
���� �	
����( ���
�	 ���
� 
���
���	 �� ����
�! ���������	
��
������'(

������� ��� ������ &
����������'* � ���$ ����� ���
�)	�	 ��"�* �� �������� ��
�����	+� ������* ��
�� �����	* ��
���* ����,
! ����
�* ����/�
 �� �������

�
����
��

0��	����
	$ ��
�� 
����� �� �� 
����
��� ������ ,�	/��� �123* �	
��� 
����
�	
4 �51 66* ,	�	
� 4 �78 66�

7� 9	���	 �� 
������

 ��
� 
����� 
����!���	 � ���
�� LATEX � ������

�� �	�	�	)
	� ,�	/���

”:	�	�	�� &;�<=>?@'“ &������ 
����
�� ��8�'�
�� ���,�$ 
����
�� 
����� ������
� ���
�)	�	 
���� A#:�

�����	 /����� 
���	�	 � ������� ���� � 
��������	 �	,� /�����	* 
� ��� .
��
	��

��

A ��
	��

�� 
� ������� � ��
����/�� ���
�)	�	 
����
��* 
� ���$ ��
� ��	�

�
��

�	
�
�	 �� 
����� �������	 � ���/�)
��� /������ BCD )	 DEF� ����� �	�

�
�� )	 $��� 
���� 
� ������� � �������

� �� ����� 
����!���	 ��
����	
LATEX"�� 9	�	��!)	 ������ ���/�)
��� �������

�* 
����	�� ��������	* +�
��
� ���� 
��������
� 
� ��	
���� � �������
�! ����
�
�! 600 =2��
G��������� �������	 ������
	� 
�	
��� � ������� ��
	��
� 
� ������� �
���
�� 
������

H����	 ���������/�)
��� ��	
� �
	�	* 
�����* �����	
��* �	
�������* ����
���
��
�� �����	
�* ��� ��������$ ��
/���
��$ &�"����� �� �
�'%

�� �������� ���� ������ 4 :�* �5I8�
�� ������� ���� ����� JJ A��� ���� ���
� 4 �5I8� 4 K� �* L�� 4 �� M��1�
7� ���� !"#�� ��$� ������ 4 N�* �557� 4 5 
� &O����	
�J�P� A����
	�
QOONN( RI1��'�

M� ����!"#�� ��%� �����% P�����/� �	
� ��� ��
�� /�������� 
���� 4 :�* �5SS�
8� &"#�� &��� ������ 4 :�* �55�� 4 �S 
� 4 #��� � #� T A����
	* 9�1�1��558�
U� �����'(�� %��� ����� JJ ����
�$
� �	/���
�����
� ���
�

�%  ��	 ����

:	��* �S 
���
� � � ����

� �55M �� 4 :�* �55M� 4 �� 8M1�88��



Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org

