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ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 5�13 Is. 70. P. 5�13ÓÄÊ 519.2ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF JOINT DISTRIBUTIONOF THE OVERSHOOT AND THE FIRST PASSAGE TIMEOF MARKOV CHAIN FOR THE LEVELSoltan ALIEV, Vugar ABDURAKHMANOVInstitute of Mathemati
s and Me
hani
s of NAS of AzerbaijanAZ1141, Baku, Azerbaijan, F. Agayev Str., 9,e-mail: soltanaliyev�yahoo.
omIn the paper we prove a theorem on asymptoti
 behavior of joint distributionof overshoot and the �rst passage time of a Markov 
hain homogeneous in timefor the level and partially homogeneous in the spa
e. Lo
al limit theorem forthe �rst passage time follows from this theorem as a 
orollary.Key words: Markov 
hain, limit theorem.1. Introdu
tion. Let X = {Xn = X (u, n) , n > 0} be a homogeneous in timeMarkov 
hain with values on the real line R = (−∞,∞), with the initial value u ≡
≡ X (u, 0) = X0 and transition probability

P (u, B) = (X1 ∈ B) ,where X1 = X (u, 1) and let B ∈ β (R) be a σ-algebra of Borel sets in R.Re
ently there appeared many papers ([1℄,[2℄,[3℄,[5℄), where in some boundary valueproblems for random walks des
ribed by Markov's 
hain, are studied. In these papers, alinear �rst passage time of the form
τc = inf {n > 0 : Xn > c} ,is 
onsidered, here c > 0 and we assume that inf {⊘} = ∞.The role and importan
e of the �rst passage moment τc in the theory of boundaryproblems for random walks and also in applied problems of probability theory andmathemati
al statisti
s are explained in the papers [1, 2, 5, 9, 10, 11℄.In the present paper we prove a theorem on asymptoti
 behavior of joint distributionof overshoot Rc = Xτc

− c and the �rst passage moment τc of the form (1) of the Markov
hain X . A lo
al limit theorem follows from this theorem as a 
orollary under whi
h weunderstand any statement on the fa
t that under some 
onditions there exists a fun
tion
P (n, c) su
h that P (τc = n) = P (n, c)(1 + o(1)) as c → ∞ (n = n(c) → ∞).
© Aliev S., Abdurakhmanov V., 2009



6 Soltan ALIEV, Vugar ABDURAKHMANOVIn parti
ular, there is revealed the e�e
t that when partial homogeneity propertyis satis�ed in the Markov 
hain the asymptoti
s of probability P (τc = n) 
oin
ides withthe asymptoti
s of the same probability for a 
ase of ordinary pro
ess of summation ofindependent identi
ally distributed random variables with positive mean value and �nitevarian
e. The property of asymptoti
 independen
e of the overshoot Rc and the �rstpassage time τc is also revealed for a partially homogeneous Markov 
hain in the spa
e,that for ordinary random walk is proved in the papers [9,10℄.Noti
e that asymptoti
 behavior of probability P (τc = n) in the 
ase when theMarkov 
hain is des
ribed by the sums of independent identi
ally distributed randomvalues, is studied in the papers [6,7,8℄.2. Conditions and denotation. By ζ (u) = X1 − u we denote the jumps of the
hain X from the state u for a step whose distribution is de�ned by the equality
P (u + ζ (u) ∈ B) = P (u, B) , B ∈ β (R) .As in [2℄ for the 
hain X we assume that this is N -partially homogeneous (orsimply partially homogeneous) in the spa
e, i.e. for some N > 0 the transient probability

P (u, dυ) for u > N and υ > N depends only on the di�eren
e υ−u. This means that the
hain X behaves for u > N as ordinary pro
ess of summation of independent randomvariables ζ1, ζ2 distributed as some random variable ζ, whose distribution on the set
(N − u,∞) 
oin
ides with the proje
tion of distribution of the jump ζ (u) = X (u, 1)−uof the Markov 
hain X .Noti
e that the 
hain Y (k) de�ned by the re
urrent relations

Y (k + 1) = max (0, Y (k) + ζk+1) ,is 0-partially homogeneous. As is known ([1, 2, 11℄) su
h 
hains des
ribe the work of anumber of queening systems.In sequel, we denote Sn =
n
∑

k=j

ζk. We assume that the random variable ζ has themean value µ = Eζ > 0 and varian
e σ2 = Dζ < ∞.Noti
e that the paper is a 
ontinuation and 
omplementation of the paper [3℄, whereintegral limit theorems are studied for the �rst passage time τc of a wider 
lass of the so
alled asymptoti
ally homogeneous (in time and in spa
e) with drift of Markov's 
hains,when Eζn (u) → µ ∈ R as u, n → ∞ (here ζn (x) is a jump from the state u at time n).Let B0 ⊇ B1 ⊇ . . . be some non-in
reasing sequen
e of sets in R. As in [4℄ we saythat the 
hain Xn is asymptoti
ally homogeneous in time and spa
e (in the dire
tion ofthe set Bn), if the distribution of the jump ζn (u) weakly 
onverges to the distributionof some random variable ζ as u → ∞ uniformly with respe
t to u ∈ Bn.Denote the 
hara
teristi
 fun
tions of the random variables ζn (u)− µ and ζ − µ by
ϕn (λ, u) = Eeiλ(ζn(u)−µ)and

ϕn (λ) = Eeiλ(ζ−µ), λ ∈ R.



ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF JOINT DISTRIBUTION OF THE OVERSHOOT ... 73. Formulation and proof of the main result.Theorem 1. Let a homogeneous in time Markov 
hain X with the initial value u = X0be partially homogeneous in the spa
e (0 6 N < u < ∞), and let a random variable ζhave a non-latti
e distribution with µ = Eζ > 0 and 0 < σ2 = Dζ < ∞.If n = n (c) =
c

µ
+ θ (c)

√

c/µ, θ (c) → θ ∈ R as c → ∞ then
P (τc = n, Rc 6 x) ∼

µϕ

(

θ

σ
µ

)

σ
√

n
H (x) , c → ∞uniformly with respe
t to x, 0 < δ 6 x < ∞ and θ from a bounded set in R, where

H (x) =
1

ESτ+

x
∫

0

P
(

Sτ+
> y

)

dyand τ+ = inf {n > 1 · Sn > 0} .Corollary 1. (Lo
al limit theorem). Under the 
onditions of the theorem, we have
P (τc = n) ∼

µϕ
(

θ
µ

σ

)

σ
√

n
, c → ∞uniformly with respe
t to θ from a bounded set R.Corollary 2. Under the 
onditions of the theorem as c → ∞ we have

P (Rc 6 x |τc = n|) → H (x) , x > 0.Corollary 2 shows that for a Markov 
hain partially homogeneous in the spa
eof the quantities of the overshoot Rc and the �rst passage time τc are asymptoti
allyindependent ([9,10℄).We need the following fa
ts formulated in the form of lemmas.Lemma 1. Let a Markov's 
hain be homogeneous in time and in spa
e, and �limit jump�
ζ have �nite mean value µ = Eζ > 0 and varian
e σ2 = Dζ.Assume that the distribution of random variable ζ is non-latti
e and the following
onditions are satis�ed:1) The 
entral limit theorem, i.e. Xn−nµ

σ
√

n
=⇒ N (0, 1) as n → ∞ holds for the 
hain X.2) For some non-in
reasing sequen
e B0 ⊇ B1 ⊇ . . . of sets in R it holds as n → ∞

P (Xk 6∈ Bk for some k > n) = o
(

1/
√

n
)

.3) For any a > 0

sup
x∈Bn, λ∈[−a,a]

|ϕn (λ, x) − ϕ (λ)| o (1/n) , n → ∞.Then for any r > 0

P (Xn ∈ (x, x + r)) =
r

σ
√

2πn
e
−

(x − nµ)
2

2σ2n + o
(

1/
√

n
)uniformly with respe
t to x ∈ R.



8 Soltan ALIEV, Vugar ABDURAKHMANOVThe statement of this lemma follows from the 
entral lo
al limit theorem forMarkov's 
hain [4℄.Lemma 2. Let the 
onditions of Theorem 1 be satis�ed. Then for any r > 0

P (Xn ∈ (x, x + r)) =
r

σ
√

2πn
e
−

(x − nµ)
2

2σ2n + o
(

1/
√

n
)uniformly with respe
t to x ∈ R.This lemma follows from Lemma 1, sin
e in the 
onditions of Theorem 1 the 
ondi-tions 1),2) and 3) of Lemma 1 (see also [4℄) are satis�ed.By means of Lemma 2 we prove the following lemma that play an important role inthe proof of the theorem.Assume for n > 1, y ∈ R and k > 1

Qn,k,h (dx1,...,dxk | y = P (ζ1 ∈ dx1, .., ζk ∈ dxk)| Xn ∈ (y, y + h)) .This is a 
onditional distribution of random variables ζ1..., ζk distributed as arandom variable ζ (ζ (u)) given that Xn ∈ (y, y + h).Lemma 3. Let the 
onditions of Theorem 1 be satis�ed. Then1) for ea
h k the 
onditional distribution Qn,k,h (dx1,...,dxk/y) weakly 
onverges as
n → ∞ to an un
onditional distribution of random variables ζ1..., ζk and their
onvergen
e is ful�lled uniformly with respe
t to y, y − nµ = O (

√
n) and h froma bounded set B in (0,∞), 0 < inf B 6 sup B < ∞.2) For any number δ ∈ (0, 1) there exists a 
onstant in M = M (δ) su
h that for all

y, y − nµ = O (
√

n) and h ∈ B it holds
Qn,k,h (dx1,...,dxk/y) 6 MP (ζ ∈ dx1,...,ζk ∈ dxk) .Proof.

Qn,k,h (dx1,...,dxk/y) =
P (ζ ∈ dx1,...,ζk ∈ dxk, Xn ∈ (y, y + n))

P (Xn ∈ (y, y + n))
=

=

P

(

Xn−k ∈
(

y −
k
∑

i=1

xi, y −
k
∑

i=1

xi + h

)

| ζ1 ∈ dx1,...,ζk ∈ dxk

)

P (Xn ∈ (y, y + h))
× (1)

×P (ζ1 ∈ dx1,...,ζk ∈ dxk) =

P

(

Xn−k ∈
(

y −
k
∑

i=1

xi, y −
k
∑

i=1

xi + h

))

P (Xn ∈ (y, y + h))
×

×P (ζ1 ∈ dx1, . . . , ζk ∈ dxk)Lemma 2 yields
P (Xn ∈ (y, y + h)) ∼ h

σ
√

n
ϕϕ

(

y − nµ

σ
√

n

)

(2)uniformly with the respe
t to y, y − nµ = O (
√

n) where ϕ (x) is the density of normaldistribution with parameters (0,1).



ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF JOINT DISTRIBUTION OF THE OVERSHOOT ... 9By relation (2) it is easy to show that for the �xed k and x ∈ R

lim
n→∞

P (Xn−k ∈ (y − x, y − x + h))

P (Xn ∈ (y, y + h))
= 1 (3)uniformly with respe
t to y, y − nµ = O (

√
n) and h from a bounded set in (0,∞).Statement 1) of Lemma 3 follows from (1),(2) and (3).In order to prove statement 2) of the lemma it su�
es to show that as n → ∞

sup
16k6n(1−δ)

P (Xn−k ∈ (y − x, y − x + h))

P (Xn ∈ (y, y + h))
= O (1) (4)for the �xed x and y, y − nµ = O (

√
n) and h from a bounded set B ⊂ (0,∞).Indeed, relation (4) follows from (2) and the following estimations

sup
h∈B, y:|y−nµ|6c

√
n

√
nP (Xn ∈ (y, y + h)) < ∞,

inf
h∈B, y:|y−nµ|6c

√
n

√
nP (Xn ∈ (y, y + h)) > 0and

sup
16k6n(1−δ)

√

n

n − k
6

√

1/δ.We need the following lemma.Lemma 4. Let all the 
onditions of the theorem be satis�ed. Then for any ε > 0 thereexists an integer q1 su
h that for su�
iently large c and for all r, h and x from a boundedset in R it holds
I (c) = P (Xn − Xn−i 6 r, ∃i ∈ (q1, n] | Xn ∈ c + ∆) < ε,where ∆ = (x, x + h).Proof. We have I (c) = I1 (c) + I2 (c) where
I1 (c) = P (Xn − Xn−i 6 r, ∃i ∈ (q1, n] | Xn ∈ c + ∆) < εand

I2 (c) = P (Xn − Xn−i 6 r, ∃i ∈ (nδ, n) | Xn ∈ c + ∆)At �rst we estimate I2 (c). Assuming n − i = j we have
I2 (c) = P (Xj − Xn − r, ∃i ∈ [1 (1 − δ)n) /Xn ∈ c + ∆) 6

6 (Xj > c − x − r, ∃j ∈ [1 (1 − δ)n) /Xn ∈ c + ∆) .Hen
e for 0 < δ < 1/2 and a = c − x − r from statement 2 of Lemma 1 we get
I2 (c) 6 MP (τa 6 (1 − δ)n) . (5)Further by the strong law of large numbers, for the pro
ess τc [3] we have

τc

c

n−1→ 1

µ
.Therefore

P (τa 6 (1 − δ)n) → 0 as c → ∞,
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e
n = n (c) ∼ c

µ
.Consequently, it follows from (5) that for su�
iently large c

I2 (c) <
c

2
.Now, let us estimate I1 (c). Noti
e that it follows from the partial homogeneityproperty of the 
hain Xn that in the domain u > N the di�eren
e Xn−Xn−i is distributedas the sum Si =

i
∑

i=1

ζi of the steps of the Morkov 
hain X for i steps. Therefore, fromstatement 2 of Lemma 3 we have
I1 (c) = P (Si 6 r, ∃i ∈ [q1, nδ) /Xn ∈ c + ∆) 6 MP (Si 6 r, ∃i > q1) . (6)The strong law of large numbers for the Markov 
hain [4℄ holds in the 
onditions oftheorem 1. Therefore, it follows from (6) that I1 (c) < ε/2 is ful�lled for su�
iently large

q1 and c.Thus, the statement of Lemma 3 is proved.Proof of the theorem 1. Divide the interval (0, r] into m equal parts and let
∆k =

(

k − 1

m
r,

k

m

]

, k = 1, m.By the total probability formula we have
P (τc = n, Rc 6 r) =

m
∑

k=1

P (τc = n/Xn ∈ c + ∆k)P (Xn ∈ c + ∆k) . (7)Considering {τc > n} ⊂ {Xn 6 c} for su�
iently large c we have
P (τc = n | Xn ∈ c + ∆k ) = P (τc > n | Xn ∈ c + ∆k ) =

= P (Xi 6 c, 1 6 i < n | Xn ∈ c + ∆k ) =

= P (Xn − Xi > Xn − c, 1 6 i < n | Xn ∈ c + ∆k ) =

= P (Xn − Xi > Xn − c, 1 6 i < n | Xn ∈ c + ∆k ) =

= P (Si > Xn − c, 1 6 i < n | Xn ∈ c + ∆k ) .Hen
e it is easy to see that
P

(

Si >
k

m
r, 1 6 i < n |Xn ∈ c + ∆k

)

6

6 P (τc = n | Xn ∈ c + ∆k ) 6 P

(

Si >
k − 1

m
r, 1 6 i < n | Xn ∈ c + ∆k

)

. (8)From (8) and equality (7) we get
m

∑

k=1

P

(

Si >
k

m
r, 1 6 i < n | Xn ∈ c + ∆k

)

P (Xn ∈ c + ∆k) 6

6 P (τc = n, Rc 6 r) 6

m
∑

k=1

P (Xn ∈ c + ∆k)× (9)
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×P

(

Si >
k − 1

m
r, 1 6 i < n | Xn ∈ c + ∆k

)

.Further, it follows from statement 1 of Lemma 2 that for k and �xed p > 1

lim
n→∞

P (Si > x, 1 6 i 6 p | Xn ∈ c + ∆k ) = P (Si > x, 1 6 i 6 p) . (10)Sin
e Eζ1 = µ > 0, it follows from the strong law of large numbers that for any
ε > 0 there exists a su�
iently large integer q2

P (Si 6 x, ∃i > q2) < ε (11)The following bilateral inequalities follow from Lemma 4 and estimation (11) for
q = max (q1, q2):

P (Si > x, 1 6 i 6 q |Xn ∈ c + ∆k ) − ε 6 P (Si > x, 1 6 i 6 n |Xn ∈ c + ∆k ) 6 (12)

6 P (Si > x, 1 6 i 6 q |Xn ∈ c + ∆k )and
P (Si > x, 1 6 i 6 q) − ε 6 P (Si > x, i > 1) 6 P (Si > x, 1 6 i 6 q) (13)It follows from (10),(12) and (13) for q = p that

P (Si > x, i > 1) − 2ε 6 P (Si > x, 1 6 i < n |Xn ∈ c + ∆k ) 6

6 P (Si > x, i > 1) + 2ε.From (9) and the last inequality we have
m

∑

k=1

(

P

(

Si >
k

m
x, i > 1

)

− 2ε

)

P (Xn ∈ c + ∆k) 6

6 P (τc = n, Rc 6 x)

m
∑

k=1

(

P

(

Si >
k − 1

m
x, i > 1

)

+ 2ε

)

P (Xn ∈ c + ∆k) . (14)By lemma 1,
P (Xn ∈ c + ∆k) ∼

x

m
σ
√

n
ϕ

(

c − nµ

σ
√

u

)

(15)as c → ∞.In view of n =
c

µ
+ θ (c)

√

c/µ, θ (c) → θ ∈ R as c → ∞, from (15) we �nd
P (Xn ∈ c + ∆k) ∼ x/m

σ
√

n
ϕ

(

θµ

σ

) as c → ∞. (16)Substituting (16) into (14) for su�
iently large c we have
ϕ

(µ

σ
θ
)

(1 − ε)
m

∑

k=1

x

m
P

(

T >
k

m
x

)

− 2ε,

σ
√

nP (τc = n, Rc 6 x) 6 ϕ
(µ

σ
θ
)

(1 + ε)

m
∑

k=1

P

(

T >
k − 1

m
x

)

+ 2ε,where T = inf
i>1

Si.



12 Soltan ALIEV, Vugar ABDURAKHMANOVAs m → ∞ and ε → ∞ the left and right hand sides of the last inequality tend tothe limit ϕ

(

θµ

σ

)

x
∫

0

P (T > y)dy.Thus
P (τc = n, Rc 6 x) ∼

ϕ

(

θµ

σ

)

σ
√

n

x
∫

0

P (T > y) dy.In order to get the a�rmation of the proved theorem from the last relation it su�
iesto note the following equality whose proof is in the paper [9℄:
P (T > y) =

µ

E
(

Sτ+

)P (Sτ+ > y) ,where τ+ = inf {i > 1; Si > 0} is the �rst stair moment for the sum Si =
i

∑

j=1

ζj .Noti
e that Corollary 1 dire
tly follows from the statement of the theorem as x → ∞and Corollary 2 follows from the theorem and Corollary 1.Remark. Statement of the theorem and its 
orollaries for an ordinary randomwalk are 
ontained in the papers [9,10℄. Noti
e that the studying of the boundary valueproblems for Markov's partially homogeneous 
hain in many respe
ts 
an be realizedby means of the results of the theory of summation of independent random variables([2,9,10,12℄).1. Borovkov A.A. Asymptoti
s of probality of 
rossing of boundary by of traje
tory Markov
hain. Regular tails of jumps / Borovkov A.A. // Theory Probab. Appl. � 2002. � Vol.47,Issue 4. � P. 625-653 (in Russian).2. Borovkov A.A. Asymptoti
s of probality of passage of boundary by traje
tory of Markov
hain. Exponentially de
reasing tails of jumps / Borovkov A.A. //Theory Probab. Appl. �2003. � Vol.48, �2. � P. 254-273 (in Russian).3. Rahimov F.H. On limit behavior of linear �rst passage time of the Markov 
hain / RahimovF.H., Abdurakhmanov V.A. // Pro
eedings of IMM of NAS of Azerbaijan � 2007. � Vol.XXVII. � P. 69-74.4. Korshunov D.A. Limit theorems for Markov's general 
hains / Korshunov D.A. // Sib. Mat.Zh. � 2001. � Vol. 42, �2. � P. 354-371 (in Russian).5. Mel� V.F. Nonlinear Markov renewal theory with statisti
al appli
ations / Mel� V.F.//Ann. Probab. � 1992. � Vol. 20, �2. � P. 753-771.6. Rahimov F.H. Lo
al limit theorem for the �rst passage time of random walk / RahimovF.H. // Izv. Azerb. SSR, Ser. �z-te
hn-i matem. Nauk. � 1984. �3. � P. 3-7 (in Russian).7. Rahimov F.H. On asymptoti
 behavior of lo
al probabilities of passage of nonlinearboundaries by perturbated random walk / Rahimov F.H. //Dokl. NANA. � 2005. � �4. �P. 10-19 (in Russian).8. Eppel M.S. Lo
al limit theorem for the �rst moment overshoot / Eppel M.S. // Sib. Mat.Zh. � 1979. � Vol. XX. � P. 181-191 (in Russian).9. Woodroofe. M. Nonlinear renewal theory in sequential analysis / Woodroofe. M. // � SIAM,1982.10. Siegmund D. Sequential analysis. Tests and 
on�den
e intervals / Siegmund D. //New York.et
. Springer-Verlag, 1985.
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�ËÀÄÊÀ �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÊÂÀÇIËIÍIÉÍÎ� �IÏÅ�ÁÎËI×ÍÎ� ÇÀÄÀ×I... 15çàäà÷ Ñòå�àíà ðîçãëÿäàëè äîñèòü ðiäêî, çîêðåìà, â ìîíîãðà�i¨ [11℄ äîñëiäæåíî ïî-äiáíó çàäà÷ó äëÿ ñïåöiàëüíîãî âèäó ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó â êóòîâiéîáëàñòi.Ó öié ïðàöi çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ëîêàëüíîãî êëà-ñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè êâàçiëi-íiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç íåâiäîìèìè ìåæàìè òà íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìèóìîâàìè.2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i. Â îáëàñòi Ga
T = {(x, t) ∈ R2 : a1(t) < x < a2(t),

0 < t < T }, äå �óíêöi¨ ak, k = 1, 2 � íàïåðåä íåâiäîìi, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êâàçiëi-íiéíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
∂ui

∂t
+ λi(x, t, u)

∂ui

∂x
= fi(x, t, u), i = 1, n, (1)

u(x, t) = (u1(x, t), ..., un(x, t)),à ïîâåäiíêó ìåæ îáëàñòi çàäàìî ñèñòåìîþ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
dak

dt
= hk(t, a, u(a, t)), k = 1, 2, a(t) = (a1(t), a2(t)), (2)

u(a, t) = (u(a1, t), u(a2, t)).Íåõàé íåâiäîìi �óíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâi óìîâè
a(0) = a0, a0 = (a0

1, a
0
2), a0

1 < a0
2, (3)

u(x, 0) = g(x), a0
1 6 x 6 a0

2, g(x) = (g1(x), ..., gn(x)) (4)i, âèçíà÷èâøè ìíîæèíè
I1 = {i : λi(a

0
1, 0, g(a0

1)) > h1(0, a0, g(a0))},

I2 = {i : λi(a
0
2, 0, g(a0

2)) < h2(0, a0, g(a0))},êðàéîâi óìîâè çàïèøåìî ó âèãëÿäi
ui(ak(t), t) = µi

k(t, a(t), {us(ak′(t), t)} s/∈Ik′

k′=1,2

), i ∈ Ik, k = 1, 2, 0 6 t 6 T. (5)Ââàæà¹ìî, ùî �óíêöi¨ λi, fi : R × [0, T ] × Rn → R, hk : [0, T ] × R2+2n → R,
µi

k : [0, T ]× R2+2n−cardI1−cardI2 → R, gi : [a0
1, a

0
2] → R, i = 1, n, k = 1, 2 � çàäàíi.3. Ëîêàëüíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Bn
R = {u ∈ R

n : |ui| 6 R, i = 1, n, }, G = max
16i6n,

x∈[a0
1,a0

2]

|gi(x)|,

hk(0, a0, g(a0)) = Hk, rk = cardIk, k = 1, 2, {ωk′s} = {ωk′s : s /∈ Ik′ , k′ = 1, 2},

ΩT = {(x, t) ∈ R
2 : a0

1 + (H1 − 1)t 6 x 6 a0
2 + (H2 + 1)t, 0 6 t 6 T, },

VT =
{
(t, y) ∈ R

3 : a0
1 + (H1 − 1)t 6 y1 6 a0

1 + (H1 + 1)t,

a0
2 + (H2 − 1)t 6 y2 6 a0

2 + (H2 + 1)t, 0 6 t 6 T
}
,à òàêîæ êëàñ �óíêöié (

C1
L(Ga

T )
)n

=
{
u ∈ (C1(Ga

T ))n : ux ∈ (Lip(Ga
T ))n

}.



16 �óñëàí ÀÍÄ�ÓÑßÊ, Íàòàëÿ ÁÓ�ÄÅÉÍÀ, Âîëîäèìèð ÊÈ�ÈËÈ×Îçíà÷åííÿ 1. Êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(5) íà ÷àñîâîìó ïðîìiæêó [0, T0]íàçèâàòèìåìî íàáið �óíêöié (u(x, t), a(t)) ∈
(
C1

L(Ga
T0

)
)n

×(C1([0, T0]))
2, T0 6 T , ùîçàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìè ðiâíÿíü (1)-(2),ïî÷àòêîâi óìîâè (3)-(4) i ãðàíè÷íi óìîâè(5). ßêùî T0 < T , òî òàêèé ðîçâ'ÿçîê íàçâåìî ëîêàëüíèì.�îëîâíèì ðåçóëüòàòîì ïðàöi ¹ òàêà òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Íåõàé1) λi(x, t, u), fi(x, t, u) ∈ C1,0,1(ΩT × Bn

G+1) ∩ Lip(ΩT × Bn
G+1),{

(λi)
′
x, (λi)

′
uj

, (fi)
′
x, (fi)

′
uj

}
⊂ Lipx,u(ΩT × Bn

G+1), i, j = 1, n;2) gi(x) ∈ C1([a0
1, a

0
2]), g′i(x) ∈ Lip([a0

1, a
0
2]), i = 1, n;3) hk(t, y, w) ∈ Lip(VT × B2n

G+1), k = 1, 2;4) µi
k(t, y, {wk′

s }) ∈ C1
(
VT × B2n−r1−r2

G+1

), {
µi

k, (µi
k)′t, (µ

i
k)′y, (µi

k)′
wk′

s

}
⊂

⊂ Lip
(
VT × B2n−r1−r2

G+1

), i ∈ Ik, k = 1, 2, s /∈ Ik′ , k′ = 1, 2;5) âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ
gi(a

0
k) = µi

k(0, a0, {gs(a
0
k′)}), i ∈ Ik, k = 1, 2,

(µi
k)′t(0, a0, {gs(a

0
k′)}) +

2∑

m=1

(µi
k)′am

(0, a0, {gs(a
0
k′)})Hm+

+
∑

k′=1,2
s/∈Ik′

(µi
k)′

wk′

s
(0, a0, {gs(a

0
k′ )})[(Hk′ − λs(a

0
k′ , 0, g(a0

k′)))g′s(a
0
k′) + fs(a

0
k′ , 0, g(a0

k′))] =

= fi(a
0
k, 0, g(a0

k)) + (Hk − λi(a
0
k, 0, g(a0

k)))g′i(a
0
k), i ∈ Ik, k = 1, 2;6) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

λi(a
0
k, 0, g(a0

k)) 6= Hk, k = 1, 2, i = 1, n.Òîäi äëÿ äåÿêîãî T0 6 T iñíó¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(5) íà÷àñîâîìó ïðîìiæêó [0, T0].Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
Λ = max

16i,j6n
(x,t,u)∈ΩT×Bn

G+1

{
|λi(x, t, u)|, |(λi)

′
x(x, t, u)|, |(λi)

′
uj

(x, t, u)|
}

;

F = max
16i,j6n

(x,t,u)∈ΩT×Bn
G+1

{
|fi(x, t, u)|, |(fi)

′
x(x, t, u)|, |(fi)

′
uj

(x, t, u)|
}

;

H = max
k=1,2

(t,y,w)∈VT×B2n
G+1

|hk(t, y, w)|, G1 = max
16i6n

x∈[a0
1,a0

2]

|g′i(x)|, γ = min
16i6n
k=1,2

|λi(a
0
k, 0, g(a0

k))−Hk|;

M = max
k=1,2,i∈Ik,k′=1,2,s/∈Ik′ ,

(t,y,{wk′

s })∈VT ×B
2n−r1−r2
G+1

{
|µi

k(t, y, {wk′

s })|, |(µi
k)′t(t, y, {wk′

s })|,

|(µi
k)′y(t, y, {wk′

s })|, |(µi
k)′

wk′

s

(t, y, {wk′

s })|
}

, H = max{H1,H2}.
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′
x(x, t, u), (λi)

′
uj

(x, t, u),
i, j = 1, n íà ìíîæèíi ΩT × Bn

G+1; f0 � äëÿ fi(x, t, u), (fi)
′
x(x, t, u), (fi)

′
uj

(x, t, u),
i, j = 1, n íà ΩT × Bn

G+1; h0 � äëÿ hk(t, y, ω), k = 1, 2 íà VT × B2n
G+1; µ0 � äëÿ

µi
k(t, y, {wk′

s }), (µi
k)′t(t, y, {wk′

s }), (µi
k)′y(t, y, {wk′

s }), (µi
k)′

wk′

s

(t, y, {wk′

s }), s /∈ Ik′ , k′ = 1, 2,
i ∈ Ik, k = 1, 2 íà VT × B2n−r1−r2

G+1 ; g0 � äëÿ gi(x), g′i(x), i = 1, n íà [a0
1, a

0
2].Ââåäåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið Q = Q(T0, U, U1, L, L1), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç �óíêöié

(u, a), äå u = (u1, ..., un), a = (a1, a2), ui ∈ C1(Ga
T0

), ak ∈ C([0, T0]), ÿêi çàäîâîëüíÿþòüóìîâè (3)-(4) i òàêi îáìåæåííÿ:H1. (ak(t) −Hkt) ∈ Lip([0, T0], 1), k = 1, 2;H2. |ui(x, t) − ḡi(x)| 6 U, i = 1, n, (x, t) ∈ Ga
T0
, äå U 6

1

2
, à ḡi(x) íàáóâà¹çíà÷åííÿ gi(a

0
1), ÿêùî x < a0

1, gi(x), ÿêùî a0
1 6 x 6 a0

2 i gi(a
0
2), ÿêùî x > a0

2;H3. ui ∈ Lip(Ga
T0

, L), i = 1, n;H4. |(ui)
′
x(x, t)| 6 U1, i = 1, n, (x, t) ∈ Ga

T0
;H5. (ui)

′
x ∈ Lip(Ga

T0
, L1), i = 1, n.Íåõàé {(u1, a1), (u2, a2)} ⊂ Q, òîäi ìåòðèêó íà åëåìåíòàõ ïðîñòîðó Q âèçíà÷èìîÿê

ρ
(
(u1, a1), (u2, a2)

)
= max

{
max
k=1,2
t∈[0,T ]

|a1
k(t) − a2

k(t)|, max
16i6n

(x,t)∈Ga1

T ∩Ga2

T

|u1
i (x, t) − u2

i (x, t)|,

max
16i6n

(x,t)∈Ga1

T ∩Ga2

T

|(u1
i )x(x, t) − (u2

i )x(x, t)|
}

.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕi(τ ; x, t, u), i = 1, n, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
dξ

dτ
= λi(ξ, τ, u(ξ, τ)), ξ(t) = x, (6)ùî ¹ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè ðiâíÿíü (1), ïðè÷îìó çàëåæíiñòü ϕi(τ ; x, t, u) âiä u ¹�óíêöiîíàëîì. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ϕi(τ)

def
= ϕi(τ ; x, t, u), ÿêùî òðåáà ïiäêðåñëèòèçàëåæíiñòü âiä ÿêîãîñü àðãóìåíòó, òî áóäåìî çàïèñóâàòè ϕx

i (τ), ϕt
i(τ), ϕu

i (τ). ×àñîâóêîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåòèíó �óíêöi¨ ϕi ç ìåæåþ îáëàñòi Ga
T0

ïðè ðóñi â íàïðÿìiñïàäàííÿ àðãóìåíòó τ ïîçíà÷èìî ÷åðåç χi(x, t; u, a), òîáòî
χi(x, t, u; a) = min{τ : (ϕi(τ), τ) ∈ Ga

T0
}.Äëÿ χi(x, t; u, a) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè àíàëîãi÷íi ïîçíà÷åííÿ χi, χx

i , χt
i, χu

i , χa
i .Ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíîñòi (1) âçäîâæ âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòèê ξ = ϕi(τ), i ñïiâ-âiäíîøåííÿ (2), îòðèìà¹ìî ñèñòåìè iíòåãðî-�óíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü

ui(x, t) = ui

(
ϕi(χi), χi

)
+

t∫

χi

fi

(
ϕi(τ), τ, u(ϕi(τ), τ)

)
dτ, i = 1, n, (7)

ak(t) = a0
k +

t∫

0

hk(τ, a(τ), u(a(τ), τ))dτ, k = 1, 2. (8)



18 �óñëàí ÀÍÄ�ÓÑßÊ, Íàòàëÿ ÁÓ�ÄÅÉÍÀ, Âîëîäèìèð ÊÈ�ÈËÈ×Çàóâàæèìî, íàáið �óíêöié (u, a) ∈ (C1(Ga
T0

))n × (C([0, T0]))
2, ùî çàäîâîëüíÿ¹ñèñòåìè (7) i (8), áóäå ðîçâ'ÿçêîì (1) i (2).Íåõàé (u, a) ∈ Q, òîäi çãiäíî ç óìîâàìèH1−H2: (t, a(t), u(a(t), t)) ∈ VT0

×B2n
G+1,

(ak(t), t, u(ak(t), t)) ∈ ΩT0
×Bn

G+1, k = 1, 2, Ga
T0

⊂ ΩT0
. Ïðàâèëüíi òàêi ñïiââiäíîøåííÿ

|hk(t, a(t), u(a(t), t)) − λi(ak(t), t, u(ak(t), t))| > |Hk − λi(a
0
k, 0, g(a0

k))|−

−|hk(t, a(t), u(a(t), t)) −Hk| − |λi(ak(t), t, u(ak(t), t)) − λi(a
0
k, 0, g(a0

k))| >

> γ − h0(T0 + 2(H + 1)(1 + ng0)T0 + 2nU) − λ0(T0 + (H + 1)(1 + ng0)T0 + nU).ßêùî
h0(T0 + 2(H + 1)(1 + ng0)T0 + 2nU) + λ0(T0 + (H + 1)(1 + ng0)T0 + nU) 6 γ/2, (9)òî îäåðæèìî îöiíêó
|hk(t, a(t), u(a(t), t))−λi(ak(t), t, u(ak(t), t))| > γ/2, i = 1, n, k = 1, 2, t ∈ [0, T0]. (10)Âèêîðèñòà¹ìî (10) òà óìîâè (3)-(5) i çàïèøåìî ñèñòåìó (7) ó âèãëÿäi

ui(x, t) = ϑi(x, t; u, a) +

t∫

χi

fi

(
ϕi(τ), τ, u(ϕi(τ), τ)

)
dτ, i = 1, n, (11)äå

ϑi(x, t; u, a) =





gi(ϕi(0)), ÿêùî χi = 0,
µi

k(χi, a(χi), {us(ak′ (χi), χi)}), ÿêùî χi > 0,
ϕi(χi) = ak(χi), i ∈ Ik, k = 1, 2.Çàóâàæèìî, íàáið �óíêöié (u, a) ∈ Q, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (11), (8), áóäåêëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(5).Íà ïðîñòîði Q âèçíà÷èìî îïåðàòîð S : S(u, a) = (Su(u, a), Sa(u, a)), äå

Su(u, a) = (Su
1 (u, a), ..., Su

n(u, a)), Sa(u, a) = (Sa
1 (u, a), Sa

2 (u, a)), îòîæ,
(Sa

k (u, a))(t) = a0
k +

t∫

0

hk(τ, a(τ), u(a(τ), τ))dτ, k = 1, 2.Òîäi, ââiâøè ïîçíà÷åííÿ
ũ(x, t) =






(ui)
′
x(a1(t), t)(x − a1(t)) + u(a1(t), t), ÿêùî x < a1(t),

u(x, t), ÿêùî a1(t) 6 x 6 a2(t),
(ui)

′
x(a2(t), t)(x − a2(t)) + u(a2(t), t), ÿêùî x > a2(t),
χ̃i

def
= χi(x, t; ũ, Sa), ϕ̃i(τ)

def
= ϕi(τ ; x, t, ũ),çàïèøåìî

(Su
i (u, a))(x, t) = ϑ̃i(x, t, ũ, u, a) +

t∫

χ̃i

fi

(
ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ)

)
dτ, i = 1, n,äå̃

ϑi(x, t, ũ, u, a) =





gi(ϕ̃i(0)), ÿêùî χ̃i = 0,
µi

k(χ̃i, (S
a(u, a))(χ̃i), {(S

u
s (u, a))(Sa

k′(u, a)(χ̃i), χ̃i)}), ÿêùî χ̃i > 0,
ϕ̃i(χ̃i) = (Sa

k (u, a))(χ̃i), i ∈ Ik, k = 1, 2.



�ËÀÄÊÀ �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÊÂÀÇIËIÍIÉÍÎ� �IÏÅ�ÁÎËI×ÍÎ� ÇÀÄÀ×I... 19Ùîá óíèêíóòè ãðîìiçäêèõ âèðàçiâ, ïîçíà÷èìî Su := Su(u, a), Sa := Sa(u, a).Äëÿ êîðåêòíîñòi âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà âèìàãà¹ìî âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ
hk(t, a(t), u(a(t), t)) 6= λi(S

a
k (t), t, ũ(Sa

k (t), t)), i = 1, n, k = 1, 2, t ∈ [0, T0], (12)
χ̃i(S

a
k (t), t) = 0, k = 1, 2, i /∈ Ik. (13)Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ íàáið ïàðàìåòðiâ (T0, U, U1, L, L1), ïðè ÿêèõ îïåðàòîð Sâiäîáðàæà¹ ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið (Q, ρ) â ñåáå, ¹ ñòèñêóþ÷èì i âèêîíóþòüñÿóìîâè (12)-(13).Ïî÷íåìî ç ïåðåâiðêè óìîâ ïðîñòîðó. Íåõàé (u, a)∈Q, ïîêàæåìî, ùî (Su, Sa)∈Q.Íàñàìïåðåä âèçíà÷èìî îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòðè ïðîñòîðó, ïðè ÿêèõ Sa çàäîâîëüíÿ¹óìîâó H1.Îñêiëüêè,

d

dt

(
Sa

k (t) −Hkt
)

= |hk(t, a(t), u(a(t), t)) −Hk| 6 h0(T0 + 2(H + 1)(1 + ng0)T0 + 2nU),òî (
Sa

k (t) −Hkt
)
∈ Lip

(
[0, T0], 1

)
, k = 1, 2, çà óìîâ

h0(1 + 2(H + 1)(1 + ng0))T0 6
1

2
, (14)

h02nU 6
1

2
. (15)Çíàéäåìî óìîâè íà ïàðàìåòðè ïðîñòîðó, ïðè ÿêèõ ũ ∈ BG+1. �îçãëÿíåìî ìîæ-ëèâi âèïàäêè:

1) (x, t) ∈ Ga
T0
, òîäi ũi(x, t) = ui(x, t) i î÷åâèäíî ũ ∈ BG+1;

2) (x, t) ∈ GSa

T0
\ Ga

T0
, i äëÿ âèçíà÷åíîñòi Sa

1 (t) 6 x 6 a1(t). Òîäi
|ũi(x, t)| = |(ui)

′
x(a1(t), t)(x − a1(t)) + ui(a1(t), t)| 6 2U1(H + 1)T0 + G +

1

2
6 G + 1,ÿêùî

2U1(H + 1)T0 6
1

2
. (16)Òåïåð ìîæåìî ïåðåéòè äî äîâåäåííÿ (12)-(13). �îçãëÿíåìî

|hk(t, a(t), u(a(t), t)) − λi(S
a
k (t), t, ũ(Sa

k (t), t))| > |Hk − λi(a
0
k, 0, g(a0

k))|−

−|hk(t, a(t), u(a(t), t)) −Hk| − |λi(S
a
k (t), t, ũ(Sa

k (t), t)) − λi(a
0
k, 0, g(a0

k))| >

> γ−h0(T0+2(H+1)(1+ng0)T0+2nU)−λ0(T0+(H+1)(1+ng0)T0+nU+nU12(H+1)T0).ßêùî
h0(T0 + 2(H + 1)(1 + ng0)T0 + 2nU)−

−λ0(T0 + (H + 1)(1 + ng0)T0 + nU + nU12(H + 1)T0) 6 γ/2, (17)òî âèâîäèìî îöiíêó
|hk(t, a(t), u(a(t), t))−λi(S

a
k (t), t, ũ(Sa

k (t), t))| > γ/2, i = 1, n, k = 1, 2, t ∈ [0, T0]. (18)Çàóâàæèìî, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü (13), äîñòàòíüî âèìàãàòè âèêîíàííÿ òà-êî¨ íåðiâíîñòi:
(2(H + 1) + Λ)T0 6 a0

2 − a0
1. (19)Äîñëiäèìî, çà ÿêèõ óìîâ (Su, Sa) çàäîâîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ H2 ïðîñòîðó Q.



20 �óñëàí ÀÍÄ�ÓÑßÊ, Íàòàëÿ ÁÓ�ÄÅÉÍÀ, Âîëîäèìèð ÊÈ�ÈËÈ×�îçãëÿíåìî âèïàäîê χ̃i = 0. Îñêiëüêè
|Su

i (x, t) − ḡi(x)| 6 |gi(ϕ̃i(0)) − ḡi(x)| +

t∫

0

|fi(ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ))|dτ 6 (g0Λ + F )T0,òî äîñòàòíüî âèìàãàòè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi
(g0Λ + F )T0 6 U. (20)�îçãëÿíåìî âèïàäîê χ̃i > 0 i ïîïåðåäíüî äîâåäåìî äîïîìiæíó îöiíêó

|Su
i (Sa

k (t), t) − gi(a
0
k)| = |gi(ϕ̃

Sa
k (t),t

i (0)) − gi(a
0
k)|+

+

t∫

χ̃i

|fi(ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ))|dτ 6 g0(H + Λ)T0 + FT0.Âðàõîâóþ÷è óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, ìà¹ìî
|Su

i (x, t) − ḡi(x)| 6 |µi
k(χ̃i, S

a(χ̃i), {S
u
s (Sa

k′ (χ̃i), χ̃i)})−

−µi
k(0, a0, {Su

s (a0
k′ , 0)})| + |gi(a

0
k) − ḡi(x)| +

t∫

χ̃i

|fi(ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ))|dτ 6

6 µ0(T0 + 2HT0 + 2n(g0(H + Λ) + F )T0) + g0(H + Λ)T0 + FT0.Òîìó, ÿêùî
(
µ0(1 + 2H + 2n(g0(H + Λ) + F )) + g0(H + Λ) + F

)
T0 6 U, (21)òî

|Su
i (x, t) − ḡi(x)| 6 U, (x, t) ∈ GSa

T0
.Äëÿ íàñòóïíèõ îöiíîê íàì çíàäîáèòüñÿ ñòàëà Ëiïøèöÿ äëÿ �óíêöi¨ ũ çà äâîìàçìiííèìè. Äîâåäåìî ¨¨ ñïî÷àòêó çà çìiííîþ x äëÿ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ ðîçìiùåííÿòî÷êè (x, t) :

1) {(x1, t), (x2, t)} ∈ GSa

T0
\ Ga

T0
:

|∆j ũi(xj , t)| 6 |∆j((ui)
′
x(a1(t), t)(xj − a1(t)) + ui(a1(t), t))| 6 U1|∆xj |;

2) (x1, t) ∈ GSa

T0
\ Ga

T0
, (x2, t) ∈ Ga

T0
:

|∆j ũi(xj , t)| 6 |((ui)
′
x(a1(t), t)(x1 − a1(t)) + ui(a1(t), t)) − ui(x2, t)| 6

6 U1|x1 − a1(t)| + L|a1(t) − x2| 6 max{U1, L}|∆xj|;

3) {(x1, t), (x2, t)} ∈ Ga
T0
:
|∆j ũi(xj , t)| 6 L|∆xj |.Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî âèïàäêó |∆j ũi(xj , t)| 6 max{U1, L}|∆xj|. Òåïåð çíàéäåìî ñòàëóËiïøèöÿ çà çìiííîþ t. �îçãëÿíóâøè òi æ âèïàäêè, ùî é ïîïåðåäíüî, ìà¹ìî:

1) |∆j ũi(x, tj)| 6 |∆j((ui)
′
x(a1(tj), tj)||(x − a1(t1))| + U1|∆ja1(tj)|+

+|∆jui(a1(tj), tj)| 6

(
L1(H + 2)2(H + 1)T0 + U1(H + 1) + L(H + 2)

)
|∆tj |,

|∆j ũi(x, tj)| 6 (1 + U1(1 + H) + L(H + 2))|∆tj |,
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2L1(H + 2)(H + 1)T0 6 1; (22)

2) |∆j ũi(x, tj)| 6 |(ui)
′
x(a1(t1), t1)|(x − a1(t1)) + ui(a1(t1), t1) − ui(x, t2)| 6

6 U1|a1(t2) − a1(t1)| + L|a1(t2) − a1(t1)| + L|∆tj | 6 ((U1 + L)(1 + H) + L)|∆tj |;
3) |∆j ũi(x, tj)| 6 L|∆tj|.Äëÿ äîâiëüíîãî âèïàäêó ïðàâèëüíà îöiíêà

|∆j ũi(x, tj)| 6 (1 + (U1 + L)(1 + H) + L)|∆tj |.Ïiäñóìîâóþ÷è ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè, ìîæåìî âèçíà÷èòè çàãàëüíó ñòàëó Ëiïøè-öÿ çà äâîìà çìiííèìè äëÿ �óíêöi¨ ũ, à ñàìå
L̃ = 1 + (U1 + L)(1 + H) + L.Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ, ÿêi çíàäîáëÿòüñÿ íàì íàäàëi.Ëåìà 1. Íåõàé (xj , tj) ∈ Ga
T0

, j = 1, 2, (u, a) ∈ Q, òîäi �óíêöiÿ ϕi(τ) çàäîâîëüíÿ¹íåðiâíiñòü
|∆jϕi(τ ; xj , t, u)| 6 eλ0(1+nL)T0 |∆xj |; |∆jϕi(τ ; x, tj , u)| 6 Λeλ0(1+nL)T0 |∆tj |.Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ϕi(τ ; xj , t, u) ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6) ó âèãëÿäi
ϕi(τ ; xj , t, u) = xj +

τ∫

t

λi(ϕi(θ; xj , t, u), θ, u(ϕi(θ; xj , t, u), θ))dθ, j = 1, 2.�îçãëÿíåìî ðiçíèöþ öèõ âèðàçiâ i çàñòîñó¹ìî äî íå¨ ëåìó �ðîíóîëëà-Áåëìàíà. Îòîæ,îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè. Äðóãó îöiíêó äîâîäèìî àíàëîãi÷íî. �Çàóâàæåííÿ 1. Ïðèïóñòèâøè, ùî
λ0(1 + nL̃)T0 6 1 (23)òà âèêîðèñòàâøè ïîïåðåäíþ ëåìó, îòðèìó¹ìî îöiíêè äëÿ �óíêöi¨ ϕ̃i(τ) â îáëàñòi

GSa

T0
:

|∆jϕ̃
xj

i (τ)| 6 e|∆xj |, |∆jϕ̃
tj

i (τ)| 6 Λe|∆tj|.Ëåìà 2. Íåõàé {(x1, t1), (x2, t2)} ⊂ GSa

T0
, k = 1, 2, (u, a) ∈ Q i äëÿ �iêñîâàíîãî

k ∈ {1, 2}: ϕ̃
xj ,tj

i (χ̃i
xj ,tj ) = Sa

k (χ̃
xj ,tj

i ), j = 1, 2, ïðè÷îìó ïàðàìåòðè T0 òà U ¹ äîñ-òàòíüî ìàëèìè, à ñàìå çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (17) òà
λ0(1 + nL̃)(Λ + H)T0 6

γ

4
. (24)Òîäi âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|∆jχ̃
xj

i | 6
4

γ
eλ0(1+nL̃)T0 |∆xj |, |∆jχ̃

tj

i | 6
4

γ
Λeλ0(1+nL̃)T0 |∆tj |.Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi k = 1, x1 < x2. Òîäi χ̃x1

i > χ̃x2

i . �îçãëÿíåìîðiçíèöþ ϕ̃x2

i (τ) − Sa
1 (τ). Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|ϕ̃x2

i (χ̃x1

i ) − Sa
1 (χ̃x1

i )| = |λi(ϕ̃
x2

i (τ0), τ0, ũ(ϕ̃x2

i (τ0), τ0))−

−h1(τ0, a(τ0), u(a(τ0), τ0))||∆jχ̃
xj

i | >

[
− |λi(ϕ̃

x2

i (τ0), τ0, ũ(ϕ̃x2

i (τ0), τ0))−
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−λi(S

a
1 (τ0), τ0, ũ(Sa

1 (τ0), τ0))| + |λi(S
a
1 (τ0), τ0, ũ(Sa

1 (τ0), τ0))−

−h1(τ0, a(τ0), u(a(τ0), τ0))|
]
|∆jχ̃

xj

i | >

[γ

2
− λ0(1 + nL̃)|ϕ̃x2

i (τ0) − (S1a)(τ0)|
]
|∆jχ̃

xj

i | >

>

[γ

2
− λ0(1 + nL̃)(Λ + H)T0

]
|∆jχ̃

xj

i | >
γ

4
|∆jχ̃

xj

i |.Òîìó
|∆j χ̃

xj

i | 6
4

γ
|ϕ̃x2

i (χ̃x1

i ) − Sa
1 (χ̃x1

i )| 6
4

γ
|∆j ϕ̃

xj

i (χ̃x1

i )|.Çãiäíî ç ëåìîþ 1 îòðèìà¹ìî îöiíêó
|∆jχ̃

xj

i | 6
4

γ
eλ0(1+nL̃)T0 |∆xj |.Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî äðóãó îöiíêó ç òâåðäæåííÿ ëåìè. �Äîñëiäèìî óìîâó H3.Íåõàé χ̃i

xj = 0, j = 1, 2. Òîäi
|∆jS

u
i (xj , t)| 6 |∆jgi(ϕ̃

xj

i (0))| +

t∫

0

∣∣∣∆jfi

(
ϕ̃

xj

i (τ), τ, ũ(ϕ̃
xj

i (τ), τ)
)∣∣∣dτ 6

6 (g0 + T0f0(1 + nL̃))e|∆xj | 6 (g0e + 1)|∆xj |.Òåïåð ââàæàòèìåìî χ̃i
xj > 0, j = 1, 2 i x1 < x2, ϕ̃

xj

i (χ̃i
xj) = Sa

1 (χ̃i
xj ), j = 1, 2,òîäi χ̃i

x1 > χ̃i
x2 . Çíàéäåìî äîïîìiæíó îöiíêó ïðè k = 1, 2, i /∈ Ik

|∆jS
u
i (Sa

k (tj), tj)| 6 |∆jgi(ϕ̃
Sa

k (tj),tj

i (0))|+

+

t1∫

0

∣∣∣∆jfi

(
ϕ̃

Sa
k (tj),tj

i (τ), τ, ũ(ϕ̃
Sa

k (tj),tj

i (τ), τ)
)∣∣∣dτ+

+

t2∫

t1

∣∣∣fi

(
ϕ̃

Sa
k(t2),t2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃
Sa

k (t2),t2
i (τ), τ)

)∣∣∣dτ 6

(
(g0+f0T0(1+nL̃))(H+Λ)e+F

)
|∆tj |.Ïðèïóñòèìî, ùî T0 äîñòàòíüî ìàëå, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

T0f0(1 + nL̃)max{1, H + Λ}e 6 1. (25)Òîäi
|∆jS

u
i (Sa

k (tj), tj)| 6 k1|∆tj |, (26)äå k1 = g0(H + Λ)e + F + 1. �îçãëÿíåìî
|∆jS

u
i (xj , t)| 6 |∆jµ

i
k(χ̃i

xj , Sa(χ̃i
xj), {Su

s (Sa
k′ (χ̃i

xj), χ̃i
xj )})|+

+

χ̃i
x1∫

χ̃i
x2

∣∣∣fi

(
ϕ̃x2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x2

i (τ), τ)
)∣∣∣dτ +

t∫

χ̃i
x1

∣∣∣∆jfi

(
ϕ̃

xj

i (τ), τ, ũ(ϕ̃
xj

i (τ), τ)
)∣∣∣dτ 6

6 (µ0(1 + 2H + 2nk1)
4

γ
e + T0f0(1 + nL̃)e + F

4

γ
e)|∆xj |.Îòæå, â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

|∆jS
u
i (xj , t)| 6 k2|∆xj |,
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4
γ e + F 4

γ e} + 1. Îñêiëüêè |∆jS
u
i (x, tj)| 6

6 (F + Λk2)|∆tj |, òî Su
i ∈ Lip(GSa

T0
, L), ÿêùî

F + max{1, Λ}k2 6 L. (27)Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ [ϕi]x(τ)
def
=

∂

∂x
ϕi(τ ; x, t, u) = (ϕi)

′
x(τ)+

∑
j

(ϕi)
′
uj

(uj)
′
x òààíàëîãi÷íi äëÿ [ϕi]t(τ). Ïåðåéäåìî äî ïåðåâiðêè óìîâè H4. Çàóâàæèìî, ùî

(Su
i )′x(x, t) =

∂ϑ̃i

∂x
(x, t, ũ, u, a) + (Yiũ)(x, t, a) + (Ziũ)(x, t),äå

∂ϑ̃i

∂x
(x, t, ũ, u, a) =





g′i(ϕ̃i(0))[ϕ̃i]x(0), ÿêùî χ̃i = 0 ;[
(µi

k)′t(χ̃i, S
a(χ̃i), {S

u
s (Sa

k′(χ̃i), χ̃i)})+

+
2∑

m=1
(µi

k)′am
(χ̃i, S

a(χ̃i), {S
u
s (Sa

k′ (χ̃i), χ̃i)})×

×hm(χ̃i, a(χ̃i), u(a(χ̃i), χ̃i))+
+

∑
s/∈Ik′

k′=1,2

(µi
k)′

wk′

s

(χ̃i, S
a(χ̃i), {S

u
s (Sa

k′ (χ̃i), χ̃i)})×

×[(Su
s )′x(Sa

k′(χ̃i), χ̃i)hk′(χ̃i, a(χ̃i), u(ak′(χ̃i), χ̃i))+

+(Su
s )′t(S

a
k′ (χ̃i), χ̃i)]

]
(χ̃i)

′
x, ÿêùî χ̃i > 0,

ϕ̃i(χ̃i) = Sa
k (χ̃i), i ∈ Ik, k = 1, 2,

(Yiũ)(x, t, a) =





0, ÿêùî χ̃i = 0 ;
−fi(S

a
k (χ̃i), χ̃i, ũ(Sa

k (χ̃i), χ̃i))(χ̃i)
′
x, ÿêùî χ̃i > 0,

ϕ̃i(χ̃i) = Sa
k(χ̃i), i ∈ Ik, k = 1, 2,

(Ziũ)(x, t) =

t∫

χ̃i

(
(fi)

′
x(ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ))+

+

n∑

j=1

(fi)
′
ũj

(ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ))(ũj )
′
x(ϕ̃i(τ), τ)

)
[ϕ̃i]x(τ)dτ.Êðiì òîãî, ÿêùî χ̃i = 0, òî

(Su
i )′t(x, t) = g′i(ϕ̃i(0))[ϕ̃i]t(0) + fi(x, t, ũ(x, t)) +

t∫

0

(
(fi)

′
x(ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ))+

+
n∑

j=1

(fi)
′
uj

(ϕ̃i(τ), τ, ũ(ϕ̃i(τ), τ))(ũj)
′
x(ϕ̃i(τ), τ)

)
[ϕ̃i]t(τ)dτ.Çàçíà÷èìî, ùî ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

[ϕ̃i]x(τ) = exp
(
−

t∫

τ

(
(λi)

′
x(ϕ̃i(θ), θ, ũ(ϕ̃i(θ), θ))+
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+

n∑

j=1

(λi)
′
uj

(ϕ̃i(θ), θ, ũ(ϕ̃i(θ), θ))(ũj)
′
x(ϕ̃i(θ), θ)

)
dθ

)
,

(χ̃i)
′
x = [ϕ̃i]x(χ̃i)

(
hk(χ̃i, a(χ̃i), u(a(χ̃i), χ̃i)) − λi(S

a
k (χ̃i), χ̃i, ũ(Sa

k (χ̃i), χ̃i))
)−1

,

[ϕ̃i]t(τ) = −λi(x, t, ũ(x, t)) exp
(
−

t∫

τ

(
(λi)

′
x(ϕ̃i(θ), θ, ũ(ϕ̃i(θ), θ))+

+

n∑

j=1

(λi)
′
uj

(ϕ̃i(θ), θ, ũ(ϕ̃i(θ), θ))(ũj)
′
x(ϕ̃i(θ), θ)

)
dθ

)
.Íåõàé χ̃i = 0 i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Λ(1 + nU1)T0 6 1, (28)
T0F (1 + nU1)max{1, Λ}e 6 1. (29)Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|(Su
i )′x(x, t)| 6 G1e + T0F (1 + nU1)e 6 G1e + 1,

|(Su
i )′t(x, t)| 6 G1Λe + F + T0F (1 + nU1)Λe 6 G1Λe + F + 1.Ïðè χ̃i > 0

|(Su
i )′x(x, t)| 6

(
M + 2MH + 2nM((G1e + 1)H + (G1Λe + F + 1))

)
e
2

γ
+ Fe

2

γ
+ 1.Îòæå, ìè ìîæåìî çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

|(Su
i )′x(x, t)| 6 U1, (x, t) ∈ GSa

T0
,ÿêùî

max
{
[M + 2MH + F + 2nM((G1e + 1)H + (G1Λe + F + 1))]e

2

γ
, G1e

}
+ 1 6 U1. (30)�îçãëÿíåìî óìîâó H5, òîáòî ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî (Su

i )′x ∈ Lip(GSa

T0
, L1), i = 1, n.Ëåìà 3. Íåõàé (xj , tj) ∈ Ga

T0
, j = 1, 2, (u, a) ∈ Q. Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

|∆j [ϕi]
xj
x (τ)

∣∣∣ 6 k3|∆xj |, |∆j [ϕi]
tj
x (τ)

∣∣∣ 6 (Λk3 + eΛ(1 + nU1))|∆tj |,äå k3 = eΛ(1+nU1)T0T0(λ0(1 + nL)(1 + nU1) + nΛL1)e
λ0(1+nL)T0 .Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü |ea − eb| 6 ec|a − b|, äå c ∈ (a, b) òà ïðîâiâøèâiäïîâiäíi îöiíêè, îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè 3. �Çàóâàæåííÿ 2. Àíàëîãi÷íà îöiíêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ �óíêöié [ϕ̃i]x â îáëàñòi GSa

T0
.Çãiäíî ç ïîïåðåäíiìè ïðèïóùåííÿìè òà âðàõóâàâøè

T0

(
λ0(1 + nL̃)(1 + nU1) + nΛL1

)
e2

6 1, (31)îòðèìó¹ìî îöiíêó k3 6 1.
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T0

, τj ∈ [χi, t], j = 1, 2, (u, a) ∈ Q. Òîäi
|∆j [ϕi]x(τj)| 6 eΛ(1+nU1)T0Λ(1 + nU1)|∆τj |.Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ç íåçíà÷íèìè çìiíàìè ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ ëåìè 3.Çàóâàæåííÿ 3. Àíàëîãi÷íà îöiíêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ �óíêöié [ϕ̃i]x â îáëàñòi GSa

T0
.Iç ïðèïóùåíü äîâåäåííÿ îòðèìà¹ìî, ùî

|∆j [ϕ̃i]x(τj)| 6 Λ(1 + nU1)e|∆τj |.Ëåìà 5. Íåõàé {(x1, t1), (x2, t2)} ⊂ GSa

T0
, k = 1, 2, (u, a) ∈ Q i äëÿ �iêñîâàíîãî

k ∈ {1, 2}: ϕ̃
xj ,tj

i (χ̃i
xj,tj ) = Sa

k(χ̃
xj ,tj

i ), j = 1, 2, à òàêîæ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (17),(24). Òîäi
|∆j(χ̃

xj

i )′x| 6

(2

γ
(k3 + eΛ(1+nU1)T0Λ(1 + nU1)

4

γ
eλ0(1+nL̃)T0)+

+eΛ(1+nU1)T0
4

γ2
(h0(1 + 2nL̃)(2(H + 1) + 1) + λ0(1 + nL̃)(H + 2))

4

γ
eλ0(1+nL̃)T0

)
|∆xj |,

|∆j(χ̃
tj

i )′x| 6

(
Λ

( 2

γ
(k3 + eΛ(1+nU1)T0Λ(1 + nU1)

4

γ
eλ0(1+nL̃)T0)+

+eΛ(1+nU1)T0
4

γ2
(h0(1 + 2nL̃)(2(H + 1) + 1) + λ0(1 + nL̃)(H + 2))

4

γ
eλ0(1+nL̃)T0

)
+

+
2

γ
Λe(1 + nU1)

)
|∆tj |.Äîâåäåííÿ ëåìè 5 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åíü âiäïîâiäíèõ �óíêöié iïîïåðåäíiõ îöiíîê.Ïîçíà÷èìî k4 =

2

γ
(1 + e2Λ(1 + nU1)

4

γ
) + e2 16

γ3
(h0(1 + 2nL̃)(2(H + 1) + 1)+

+λ0(1 + nL̃)(H + 2)). Òîäi, âðàõóâàâøè çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ, ìà¹ìî
|∆j(χ̃

xj

i )′x| 6 k4|∆xj |, |∆j(χ̃
tj

i )′x| 6 (Λk4 +
2

γ
Λe(1 + nU1))|∆tj |.Íåõàé χ̃

xj

i = 0, j = 1, 2. �îçãëÿíåìî
|∆j(S

u
i )′x(xj , t)| 6 |∆jg

′
i(ϕ̃

xj

i (0))||[ϕ̃x1

i ]x(0)| + |∆j [ϕ̃
xj

i ]x(0)||g′i(ϕ̃
x2

i (0))|+

+

t∫

0

[
(|∆j(fi)

′
x(ϕ̃

xj

i (τ), τ, ũ(ϕ̃
xj

i (τ), τ))|+

+

n∑

m=1

[|∆j(fi)
′
ũm

(ϕ̃
xj

i (τ, τ, ũ(ϕ̃
xj

i (τ), τ))|(ũm)′x(ϕ̃x1

i (τ), τ)+

+(fi)
′
ũm

(ϕ̃x2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x2

i (τ), τ))|∆j(ũm)′x(ϕ̃
xj

i (τ), τ)|])[ϕ̃x1

i ]x(τ)+

+
(
(fi)

′
x(ϕ̃x2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x2

i (τ), τ))+

+

n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕ̃x2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x2

i (τ), τ))(ũm)′x(ϕ̃x2

i (τ), τ)
)
|∆j [ϕ̃

xj

i ]x(τ)|
]
dτ 6
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6

(
G1 + g0e

2 + T0(f0(1 + L̃)(1 + nU1) + nFL1)e
2 + T0F (1 + nU1)

)
|∆xj |.ßêùî

T0

[
(f0(1 + nL̃)(1 + nU1) + nFL1)e

2 + F (1 + nU1)
]

6 1, (32)òî
|∆j(S

u
i )′x(xj , t)| 6 (G1 + g0e

2 + 1)|∆xj |.Äëÿ âèïàäêó χ̃
xj

i > 0, j = 1, 2 òàêîæ ïðîâåäåìî îöiíêè, ñ�îðìóëüîâàíi ó âèãëÿäiòàêèõ äâîõ ëåì.Ëåìà 6. Íåõàé tj ∈ [0, T0], j = 1, 2, (u, a) ∈ Q. Òîäi
|∆j [ϕ

ak(tj),tj

i ]x(τ)| 6

(
T0e

Λ(1+nU1)T0eλ0(1+nL)T0(H + 1 + Λ)(λ0(1 + nL)(1 + nU1)+

+nΛL1) + eΛ(1+nU1)T0Λ(1 + nU1)
)
|∆tj |.Çàóâàæåííÿ 4. Àíàëîãi÷íà îöiíêà ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ [ϕ̃

Sa
k ,tj

i ]x, i = 1, n, j = 1, 2.ßêùî
T0e

2(H + 1 + Λ)(λ0(1 + nU1)(1 + nL̃) + nΛL1) 6 1, (33)òî
|∆j [ϕ̃

Sa
k (tj),tj

i ]x(τ)| 6 k5|∆tj |,äå k5 = 1 + eΛ(1 + nU1).Ëåìà 7. Íåõàé tj ∈ [0, T0], j = 1, 2, (u, a) ∈ Q, à òàêîæ âèêîíóþòüñÿ óìîâèëåìè 2. Òîäi ïðàâèëüíà îöiíêà
|∆j [ϕ

ak(tj),tj

i ]t(τ)| 6

(
λ0(1 + nL)(H + 2)eΛ(1+nU1)T0 + Λ(T0e

Λ(1+nU1)T0×

×eλ0(1+nL)T0(H+ 1 + Λ)(λ0(1 + nL)(1 + nU1) + nΛL1) + eΛ(1+nU1)T0Λ(1 + nU1))
)
|∆tj |.Äîâåäåííÿ öèõ ëåì îäðàçó âèïëèâàþòü ç îçíà÷åíü �óíêöié ϕi(τ), i = 1, n.Çàóâàæåííÿ 5. Àíàëîãi÷íà îöiíêà âèêîíóþòüñÿ äëÿ [ϕ̃

Sa
k (tj),tj

i ]t, i = 1, n, j = 1, 2.Ïîçíà÷èìî k6 = λ0(1 + nL̃)(H + 2)e + Λk5. Òîäi
|∆j [ϕ̃

Sa
k (tj),tj

i ]t(τ)| 6 k6|∆tj |.Ç öèõ îöiíîê ìà¹ìî
|∆j(S

u
i )′x(Sa

k (tj), tj)| 6

[
g0(H + Λ)e2 + G1k5 + F (1 + nU1)e + T0(f0(1 + nL̃)×

×(1 + nU1) + nFL1)e
2(H + Λ) + T0F (1 + nU1)k5

]
|∆tj |.ßêùî æ

T0

(
(f0(1 + nL̃)(1 + nU1) + nFL1)e

2(H + Λ) + F (1 + nU1)k5

)
6 1, (34)òî

|∆j(S
u
i )′x(Sa

k (tj), tj)| 6 [g0(H + Λ)e2 + G1k5 + F (1 + nU1)e + 1]|∆tj | = k7|∆tj |.
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|∆j(S

u
i )′t(S

a
k (tj), tj)| 6

[
g0(H + Λ)e2Λ + G1k6 + f0(1 + nL̃)(H + 1) + ΛeF (1 + nU1)+

+T0(f0(1 + nL̃)(H + Λ)e(1 + nU1) + nFL1(H + Λ)e)eΛ + T0F (1 + nU1)k6

]
|∆tj |.Çàçíà÷èìî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

T0

(
(f0(1 + nL̃)(1 + nU1) + nFL1)(H + Λ)e2Λ + F (1 + nU1)k6

)
6 1, (35)òî

|∆j(S
u
i )′t(S

a
k (tj), tj)| 6 [g0(H + Λ)e2Λ + G1k6 + f0(1 + nL̃)(H + 1)+

+ΛeF (1 + nU1) + 1]|∆tj | = k8|∆tj |.Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
|(Su

i )′x(Sa
k (t), t)hk(t, a(t), u(a(t), t)) + (Su

i )′t(S
a
k (t), t)| 6

6 (G1e + 1)H + G1Λe + F + 1 = k9.Ïîâåðíåìîñÿ äî ïåðåâiðêè óìîâè H5 ïðè χ̃i > 0, òîáòî
|∆j(S

u
i )′x(xj , t)| 6

[
|∆j(µ

i
k)′t(χ̃

xj

i , Sa(χ̃
xj

i ), {Su
s (Sa

k′(χ̃
xj

i ), χ̃
xj

i )})|+

+

2∑

m=1

[
|∆j(µ

i
k)′am

(χ̃
xj

i , Sa(χ̃
xj

i ), {Su
s (Sa

k′ (χ̃
xj

i ), χ̃
xj

i )})|×

×hm(χ̃x1

i , a(χ̃x1

i ), u(a(χ̃x1

i ), χ̃x1

i )) + |(µi
k)′am

(χ̃x2

i , Sa(χ̃x2

i ), {Su
s (Sa

k′ (χ̃x2

i ), χ̃x2

i )})|×

×|∆jhm(χ̃
xj

i , a(χ̃
xj

i ), u(a(χ̃
xj

i ), χ̃
xj

i ))|
]
+

+
∑

s/∈Ik′

k′=1,2

(
|∆j(µ

i
k)′

wk′

s
(χ̃

xj

i , Sa(χ̃
xj

i ), {Su
s (Sa

k′(χ̃
xj

i ), χ̃
xj

i )})|×

×[(Su
s )′x(Sa

k′ (χ̃x1

i ), χ̃x1

i )hk′(χ̃x1

i , a(χ̃x1

i ), u(a(χ̃x1

i ), χ̃x1

i ))+

+(Su
s )′t(S

a
k′(χ̃x1

i ), χ̃x1

i )] + (µi
k)′

wk′

s
(χ̃x2

i , Sa(χ̃x2

i ), {Su
s (Sa

k′(χ̃x2

i ), χ̃x2

i )})×

×[|∆j(S
u
s )′x(Sa

k′(χ̃
xj

i ), χ̃
xj

i )|hk′ (χ̃x1

i , a(χ̃x1

i ), u(a(χ̃x1

i ), χ̃x1

i ))+

+|∆jhk′(χ̃
xj

i , a(χ̃
xj

i ), u(a(χ̃
xj

i ), χ̃
xj

i ))(Su
s )′x(Sa

k′)(χ̃x2

i ), χ̃x2

i )+

+|∆j(S
u
s )′t(S

a
k′)(χ̃

xj

i ), χ̃
xj

i )|]
)]

(χ̃x1

i )′x+

+
(
(µi

k)′t(χ̃
x2

i , Sa(χ̃x2

i ), {Su
s (Sa

k′ (χ̃x2

i ), χ̃x2

i )})+

+

2∑

m=1

(µi
k)′am

(χ̃x2

i , Sa(χ̃x2

i ), {Su
s (Sa

k′(χ̃x2

i ), χ̃x2

i )})×

×hm(χ̃x2

i , a(χ̃x2

i ), u(a(χ̃x2

i ), χ̃x2

i ))+

+
∑

s/∈Ik′

k′=1,2

(µi
k)′

wk′

s
(χ̃x2

i , Sa(χ̃x2

i ), {Su
s (Sa

k′(χ̃x2

i ), χ̃x2

i )})×

×[(Su
s )′x(Sa

k′ (χ̃x2

i ), χ̃x2

i )hk′(χ̃x2

i , a(χ̃x2

i ), u(a(χ̃x2

i ), χ̃x2

i ))+

+(Su
s )′t(S

a
k′(χ̃x2

i ), χ̃x2

i )]
)
|∆j(χ̃

xj

i )′x|+
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+|∆jfi(S

a
k (χ̃

xj

i ), χ̃
xj

i , ũ(Sa
k (χ̃

xj

i ), χ̃
xj

i ))|(χ̃x1

i )′x+

+|fi(S
a
k (χ̃x2

i ), χ̃x2

i , ũ(Sa
k (χ̃x2

i ), χ̃x2

i ))||∆j(χ̃
xj

i )′x|+

+

χ̃
x2
i∫

χ̃
x1
i

(
(fi)

′
x(ϕ̃x1

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x1

i (τ), τ)) +

n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕ̃x1

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x1

i (τ), τ))×

×(ũm)′x(ϕ̃x1

i (τ), τ)
)
[ϕ̃x1

i ]x(τ)dτ +

t∫

χ̃i
x2

[(
|∆j(fi)

′
x(ϕ̃

xj

i (τ), τ, ũ(ϕ̃
xj

i (τ), τ))|+

+

n∑

m=1

(
|∆j(fi)

′
ũm

(ϕ̃
xj

i (τ), τ, ũ(ϕ̃
xj

i (τ), τ))|(ũm)′x(ϕ̃x1

i (τ), τ)+

+(fi)
′
ũm

(ϕ̃x2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x2

i (τ), τ))|∆j(ũm)′x(ϕ̃
xj

i (τ), τ)|
))

[ϕ̃x1

i ]x(τ)+

+
(
(fi)

′
x(ϕ̃x2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x2

i (τ), τ)) +
n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕ̃x2

i (τ), τ, ũ(ϕ̃x2

i (τ), τ))×

×(ũm)′x(ϕ̃x2

i (τ), τ)
)
|∆j [ϕ̃

xj

i ]x(τ)|
]
dτ 6

6

[(
µ0(1 + 2H + 2nk1)(1 + 2H + 2nk9)+

+2Mh0(1 + 2(H + 1) + 2nL̃(H + 2)) + 2Mn(k7H + (G1e + 1)h0(1 + 2(H + 1)+

+2nL̃(H + 2)) + k8)
) 8

γ2
e2 + M(1 + 2H + 2nk9)k4+

+f0(1 + H)(1 + nL̃)
8

γ2
e2 + Fk4 + F (1 + nU1)

4

γ
e2 + 1

]
|∆xj | = k10|∆xj |.Ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ òà âèêîðèñòàâøè âæå çíàéäåíi îöiíêè, ìà¹ìî

|∆j(S
u
i )′x(x, tj)| 6 Λk10 + eΛ(1 + nU1)

( 2

γ
(M(1 + 2H + 2nk9) + F )+

+1 + eF (1 + nU1)
)
|∆tj | = k11|∆tj |.Îòæå, (Su

i )′x ∈ Lip(GSa

T0
, L1), i = 1, n, ÿêùî

max{k10, k11, G1 + g0e
2 + 1} 6 L1. (36)Òåïåð äîñëiäèìî ñòèñêóþ÷i âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà S â ïðîñòîði Q.Íåõàé (uj , aj) ∈ Q, j = 1, 2. �îçãëÿíåìî

|∆jS
aj

k (t)| 6

t∫

0

|∆jhk(τ, aj(τ), uj(aj(τ), τ))|dτ 6 2T0h0ρ(1 + n(1 + L)).Ïåðåéäåìî äî îöiíêè ðiçíèöü |∆j ũ
j
i (x, t)| i |∆j(ũ

j
i )

′
x(x, t)|, ÿêùî (x, t) ∈ GSa1

T0
∩

∩GSa2

T0
. �îçãëÿíåìî íàéçàãàëüíiøèé âèïàäîê ïîâåäiíêè íåâiäîìèõ ìåæ îáëàñòåé, òîá-òî (x, t) ∈ GSa1

T0
∩ GSa2

T0
: Sa2

1 (t) 6 x 6 Sa1

2 (t), 0 6 t 6 T0. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî
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1 (t) 6 a2
1(t) 6 a1

1(t). Òîäi óòâîðåíó îáëàñòü ìîæíà ðîçáèòè íà òðèïiäîáëàñòi i ïðîâåñòè îöiíêó íà êîæíié ç íèõ:I) Sa2

1 (t) 6 x 6 a2
1(t),

|∆j ũ
j
i (x, t)| 6

6 |(u1
i )x(a1

1(t), t)(x − a1
1(t)) + u1

i (a
1
1(t), t) − (u2

i )x(a2
1(t), t)(x − a2

1(t)) − u2
i (a

2
1(t), t)| 6

6 U1|a
1
1(t) − a2

1(t)| + L|a1
1(t) − a2

1(t)| + ρ 6 (2(H + 1)(L1 + 1) + U1 + L + 1)ρ = cρ;

|∆j(ũ
j
i )

′
x(x, t)| 6 |(u1

i )x(a1
1(t), t) − (u2

i )x(a2
1(t), t)| 6 ρ + L1ρ 6 (L1 + 1)ρ;II) a2

1(t) 6 x 6 a1
1(t),

|∆j ũ
j
i (x, t)| 6 |(u1

i )x(a1
1(t), t)(x − a1

1(t)) + u1
i (a

1
1(t), t) − u2

i (x, t)| 6

6 U1|a
1
1(t) − a2

1(t)| + L|a1
1(t) − a2

1(t)| + ρ 6 (L + U1 + 1)ρ;

|∆j(ũ
j
i )

′
x(x, t)| 6 |(u1

i )x(a1
1(t), t) − (u2

i )x(x, t)| 6 ρ + L1ρ 6 (L1 + 1)ρ;III) a1
1(t) 6 x,

|∆j ũ
j
i (x, t)| 6 |u1

i (x, t) − u2
i (x, t)| 6 ρ;

|∆j(ũ
j
i )

′
x(x, t)| 6 |(u1

i )x(x, t) − (u2
i )x(x, t)| 6 ρ.Òåïåð îäåðæèìî äëÿ âèïàäêó Sa2

1 (t) 6 a1
2(t) 6 a1

1(t) çàãàëüíó îöiíêó
|∆j ũ

j
i (x, t)| 6 cρ, |∆j(ũ

j
i )

′
x(x, t)| 6 (L1 + 1)ρ.Âñi iíøi âèïàäêè áóäóòü ëèøå ÷àñòêîâèìè ïiäâèïàäêàìè ðîçãëÿíóòîãî.Ïðàâèëüíi òàêi ëåìè.Ëåìà 8. Íåõàé (x, t) ∈ GSa1

T0
∩ GSa2

T0
, (uj , aj) ∈ Q, j = 1, 2. Òîäi �óíêöiÿ ϕi(τ)çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

|∆jϕ
ũj

i (τ)| 6 λ0neλ0T0(1+nL̃)T0cρ.Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ ëåìè 1.Ç ïîïåðåäíiõ ïðèïóùåíü îäåðæó¹ìî
|∆jϕ

ũj

i (τ)| 6 λ0enT0cρ.Ëåìà 9. Íåõàé (x, t) ∈ GSa1

T0
∩GSa2

T0
, (uj , aj) ∈ Q, j = 1, 2 i äëÿ �iêñîâàíîãî k ∈ {1, 2}

ϕũj

i (χũj ,Saj

i ) = Saj

k (χũj ,Saj

i ), j = 1, 2, à ïàðàìåòðè U òà T0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè(9), (24). Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
|∆jχ

ũj ,Saj

i | 6
4

γ
eλ0(1+nL̃)T0λ0nT0cρ +

8

γ
T0h0ρ(1 + n(L + 1)).Äîâåäåííÿ. Íåõàé k = 1 i χũ1,Sa1

i > χũ2,Sa2

i . �îçãëÿíåìî ðiçíèöþ ϕũ2

i (τ) −Sa2

1 (τ). Çàòåîðåìîþ Ëàãðàíæà ñïpàâäæó¹òüñÿ îöiíêà
|ϕũ2

i (χũ1,Sa1

i ) − Sa2

1 (χũ1,Sa1

i )| = |λi(ϕ
ũ2

i (τ0), τ0, ũ
2(ϕũ2

i (τ0), τ0))−

−h1(τ0, a
2(τ0), u

2(a2(τ0), τ0))||∆jχ
ũj ,Saj

i | >
γ

4
|∆jχ

ũj ,Saj

i |.
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|∆jχ

ũj ,Saj

i | 6
4

γ
|∆jϕ

ũj

i (χũ1,Sa1

i )| +
4

γ
|∆jS

aj

1 (χũ1,Sa1

i )| 6

6
4

γ
eλ0(1+nL̃)T0λ0nT0cρ +

8

γ
T0h0ρ(1 + n(L + 1)).

�Ïðè âèêîíàííi ïðèïóùåíü òåîðåìè 1 îöiíêà ç öi¹¨ ëåìè äåùî ñïðîñòèòüñÿ
|∆jχ

ũj ,Saj

i | 6
4

γ
enλ0T0cρ +

8

γ
T0h0ρ(1 + n(L + 1)).Ëåìà 10. Íåõàé (x, t) ∈ GSa1

T0
∩ GSa2

T0
, (uj , aj) ∈ Q, j = 1, 2. Òîäi

|∆j [ϕ
ũj

i ]x(τ)| 6 k12T0ρ,äå k12 = λ0(n(1 + nL̃)T0λ0e
λ0(1+nL̃)T0 + 1)(1 + nU1)e

Λ(1+nU1)T0c+

+nΛ(L1λ0T0 eλ0(1+nL̃)T0 + 1)eΛ(1+nU1)T0(L1 + 1).Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå.Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíi óìîâè, à òàêîæ ïðèïóùåííÿ
L1λ0T0e 6 1, (37)îäåðæó¹ìî

|∆j [ϕ
ũj

i ]x(τ)| 6 k13T0ρ,äå k13 = λ0(e + 1)(1 + nU1) + enc + 2Λn(L1 + 1).Ââåäåìî iíøó ìåòðèêó
ρ0((u

1, a1), (u2, a2)) = max
{

max
k=1,2
t∈[0,T ]

|a1
k(t) − a2

k(t)|, max
16i6n

(x,t)∈Ga1

T ∩Ga2

T

|u1
i (x, t) − u2

i (x, t)|
}i ïîçíà÷èìî ρ0 = ρ0((u

1, a1), (u2, a2)).Çàóâàæèìî, ùî ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ÿê i ïîïåðåäíüî, îòðèìó¹ìî
ρ0((ũ

1, a1), (ũ2, a2)) 6 cρ0.Íàñòóïíi î÷åâèäíi îöiíêè ñ�îðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi äâîõ äîïîìiæíèõ ëåì.Ëåìà 11. Íåõàé (x, t) ∈ GSa1

T0
∩ GSa2

T0
, (uj , aj) ∈ Q, j = 1, 2. Òîäi

|∆j [ϕ
ũj

i ]t(τ)| 6 Λk12T0ρ + λ0neΛ(1+nU1)T0cρ0.Ëåìà 12. Íåõàé (x, t) ∈ GSa1

T0
∩ GSa2

T0
, (uj , aj) ∈ Q, j = 1, 2. Òîäi

|∆j(χ
ũj ,Saj

i )′x| 6

[ 2

γ
k12 +

4

γ2
eΛ(1+nU1)T0λ0c

(
Λ(1 + nU1)neλ0(1+nL̃)T0+

+2(1 + nL̃)h0(1 + n(L + 1))
)

+
16

γ3
eΛ(1+nU1)T0eλ0(1+nL̃)T0λ0n(1 + nL̃)c×

×(h0(H + 1) + λ0(H + 1))
]
T0ρ +

[ 4

γ2
neΛ(1+nU1)T0(h0(1 + n(L + 1)) + λ0n)

]
cρ0.



�ËÀÄÊÀ �ÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÊÂÀÇIËIÍIÉÍÎ� �IÏÅ�ÁÎËI×ÍÎ� ÇÀÄÀ×I... 31Çãiäíî ç ïîïåðåäíiìè ïðèïóùåííÿìè
|∆j [ϕ

ũj

i ]t(τ)| 6 Λk13T0ρ + λ0encρ0, |∆j(χ
ũj ,Saj

i )′x| 6 k14T0ρ + k15ρ0,äå k14 =
2

γ
k13 +

4

γ2
eλ0n

(
Λe(1+nU1)+(1+nL̃)h0(1+n(L+1))

)
c+

16

γ3
e2nλ0(1+nL̃)c×

×
(
h0(H+2)+λ0(H +1)

), k15 =
4

γ2
en

(
h0(1+n(L+1))+2λ0n

)
c. Ïåðåéäåìî äî îöiíêèðiçíèöi |∆jS

uj

i (x, t)|. Íåõàé (x, t) ∈ GSa1

T0
∩ GSa2

T0
, (uj , aj) ∈ Q, j = 1, 2. �îçãëÿíåìîðiçíi âèïàäêè ïîâåäiíêè õàðàêòåðèñòèê, ïðèïóñòèâøè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

2(H + Λ)T0 6 a0
2 − a0

1. (38)Íåõàé χũj ,Saj

i = 0, j = 1, 2. Òîäi
|∆jS

uj

i (x, t)| 6 |∆jgi(ϕ
ũj

i (0))| +

t∫

0

|∆jfi(ϕ
ũj

i (τ), τ, ũj(ϕũj

i (τ), τ))|dτ 6

6 g0λ0nT0ecρ + T0f0(1 + nL̃)λ0nT0ecρ + T0f0ncρ 6 k16T0ρ,äå k16 = [g0λ0ne + f0n(e + 1)]c.ßêùî æ χũj ,Saj

i > 0, ϕũj

i (χũj ,Saj

i ) = Saj

1 (χũj ,Saj

i ), j = 1, 2 i äëÿ âèçíà÷åíîñòi
χũ1,Sa1

i < χũ2,Sa2

i , òî îáèäâi õàðàêòåðèñòèêè ïåðåòèíàþòü ëiâó ái÷íó ìåæó âiäïîâiä-íî¨ îáëàñòi. Ìà¹ìî îöiíêó
|∆jS

uj

i (x, t)| 6

∣∣∣∆jµ
k
i

(
χũj ,Saj

i , Saj

(χũj ,Saj

i ){Suj

s (Saj

k′ (χũj ,Saj

i ), χũj ,Saj

i )}
)∣∣∣+

+

t∫

χũ2,Sa2

i

|∆jfi(ϕ
ũj

i (τ), τ, ũj(ϕũj

i (τ), τ))|dτ +

χũ2,Sa2

i∫

χũ1,Sa1

i

|fi(ϕ
ũ1

i (τ), τ, ũ1(ϕũ1

i (τ), τ))|dτ 6

6

(
(µ0(1 + 2H + 2nk1(H + 1)) + F )

4

γ

(
λ0ne + 2h0(1 + n(L̃ + 1))

)
c+

+2µ0(1 + nk1)2h0(1 + n(L + 1))c + nµ0k16 + f0n(e + 1)c
)
T0ρ.Íåõàé χũ1,Sa1

i > 0, χũ2,Sa2

i = 0, ϕũ1

i (χũ1,Sa1

i ) = Sa1

1 (χũ1,Sa1

i ). Öåé âèïàäîê çâî-äèòüñÿ äî äâîõ ïîïåðåäíiõ. Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ öüîãî âèçíà÷èìî òàêi �óíêöi¨
a3
1(t) = max{a1

1(t), a
2
1(t)}, a2

2(t) = min{a1
2(t), a

2
2(t)},

uα(x, t) = αu1(x, t) + (1 − α)u2(x, t), α ∈ [0, 1].Ëåãêî áà÷èòè òàêå: ÿêùî (u1, a1) ∈ Q, (u2, a2) ∈ Q, òî (uα(x, t), a3(t)) ∈ Q äëÿâñiõ α. �îçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòèêó x = ϕ(τ ; x, t, αu1+(1−α)u2) = ϕα(τ). Çàóâàæèìî,ùî ϕα(τ) íåïåðåðâíà çà ïàðàìåòðîì α. Òîäi iñíó¹ òàêå α0, ϕα0(0) = a0
1. Ïîçíà÷èìî

u3 = uα0 . �îçãëÿíåìî ðiçíèöþ
|∆jS

uj

i (x, t)| 6 |Su1

i (x, t) − Su3

i (x, t)| + |Su3

i (x, t) − Su2

i (x, t)| 6
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6

(
(µ0(1 + 2H + 2nk1(H + 1)) + F )

4

γ
(λ0ne + 2h0(1 + n(L + 1)))c + 2µ0(1 + nk1)×

×2h0c(1 + n(L + 1)) + nµ0k16 + f0n(e + 1)c
)
T0 · max

16i6n

(x,t)∈Ga1

T ∩Ga3

T

|u1
i − u3

i | + k16T0×

× max
16i6n

(x,t)∈Ga2

T ∩Ga3

T

|u3
i − u2

i | 6

(
(µ0(1 + 2H + 2nk1(H + 1)) + F )

4

γ
(λ0ne+

+2h0(1 + n(L + 1)))c + 2µ0(1 + nk1)2h0(1 + n(L + 1))c+

+(1 + nµ0)k16 + f0n(e + 1)c
)
T0 · max

16i6n

(x,t)∈Ga1

T ∩Ga2

T

|u1
i − u2

i | 6

6

(
(µ0(1 + 2H + 2nk1(H + 1)) + F )

4

γ
(λ0ne + 2h0(1 + n(L + 1)))c+

+2µ0(1 + nk1)2h0(1 + n(L + 1))c + (1 + nµ0)k16 + f0n(e + 1)c
)
T0ρ = k17T0ρ.Îòæå, â áóäü-ÿêîìó ç öèõ âèïàäêiâ ïðàâèëüíà îöiíêà

|∆jS
uj

i (x, t)| 6 k17T0ρ.Òîìó
ρ0((S

u1

, Sa1

), (Su2

, Sa2

)) 6 max{2h0(1 + n(L + 1)), k17}T0ρ = K1T0ρ.Òåïåð îöiíèìî |∆j(S
uj

i )′x| ïðè íàâåäåíèõ âèïàäêàõ ïîâåäiíêè õàðàêòåðèñòèê.Íåõàé ìà¹ìî χũj ,Saj

i = 0, j = 1, 2. Òîäi
|∆j(S

uj

i )′x(x, t)| 6 |∆jg
′
i(ϕ

ũj

i (0))|[ϕũ1

i ]x(0) + g′i(ϕ
ũ2

i (0))|∆j [ϕ
ũj

i ]x(0)|+

+

t∫

0

(
|∆j(fi)

′
x(ϕũj

i (τ), τ, ũj(ϕũj

i (τ), τ))|+

+

n∑

m=1

|∆j(fi)
′
ũm

(ϕũj

i (τ), τ, ũj(ϕũj

i (τ), τ))|(ũ1
m)′x(ϕũ1

i (τ), τ)+

+

n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕũ2

i (τ), τ, ũ2(ϕũ2

i (τ), τ))|∆j (ũ
j
m)′x(ϕũj

i (τ), τ)|
)
[ϕũ1

i ]x(τ)dτ+

+

t∫

0

(
(fi)

′
x(ϕũ2

i (τ), τ, ũ2(ϕũ2

i (τ), τ))|+

+
n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕũ2

i (τ), τ, ũ2(ϕũ2

i (τ), τ))(ũ2
m)′x(ϕũ2

i (τ), τ)
)
|∆j [ϕ

ũj

i ]x(τ)|dτ 6

6 g0λ0ne2T0cρ + G1k13T0ρ + T0ec
(
(1 + nU1)f0(1 + nL̃)λ0enT0ρ+

+(1 + nU1)f0nρ + nFL1λ0neT0ρ + nFρ
)

+ T0F (1 + nU1)k13T0ρ 6

6 [g0ne2λ0c + (G1 + 1)k13 + f0en(1 + nU1)(e + 1)c + 2nFec]T0ρ = k18T0ρ.
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|∆j(S

uj

i )′t(x, t)| 6 |∆jg
′
i(ϕ

ũj

i (0))|[ϕũ1

i ]t(0) + g′i(ϕ
ũ2

i (0))|∆j [ϕ
ũj

i ]t(0)|+

+|∆jfi(x, t, ũj(x, t))| +

t∫

0

(
|∆j(fi)

′
x(ϕũj

i (τ), τ, ũj(ϕũj

i (τ), τ))|+

+

n∑

m=1

|∆j(fi)
′
ũm

(ϕũj

i (τ), τ, ũj(ϕũj

i (τ), τ))|(ũ1
m)′x(ϕũ1

i (τ), τ)+

+

n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕũ2

i (τ), τ, ũ2(ϕũ2

i (τ), τ))|∆j (ũ
j
m)′x(ϕũj

i (τ), τ)|
)
[ϕũ1

i ]t(τ)dτ+

+

t∫

0

(
(fi)

′
x(ϕũ2

i (τ), τ, ũ2(ϕũ2

i (τ), τ))|+

+

n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕũ2

i (τ), τ, ũ2(ϕũ2

i (τ), τ))(ũ2
m)′x(ϕũ2

i (τ), τ)
)
|∆j [ϕ

ũj

i ]t(τ)|dτ 6

6 g0λ0ne2T0ρΛec + G1k13ΛT0ρ +
(
G1λ0enρ0 + f0nρ0+

+T0Λe
(
(1 + nU1)f0(1 + nL̃)λ0neT0ρ + (1 + nU1)f0nρ + nFL1λ0neT0ρ+

+nFρ
))

c + T0F (1 + nU1)k13ΛT0ρ + T0F (1 + nU1)λ0encρ0 6

6 [g0ne2λ0Λ + (G1 + Λ)k13 + f0Λne(1 + nU1)(e + 1) + 2nΛFe]T0ρ+

+[f0n + λ0en(G1 + 1)]ρ0 6 k19T0ρ + k20ρ0,äå k19 = g0λ0ne2Λc + (G1 + Λ)k13 + [ef0n(1 + nU1)(e + 1) + 2nF ]eΛc,
k20 = ((G1 + 1)λ0ne + f0n)c.Îöiíèìî ïîïåðåäíüî

|∆j [ϕ
Saj

k

i ]t(τ)| 6 |∆jλi(S
aj

k (t), t, ũ(Saj

k (t), t))|e+

+Λe
(
|∆j(λi)

′
x(ϕ

Saj

k

i (θ), θ, ũ(ϕ
Saj

k

i (θ), θ))| + nU1|∆j(λi)
′
ũm

(ϕ
Saj

k

i (θ), θ, ũ(ϕ
Saj

k

i (θ), θ))|+

+nΛ|∆j(ũm)(ϕ
Saj

k

i (θ), θ)|
)

6 λ0e(1 + nL̃)2T0h0ρ(1 + n(1 + L))+

+Λe(1 + nU1)λ0(1 + nL̃)e2T0h0ρ(1 + n(1 + L)) + neΛ2L1e2T0h0ρ(1 + n(1 + L)) =

= 2eh0(1 + n(L + 1))[λ0(1 + nL̃)(1 + Λe(1 + nU1)) + neL1Λ
2]T0ρ = k21T0ρ.Òåïåð ìîæåìî ðîçãëÿíóòè

|∆j(S
u
i )′t(S

aj

k (t), t)| 6 |∆jg
′
i(ϕ

Saj

k

i (0))|[ϕ
Sa1

k

i ]t(0) + g′i(ϕ
Sa2

k

i (0))|∆j [ϕ
Saj

k

i ]t(0)|+

+|∆jfi(S
aj

k (t), t, ũ(Saj

k (t), t))| +

t∫

0

(
|∆j(fi)

′
x(ϕ

Saj

k

i (τ), τ, ũ(ϕ
Saj

k

i (τ), τ))|+

+

n∑

m=1

|∆j(fi)
′
ũm

(ϕ
Saj

k

i (τ), τ, ũ(ϕ
Saj

k

i (τ), τ))|(ũm)′x(ϕ
Sa1

k

i (τ), τ)+
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+

n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕ
Sa2

k

i (τ), τ, ũ(ϕ
Sa2

k

i (τ), τ))|∆j(ũm)′x(ϕ
Saj

k

i (τ), τ)|
)
[ϕ

Sa1

k

i ]t(τ)dτ+

+

t∫

0

(
(fi)

′
x(ϕ

Sa2

k

i (τ), τ, ũ(ϕ
Sa2

k

i (τ), τ))|+

+

n∑

m=1

(fi)
′
ũm

(ϕ
Sa2

k

i (τ), τ, ũ(ϕ
Sa2

k

i (τ), τ))(ũm)′x(ϕ
Sa2

k

i (τ), τ)
)
|∆j [ϕ

Saj

k

i ]t(τ)|dτ.Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
ΛFe2nL1T0 6 1. (39)Òîäi

|∆j(S
u
i )′t(S

aj

k )(t), t)| 6 [(G1 +1)k19 +(g0Λe2 + f0(1+nL̃)(e+1)+1)2h0(1+n(L+1))]×

×(L + U1 + 1)T0ρ = k22T0ρ.Äëÿ âèïàäêó χũj ,Saj

i > 0, j = 1, 2, äëÿ âèçíà÷åíîñòi ϕũj

i (χũj ,Saj

i ) = Saj

1 (χũj ,Saj

i ),
j = 1, 2, ìà¹ìî
|∆j(S

uj

i )′x(x, t)| 6
2

γ
e
∣∣∣∆j(µ

k
i )′t

(
χũj ,Saj

i , Saj

(χũj ,Saj

i ){Suj

s (Saj

k′ (χũj ,Saj

i ), χũj ,Saj

i )}
)∣∣∣+

+
4

γ
eH

∣∣∣∆j(µ
k
i )′am

(
χũj ,Saj

i , Saj

(χũj ,Saj

i ){Suj

s (Saj

k′ (χũj ,Saj

i ), χũj ,Saj

i )}
)∣∣∣+

+
4

γ
eM |∆jhm(χũj ,Saj

i , aj(χũj ,Saj

i ), uj(aj(χũj ,Saj

i ), χũj ,Saj

i ))|+

+
4

γ
enk9

∣∣∣∆j(µ
k
i )′

wk′

s

(
χũj ,Saj

i , Saj

(χũj ,Saj

i ){Suj

s (Saj

k′ (χũj ,Saj

i ), χũj ,Saj

i )}
)∣∣∣+

+
4

γ
enMH |∆j(S

uj

s )′x(Saj

k′ (χũj ,Saj

i ), χũj ,Saj

i )|+

+
4

γ
enMU1|∆jhk′ (χũj ,Saj
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e(H(1 + nU1)h0(1 + nL̃) + nMk20)ρ0 = k22T0ρ + k24ρ0.�îçãëÿíåìî îñòàííié ìîæëèâèé âèïàäîê ïîâåäiíêè õàðàêòåðèñòèê, à ñàìå

χũ1,Sa1

i > 0, χũ2,Sa2

i = 0. Àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ ðiçíèöi ∆jS
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i (x, t) âií çâîäèòüñÿ äîäâîõ ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ, à ñàìå
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i )′x(x, t) − (Su3

i )′x(x, t)| + |(Su3

i )′x(x, t) − (Su2

i )′x(x, t)| 6
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6 k23T0 · max

16i6n

(x,t)∈Ga1

T ∩Ga3

T

|(u1)′x − (u3)′x| + k24 · max
16i6n

(x,t)∈Ga1

T ∩Ga3

T

|u1 − u3| + k16T0×

× max
16i6n

(x,t)∈Ga2

T ∩Ga3

T

|(u2)′x − (u3)′x| 6 max{k18, k23}T0ρ + k24ρ0.Îòîæ, ó áóäü-ÿêîìó ç ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêiâ ïðàâèëüíà îöiíêà
|∆j(S

uj

i )′x(x, t)| 6 max{k18, k23}T0ρ + k24ρ0 = K2T0ρ + k24ρ0.Îòæå,
ρ((Su1

, Sa1

), (Su2

, Sa2

)) 6 max{K1, K2}T0ρ + k24ρ0.Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîð S íå ¹ ñòèñêóþ÷èì. �îçãëÿíåìî éîãî êâàäðàò
ρ((S2u1, S2a1), (S2u2, S2a2)) 6 max{K1, K2}T0ρ((Su1

, Sa1

), (Su2

, Sa2

))+

+k24ρ0((S
u1

, Sa1

), (Su2

, Sa2

)) 6 max{K1, K2}T0(max{K1, K2}T0ρ + k24ρ)+

+k24K1T0ρ = K3T0ρ.Çâiäñè, ÿêùî T0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
K3T0 6 1, (40)òî âiäîáðàæåííÿ S2 : Q → Q áóäå ñòèñêóþ÷èì.Çàçíà÷èìî, ùî ñóêóïíiñòü óñiõ íàêëàäåíèõ óìîâ ¹ ñóìiñíîþ. Ñïðàâäi, çà�iê-ñó¹ìî äîñòàòíüî ìàëi U, T0, ùîá âèêîíóâàëàñü (9). Âèáåðåìî òåïåð äîñòàòíüî âåëè-êèé ïàðàìåòð L, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü (27), à ïîòiì çà�iêñó¹ìî U1 çãiäíîç (30). Äàëi çà äîïîìîãîþ (36) âèçíà÷à¹ìî L1 òà çìåíøó¹ìî T0, ùîá çàäîâîëüíèòèíåðiâíîñòi (14), (16), (17), (19)-(25), (28), (29), (31)-(35), (37)-(40).Çàóâàæåííÿ 6. Íåõàé Û 6 U, Û1 > U, L̂ > L, òîäi iñíó¹ L̃1 > L1, òàêå ùî äëÿäîâiëüíîãî L̂1 > L̃1 iñíó¹ T̃0 6 T0, ïðè ÿêîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî T̂0 6 T̃0 îïåðàòîð S âïðîñòîði Q(T̂0, Û , Û1, L̂, L̂1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè Áàíàõà.Íåõàé óñi çàçíà÷åíi îáìåæåííÿ âèêîíóþòüñÿ. Òîäi çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî ñòèñ-êóþ÷i âiäîáðàæåííÿ iñíó¹ ¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà îïåðàòîðà S â ïðîñòîði Q, ÿêà i áóäåêëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(5).Ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé. Ìiðêó¹ìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùîiñíóþòü äâà íàáîðè �óíêöié (u0, a0) ∈ Q, (u1, a1) ∈

(
C1

L(Ga
T0

)
)n

×
(

C
1[0, T0]

)2

, ùî ¹ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (1)-(5).Ïîçíà÷èìî
Υ1 = {t ∈ [0, T0] : a0(t) 6= a1(t)}, T1 = inf Υ1,

Υ2 = {t ∈ [0, T1] : u0(x, t) 6= u1(x, t) äëÿ äåÿêîãî (x, t) ∈ Ga0

T0
, }, T2 = inf Υ2.Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî T2 = 0. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó (1),(2), (5) ç òàêèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè:

a(0) = a0(0),

u(x, 0) = g0(x), a0
1(0) 6 x 6 a0

2(0), g0(x) = u0(x, 0) = u1(x, 0).



36 �óñëàí ÀÍÄ�ÓÑßÊ, Íàòàëÿ ÁÓ�ÄÅÉÍÀ, Âîëîäèìèð ÊÈ�ÈËÈ×Çàçíà÷èìî, ùî âèáðàâøè ïàðàìåòðè Û1, L̂, L̂1 � äîñòàòíüî âåëèêèìè, à ïàðà-ìåòðè Û , T̂0 � äîñòàòíüî ìàëèìè, ìè çàáåçïå÷èìî íàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (u0, a0) òà
(u1, a1) ïðîñòîðó Q(T̂0, Û , Û1, L̂, L̂1) íà [0, T̂0]. Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 6 îïåðàòîð S âöüîìó ïðîñòîði çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè Áàíàõà, ïðè÷îìó ìà¹ äâi ðiçíi íåðóõîìiòî÷êè.Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî T2 = T0, òîìó a0 = a1 íà [0, T0], u0 = u1íà Ga0

T0
. Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.Çàóâàæåííÿ 7. Çàïðîïîíîâàíà ñõåìà äîâåäåííÿ òåîðåìè äà¹ çìîãó, ç íåçíà÷íèìèçìiíàìè, îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, ÿêùî (2) çàìiíèòè, ÿê çàïðîïîíîâàíî â [7℄-[8℄,ñïiââiäíîøåííÿì

dmak

dtm
= hk(t, a(t), a′(t), ..., a(m−1)(t), u(a, t)), k = 1, 2.
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Ï�Î ÎÄÍÓ ÇÀÄÀ×Ó ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� �ÎÇØÈ�ÅÍÎ�Î ÔÎÍÄÎÂÎ�Î ... 39êîìïîíåíò, à é ãëèáèíè õåäæóâàííÿ (àáî �îðñóâàííÿ) êîæíî¨ ðèçèêîâî¨ êîìïîíåíòèîïöiîíàìè.ßêùî äîõiäíîñòi êîìïîíåíò ïîðò�åëÿ ââàæàòè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç âi-äîìèìè éìîâiðíiñíèìè ðîçïîäiëàìè, òî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó äîõiäíîñòi ïîðò�åëÿìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, âiäîìèì ÷èñåëüíèì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Îäíàê öåéìåòîä ïåðåäáà÷à¹ ãðîìiçäêó îá÷èñëþâàëüíó ïðîöåäóðó � äåñÿòêè òèñÿ÷ îïåðàöiéíà îäíó òî÷êó ìåæi å�åêòèâíîñòi ïîðò�åëÿ. Äëÿ îá'¹ìíèõ ðîçøèðåíèõ �îíäîâèõïîðò�åëiâ ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ çàéìà¹ íåâèïðàâäàíî áàãàòîîïåðàòèâíîãî ÷àñó.Îäíèì ç ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ âèõîäó ç öi¹¨ ñèòóàöi¨ ¹ ìîäåëüíà çìiíà ñïîñîáóâðàõóâàííÿ íåâèçíà÷åíîñòi ïiä ÷àñ �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨: ïåðåõiä âiäâèïàäêîâèõ âåëè÷èí äî íå÷iòêèõ âåëè÷èí ó ðàìêàõ íå÷iòêî-ìíîæèííî¨ òåîði¨ [3℄.Çîêðåìà, â [4℄ â ðàìêàõ öi¹¨ òåîði¨ çàïðîïîíîâàíèé ÷èñåëüíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿçàäà÷i ïðî îïòèìiçàöiþ �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ àêöié, õåäæîâàíîãî put-îïöiîíàìè. Âîñíîâó öüîãî ìåòîäó ïîêëàäåíî iòåðàöiéíèé âèáið ÷àñòêîâîãî ñïiââiäíîøåííÿ êîì-ïîíåíò ðîçøèðåíîãî �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ ç íàñòóïíèì óòî÷íåííÿì ãëèáèíè õåäæó-âàííÿ êîæíî¨ ðèçèêîâî¨ êîìïîíåíòè îïöiîíàìè.Â ðàìêàõ íå÷iòêî-ìíîæèííî¨ òåîði¨ ìè ïðîïîíó¹ìî îäèí ç ìîæëèâèõ âàðiàíòiâçâåäåííÿ çàäà÷i ïðî îïòèìiçàöiþ �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ àêöié, õåäæîâàíèõ put-îïöiî-íàìè ¹âðîïåéñüêîãî ñòèëþ, äî åêâiâàëåíòíî¨ çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.Öå äà¹ çìîãó (â çàãàëüíîìó âèïàäêó íà ïiäñòàâi ìåòîäó äå�àçè�iêàöi¨ [5℄) å�åêòèâ-íî âèêîðèñòîâóâàòè ñòàíäàðòíi ïðèêëàäíi ïàêåòè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷îïòèìiçàöi¨.2. Ôîðìóëþâàííÿ íå÷iòêî¨ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ òà ñõåìà ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàí-íÿ. Íåõàé iíâåñòîð õî÷å ñ�îðìóâàòè �îíäîâèé ïîðò�åëü ç n òèïiâ àêöié i íåïëàíó¹ çìiíþâàòè öåé ïîðò�åëü ïðîòÿãîì äåÿêîãî ïåðiîäó T . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xi

(i = 1, n) � âiäíîñíó ÷àñòêó àêöi¨ i-ãî òèïó â ïîðò�åëi, à ÷åðåç ri (i = 1, n) � �iíàëüíóäîõiäíiñòü àêöi¨ i-ãî òèïó â ìîìåíò ÷àñó T .Íà ïiäñòàâi åêñïåðòíèõ äàíèõ âiäîìî, ùî ðèíêîâà öiíà êîìïîíåíò ïîðò�åëÿ âìåæàõ ïåðiîäó T ìîæå çíèçèòèñÿ, òîìó iíâåñòîð õåäæó¹ êîæíó àêöiþ put-îïöiîíàìè¹âðîïåéñüêîãî ñòèëþ ç òåðìiíîì äi¨ T íà ãëèáèíó δi ∈ [0, 1] (i = 1, n): ÿêùî δi = 0,õåäæóâàííÿ íåìà¹ (îïöiîíó íà àêöiþ i-ãî òèïó íåìà¹), ÿêùî δi = 1, òî àêöiÿ i-ãîòèïó õåäæîâàíà ïîâíiñòþ (õåäæîâàíà êîæíà ãðîøîâà îäèíèöÿ âàðòîñòi àêöi¨).Îòæå, â çàçíà÷åíèõ óìîâàõ iíâåñòîð �îðìó¹ ðîçøèðåíèé �îíäîâèé ïîðò�åëü,ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç n òèïiâ àêöié i n íàáîðiâ put-îïöiîíiâ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xi

(i = n + 1, 2n) � âiäíîñíó ÷àñòêó çáiðêè "àêöiÿ (i − n)-ãî òèïó � put-îïöiîí ç
i-ãî íàáîðó, ÿêèé ïîâíiñòþ õåäæó¹ öþ àêöiþ, à ÷åðåç ri (i = n + 1, 2n) � �iíàëüíóäîõiäíiñòü öi¹¨ çáiðêè â ìîìåíò ÷àñó T . Âñüîãî ðîçøèðåíèé ïîðò�åëü ìiñòèòü 2nêîìïîíåíò ç âiäíîñíèìè ÷àñòêàìè xi (i = 1, 2n), ïðè÷îìó

2n
∑

i=1

xi = 1, (1)

0 6 xi 6 1. (2)Íåõàé ó ìîìåíò �îðìóâàííÿ ðîçøèðåíîãî �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ ñòîñîâíî îñíîâ-íèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü êîæíó éîãî ñêëàäîâó, íàÿâíà òàêà ií�îðìàöiÿ.



40 Ìèêîëà ÁÓ��IÉ1. �èíêîâà öiíà àêöi¨ i-ãî òèïó ñòàíîâèòü Si,0 (i = 1, n).2. Íà ïiäñòàâi åêñïåðòíèõ äàíèõ çíàéäåíî, ùî íà ìîìåíò ÷àñó T ðèíêîâà öiíààêöi¨ i-ãî òèïó áóäå â iíòåðâàëi [Si,min, Si,max] (i = 1, n), òîáòî áóäå íå÷iòêèì÷èñëîì ïðÿìîêóòíîãî âèãëÿäó [3℄.3. �èíêîâà öiíà put-îïöiîíó ç i-ãî íàáîðó ñòàíîâèòü Ci,p (i = n + 1, 2n).4. Ñòðàéê-öiíà àêöi¨ i-ãî òèïó (öiíà âèêîíàííÿ âiäïîâiäíîãî put-îïöiîíó) ñòàíî-âèòü Xi,p (i = n + 1, 2n), ïðè÷îìó Si−n,min < Xi,p < Si−n,max (i = n + 1, 2n).Íà ïiäñòàâi öèõ äàíèõ ìîæíà îá÷èñëèòè íå÷iòêó äîõiäíiñòü ðîçøèðåíîãî �îí-äîâîãî ïîðò�åëÿ â ìîìåíò ÷àñó T .Ñïðàâäi, ÿêùî õåäæóâàííÿ àêöi¨ i-ãî òèïó íåìà¹ (δi = 0), òî äîõiäíiñòü öi¹¨ àêöi¨â ìîìåíò ÷àñó T õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íå÷iòêèì ÷èñëîì ra
i ïðÿìîêóòíîãî âèãëÿäó

ra
i = [ra

i,min, ra
i,max] =

[

Si,min − Si,0

T · Si,0

,
Si,max − Si,0

T · Si,0

]

(i = 1, n). (3)Îñêiëüêè àáñîëþòíèé ïðèáóòîê Ii,p, (i = n + 1, 2n) put-îïöiîíó ¹âðîïåéñüêîãîñòèëþ ç i-ãî íàáîðó â ìîìåíò ÷àñó T çà óìîâè 100% õåäæóâàííÿ âiäïîâiäíî¨ àêöi¨
(δi = 1) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëîþ [6℄

Ii,p = max{0, Xi,p − Si−n} − Ci,p =

{

Xi,p − Si−n − Ci,p, Xi,p > Si−n,

−Ci,p, Xi,p 6 Si−n,äå Si−n (i = n + 1, 2n) � ðèíêîâà öiíà âiäïîâiäíî¨ àêöi¨ â ìîìåíò ÷àñó T , òî äîõiäíiñòüçáiðêè "àêöiÿ i− ãî òèïó � put-îïöiîí ç i-ãî íàáîðó" â ìîìåíò ÷àñó T õàðàêòåðè-çó¹òüñÿ íå÷iòêèì ÷èñëîì ro
i ïðÿìîêóòíîãî âèãëÿäó

ro
i = [ro

i,min, ro
i,max] =

=

[

Xi,p − Si−n,0 − Ci,p

T · (Ci,p + Si−n,0)
,
Si−n,max − Si−n,0 − Ci,p

T · (Ci,p + Si−n,0)

]

(i = n + 1, 2n). (4)Òåïåð íà ïiäñòàâi (3), (4) çíàéäåìî, ùî äîõiäíiñòü ðîçøèðåíîãî �îíäîâîãî ïîðò-�åëÿ â ìîìåíò ÷àñó T õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íå÷iòêèì ÷èñëîì r ïðÿìîêóòíîãî âèãëÿäó
r = [rmin, rmax]=

[ n
∑

i=1

xi · r
a
i,min +

2n
∑

i=n+1

xi · r
o
i,min,

n
∑

i=1

xi · r
a
i,max +

2n
∑

i=n+1

xi · r
o
i,max

]

.Ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi öþ �îðìóëó çàïèøåìî òàê:
r = [rmin, rmax] =

[ n
∑

i=1

xi

Si,min − Si,0

T · Si,0

+

2n
∑

i=n+1

xi

Xi,p − Si−n,0 − Ci,p

T · (Ci,p + Si−n,0)
,

n
∑

i=1

xi

Si,max − Si,0

T · Si,0

+
2n
∑

i=n+1

xi

Si−n,max − Si−n,0 − Ci,p

T · (Ci,p + Si−n,0)

]

. (5)Ôîðìóþ÷è ðîçøèðåíèé �îíäîâèé ïîðò�åëü, iíâåñòîð íàéïåðøå îáîâ'ÿçêîâî�iêñó¹ íîðìàòèâíèé ïàðàìåòð � íèæíþ ìåæó äîõiäíîñòi ïîðò�åëÿ. Ó âèïàäêó, ÿêèéðîçãëÿäà¹òüñÿ, íèæíþ ìåæó äîõiäíîñòi ïîðò�åëÿ çàäàìî ó âèãëÿäi íå÷iòêîãî ïðÿ-ìîêóòíîãî ÷èñëà
rP = [rP

min, rP
max]. (6)



Ï�Î ÎÄÍÓ ÇÀÄÀ×Ó ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� �ÎÇØÈ�ÅÍÎ�Î ÔÎÍÄÎÂÎ�Î ... 41Îñêiëüêè ñòóïiíü ðèçèêó iíâåñòèöié ó ïîðò�åëü çàëåæàòèìå âiä òîãî, íàñêiëü-êè äîõiäíiñòü ïîðò�åëÿ áóäå íèæ÷îþ âiä íîðìàòèâíî¨, î÷åâèäíî, ùî ðiâåíü ðèçèêóiíâåñòèöié ó ïîðò�åëü ç äîõiäíiñòþ (5) áóäå âèçíà÷àòèñÿ âçà¹ìíèì ðîçìiùåííÿìiíòåðâàëiâ (5), (6). Ó öüîìó ðàçi ðèçèê òîãî, ùî äîõiäíiñòü ðîçøèðåíîãî �îíäîâî-ãî ïîðò�åëÿ, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ, áóäå íèæ÷îþ (âèùîþ) âiä íîðìàòèâíî¨, ìîæíàîá÷èñëèòè çà òàêîþ �îðìóëîþ [7℄:
R =































































































0, rP
max 6 rmin,

(rP
max − rmin)2

2(rP
max − rP

min)(rmax − rmin)
, rP

min < rmin < rP
max 6 rmax,

rP
min + rP

max − 2rmin

2(rmax − rmin)
, rmin 6 rP

min < rP
max 6 rmax,

2rP
max − rmin − rmax

2(rP
max − rP

min)
, rP

min 6 rmin < rmax 6 rP
max,

1 −
(rmax − rP

min)2

2(rP
max − rP

min)(rmax − rmin)
, rmin 6 rP

min 6 rmax 6 rP
max,

1, rmax 6 rP
min.

(7)

Çà öiëüîâó �óíêöiþ â çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ðîçøèðåíîãî �îíäîâîãî ïîðò�åëÿàêöié, õåäæîâàíèõ put-îïöiîíàìè ¹âðîïåéñüêîãî ñòèëþ, ïðèðîäíî âèáðàòè íèæíþìåæó éîãî äîõiäíîñòi. Îïòèìiçóâàòè ïîðò�åëü ó òàêîìó �îðìóëþâàííi îçíà÷à¹ìàêñèìiçóâàòè ìiíiìóì éîãî äîõiäíîñòi â ìîìåíò ÷àñó T ïðè çàäàíîìó (�iêñî-âàíîìó) çíà÷åííi ðèçèêó R = R0. Ó öüîìó ðàçi �îðìàëiçîâàíèé çàïèñ çàäà÷iîïòèìiçàöi¨ ðîçøèðåíîãî �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ àêöié i put-îïöiîíiâ ¹âðîïåéñüêîãîñòèëþ âèãëÿäàòèìå òàê:
rmin(xi) =

n
∑

i=1

xi

Si,min − Si,0

T · Si,0

+

2n
∑

i=n+1

xi

Xi,p − Si−n,0 − Ci,p

T · (Ci,p + Si−n,0)
→ max, (8)

2n
∑

i=1

xi = 1, (9)

0 6 xi 6 1, (10)

R(x1, ..., x2n, rP
min, rP

max) = R0. (11)Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (8)-(11) â çàãàëüíîìó âèïàäêó òðåáà âðàõóâàòèòå, ùî óìîâà (11) ìà¹ íåñòàíäàðòíèé ("ãiëëÿñòèé") âèãëÿä : çà âiäîìî¨ ñòðóêòóðèðîçøèðåíîãî �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ ïðèòàìàííèé éîìó ðiâåíü ðèçèêó îá÷èñëþ¹òüñÿíà ïiäñòàâi îäíi¹¨ ç ãiëîê �îðìóëè (7) çàëåæíî âiä âçà¹ìíîãî ðîçìiùåííÿ iíòåðâà-ëiâ äîõiäíîñòi (5), (6). ßêùî æ ñòðóêòóðó ðîçøèðåíîãî �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ øóêà-òè øëÿõîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨, òî êîæíó ç ãiëîê �îðìóëè (7) òðåáàïðèéíÿòè çà îáìåæåííÿ íà øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi çàäà÷à (8)-(11) ðîçáèâà¹òüñÿíà øiñòü çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, äëÿ êîæíî¨ ç ÿêèõ óìîâó (11) òðåáàêîíêðåòèçóâàòè íà ïiäñòàâi ñïiââiäíîøåííÿ (7).



42 Ìèêîëà ÁÓ��IÉÄëÿ òåîðåòè÷íî áåçðèçèêîâîãî ïîðò�åëÿ (R0 = 0) óìîâó, ÿêà åêâiâàëåíòíà (11),çàïèøåìî ó âèãëÿäi
n

∑

i=1

xi

Si,min − Si,0

T · Si,0

+
2n
∑

i=n+1

xi

Xi,p − Si−n,0 − Ci,p

T · (Ci,p + Si−n,0)
> rP

max. (12)Àíàëîãi÷íî, äëÿ ïîðò�åëÿ ç ðèçèêîì R0 = 1 çàìiñòü óìîâè (11) òðåáà ðîçãëÿ-íóòè óìîâó
n

∑

i=1

xi

Si,max − Si,0

T · Si,0

+

2n
∑

i=n+1

xi

Si−n,max − Si−n,0 − Ci,p

T · (Ci,p + Si−n,0)
6 rP

min. (13)Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñêëàäîâèõ îïòèìàëüíîãî çà äîõiäíiñòþ ðîçøèðåíîãî �îíäî-âîãî ïîðò�åëÿ ó âèïàäêó, êîëè ðèçèê ïîðò�åëÿ R0 ∈ (0, 1), óìîâó (11) â çàäà÷iîïòèìiçàöi¨ ïîòðiáíî êîíêðåòèçóâàòè òàê.ßêùî
rP
min < rmin < rP

max 6 rmax,òî (11) òðåáà çàìiíèòè òàêèìè óìîâàìè:
(rP

max − rmin)2 = 2R0(r
P
max − rP

min)(rmax − rmin),

rmin > rP
min, rmin < rP

max, rmax > rP
max. (14)Êîëè

rmin 6 rP
min < rP

max 6 rmax,òî çàìiñòü óìîâè (11) ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè òàêi óìîâè:
rP
min + rP

max − 2rmin = 2R0(rmax − rmin),

rmin 6 rP
min, rP

min < rP
max, rmax > rP

max. (15)Ó âèïàäêó
rP
min 6 rmin < rmax 6 rP

maxóìîâà (11) åêâiâàëåíòíà óìîâàì
2rP

max − rmin − rmax = 2R0(r
P
max − rP

min),

rmin > rP
min, rmin < rmax, rmax 6 rP

max. (16)ßêùî
rmin 6 rP

min 6 rmax 6 rP
max,òî óìîâó (11) òðåáà çàìiíèòè ñèñòåìîþ óìîâ

(rmax − rP
min)2 = 2(1 − R0)(r

P
max − rP

min)(rmax − rmin),

rmin 6 rP
min, rmax 6 rP

max, rmax > rP
min. (17)Çàóâàæèìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (12)-(17) ÿâíî çàïèñóþòüñÿ ÷åðåç íåâiäîìi÷àñòêîâi ÷àñòêè xi (i = 1, 2n) âiäïîâiäíèõ êîìïîíåíò ðîçøèðåíîãî �îíäîâîãîïîðò�åëÿ, îñêiëüêè ÷åðåç öi ïàðàìåòðè ÿâíî âèðàæàþòüñÿ �óíêöi¨ rmin, rmax ç (5).Îòæå, çà çàäàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ Si,0, Si,min, Si,max (i = 1, n), Ci,p,

Xi,p (i = n + 1, 2n), rP
min, rP

max, T , R0, ñêëàäîâi xi (i = 1, 2n) ðîçøèðåíîãî �îíäîâî-ãî ïîðò�åëÿ àêöié, õåäæîâàíèõ put-îïöiîíàìè ¹âðîïåéñüêîãî ñòèëþ, ïîâèííi áóòè



Ï�Î ÎÄÍÓ ÇÀÄÀ×Ó ÎÏÒÈÌIÇÀÖI� �ÎÇØÈ�ÅÍÎ�Î ÔÎÍÄÎÂÎ�Î ... 43ðîçâ'ÿçêîì îäíi¹¨ ç çàäà÷ (8), (9), (10), (12) - (8), (9), (10), (17) çàëåæíî âiä âçà¹ìíîãîðîçìiùåííÿ iíòåðâàëiâ (5), (6). Äëÿ ïîáóäîâè ìåæi å�åêòèâíîñòi öüîãî ïîðò�åëÿâ ñèñòåìi êîîðäèíàò "ðèçèê íåäîïóñòèìî íèçüêî¨ äîõiäíîñòi ïîðò�åëÿ � ìiíiìóìî÷iêóâàíî¨ äîõiäíîñòi ïîðò�åëÿ" òðåáà ðîçâ'ÿçàòè âiäïîâiäíó çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨,çìiíþþ÷è ïàðàìåòð R0 â ìåæàõ R0,min 6 R0 6 R0,max, äå R0,min � ðèçèê çáiðêè"àêöiÿ ç íàéìåíøîþ äîõiäíiñòþ � put-îïöiîí, ÿêèé 100% õåäæó¹ öþ àêöiþ", à R0,max� ðèçèê êîìïîíåíòè ïîðò�åëÿ ç íàéáiëüøîþ äîõiäíiñòþ.3. Âèñíîâêè. Çàìiíà ñòàíäàðòíîãî ñïîñîáó ìîäåëþâàííÿ äîõiäíîñòi àêòèâiâ(ÿê âèïàäêîâèõ âåëè÷èí) íå÷iòêèìè çíà÷åííÿìè äîõiäíîñòåé öèõ àêòèâiâ äàëà çìîãóñ�îðìóëþâàòè é îïèñàòè ñõåìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ðîçøèðåíîãî �îí-äîâîãî ïîðò�åëÿ àêöié, õåäæîâàíèõ put-îïöiîíàìè ¹âðîïåéñüêîãî ñòèëþ. Ïîáóäîâàðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äåÿêî¨ çàäà÷i ìàòåìàòè÷-íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Öå äà¹ ïiäñòàâè íå òiëüêè äîñòàòíüî ëåãêî ïîáóäóâàòè ìåæóå�åêòèâíîñòi ïîðò�åëÿ â ñèñòåìi êîîðäèíàò "ðèçèê íåäîïóñòèìî íèçüêî¨ äîõiäíîñòiïîðò�åëÿ � ìiíiìóì î÷iêóâàíî¨ äîõiäíîñòi ïîðò�åëÿ", àëå é å�åêòèâíî ïðîâîäèòèäîñëiäæåííÿ ðîëi îïöiîíiâ ó ðîçøèðåíîìó �îíäîâîìó ïîðò�åëi.1. Markovitz H.M. Portfolio Sele
tion /Markovitz H.M. // Journal of Finan
e. � 1952. (Mar
h)� Vol. 7. � P. 77-91.2. Sharpe W.F. Capital Asset Pri
es: A Theory of Market Equilibrium Under Conditions ofRisk. / Sharpe W.F. // Journal of Finan
e. � 1964 (September). � Vol. 19. � P. 425-442.3. Çàäå Ë.À. Ïîíÿòèå ëèíãâèñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé è åãî ïðèìåíåíèå ê ïðèíÿòèþïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé / Çàäå Ë.À. � Ì: Ìèð, 1976.4. Íåäîñåêèí À.Î. Îïòèìèçàöèÿ �îíäîâîãî ïîðò�åëÿ, ñîäåðæàùåãî put-îïöèîíè / Íåäî-ñåêèí À.Î. //Áàíêè è �èñêè. � 2005. � �1. (http://www.hedging.ru/stored/ad/9.pdf)5. Ñÿâàâêî Ì.Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñòi. / Ñÿâàâêî Ì., �èáèöü-êà Î. � Ëüâiâ: ÍÂÔ "Óêðà¨íñüêi òåõíîëîãi¨", 2000.6. Iâàùóê Í.Ë. �èíîê äåðèâàòèâiâ: åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ öiíî-óòâîðåííÿ. / Iâàùóê Í.Ë. � Ëüâiâ: Âèä-òâî Íàö. óí-òó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà", 2008.7. Íåäîñåêèí À.Î. Îöåíêà ðèñêà èíâåñòèöèé äëÿ ïðîèçâîëüíî-ðàçìûòûõ �àêòîðîâ èíâåñ-òèöèîííîãî ïðîåêòà. / Íåäîñåêèí À.Î., Êîêîø À.Ì.http://sedok.narod.ru/s
_group_2003.html
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ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 45�51 Is. 70. P. 45�51ÓÄÊ 517.53Ï�Î Ï�ÀÂÈËÜÍÅ Ç�ÎÑÒÀÍÍß ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖI� �ßÄÓÄI�IÕËÅ I Ç�ÎÑÒÀÞ×Î� ÔÓÍÊÖI�Ìèðîñëàâà ÄÎËÈÍÞÊËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: ira0201�rambler.ruÄëÿ äîäàòíîãî çáiæíîãî äëÿ âñiõ x ≥ 0 ðÿäó F (x) =
+∞
∑

n=0

Fneτ(x)βn ,
Fn > 0, (n > 0), äå τ (x) � çðîñòàþ÷à äè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ, {βn :
n ≥ 0} ⊂ R+, îòðèìàíî óìîâè ïðàâèëüíîãî çðîñòàííÿ ïîðÿäêó ρ > 0�óíêöi¨ ln F (x).Êëþ÷îâi ñëîâà: ðÿä Äiðiõëå, ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí, ïðàâèëüíå çðîñòàííÿ.1. Âñòóï. Ïîâiëüíî çìiííîþ �óíêöi¹þ íàçèâàòèìåìî ([1℄) êîæíó äîäàòíó âè-ìiðíó íà [0; +∞) �óíêöiþ ℓ, äëÿ ÿêî¨ ℓ(2x) = (1 + o(1))ℓ(x) (x → +∞). Êëàñ òà-êèõ �óíêöié ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç L. ×åðåç L+ ïîçíà÷èìî êëàñ íåñïàäíèõ äî +∞�óíêöié ℓ ∈ L. Íåõàé òàêîæ Lρ � êëàñ ïðàâèëüíî çðîñòàþ÷èõ �óíêöié ïîðÿäêó

ρ ∈ (0; +∞), òîáòî äîäàòíèõ íåñïàäíèõ �óíêöié ℓ òàêèõ, ùî ℓ(x) = xρα(x), α ∈ L.Ïèòàííÿ ïðî óìîâè íàëåæíîñòi ðiçíèõ õàðàêòåðèñòèê çðîñòàííÿ öiëèõ �óíêöié äîêëàñiâ L òà Lρ ïðèðîäíî âèíèêàþòü ó çâ'ÿçêó ç äîñëiäæåííÿìè ç òåîði¨ ðîçïîäiëóçíà÷åíü. Ó ñòàòòÿõ [2-4℄ àâòîðè øóêàëè óìîâè íàëåæíîñòi ëîãàðè�ìiâ ìàêñèìóìóìîäóëÿ i õàðàêòåðèñòèêè Íåâàíëiííè öiëî¨ �óíêöi¨, öåíòðàëüíîãî iíäåêñó i ìàêñè-ìàëüíîãî ÷ëåíà ¨¨ ñòåïåíåâîãî ðÿäó äî çàçíà÷åíèõ êëàñiâ. Ó [5℄ çíàéäåíî óìîâè íà-ëåæíîñòi �óíêöié lnF (x) i lnµ(x, F ) äî êëàñiâ L+ i Lρ, ρ ≥ 1, äëÿ �óíêöié F,çîáðàæóâàíèõ çáiæíèìè äëÿ âñiõ x > 0 ðÿäàìè âèãëÿäó
F (x) =

+∞
∑

n=0

Fne
xλn+τ(x)βn , Fn > 0 (n > 0), (1)äå λ = {λn : n > 0} ⊂ R+, β = {βn : n > 0} ⊂ R+, τ(x) � íåñïàäíà íåïåðåðâíîäè�åðåíöiéîâíà íà [0,+∞) �óíêöiÿ òàêà, ùî τ(0) = 0 i τ(x) → +∞ (x→ +∞). Êëàñ�óíêöié âèãëÿäó (1) ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç S (λ, β, τ).Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî �óíêöi¨ âèãëÿäó (1) ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ñòåïåíå-âèõ ðÿäiâ i ðÿäiâ Äiðiõëå.
© Äîëèíþê Ì., 2009



46 Ìèðîñëàâà ÄÎËÈÍÞÊÌåòà íàøî¨ ïðàöi � äîâåñòè ïîäiáíi òâåðäæåííÿ ïðî íàëåæíiñòü äî êëàñó Lρ óâèïàäêó ρ ∈ (0; 1).Äëÿ F ∈ S(λ, β, τ) i x > 0 ïîçíà÷èìî µ(x, F ) = max{Fne
xλn+τ(x)βn : n > 0},à ÷åðåç ν(x) = ν(x, F ) = sup{n : Fne

xλn+τ(x)βn = µ(x, F )} � öåíòðàëüíèé iíäåêñðÿäó. Íå ñêëàäíî ïåðåêîíàòèñü â òàêîìó: ÿêùî ♯{n : Fn > 0} = +∞ i lnF ∈ Lρ,
0 < ρ < 1, àáî lnµ(·, F ) ∈ Lρ, òî λn ≡ 0 (n > 0). Ñïðàâäi, ÿêùî lnµ ∈ Lρ, 0 < ρ < 1,òî iñíó¹ �óíêöiÿ α ∈ L òàêà, ùî lnµ(x, F ) = xρα(x). Àëå, òîäi lnFn +xλn + τ(x)βn 6

6 lnµ(x, F ) = xρα(x) äëÿ âñiõ x > 0 i n > 0. Çâiäñè, 1
x lnFn + λn + τ(x)

x βn 6
α(x)
x1−ρ ,

x > 0, n > 1. Çàóâàæèìî òåïåð òàêå: ÿêùî α ∈ L, òî äëÿ êîæíîãî c > 0

lim
x→+∞

α(x)x−c = 0. (2)Çâiäñè λn = 0 (n ≥ 0), à òàêîæ (∀ n) : βn ≤ lim
x→+∞

xρα(x)/τ(x), òîáòî,
γ := lim

x→+∞

τ(x)

xρα(x)
≤ 1/β∗, β∗ := sup{βn : n ≥ 0}. (3)Çîêðåìà, ÿêùî β∗ = +∞, òî γ = 0. Ïîäiáíî i ó âèïàäêó lnF ∈ Lρ, ïîçàÿê

µ(x, F ) ≤ F (x) (x ≥ 0).Òîìó ó âèïàäêó, êîëè lnµ(x, F ) ≤ xρα(x) (x ≥ 0) i ρ ∈ (0; 1), ðÿä (1) ïåðåïèñó¹ìîó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ ðÿäó Äiðiõëå i �óíêöi¨ τ(x)
F (x) =

+∞
∑

n=0

Fne
τ(x)βn, (4)äå β = (βn) � ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, à τ(x) íåîáõiäíîçàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3). ßê i â [6℄ ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(∀ n ≥ 0) : βn < β∗ := sup{βm : m ≥ 0}. (5)Ç äîâåäåííÿ ëåìè 2 ó ñòàòòi [6℄ âèïëèâà¹, ùî çà îñòàííüî¨ óìîâè äëÿ êîæíî¨ �óíêöi¨
f âèãëÿäó (4) öåíòðàëüíèé iíäåêñ ν(x, F ) ր +∞ (x→ +∞).Íåõàé òåïåð κn ր +∞ (1 ≤ n→ +∞) � ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ñòðèáêà öåíòðàëü-íîãî iíäåêñó ν(x, F ) çàíóìåðîâàíà òàê, ùî

µ(x, F ) = Fn exp{τ(x)βn} (6)äëÿ âñiõ x ∈ [κn; κn+1] ó âèïàäêó κn < κn+1, à òàêîæ κn+1 = . . . = κn+p, ÿêùî
ν(κn+1 − 0) = n i ν(κn+1) = n+ p, p > 1. Äîáðå âiäîìî, ùî òîäi ïðè n ≥ 1

τ(κn) =
ln(Fn−1/Fn)

βn − βn−1
ր +∞ (n→ +∞). (7)Ó öüîìó âèïàäêó (lnµ(x, F ))′ = τ ′(x)βν(x,F ) äëÿ âñiõ x ∈ (κn; κn+1) i âñiõ n > 0.I, îòæå, äëÿ âñiõ x > x0 ïðàâèëüíà ðiâíiñòü ([7℄)

lnµ(x, F ) = lnµ(x0, F ) +

∫ x

x0

βν(t)dτ(t). (8)Çàóâàæåííÿ 1. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè β∗ := sup{βn : n ≥ 0} < +∞,
lnµ(x, F ) = (1 + o(1)) lnF (x) = (1 + o(1))β∗τ(x) (x → +∞) i, îòæå, lnµ(·, F ) ∈ Lρ ⇔
⇔ lnF (·) ∈ Lρ ⇔ τ ∈ Lρ. Òîìó íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî β∗ = +∞.



Ï�Î Ï�ÀÂÈËÜÍÅ Ç�ÎÑÒÀÍÍß ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖI� �ßÄÓ ÄI�IÕËÅ ... 472. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.Ëåìà 1. Íåõàé ρ > 0, τ(x) � íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ òàêà, ùî
x2τ ′(x) ր (x → +∞), à òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü β = (βn) òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿóìîâà (5) ç β∗ = +∞. Òîäi òàêi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi:1) lnµ(·, F ) ∈ Lρ;2) ψ(x)/ lnµ(x, F ) → ρ (x→ +∞), äå ψ(x) = xτ ′(x)βν(x);3) ψ ∈ Lρ.Äîâåäåííÿ. Ïîâòîðþ¹ìî ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ âiäïîâiäíîãî òâåðäæåííÿ ç [5℄.3) ⇒ 2). Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨ ïîâiëüíî çìiííî¨ �óíêöi¨ ψ0 âèêî-íó¹òüñÿ

∫ r

0

xρ−1ψ0(x)dx ∼
rρ

ρ
ψ0(r) (r → +∞),à ç óìîâè 3 âèïëèâà¹, ùî ψ(x) = xρψ0(x), äå ψ0 - ïîâiëüíî çìiííà �óíêöiÿ, òî

ψ(r)

lnµ(r, F )
=

ψ(r)

lnµ(x0, F ) +
∫ r

x0
ψ(t)/tdt

∼
rρψ0(r)

∫ r

0 x
ρ−1ψ0(x)dx

∼ ρ (r → +∞).2) ⇒ 1). Ç ðiâíîñòi (8) çà äîïîìîãîþ 2 îòðèìó¹ìî, ùî
lnµ(x, F ) ∼

∫ x

x0

ψ(t)

t
dt ∼ ρ

∫ x

x0

lnµ(t, F )

t
dt := ρxρψ1(x) (x→ +∞). (9)Îñêiëüêè �óíêöiÿ ψ1 íåïåðåðâíî-äè�åðåíöiéîâíà ïðè x > x0, òî äîñòàòíüî ïåðå-âiðèòè, ÷è xψ′

1(x)/ψ1(x) → 0 (x → +∞). Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (9), ïðè
x→ +∞ îòðèìó¹ìî
xψ′

1(x)

ψ1(x)
=
x(x−ρ

∫ x

x0

1
t lnµ(t, F )dt)′

ψ1(x)
=
x−ρlnµ(x, F ) − xρx−ρ−1

∫ x

x0

1
t lnµ(x, F )dt

ψ1(x)
=

=
lnµ(x, F )

xρψ1(x)
−
ρ

∫ x

x0

1
t lnµ(t, F )dt

xρψ1(x)
=

lnµ(x, F )
∫ x

x0

1
t lnµ(t, F )dt

− ρ = ρ+ o(1) − ρ = o(1).1) i 2) ⇒ 3).Îñêiëüêè ç óìîâè 2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ âèìiðíî¨ �óíêöi¨
α2(x) = ψ(x)/ lnµ(x, F ) → ρ (x→ +∞),à çà óìîâîþ 1, lnµ(x, F ) = xρα(x), α ∈ L, òî ψ(x) = xρα1(x), α1 = α · α2 ∈ L, òîáòî,

ψ ∈ Lρ.Îòæå, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëåìè 1 äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ÷è ç 1 âèïëè-âà¹ 2. Ñïðàâäi, íåõàé c > 1, x > 0. Îñêiëüêè
lnµ(cx, F ) > lnFν(cx) + τ(cx)βν(cx) > lnFν(x) + τ(cx)βν(x),òî ç îäíîãî áîêó,

lnµ(cx, F ) − lnµ(x, F ) > (τ(cx) − τ(x))βν(x), (10)à ç iíøîãî �
lnµ(x, F ) − lnµ(x/c, F ) 6 (τ(x) − τ(x/c))βν(x). (11)Ó âèïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà x2τ ′(x) ր, îòðèìó¹ìî, ùî
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τ(cx) − τ(x) =

∫ cx

x

t2τ ′(t)t−2dt > x2τ ′(x)

∫ cx

x

t−2dt =
c− 1

c
· xτ ′(x),

τ(x) − τ(x/c) =

∫ x

x/c

t2τ ′(t)t−2dt 6 x2τ ′(x)

∫ x

x/c

t−2dt = (c− 1)xτ ′(x),òîìó çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé (10), (11) îòðèìó¹ìî lnµ(cx, F ) − lnµ(x, F ) > c−1
c ·

ψ(x), à òàêîæ lnµ(x, F ) − lnµ(x/c, F ) 6 (c− 1)ψ(x). Çâiäñè,
1

c− 1

(

1 −
lnµ(x/c, F )

lnµ(x, F )

)

6
ψ(x)

lnµ(x, F )
6

c

c− 1

( lnµ(cx, F )

lnµ(x, F )
− 1

)

.Ïåðåõiä äî ãðàíèöi, ïîçàÿê lnµ(bx, F )/ lnµ(x, F ) → bρ (x→ +∞), b > 0, äà¹
1

c− 1
(1 −

1

cρ
) 6 lim

x→+∞

ψ(x)

lnµ(x, F )
6 lim

x→+∞

ψ(x)

lnµ(x, F )
6

c

c− 1
(cρ − 1).Ïåðåõiä â îñòàííiõ íåðiâíîñòÿõ äî ãðàíèöi ïðè c→ 1 + 0 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè.

�Ëåìà 2 ([5℄, ëåìà 3). Íåõàé �óíêöiÿ τ(x) ր +∞ (n → +∞). Ïðèïóñòèìî, ùî (Fn)âïîðÿäêîâàíà çà íåçðîñòàííÿì, òîáòî Fn ց 0 (n → +∞). ßêùî F ∈ S(0, β, τ) iâèêîíó¹òüñÿ óìîâà
θ = lim

n→+∞

βn lnn

− lnFn
< +∞, (12)òî ïðè x→ +∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lnF (x) = (1 + o(1)) lnµ(x, F ). (13)3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 1. Íåõàé ρ > 0, âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 1 i F ∈ S(0, β, τ). ßêùî âèêî-íó¹òüñÿ óìîâà (12), òî óìîâà lnF ∈ Lρ i òâåðäæåííÿ 1-3 ëåìè 1 åêâiâàëåíòíi.Òåîðåìà 2 ìiñòèòü íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè (â òåðìiíàõ îáìåæåíü íà êîå�i-öi¹íòè òà ïîêàçíèêè ðÿäó) äëÿ òîãî, ùîá lnµ(·, F ) ∈ Lρ, ρ > 0.Òåîðåìà 2. Íåõàé ρ > 0, τ(x) � äîäàòíà çðîñòàþ÷à íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà�óíêöiÿ òàêà, ùî x2τ ′(x) ր i xτ ′(x)
τ(x)

ց (x > 0), à äëÿ ïîñëiäîâíîñòi β = (βn) âèêî-íó¹òüñÿ óìîâà (5) ç β∗ = +∞. ßêùî F ∈ S(0, β, τ), òî äëÿ òîãî, ùîá lnµ(·, F ) ∈ Lρíåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà òàêà çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü (κnk
),ùî µ(x, F ) = Fnk

exp{τ(x)βnk
} äëÿ âñiõ x ∈ [κnk

; κnk+1] i äëÿ âñiõ k > 1, à òàêîæïðè k → +∞ âèêîíóâàëèñÿ óìîâè:
τ ′(κnk+1

)

τ(κnk+1
)
· κnk+1

∼
τ ′(κnk

)

τ(κnk
)
· κnk

, (14)
κnk

τ ′(κnk
)βnk

lnFnk
+ τ(κnk

)βnk

→ ρ, (15)
κnk+1

τ ′(κnk+1
)βnk

lnFnk
+ τ(κnk+1

)βnk

→ ρ. (16)



Ï�Î Ï�ÀÂÈËÜÍÅ Ç�ÎÑÒÀÍÍß ÑÓÏÅ�ÏÎÇÈÖI� �ßÄÓ ÄI�IÕËÅ ... 49Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ââàæàòèìåìî, ùî
µ(0, F ) = 1. Òîäi, ÿê íå ñêëàäíî ïåðåâiðèòè lnµ(x, F )

τ(x)
ր (x ∈ [0; +∞)).Ç îãëÿäó íà äîâåäåíi âèùå òâåðäæåííÿ, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî óìîâà 2 ç ëåìè1

ψ(x)/ lnµ(x, F ) → ρ (x→ +∞),äå ψ(x) = xτ ′(x)βν(x), âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè(14)-(16). Öåíòðàëüíèé iíäåêñ ν(x, F ) ր +∞ (x → +∞), òîìó iñíó¹ ïîñëi-äîâíiñòü κnk
↑ +∞ òàêà, ùî ν(x, F ) = nk äëÿ âñiõ x ∈ [κnk

; κnk+1
), à îòæå,

µ(x, F ) = Fnk
exp{τ(x)βnk

} äëÿ âñiõ [κnk
; κnk+1

]. ßêùî òåïåð â ï. 2 ëåìè 1 âèáðàòèñïî÷àòêó x = κnk
, à ïîòiì ñïðÿìóâàòè x → (κnk+1

− 0), òî îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíî(15) i (16), ïîçàÿê
lnFnk

+ τ(κnk+1
)βnk

= lnFnk+1
+ τ(κnk+1

)βnk+1
= lnµ(κnk+1

, F ). (17)Îñêiëüêè ç (15) i (16) âèïëèâà¹, ùî
κnk

τ ′(κnk
)

lnµ(κnk
, F )

∼
κnk+1

τ ′(κnk+1
)

lnµ(κnk+1
, F )

(k → +∞),òî çi çðîñòàííÿ lnµ(x, F )/τ(x) îòðèìó¹ìî
1 6

lnµ(κnk+1
, F )

τ(κnk+1
)

τ(κnk
)

lnµ(κnk
, F )

=

= (1 + o(1))
τ ′(κnk+1

)κnk+1

τ(κnk+1
)

τ(κnk
)

τ ′(κnk
)κnk

≤ (1 + o(1)) (k → +∞).Îòæå, (14) � òåæ âèêîíó¹òüñÿ.Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi óìîâ (14) � (16) çàóâàæèìî, ùî çà óìîâè xτ ′(x)

τ(x)
ցç óìîâè (14) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ x ∈ [κnk

; κnk+1
) ïðè k → +∞

xτ ′(x)

τ(x)
∼
τ ′(κnk

)

τ(κnk
)
· κnk

.Òîìó, äëÿ âñiõ x ∈ [κnk
; κnk+1

), ñêîðèñòàâøèñü ìîíîòîííiñòþ lnµ(x, f)/τ(x) i óìîâîþ(15), ïðè k → +∞ îòðèìó¹ìî
ψ(x)

lnµ(x, F )
=
xτ ′(x)βnk

lnµ(x, F )
= (1 + o(1))

κnk
τ ′(κnk

)βnk

τ(κnk
)

τ(x)

lnµ(x, F )
6 ρ+ o(1),ç iíøîãî áîêó, ñêîðèñòàâøèñü ìîíîòîííiñòþ lnµ(x, f)/τ(x) i óìîâîþ (16), ìà¹ìî

ψ(x)

lnµ(x, F )
=
xτ ′(x)βnk

lnµ(x, F )
= (1 + o(1))

κnk+1
τ ′(κnk+1

)βnk

τ(κnk+1
)

τ(x)

lnµ(x, F )
> ρ+ o(1).Ó öüîìó ðàçi ìè çíîâó ñêîðèñòàëèñü ðiâíîñòÿìè (17). Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé ρ > 0 i �óíêöiÿ F çîáðàæà¹òüñÿ çáiæíèì äëÿ âñiõ x > eðÿäîì âèãëÿäó

F (x) =

+∞
∑

n=0

Fnx
βn , Fn > 0 (n > 0),



50 Ìèðîñëàâà ÄÎËÈÍÞÊäå ïîñëiäîâíiñòü β = (βn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5) ç β∗ = +∞. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìî-âà (12), òî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ðiâíîñèëüíi: 1) lnµ(·, F ) ∈ Lρ; 2) βν(x)/ lnµ(x, F ) →
→ ρ(x → +∞); 3) βν(x) ∈ Lρ; 4) lnF ∈ Lρ; 5) iñíó¹ òàêà çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëi-äîâíiñòü (κnk+1

), ùî µ(x, F ) = Fnk
xβnk äëÿ âñiõ x ∈ [κnk

; κnk+1] i äëÿ âñiõ k > 1, àòàêîæ ïðè k → +∞ âèêîíóþòüñÿ óìîâè
κnk+1

∼ κnk
,

βnk

lnFnk
+ ln κnk

βnk

→ ρ,
βnk

lnFnk
+ ln κnk+1

βnk

→ ρ.Äëÿ äîâåäåííÿ íàñëiäêó 1 äîñòàòíüî ñêîðèñòàòèñü òåîðåìàìè 1 i 2 (ç �óíêöi¹þ
τ(x) = lnx (x ≥ e)) òà çàóâàæèòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó óìîâà (14) ðiâíîñèëüíà äîóìîâè κnk+1

∼ κnk
.1. Ñåíåòà Å. Ïðàâèëüíî ìåíÿþùèåñÿ �óíêöèè. / Ñåíåòà Å. � Ì.: Íàóêà, 1982.2. Çàáîëîöêèé Í.Â. Î ìåäëåííîì âîçðàñòàíèè îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê öåëûõ �óíêöèé/ Çàáîëîöêèé Í.Â., Øåðåìåòà Ì.Í. // Ìàò. çàìåòêè. � 1999. � Ò. 65, �2. � Ñ. 206-214.3. Ñêàñêiâ Î.Á. Ïðî ïîâiëüíå çðîñòàííÿ ëi÷èëüíî¨ �óíêöi¨ äîäàòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi/ Ñêàñêiâ Î.Á., Òðàêàëî Î.Ì. // Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Cåð. ìåõ.-ìàò. � 2000. � Âèï. 57.� Ñ. 36-40.4. Ôiëåâè÷ Ï.Â. Ïðî ïðàâèëüíó çìiíó îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê öiëî¨ �óíêöi¨ / Ôiëå-âè÷ Ï.Â., Øåðåìåòà Ì.Ì. //Óêð. ìàò. æóðí. � 2003. � Ò. 55, �6. � Ñ. 840-849.5. Äîëèíþê Ì.Ì. Ïðî ïðàâèëüíå çðîñòàííÿ äåÿêèõ äîäàòíèõ �óíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ/ Äîëèíþê Ì.Ì., Ñêàñêiâ Î.Á. //Íàóê. Âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óí-òó. � 2006. � Âèï. 314-315. Ìàòåìàòèêà. � Ñ. 50-58.6. Ñêàñêèâ Î.Á.Î ìèíèìóìå ìîäóëÿ ñóììû ðÿäà Äèðèõëå ñ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ ïîêàçàòåëåé / Ñêàñêèâ Î.Á. //Ìàòåì. çàìåòêè. � 1994. � Ò. 56, �4. � Ñ. 117-128.7. Ñêàñêiâ Î.Á. Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ðåãóëÿðíî çáiæíèõ �óíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ/ Ñêàñêiâ Î.Á., Òðóñåâè÷ Î.Ì. //Ïðåïðèíò �17-1. � Ëüâiâ: Ií-ò IÏÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨-íè, 1999. � 18 ñ.ON THE REGULAR GROWTH COMPOSITION OF A POSITIVEDIRICHLET SERIES AND INCREASING FUNCTIONSMyroslava DOLYNYUKIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: ira0201�rambler.ruFor a positive series F (x) =

+∞
∑

n=0

Fneτ(x)βn , Fn > 0 (n > 0), 
onvergent for
x ≥ 0, where τ (x) is an in
reasing di�erentiable fun
tion, {βn : n ≥ 0} ⊂ R+,we give 
onditions of slow growth of order ρ > 0 of the fun
tion ln F (x).Key words: Diri
hlet series, maximal term, regular growth
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=
+∞
∑

n=0

Fneτ(x)βn , Fn > 0 (n > 0), ãäå τ (x) � íåóáûâàþùàÿ äè��åðåíöèè-ðóåìàÿ �óíêöèÿ, {βn : n ≥ 0} ⊂ R+, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ïðàâèëüíîãîâîçðàñòàíèÿ ïîðÿäêà ρ > 0 �óíêöèè ln F (x).Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðÿäû Äèðèõëå, ìàêñèìàëüíûé ÷ëåí, ïðàâèëüíûéðîñò. Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 17.12.2008Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009



ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 52�67 Is. 70. P. 52�67ÓÄÊ 517.95ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉÇ ÀÍIÇÎÒ�ÎÏÍÎÞ ÍÅËIÍIÉÍIÑÒÞÎëåíà ÄÎÌÀÍÑÜÊÀËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: olena.domanska�gmail.
omÄîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåì åëiïòè÷íèõ âàðiàöiéíèõ íå-ðiâíîñòåé, ÿêi ìiñòÿòü ñòåïåíåâi íåëiíiéíîñòi òà ¨õíi ïîêàçíèêè íåëiíiéíîñòiñòîñîâíî ðiçíèõ ïîõiäíèõ ðiçíi i çìiííi. Ó öüîìó ðàçi íå íàêëàäàþòüñÿ óìî-âè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó òà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ íà íåñêií÷åííîñòi.Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíèé îïåðàòîð, âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü, óçàãàëüíå-íèé ïðîñòið Ëåáåãà-Ñîáîë¹âà, íåîáìåæåíà îáëàñòü.1. Âñòóï. Ìîäåëüíèì ïðèêëàäîì çàäà÷, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ òàêèé: çíàéòèâåêòîð-�óíêöiþ u = (u1, . . . , uN) ç ïðîñòîðó W 1
p( · ), loc(Ω) (îçíà÷åííÿ öüîãî ïðîñòîðóïîäàíî ïiçíiøå), u > 0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü

∫

Ω

N∑

j=1

{ n∑

i=1

aij |uj,xi
|pij(x)−2uj,xi

(wj (vj − uj))xi
+ a0j |u|

p0j(x)−2uj wj (vj − uj)−

−fj wj (vj − uj)
}
d x > 0, (1)äëÿ äîâiëüíèõ v = (v1, . . . , vN ) ∈ W 1

p( · ), loc(Ω), v > 0, òà w = (w1, . . . , wN ) ∈

∈
(
C1(Ω)

)N , w > 0, suppwj (j = 1, N) � îáìåæåíà ìíîæèíà, ó ïðèïóùåííi, ùî Ω �íåîáìåæåíà îáëàñòü â R
n, aij > 0 � äåÿêi ñòàëi, pij(x) > 1, x ∈ Ω (i = 0, n, j = 1, N),

fj (j = 1, N) � çàäàíi íà Ω �óíêöi¨.Âàðiàöiéíi åëiïòè÷íi íåðiâíîñòi â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ðîçãëÿäàëè ó ïðàöÿõ[2℄-[7℄. Â [2, 3℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé çíåëiíiéíèì åëiïòè÷íèì îïåðàòîðîì âèùîãî ïîðÿäêó â çiðêîïîäiáíèõ îáëàñòÿõ, ó öüî-ìó ðàçi íàêëàäàþòüñÿ óìîâè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó òà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõíà íåñêií÷åííîñòi. Ó [4℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äåÿêî¨ âàðiàöiéíî¨íåðiâíîñòi ç êâàçiëiíiéíèì åëiïòè÷íèì îïåðàòîðîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ùî ìiñòèòü
© Äîìàíñüêà O., 2009



ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉ ... 53ñòàëi ñòåïåíåâi íåëiíiéíîñòi â ìîëîäøèõ ÷ëåíàõ, i âèõiäíi äàíi ìîæóòü íåîáìåæå-íî çðîñòàòè íà íåñêií÷åííîñòi, à ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé áåç âèìîã íà éîãî ïîâåäiíêó íàíåñêií÷åííîñòi. Ó [5℄ òàêèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî äëÿ ñèñòåì êâàçiëiéíèõ âàðiàöiéíèõíåðiâíîñòåé äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî óçàãàëüíþþòü (1) ïðè p0j(x) = p(x) > 2, pij(x) =

= 2 (i = 1, n, j = 1, N), à ó ïðàöi [6℄ äëÿ äåÿêîãî êëàñó êâàçiëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõíåðiâíîñòåé âèùîãî ïîðÿäêó. Ó [7℄ äîâåäåíî êîðåêòíiñòü íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ íå-ðiâíîñòåé áåç óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi, ìîäåëüíèì ïðèêëàäîì ÿêèõ ¹ (1) ïðè N = 1,
p01(x) > 2, 1 < pi1(x) 6 2 (i = 1, n). Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � ïðîâåñòè óçàãàëüíåííÿðåçóëüòàòiâ ïðàöi [7℄ íà âèïàäîê ñèñòåìè âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. ×åðåç Rk, äå k ∈ N, ïîçíà÷àòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið,ñêëàäåíèé iç åëåìåíòiâ âèãëÿäó x = (x1, . . . , xk), äå xi ∈ R (i = 1, k), ç íîðìîþ
|x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
k. ßêùî v(z), z ∈ D̃ ⊂ R

k, � ÿêà-íåáóäü �óíêöiÿ, òî ïiä v|Dðîçóìiòèìåòüñÿ ¨¨ çâóæåííÿ íà ìíîæèíó D ⊂ D̃.Íåõàé n > 2 � íàòóðàëüíå ÷èñëî, Ω � íåîáìåæåíà îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn çêóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî 0 ∈ Ω. Äëÿäîâiëüíîãî R > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç ΩR çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè Ω∩{x : |x| < R}òàêó, ùî 0 ∈ ΩR.Íåõàé r � �óíêöiÿ ç ïðîñòîðó L∞(Ω) òàêà, ùî r(x) > 1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω.Äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0 íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C(ΩR) (íåïåðåðâíèõ íà ΩR �óíêöié)ââåäåìî íîðìó ‖v‖Lr( · )(ΩR)
def
= inf{λ > 0 : ρr,R(v/λ) 6 1}, äå ρr,R(v)

def
=

∫
ΩR

|v(x)|r(x) d x,i ïîïîâíåííÿ öüîãî ïðîñòîðó çà ââåäåíîþ íîðìîþ, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèìïðîñòîðîì Ëåáåãà, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lr( · )(ΩR) (äèâ., íàïðèêëàä, [8℄). Î÷åâèäíî,ùî Lr( · )(ΩR) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó L1(ΩR). Ïiä Lr( · ), lo
(Ω) ðîçóìi-òèìåìî çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C(Ω) çà òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ ïiâíîðì:
‖ · ‖Lr( · )(ΩR), R > 0.ßêùî X � áàíàõiâ (òîïîëîãi÷íèé) ïðîñòið, òî ÷åðåç (X)N ïîçíà÷àòèìåìîäåêàðòiâ ñòåïiíü X , íàäiëåíèé âiäïîâiäíîþ íîðìîþ (òîïîëîãi¹þ), i åëåìåíòè ÿêî-ãî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi âåêòîð-ñòîâï÷èêiâ. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ (X)

Nïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç uv äîáóòîê Àäàìàðà, òîáòî uv def
= 
olon(u1v1, . . . , uNvN ).Ïiä P ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó ìàòðè÷íèõ �óíêöié p = (p 0, p1, . . . , pn),

pk = 
olon(pk1, . . . , pkN ) (k = 0, n) òàêèõ, ùî pkj ∈ L∞(Ω) i pkj(x) > 1

(k = 0, n, j = 1, N) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω. ßêùî p ∈ P, òî ÷åðåç p∗ = (p∗0, p
∗

1, . . . , p
∗

N ),
p∗k = 
olon(p∗k1, . . . , p

∗

kN ) (k = 0, n) ïîçíà÷àòèìåìî ìàòðè÷íó �óíêöiþ òàêó, ùî
1

pkj(x) + 1
p∗

kj
(x) = 1 (k = 0, n, j = 1, N) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω (î÷åâèäíî, ùî p∗ ∈ P).Äëÿ êîæíîãî R > 0 ïiä W 1

p( · )(ΩR) ðîçóìiòèìåìî áàíàõiâ ïðîñòið, îòðèìàíèéïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó (
C1(ΩR)

)N çà íîðìîþ
‖v‖W 1

p( · )
(ΩR)

def
=

N∑

j=1

n∑

i=0

‖∂ivj‖Lp ij( · )(ΩR),äå ∂i
def
= ∂/∂xi (i = 1, n), ∂0v = v. Î÷åâèäíî, ùî W 1

p( · )(ΩR) ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó{
v(x), x ∈ ΩR : ∂ivj ∈ Lpij( · )(ΩR) (i = 0, n, j = 1, N)

}.
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C1(Ω)

)N ââåäåìî òîïîëîãiþ ëiíiéíîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñ-òîðó çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè ïiâíîðì: ‖ · ‖W 1
p( · )

(ΩR), R > 0. Çàìèêàííÿ ïðîñòîðó
(
C1(Ω)

)N çà ââåäåíîþ òîïîëîãi¹þ ïîçíà÷èìî ÷åðåçW 1
p( · ), lo
(Ω). Î÷åâèäíî, ùî ïîñëi-äîâíiñòü {vk}

∞

k=1 ¹ çáiæíîþ äî v ó öüîìó ïðîñòîði, ÿêùî ‖vk − v‖W 1
p( · )

(ΩR) −→
k→∞

0 äëÿêîæíîãî R > 0. Çàóâàæèìî, ùî v
∣∣
ΩR

∈ W 1
p( · )(ΩR) äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0, ÿêùî

v ∈ W 1
p( · ), lo
(Ω).Íåõàé C1
 (Ω) � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó C1(Ω), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç �óíêöié, íîñi¨ÿêèõ ¹ îáìåæåíèìè ìíîæèíàìè. Ïðèéìåìî C1,+(Ω)

def
={v ∈ C1(Ω) : v > 0 íà Ω},

C1,+
c (Ω)

def
={v ∈ C1

c (Ω) : v > 0 íà Ω}.3. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íåõàé p ∈ P. Ïiä Apðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó íàáîðiâ �óíêöié {Aij : i = 0, n, j = 1, N} ≡ {Aij} òàêèõ,ùî äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N} �óíêöiÿ Aij âèçíà÷åíà íà Ω × R, à äëÿêîæíîãî j ∈ {1, . . . , N} �óíêöiÿ A0j âèçíà÷åíà íà Ω × RN i âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω �óíêöi¨ Aij(x, ·) : R → R, A0j(x, ·) : RN → R (i = 1, n,

j = 1, N) ¹ íåïåðåðâíèìè, à äëÿ áóäü-ÿêèõ ξ ∈ R, η ∈ RN �óíêöi¨ Aij(·, ξ) : Ω → R,
A0j(·, η) : Ω → R (i = 1, n, j = 1, N) � âèìiðíi (óìîâè Êàðàòåîäîði);

1
′) Aij(x, 0) = 0 (i = 0, n, j = 1, N) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω;

2) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
|A0j(x, η)| 6

N∑

k=1

hj k(x)|ηk|
p0k(x)/p∗

0j(x) + hj(x) ∀η ∈ R
N , j = 1, N,

N∑

j=1

(A0j(x, η
1) −A0j(x, η

2)) (η1
j − η2

j ) > K0

N∑

j=1

|η1
j − η2

j |
p0j(x) ∀η1, η2 ∈ R

N ,äå K0 � äåÿêa äîäàòía ñòàëa, hjk ∈ L∞, lo
(Ω), hj ∈ Lp ∗

0j
( · ), lo
(Ω) (j = 1, N, k = 1, N);

3) äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N} òà ìàéæå âñiõ x ∈ Ω iñíó¹ ïîõiäíà
∂Aij(x, ξ)/∂ξ, ξ 6= 0, i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Kij |ξ|
pij(x)−2 6

∂Aij(x, ξ)

∂ξ
6 K̃ij(1 + |x|)σij |ξ|pij(x)−2, ξ 6= 0,äå Kij > 0, K̃ij > 0, σij > 0 � äåÿêi ñòàëi.Äëÿ êîæíîãî p ∈ P ÷åðåç Fp ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ìàò-ðè÷íi �óíêöi¨ (Fij) = (F0, F1, . . . , Fn), Fk = 
olon(Fk1, . . . , FkN ) (k = 0, n) òàêi, ùî

Fij ∈ Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 0, n, j = 1, N). Íà Fp ââîäèòüñÿ òîïîëîãiÿ äåêàðòîâîãî äîáóò-êó ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 0, n, j = 1, N).Ïiä Op, äå p ∈ P, ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó îïóêëèõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñ-òîðó W 1

p( · ), lo
(Ω), ÿêi ìiñòÿòü 0.Òåïåð ñ�îðìóëþ¹ìî çàäà÷ó, ÿêó ìè äàëi áóäåìî äîñëiäæóâàòè. Íåõàé P̃ ⊂ Pi äëÿ p ∈ P̃ Ãp ⊂ Ap, F̃p ⊂ Fp, Õp ⊂ Op. Çàäà÷à SI(Ãp, F̃p, Õp : p ∈ P̃
)(a system of variational inequalities) òàêà: äëÿ êîæíîãî p ∈ P̃ i {Aij} ∈ Ãp, (Fij) ∈ F̃p,

K ∈ Õp çíàéòè ìíîæèíó SSI({Aij}, (Fij),K
) (a set of solutions of system of variational



ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉ ... 55inequalities) �óíêöié u ∈ K òàêèõ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∫

Ω

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂i(wj(vj − uj)) +A0j(x, u)wj(vj − uj)
}
d x >

>

∫

Ω

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Fij(x) ∂i(wj(vj − uj)) + F0j(x)wj(vj − uj)
}
d x (2)äëÿ áóäü-ÿêèõ wj ∈ C1,+

c (Ω) (j = 1, N) i v ∈ K.Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâà 1
′ íå ¹ ïðèíöèïîâîþ (äèâ. [7, ñ. 4℄).Ñêàæåìî, ùî çàäà÷à SI(Ãp, F̃p, Õp : p ∈ P̃

) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ (îäíîçíà÷íîþ, îäíî-çíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ), ÿêùî äëÿ êîæíîãî p ∈ P̃ i áóäü-ÿêèõ {Aij} ∈ Ãp, (Fij) ∈ F̃p òà
K ∈ Õp ìíîæèíà SSI({Aij}, (Fij),K

) ¹ íåïîðîæíüîþ (ìiñòèòü íå áiëüøå îäíîãîåëåìåíòà, ¹ îäíîåëåìåíòíîþ).Ìè øóêàòèìåìî ìíîæèíè P̃ i Ãp, F̃p, Õp (p ∈ P̃) òàêi, ùîá âiäïîâiäíà çàäà÷àSI(Ãp, F̃p, Õp : p ∈ P̃
) áóëà àáî îäíîçíà÷íîþ, àáî îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ çà âiäñóò-íîñòi ÿêèõîñü óìîâ íà çðîñòàííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèí F̃p, Õp (p ∈ P̃) íà íåñêií÷åííîñòi.Tóò ïðîïîíó¹ìî òàêèé âèáið øóêàíèõ ìíîæèí. Íåõàé P

∗ � ìíîæèíà, ÿêà ñêëà-äà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ p ∈ P òàêèõ, ùî
p−0j

def
= ess inf

x∈Ω
p 0j(x) > 2, p+

0j
def
= ess sup

x∈Ω
p 0j(x) < +∞, j = 1, N,

p−ij
def
= ess inf

x∈Ω
pij(x) > 1, p+

ij
def
= ess sup

x∈Ω
pij(x) 6 2, i = 1, n, j = 1, N,

q−ij
def
= ess inf

x∈Ω
qij(x) > n, q+ij

def
= ess sup

x∈Ω
qij(x) < +∞, i = 1, n, j = 1, N,äå qij(x) def

=
p0j(x)pij(x)

p0j(x)−pij(x) , x ∈ Ω (i = 1, n, j = 1, N).Äëÿ êîæíîãî p ∈ P∗ ââåäåìî ìíîæèíó A∗

p íàáîðiâ �óíêöié {Aij} ∈ Ap, ÿêiçàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâó óìîâó;
4) ñòàëi σ1j , . . . , σnj (j = 1, N) â óìîâi 3 òàêi, ùî

n− q−ij + σij

q+ij

p−ij
< 0, i = 1, n, j = 1, N.Òåîðåìà 1. Çàäà÷à SI(A∗

p, Fp, Op : p ∈ P ∗
) ¹ îäíîçíà÷íîþ i, ÿêùî SSI({Aij},

(Fij),K) 6= ∅ äëÿ äåÿêèõ p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op, òî äëÿ
u ∈SSI({Aij}, (Fij),K) i áóäü-ÿêèõ R0, R, 0 < R0 < R, R > 1, âèêîíó¹òüñÿ íå-ðiâíiñòü

∫

ΩR0

N∑

j=1

n∑

i=0

|∂iuj(x)|
pij(x)d x 6
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6

(
R

R−R0

)s [
C1R

n−γ + C2

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

|Fij(x)|
p∗

ij(x) d x
]
, (3)äå γ = min

{
q−ij − σij

q+
ij

p−

ij

: 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N
}
; s > max

{
q+ij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N

}
;

C1, C2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä n, s, p−ij , p+
ij (i = 0, n,

j = 1, N), q−ij , q+ij (i = 1, n, j = 1, N).Íåõàé W 1
p( · ), c(Ω) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó W 1

p( · ), loc(Ω), ÿêèéñêëàäà¹òüñÿ ç �óíêöié, íîñi¨ ÿêèõ ¹ îáìåæåíèìè ìíîæèíàìè. Íà ïðîñòîðiW 1
p( · ), c(Ω)çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü {fk}∞k=1 çáiæíà äî f â

W 1
p( · ), c(Ω), ÿêùî iñíó¹ çíà÷åííÿ R > 0 òàêå, ùî íîñi¨ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi ëåæàòüâ ΩR i ‖f − fk‖W 1

p( · )
(ΩR) −→

k→∞

0. Ñïðÿæåíèé äî W 1
p( · ), c(Ω) ïðîñòið ïîçíà÷àòèìåìî÷åðåç (W 1

p( · ), c(Ω))′, à äiþ åëåìåíòà f ∈ (W 1
p( · ), c(Ω))′ íà åëåìåíò v ∈ W 1

p( · ), c(Ω)÷åðåç 〈f, v〉∗. Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið W 1
p( · ), loc(Ω) ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïðîñòîðîì

(W 1
p( · ), c(Ω))′.Äëÿ p ∈ P∗ ÷åðåç O∗

p ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó ìíîæèíè Op òàêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿç åëåìåíòiâ K, ÿêi ¹ îïóêëèìè çàìêíåíèìè êîíóñàìè ç âåðøèíîþ â íóëi (òîáòî1) v+w ∈ K ∀v, w ∈ K; 2) λv ∈ K ∀λ > 0, v ∈ K), i äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà K iñíó¹îïåðàòîð β : W 1
p( · ), loc(Ω) −→ (W 1

p( · ), c(Ω))′, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
K = {v ∈ W 1

p( · ), loc(Ω) : β(v) = 0},

〈β(u1) − β(u2), w(u1 − u2)〉∗ > 0 ∀u1, u2 ∈W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈

(
C1,+

c (Ω)
)N

. (4)Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé G ⊆ Ω � ïiäîáëàñòü àáî êóñêîâî-ãëàäêà (n − 1)-âèìiðíà ïî-âåðõíÿ, à K � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè W 1
p( · ), loc(G), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâiä'¹ìíèõ íà

G �óíêöié. Î÷åâèäíî, ùî K � îïóêëèé çàìêíåíèé êîíóñ ç âåðøèíîþ â íóëi. Äëÿìíîæèíè K âèçíà÷èìî îïåðàòîð β, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ çàçíà÷åíi âèùå óìîâè, çà ïðà-âèëîì
〈βu, v〉∗ =

∫

G

N∑

j=1

u
(−)
j vj dµ ∀u ∈ W 1

p( · ), loc(Ω), v ∈W 1
p( · ), c(Ω),äå dµ � åëåìåíò "îá'¹ìó", ÿêùî G � ïiäîáëàñòü, i dµ � åëåìåíò "ïëîùi", ÿêùî G �ïîâåðõíÿ; u(−)(x) = u(x) ïðè u(x) < 0 i u(−)(x) = 0 ïðè u(x) > 0 äëÿ ìàéæå âñiõ

x ∈ G.Òåîðåìà 2. Çàäà÷à SI(A∗

p, Fp, O∗

p : p ∈ P∗
) � îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà.4. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.Ëåìà 1. Íåõàé {Aij} ∈ Ap, äå p ∈ P∗. Äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N},ìàéæå âñiõ x ∈ Ω òà äîâiëüíèõ ξ1, ξ2 ç R âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(Aij(x, ξ1) −Aij(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) > K−

ij

(
|ξ1|

pij(x)−2ξ1 − |ξ2|
pij(x)−2ξ2

)(
ξ1 − ξ2

)
, (5)

(Aij(x, ξ1) −Aij(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) 6 K+
ij (1 + |x|)σij |ξ1 − ξ2|

pij(x), (6)äå K−

ij , K+
ij (i = 1, n, j = 1, N) � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.



ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉ ... 57Äîâåäåííÿ. Äèâ. [7, 
. 6℄. �Çàóâàæåííÿ 3. Äëÿ äîâiëüíèõ a > 0, b > 0, ε > 0, ν > 1 ç íåðiâíîñòi Þíãà [9℄
(a b 6 aν

ν + bν∗

ν∗
, ν ∗ = ν

ν−1 ) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
a b 6 εaν + ε1−ν∗

b ν∗

. (7)Çàóâàæåííÿ 4. Ç íåðiâíîñòi Þíãà [9℄ (a b c 6 aν1

ν1
+ bν2

ν2
+ cν3

ν3
, a > 0, b > 0, c > 0,

ν1 > 1, ν2 > 1, ν3 > 1, 1
ν1

+ 1
ν2

+ 1
ν3

= 1) ëåãêî îòðèìàòè íåðiâíiñòü
a b c 6 εaν1 + εbν2 + ε1−ν3 cν3 , ε > 0. (8)Ëåìà 2. Íåõàé R∗ > 1, {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op äëÿ ÿêîãî-íåáóäü p ∈ P ∗ iäëÿ êîæíîãî l ∈ {1, 2} �óíêöiÿ ul ∈ K òàêà, ùî
∫

ΩR∗

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
l
j) ∂i(wj(vj − ul

j)) +A0j(x, u
l)wj(vj − ul

j)
}
d x >

>

∫

ΩR∗

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂i(wj(vj − ul
j)) d x (9)äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ K, wj ∈ C1,+

c (Ω), supp wj ⊂ ΩR∗
(j = 1, N).Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë R0 > 0, R > 1, R0 < R 6 R∗ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

∫

ΩR0

N∑

j=1

|u1
j − u2

j |
p 0j(x) d x 6 C3

(
R

R−R0

)s

Rn−γ , (10)äå s i γ � òàêi æ, ÿê â óìîâi òåîðåìè 1, a C3 � äîäàòía ñòàëa, ÿêa âiä ul (l = 1, 2),
Fij (i = 0, n, j = 1, N) íå çàëåæèòü.Äîâåäåííÿ. Äîâiëüíî âèáåðåìî i çà�iêñó¹ìî ÷èñëà R0, R çà óìîâè, ùî 0 < R0 < R 6

6 R∗, R > 1. Äîäàâøè iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi, îòðèìàíi ç (9) ïðè l = 1 i l = 2, òàïðèéíÿâøè v = 1
2 (u1 + u2), ìàòèìåìî

∫

ΩR∗

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j) −Aij(x, ∂iu

2
j)) ∂i(wj(u

1
j − u2

j))+

+(A0j(x, u
1) −A0j(x, u

2))wj(u
1
j − u2

j)
}
d x 6 0, (11)äå wj ∈ C1,+

c (Ω), suppwj ⊂ ΩR∗
(j = 1, N).Ïðèéìåìî â (11) wj = ζs (j = 1, N), äå

ζ(x) =

{
1
R (R2 − |x|2), |x| < R,

0, |x| > R,
(12)
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s > 1 � äîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî (çíà÷åííÿ s óòî÷íèìî ïiçíiøå). Ó ðåçóëüòàòi îäåð-æèìî íåðiâíiñòü

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j) −Aij(x, ∂iu

2
j))∂i(u

1
j − u2

j) + (A0j(x, u
1) −A0j(x, u

2))×

×(u1
j−u

2
j)

}
ζs d x 6 −s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

(
Aij(x, ∂iu

1
j)−Aij(x, ∂iu

2
j)

)
(u1

j−u
j
2) ζ

s−1 ∂iζ d x. (13)Îöiíèìî ÷ëåíè íåðiâíîñòi (13). Íà ïiäñòàâi óìîâè 2 îäåðæó¹ìî
∫

ΩR

N∑

j=1

(A0j(x, u
1) −A0j(x, u

2)) (u1
j − u2

j) ζ
s d x >

> K0

∫

ΩR

N∑

j=1

|u1
j(x) − u2

j(x)|
p 0j(x) ζs d x. (14)Ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ó [7, 
. 8℄, äëÿ s > max

{
q+ij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N

} îäåðæèìî
−s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j) −Aij(x, ∂iu

2
j)) (u1

j − u2
j) ζ

s−1 ∂iζ d x 6

6 η1

∫

ΩR

N∑

j=1

{
n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j)−Aij(x, ∂iu

2
j))(∂iu

1
j −∂iu

2
j)+ |u1

j(x)−u
2
j(x)|

p 0j(x)

}
ζs d x+

+C4(η1)

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

R
s−q ij(x)+σij

q ij(x)

p ij(x) d x, (15)äå η1 � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó (0; 1), C4(η1) > 0 � äåÿêà ñòàëà.Ç (13)�(15), âèáèðàþ÷è äîñòàòíüî ìàëèì çíà÷åííÿ η1, îòðèìà¹ìî
∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j)−Aij(x, ∂iu

2
j))(∂iu

1
j(x)−∂iu

2
j(x))+|u1

j (x)−u
2
j (x)|

p 0j(x)
}
ζs d x 6

6 C5

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

R
s−q ij(x)+σij

q ij(x)

p ij(x) d x, (16)äå C5 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.Çàóâàæèìî, ùî s − q ij(x) + σij
q ij(x)
p ij(x) 6 s − q−ij + σij

q+
ij

p−

ij

äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω iáóäü-ÿêèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N}. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 0 6 ζ(x) 6 R, êîëè
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x ∈ R

n, òà ζ(x) > R−R0 ïðè |x| 6 R0, äå R0 ∈ (0, R) � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Âðàõóâàâøèñêàçàíå i, çîêðåìà, òå, ùî R > 1, ç (16) íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (5) îòðèìà¹ìî
∫

ΩR0

N∑

j=1

|u1
j − u2

j |
p 0j(x)d x 6 C6

(
R

R−R0

)s N∑

j=1

n∑

i=1

R
n−q−

ij
+σij

q
+
ij

p
−

ij , (17)äå C6 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n, s, p−ij , p+
ij (i = 0, n, j = 1, N), q−ij , q+ij

(i = 1, n, j = 1, N). Ç (17), âðàõóâàâøè, ùî n− q−ij +σij
q+

ij

p−

ij

6 n−γ (i = 1, n, j = 1, N),äå γ = min
{
q−ij − σij

q+
ij

p−

ij

: 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N
}, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (10). �Ëåìà 3. Íåõàé p ∈ P ∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op, u ∈ K òàêi, ùî âèêîíó¹òü-ñÿ íåðiâíiñòü (2) äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ K, wj ∈ C1,+
c (Ω), suppwj ⊂ ΩR∗

(j = 1, N), äå
R∗ > 1 � äåÿêå ÷èñëî. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë R0 > 0, R > 1, R0 < R 6 R∗,ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (3).Äîâåäåííÿ. Íåõàé R > 1 � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî ç ïðîìiæêó [1;R∗]. Ïðèéìåìî â (2)
wj = ζs (j = 1, N), äå ζ âèçíà÷åíà â (12), v = 0. Ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü îòðè-ìà¹ìî

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂iuj +A0j(x, u)uj

}
ζs d x 6

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂iuj ζ
s d x+

+s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Fij uj ζ
s−1∂iζ d x− s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj)uj ζ
s−1∂iζ d x. (18)Îöiíèìî äîäàíêè íåðiâíîñòi (18). Çãiäíî ç íåðiâíîñòÿìè (5) òà óìîâîþ 2 îäåðæèìî

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂iuj +A0j(x, u)uj

}
ζs d x >

>

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

K−

ij |∂iuj(x)|
pij(x) +K0|uj(x)|

p0j(x)
}
ζs d x. (19)Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü (7), îòðèìà¹ìî

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂iuj ζ
s d x 6

6

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

{
ε1|∂iuj(x)|

pij (x) + C7(ε1)|Fij(x)|
p∗

ij(x)
}
ζs d x, (20)äå ε1 ∈ (0; 1) � äîâiëüíå ÷èñëî; C7(ε1) � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, çàëåæíà âiä ε1.
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s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Fij uj ζ
s−1∂iζ d x 6 ε2

∫

ΩR

N∑

j=1

|uj(x)|
p0j (x) ζs d x+

+ε2

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

|Fij(x)|
p∗

ij(x) ζs d x+ C8(ε2)

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

ζs−qij(x) d x, (21)äå ε2 ∈ (0; 1) � äîâiëüíå ÷èñëî, à C8(ε2) � äåÿêa äîäàòía ñòàëa. Ïðèéíÿâøè â (15)
u1 = u, u2 = 0, îäåðæèìî

−s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj)uj ζ
s−1∂iζ d x 6 ε3

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂iuj ζ
s d x+

+ε3

∫

ΩR

N∑

j=1

|uj(x)|
p0j (x) ζs d x+ C9(ε3)

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

R
s−qij(x)+σij

qij(x)

pij(x) d x, (22)äå ε3 ∈ (0; 1) � äîâiëüíå ÷èñëî; C9(ε3) � äåÿêa äîäàòía ñòàëa.Íà ïiäñòàâi (19)-(22) ç (18) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε1, ε2, ε3 îòðèìà¹ìî
∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

|∂iuj(x)|
pij(x) ζs(x) d x 6 C10

N∑

j=1

n∑

i=1

R
n+s−q−

ij
+σij

q
+
ij

p
−

ij +

+C11

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

|Fij(x)|
p∗

ij(x) ζs(x)d x, (23)äå s > max
{
q+ij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N

} � äîâiëüía ñòàëa; C10, C11 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêiçàëåæàòü òiëüêè âiä n, s, p−ij , p+
ij (i = 0, n, j = 1, N), q−ij , q+ij , (i = 1, n, j = 1, N).Äiþ÷è äàëi òàê ñàìî, ÿê ó äîâåäåííi ëåìè 2 (äèâ. (17)), îòðèìà¹ìî îöiíêó (3). �Íåõàé p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ O∗

p, k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.Ïðèéìåìî Up,k
def
={v|Ωk

: v ∈ W 1
p( · ), c(Ω), supp v ⊂ Ωk} � ëiíiéíèé ïðîñòið, íàäiëå-íèé íîðìîþ ïðîñòîðó W 1

p( · )(Ωk) (î÷åâèäíî, ùî Up,k ⊂ W 1
p( · )(Ωk)). Ïðîñòið Up,k ¹áàíàõîâèì. Êàíîíi÷íó �îðìó íà (Up,k)′ ×Up,k ïîçíà÷èìî ÷åðåç 〈·, ·〉k. Ïiä Kk ðîçó-ìiòèìåìî ìíîæèíó {v|Ωk

: v ∈ K, supp v ⊂ Ωk}, ÿêà, íà ïiäñòàâi íàøîãî ïðèïóùåííÿ,¹ îïóêëîþ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ Up,k.Âèçíà÷èìî îïåðàòîð Lk : Up,k → (Up,k)′ çà ïðàâèëîì
〈Lkv, ṽ〉k

def
=

∫

Ωk

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂ivj) ∂iṽj +A0j(x, v) ṽj

}
d x ∀v, ṽ ∈ Up,k.Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îïåðàòîð Lk : Up,k → (Up,k)′ � ñòðîãî ìîíîòîííèé,îáìåæåíèé, êîåðöèòèâíèé i ñåìiíåïåðåðâíèé. Äîâåäåííÿ öüîãî �àêòó ïðîâîäÿòü ïî-äiáíî äî âèïàäêó ñòàëîãî ïîêàçíèêà íåëiíiéíîñòi, âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ íîð-ìîþ ïðîñòîðó Lr( · )(Ωk) i �óíêöiîíàëîì ρr,k(v).
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〈Φk, ṽ〉k

def
=

∫

Ωk

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂iṽj(x) d x ∀ṽ ∈ Up,k.Ëåìà 4. Iñíó¹ ¹äèíà �óíêöiÿ uk ∈ Kk òàêà, ùî
〈Lkuk, w(v − uk)〉k > 〈Φk, w(v − uk)〉k (24)äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Kk, w ∈

(
C1,+(Ω)

)N .Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: çíàéòè �óíêöiþ uε ∈ Up,k,ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
Lkuε +

1

ε
βkuε = Φk, (25)äå βk � çâóæåííÿ îïåðàòîða øòðà�ó β, ùî âèçíà÷à¹ K, íà ïðîñòið Up,k.Ó öüîìó äîâåäåííi, äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ, âñþäè îïóñòèìî iíäåêñ k, êðiìïîçíà÷åíü Up,k, Kk i Ωk. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà L, ëåãêî ïåðåêîíà-òèñÿ, ùî îïåðàòîð L + 1

εβ � ìîíîòîííèé, îáìåæåíèé, ñåìiíåïåðåðâíèé i êîåðöèòèâ-íèé. Âðàõîâóþ÷è öå, à òàêîæ òå, ùî ïðîñòið Up,k � ðå�ëåêñèâíèé i ñåïàðàáåëüíèé,íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.1 ìîíîãðà�i¨ [10, �ë.2, §2℄ îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-íÿííÿ (25). Éîãî ¹äèíiñòü âèïëèâà¹ ç ñèëüíî¨ ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà L.Ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.2 [10, ñ.385℄, îäåðæèìî, ùî ìíîæèíà
{uε : ε ∈ (0; 1)} � îáìåæåíà â Up,k, ìíîæèíà {Luε : ε ∈ (0; 1)} � îáìåæåíà â (Up,k)′,
‖βuε‖ 6 C12ε, äå C12 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ �óíêöié
u ∈ Up,k, χ ∈ (Up,k)′ òà ïîñëiäîâíîñòi {εm}∞m=1 òàêèõ, ùî εm → 0 ïðè m→ ∞ i

uεm −→
m→∞

u ñëàáêî â Up,k, (26)
Luεm −→

m→∞

χ ñëàáêî â (Up,k)′, (27)
βuεm −→

m→∞

0 ñèëüíî â (Up,k)′, βu = 0. (28)Ç ðiâíÿííÿ (25) äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kk, w ∈ (C1,+(Ω))N ìà¹ìî
〈Luεm − Φ, w(v − uεm)〉 =

1

εm
〈βv − βuεm , w(v − uεm)〉 > 0, (29)çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

〈Luεm , w(v − uεm)〉 > 〈Φ, w(v − uεm)〉 ∀v ∈ Kk, w ∈
(
C1,+(Ω)

)N
, m ∈ N. (30)Ïðèéíÿâøè â (30) v = u, wj = 1 (j = 1, N), îäåðæèìî

〈Luεm , u− uεm〉 > 〈Φ, u− uεm〉.Çâiäñè, íà ïiäñòàâi (26), îòðèìó¹ìî
lim

m→∞

〈Luεm , u− uεm〉 > 0. (31)Ç ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà L âèïëèâà¹ 〈Lu− Luεm , u− uεm〉 > 0, òîáòî
〈Luεm , u− uεm〉 6 〈Lu, u− uεm〉,
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lim

m→∞

〈Luεm , u− uεm〉 6 0. (32)Ç (31) i (32) îòðèìà¹ìî
lim

m→∞

〈Luεm , u− uεm〉 = 0. (33)Âðàõóâàâøè óìîâó 2 òà íåðiâíîñòi (5), îòðèìà¹ìî
〈Luεm − Lu, uεm − u〉 > K0

∫

Ωk

N∑

j=1

|uεm

j − uj |
p0j(x) d x ∀m ∈ N. (34)Íà ïiäñòàâi (26) òà (33) ç (34) îäåðæèìî

uεm

j −→
m→∞

uj ñèëüíî â Lp0j( · )(Ωk), j = 1, N. (35)Ïîêàæåìî, ùî
χ = Lu. (36)Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî iäåþ, âèêëàäåíó íà ñòîðiíöi 191 ìîíîãðà�i¨ [10℄. Íåõàé

ṽ � äîâiëüíèé åëåìåíò ç ïðîñòîðó Up,k. Ïðèéìåìî wθ def
= u + θ(ṽ − u), θ ∈ (0, 1). Íàïiäñòàâi ìîíîòîííîñòi îïåðàòîða L îòðèìà¹ìî 〈Luεm − Lwθ, uεm − wθ〉 > 0, òîáòî

θ〈Luεm , u− ṽ〉 > 〈Luεm , u− uεm〉 + 〈Lwθ, uεm − u〉 + θ〈Lwθ, u− ṽ〉.Ñïðÿìó¹ìî â öié íåðiâíîñòi m äî ∞, âðàõóâàâøè (26), (33). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî
〈χ, u− ṽ〉 > 〈Lwθ, u− ṽ〉.Ñïðÿìóâàâøè òóò θ äî 0, i âðàõîâóþ÷è, ùî îïåðàòîð L � ñåìiíåïåðåðâíèé, îäåðæèìî

〈χ− Lu, u− ṽ〉 > 0 (37)äëÿ äîâiëüíèõ ṽ ∈ Up,k. Óçÿâøè â (37) ṽ = u − λψ, äå λ > 0, ψ ∈ Up,k, îòðèìà¹ìî
〈χ− Lu, ψ〉 > 0 ∀ψ ∈ Up,k, çâiäêè ëåãêî âèïëèâà¹ (36).Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà L, óìîâó 2 òà íåðiâíîñòi (5) (äèâ. [7,
. 13℄), îòðèìà¹ìî

〈Luεm , w(u − uεm)〉 6

∫

Ωk

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
εm

j ) (uj − uεm

j ) ∂iwj +

+
n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂i(uj − uεm

j )wj +A0j(x, u)wj(uj − uεm

j )
}
d x. (38)Ïåðåéøîâøè â (38) äî ãðàíèöi ïðè m→ ∞, îòðèìà¹ìî

lim
m→∞

〈Luεm , w(u − uεm)〉 6 0. (39)Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (30) îäåðæèìî
〈Φ, w(v − uεm)〉 6 〈Luεm , w(v − uεm)〉 = 〈Luεm , w(v − u)〉 + 〈Luεm , w(u − uεm)〉, (40)äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kk, w ∈

(
C1,+(Ω)

)N .Ñïðÿìó¹ìî â (40) m äî ∞, âðàõîâóþ÷è (27), (36), (39). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî(24) äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kk, w ∈
(
C1,+(Ω)

)N . �



ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉ ... 635. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïðèïóñòèìîñóïðîòèâíå. Íåõàé äëÿ äåÿêèõ p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op ìíîæèíàSSI({Aij}, (Fij),K) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîíàä îäíîãî åëåìåíòà. Âèáåðåìî ÿêi-íåáóäü äâàåëåìåíòè ç SSI({Aij}, (Fij),K) i ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç u1 òà u2. Çãiäíî ç ëåìîþ 2 iíàøèì ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî äëÿ äîâiëüíèõ R0, R òàêèõ, ùî 0 < R0 < R, R > 1,íåðiâíiñòü
∫

ΩR0

N∑

j=1

|u1
j(x) − u2

j(x)|
p 0j(x) d x 6 C3

(
R

R−R0

)s

Rn−γ , (41)äå s i γ � òàêi ñàìi, ÿê ó �îðìóëþâàííi òåîðåìè 1, a C3 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà âiä ul

(l = 1, 2) íå çàëåæèòü.Îòîæ, äîâiëüíî çà�iêñóâàâøè âèáðàíå R0, ïåðåéäåìî â (41) äî ãðàíèöi ïðè
R → +∞. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî u1(x) = u2(x) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ ΩR0 .Îñêiëüêè R0 � äîâiëüíå ÷èñëî, òî ìà¹ìî u1(x) = u2(x) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, òîáòîìíîæèíà SSI({Aij}, (Fij),K) íå ìîæå ìiñòèòè áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà.Íåõàé SSI({Aij}, (Fij),K) 6= 0 äëÿ äåÿêèõ p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp,
K ∈ Op. Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè 3 ìà¹ìî (3). 2Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé p ∈ P

∗ i {Aij} ∈ A
∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ O
∗

p. Çãiäíîç ëåìîþ 4 äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Lkòà �óíêöiîíàëà Φk, îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ �óíêöi¨ uk ∈ Kk òàêî¨, ùî
∫

Ωk

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
k
j ) ∂i(wj(vj − uk

j )) +A0j(x, u
k)wj(vj − uk

j )
}
d x >

>

∫

Ωk

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(vj − uk
j )) d x, (42)äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ K, w ∈

(
C1,+

c (Ω)
)N , suppwj ⊂ Ωk (j = 1, N).Äîâèçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî k ∈ N �óíêöiþ uk íóëåì íà Ω\Ωk, çàëèøèâøè çàöèì ïðîäîâæåííÿì ïîçíà÷åííÿ uk. Î÷åâèäíî, ùî uk ∈ K. Íåõàé k i m � äîâiëü-íi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 1 < k < m; R0, R � áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî

0 < R0 < R 6 k − 1, R > 1. Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè 2 ç (42), óçÿâøè R∗ = k − 1,îòðèìà¹ìî
∫

ΩR0

N∑

j=1

|uk
j (x) − um

j (x)|p 0j(x) d x 6 C3

(
R

R−R0

)s

Rn−γ , (43)äå C3 > 0, s > 0 � ñòàëi, ÿêi âiä k,m,R0 òà R íå çàëåæàòü, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ γ òàêå,ùî n− γ < 0 (éîãî ìîæíà òàêèì âèáðàòè íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè 2).Íåõàé ε > 0 � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíå çíà÷åííÿ R0 > 0 i âèáåðå-ìî R > max{1;R0} íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîáè ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (43) áóëà ìåí-øîþ çà ε. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ k > R+ 1 i m > k ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (43) ìåíøàçà ε. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {
uk

j

∣∣
ΩR0

}∞

k=1
¹ �óíäàìåíòàëüíîþ â Lp 0j( · )(ΩR0)
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(j = 1, N). Îñêiëüêè R0 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, òî çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ �óíêöié
uj ∈ Lp 0j( · ), lo
(Ω) (j = 1, N) òàêèõ, ùî

uk
j −→

k→∞

uj ñèëüíî â Lp 0j( · ), lo
(Ω), j = 1, N. (44)Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi {uk
}∞

k=1
, {A0j(·, u

k( · ))
}∞

k=1
, {Aij(·, ∂iu

k
j ( · ))

}∞

k=1
�îáìåæåíi âiäïîâiäíî â W 1

p( · ), loc(Ω), Lp∗

0j
( · ), lo
(Ω), Lp ∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 1, n, j = 1, N).Ñïðàâäi, íåõàé R0, R � áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < R0 < R, R > 1. Íà ïiäñòàâiëåìè 3 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > R+ 1 îòðèìà¹ìî

∫

ΩR0

N∑

j=1

n∑

i=0

|∂iu
k
j (x)|pij(x)d x 6 C13(R0), (45)äå C13(R0) > 0 � ñòàëa, ÿêa âiä k íå çàëåæèòü, àëå ìîæå çàëåæàòè âiä R0.Çãiäíî ç óìîâîþ 2 i íåðiâíoñòÿìè (6), âèêîðèñòàâøè îöiíêó (45), îäåðæèìî

∫

ΩR0

N∑

j=1

|Aij

(
x, ∂iu

k
j (x)

)
|p

∗

ij(x)d x 6 C14(R0), i = 0, n, (46)äå C14(R0) > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä k íå çàëåæèòü, àëå ìîæå çàëåæàòè âiä R0.Ç (44)�(46) i óìîâè 1 îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi {
ukm

}∞

m=1
ïîñëi-äîâíîñòi {

uk
}∞

k=1
òà �óíêöié v ∈ W 1

p( · ), loc(Ω), χij ∈ Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 0, n, j = 1, N)òàêèõ, ùî

ukm −→
m→∞

v ñëàáêî â W 1
p( · ), loc(Ω), (47)

ukm −→
m→∞

u ìàéæå âñþäè íà Ω, (48)
A0j

(
·, ukm( · )

)
−→
j→∞

χ0j( · ) ñëàáêî â Lp∗

0j
( · ), lo
(Ω), j = 1, N, (49)

A0j

(
x, ukm(x)

)
−→

m→∞

A0j

(
x, u(x)

) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, j = 1, N, (50)
Aij

(
·, ∂iu

km

j ( · )
)
−→

m→∞

χij( · ) ñëàáêî â Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω), i = 1, n, j = 1, N.Ç (47)�(50) i ëåìè 1.3 ïðàöi [10, ñ. 25℄ îäåðæèìî, ùî

v = u, χ0j( · ) = A0j

(
·, u( · )

)
, j = 1, N.Íà ïiäñòàâi ìåòîäó ìîíîòîííîñòi (äèâ. [7, 
. 16℄) îòðèìà¹ìî

χij( · ) = Aij

(
·, ∂iuj( · )), i = 1, n, j = 1, N.Íåõàé v ∈ K, w ∈

(
C1,+

c (Ω)
)N . Âèáåðåìî çíà÷åííÿ l ∈ N òàêå, ùî suppwj ⊂ Ωkl

(j = 1, N). Äëÿ âñiõ m > l âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (äèâ. (42))
∫

Ωkm

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
km

j ) ∂i(wj(vj − ukm

j )) +A0j(x, u
km)wj(vj − ukm

j )
}
d x >
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>

∫

Ωkm

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂i(wj(vj − ukm

j )) d x = I1. (51)Ïåðåòâîðèìî ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (51) òàê:
∫

Ωkm

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
km

j ) ∂i(wj(vj − ukm

j )) +A0j(x, u
km)wj(vj − ukm

j )
}
d x 6

6

∫

Ωkl

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
km

j ) −Aij(x, ∂ivj)) (vj − ukm

j ) ∂iwj+

+

n∑

i=1

Aij(x, ∂ivj) ∂i(wj(vj − ukm

j )) +A0j(x, v)wj(vj − ukm

j )
}
d x = I2. (52)Ñòîñîâíî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (51) ìà¹ìî

I1 =

∫

Ωkl

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(vj − ukm

j ))d x −→
m→∞

∫

Ωkl

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(vj − uj))d x.(53)Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
I2 −→

j→∞

∫

Ωkl

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iuj) −Aij(x, ∂ivj)) (vj − uj) ∂iwj+

+

n∑

i=1

Aij(x, ∂ivj) ∂i(wj(vj − uj)) +A0j(x, v)wj(vj − uj)
}
d x. (54)Îöiíèìî ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (51), âèêîðèñòàâøè (52), i ïåðåéäåìî â îòðè-ìàíié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè m → ∞, âðàõóâàâøè (53) i (54). Ïîòiì ïðèéìåìî

v
def
= u+ θ(ṽ − u), 0 < θ < 1, ṽ ∈ K. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

∫

Ωkl

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(
Aij(x, ∂iuj) −Aij(x, ∂i(uj + θ(ṽj − uj)))

)
(ṽj − uj) ∂iwj +

+

n∑

i=1

Aij(x, ∂i(uj + θ(ṽj −uj))) ∂i(wj(ṽj −uj))+A0j(x, u+ θ(ṽ−u)))wj(ṽj −uj)
}
d x >

>

∫

Ωkl

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(ṽj − uj))d x. (55)Ïåðåéøîâøè â (55) äî ãðàíèöi ïðè θ → 0, îòðèìà¹ìî (2) äëÿ çàäàíî¨ �óíêöi¨ ṽ.Íà ïiäñòàâi äîâiëüíîñòi �óíêöié ṽ i w ðîáèìî âèñíîâîê, ùî u ∈ SSI({Aij}, (Fij),K).Îòæå, ìè äîâåëè îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i SI(A∗

p, Fp, O∗

p : p ∈ P∗
). �
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omÄîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñèñòåì ýëëèïòè÷åñêèõ âàðèàöèîí-íûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå ñîäåðæàò ñòåïåííûå íåëèíåéíîñòè è èõ ïîêàçà-òåëè íåëèíåéíîñòè îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàçíûå è ïåðåìåí-íûå. Ïðè ýòîì íå íàëàãàþòñÿ óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ è âîçðîñòàíèåèñõîäíûõ äàííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûé îïåðàòîð, âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî,îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà-Ñîáîëåâà, íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü.Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 09.09.2008Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009



ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 68�78 Is. 70. P. 68�78ÓÄÊ 519.212Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉÑÈÑÒÅÌÈ ÎÁÑËÓ�ÎÂÓÂÀÍÍß M/M/1/mÞðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: zyurvas�meta.uaÄëÿ ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/m, â ÿêié âiäáóâà¹òüñÿ áëîêóâàí-íÿ âõiäíîãî ïîòîêó âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó äðóãîãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëüäî ìîìåíòó çâiëüíåííÿ ñèñòåìè, ðîçãëÿíóòî âèïàäêè: 1) ïåðåðâè â ðîáî-òi íåìîæëèâi (çàäà÷à I); 2) ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü îãîëîøó¹òüñÿïåðåðâà â ðîáîòi ñèñòåìè (çàäà÷à II). Äëÿ çàäà÷i I òà äëÿ çàäà÷i II ó âè-ïàäêàõ m ∈ [ n, 2n ]; m = n − 1; n = 1 îäåðæàíî åðãîäè÷íi ðîçïîäiëèéìîâiðíîñòåé ñòàíiâ ñèñòåìè òà äîâæèíè ÷åðãè, à äëÿ m > n ïîáóäîâàíîàëãîðèòì äëÿ âèçíà÷åííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó. Ó âèïàäêó âiäñóòíîñòiîáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè (ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/∞) ç'ÿñî-âàíî óìîâè iñíóâàííÿ åðãîäè÷íîãî ïðîöåñó äëÿ çàäà÷i I òà äëÿ çàäà÷i IIïðè n = 1. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëóäëÿ óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i I, êîëè áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó òðèâà¹ âiäìîìåíòó ïî÷àòêó (n + 1)-ãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü.Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/m, áëîêóâàííÿ âõiä-íîãî ïîòîêó, ïåðåðâè â ðîáîòi, åðãîäè÷íèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé.1. Âñòóï. Â [1, 2℄ âèâ÷àëè ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ òèïó M/G/1/m ç îáìåæå-íîþ ÷åðãîþ òà áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó. ßêùî äîâæèíà ÷åðãè äîñÿãà¹ ÷èñëà
m, òî íàäõîäæåííÿ çàìîâëåíü ó ñèñòåìó áëîêó¹òüñÿ i âiäíîâëþ¹òüñÿ ëèøå òîäi, êî-ëè äîâæèíà ÷åðãè çìåíøèòüñÿ äî äåÿêîãî ïîðîãîâîãî ðiâíÿ l ∈ [0, m − 1]. Ó ñòàòòi[3℄ ðîçãëÿíóòî ñèñòåìó M/G/1/m, îñîáëèâiñòþ ÿêî¨ ¹ òå, ùî ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíüïîñïiëü îãîëîøó¹òüñÿ âèìóøåíà ïåðåðâà â ðîáîòi ñèñòåìè. Íåîáõiäíiñòü òàêî¨ ïåðåð-âè ìîæå áóòè çóìîâëåíà òåõíîëîãi÷íèìè àáî iíøèìè ïðè÷èíàìè. Íàïðèêëàä, òåõíi÷-íèé ïðèñòðié, ÿêèé ïîñëiäîâíî âèêîíó¹ îäíîðiäíi îïåðàöi¨, ÷àñ ïî÷àòêó i òðèâàëiñòüêîæíî¨ ç ÿêèõ çàëåæèòü âiä âèïàäêîâèõ ÷èííèêiâ, ïiä ÷àñ ïðîåêòóâàííÿ ìîæå áó-òè ðîçðàõîâàíèé íà îáìåæåíó êiëüêiñòü îïåðàöié, ÿêi âèêîíóþòüñÿ áåç ïåðåðâè ìiæîïåðàöiÿìè.
©Æåðíîâèé Þ., 2009



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 69Íèæ÷å çàïðîïîíîâàíî iíøi ìîäè�iêàöi¨ ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/m,ïîâ'ÿçàíi ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó é îãîëîøåííÿì ïåðåðâè â ðîáîòi ñèñòåìèïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó çàìîâëåíü òðèâà¹ âiäìîìåíòó ïî÷àòêó äðóãîãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü àæ äî çâiëüíåííÿ ñèñòåìè âiä çà-ìîâëåíü. Ìè ðîçãëÿíåìî äâà âàðiàíòè �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè M/M/1/mç òàêèì áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó: 1) ïåðåðâè â ðîáîòi íåìîæëèâi; 2) ïiñëÿ nîáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü îãîëîøó¹òüñÿ ïåðåðâà â ðîáîòi ñèñòåìè, ïiä ÷àñ ÿêî¨ òàêîæâiäáóâà¹òüñÿ áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó. Âèâ÷èìî óçàãàëüíåííÿ ïåðøî¨ çàäà÷i, ÿêåïîëÿãà¹ â òîìó, ùî áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó òðèâà¹ âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó (n+1)-ãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü.2. Ñèñòåìà ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó. �îçãëÿíåìî îäíîêàíàëüíóñèñòåìó îáñëóãîâóâàííÿ, äëÿ ÿêî¨ äîâæèíà ÷åðãè íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè ÷èñëà m.Çàìîâëåííÿ â ñèñòåìó íàäõîäÿòü ïî îäíîìó, à ïðîìiæêè ÷àñó ìiæ ìîìåíòàìè íàä-õîäæåííÿ çàìîâëåíü i òðèâàëîñòi îáñëóãîâóâàííÿ îäíîãî çàìîâëåííÿ � íåçàëåæíiâèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíi çà ïîêàçíèêîâèìè çàêîíàìè ç ïàðàìåòðàìè λ i µ,âiäïîâiäíî.Çàìîâëåííÿ íàäõîäÿòü äî ñèñòåìè, êîëè âîíà âiëüíà, à òàêîæ ïiä ÷àñ ïåðøîãîîáñëóãîâóâàííÿ ïiñëÿ ñòàíó ïðîñòîþ ñèñòåìè, ÿêùî äîâæèíà ÷åðãè íå ïåðåâèùó¹÷èñëà m.Ââåäåìî ïîäâiéíó íóìåðàöiþ ñòàíiâ ñèñòåìè: skl � ñòàí k ðiâíÿ l. Òóò k
(k = 0, m + 1) � êiëüêiñòü çàìîâëåíü, ùî ïåðåáóâàþòü ó ñèñòåìi; çíà÷åííÿ l
(l = 1, m + 1) âiäïîâiäàþòü òèì ñòàíàì ñèñòåìè, êîëè îáñëóãîâó¹òüñÿ l-òå çà ïî-ðÿäêîì çàìîâëåííÿ ïiñëÿ ïåðiîäó ïðîñòîþ ñèñòåìè; s01 � ñòàí, êîëè ñèñòåìà âiëüíà.Ñòàí s01 óìîâíî âiäíåñåíèé äî ãðóïè ñòàíiâ ïåðøîãî ðiâíÿ, çàâäÿêè ÷îìó ñòàöiîíàð-íi éìîâiðíîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàíàì skl

(

k = 0, m
), ìè çìîæåìî çàïèñàòè îäíîþ�îðìóëîþ (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (4)).Íåõàé p kl(t) � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà â ìîìåíò ÷àñó t ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi

skl. Î÷åâèäíî (äèâ., íàïðèêëàä, [4, ñ. 69℄, [5, ñ. 61℄), ùî iñíóþòü ãðàíèöi
p kl = lim

t→∞

p kl(t)
(

k = 0, m + 1; l = 1, m + 1
)

.Êîðèñòóþ÷èñü ãðà�îì ñòàíiâ ñèñòåìè, çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòà-öiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl

µ
m+1
∑

k=1

p 1k − λp 01 = 0; λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, m
)

;

λpm1 − µpm+1,1 = 0;

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = 1, m; k = 1, m − l + 1
)

.

(1)Âèãëÿä ðiâíÿíü (1) äà¹ çìîãó âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàíàìðiâíiâ l > 2, ÷åðåç iìîâiðíîñòi ñòàíiâ ïåðøîãî ðiâíÿ p k1

p kl = p k+l−1,1

(

l = 2, m + 1; k = 1, m − l + 2
)

. (2)



70 Þðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉÑèñòåìà äëÿ éìîâiðíîñòåé p k1 ðàçîì ç íîðìóâàëüíîþ óìîâîþ ìàòèìå âèãëÿä
p 01 = β

m+1
∑

k=1

p k1; p k−1,1 = (1 + β)p k1

(

k = 1, m
)

;

pm1 = βpm+1,1; p 01 +
m+1
∑

k=1

kp k1 = 1,

(3)äå β = µ/λ. Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (3) ìà¹ìî çìîãó âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi p k1÷åðåç pm+1,1

p k1 = β(1 + β)m−kpm+1,1

(

k = 0, m
)

. (4)Iìîâiðíiñòü pm+1,1 çíàéäåìî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ïðàâèõ ÷àñòèí ñïiââiäíîøåíü (4) óíîðìóâàëüíó óìîâó
pm+1,1 =

β

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
. (5)�iâíîñòi (2), (4), (5) öiëêîâèòî âèçíà÷àþòü åðãîäè÷íèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé ñòà-íiâ skl.Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðîçïîäië, ìîæíà çíàéòè åðãîäè÷íèé ðîçïîäië äîâæèíè÷åðãè ó ñèñòåìi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç πk ñòàöiîíàðíó éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äîâæèíà÷åðãè äîðiâíþ¹ k (k = 0, m). Òîäi

π0 =

m+1
∑

k=0

p k1 = (1 + β)m+1pm+1,1 =
β(1 + β)m+1

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
;

πk =
m+1
∑

s=k+1

ps1 = (1 + β)m−kpm+1,1 =
β(1 + β)m−k

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1

(

k = 1, m
)

.

(6)Ñåðåäíþ äîâæèíó ÷åðãè âèçíà÷à¹ìî ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè
r =

m
∑

k=1

kπk =
(1 + β)m+1 − (m + 1)β − 1

β
(

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
) . (7)Ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ çàìîâëåííÿ, ùî íàäiéøëîíà âõiä ñèñòåìè, îá÷èñëèìî ÿê ñóìó éìîâiðíîñòåé òèõ ñòàíiâ, êîëè âõiäíèé ïîòiê íåçàáëîêîâàíèé

Pîáñ =

m
∑

k=0

p k1 =
β
(

(1 + β)m+1 − 1
)

(β2 + β + 1)(1 + β)m − 1
. (8)Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ ó ñïiââiäíîøåííÿõ (4)�(8), îäåðæèìî åð-ãîäè÷íi ðîçïîäiëè {p kl} i {πk} òà âiäïîâiäíi �îðìóëè äëÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åðãè i



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 71éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó
p k1 =

β2

(1 + β)k(β2 + β + 1)
(k = 0, 1, 2, . . .) ;

p kl = p k+l−1,1 (k = 1, 2, . . . ; l = 2, 3, . . .) ;

π0 =
β(1 + β)

β2 + β + 1
; πk =

β

(β2 + β + 1)(1 + β)k
(k = 1, 2, . . .) ;

r =
1 + β

β(β2 + β + 1)
; Pîáñ =

β(1 + β)

β2 + β + 1
.Çàóâàæèìî, ùî åðãîäè÷íèé ïðîöåñ äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãîïîòîêó iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü β íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíî¨ ñèñòåìè M/M/1/∞,äëÿ ÿêî¨ âií iñíó¹ ëèøå ïðè β > 1.3. Ñèñòåìà ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó òà âèìóøåíèìè ïåðåð-âàìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Ó �îðìóëþâàííÿ ïîïåðåäíüî¨çàäà÷i âíåñåìî ëèøå îäíó çìiíó: ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü ó ðîáîòi ñèñòåìèîãîëîøó¹òüñÿ ïåðåðâà, ÿêà òðèâà¹ ïðîòÿãîì âèïàäêîâîãî ÷àñó, ðîçïîäiëåíîãî çà ïî-êàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì γ.Çàìîâëåííÿ, ÿêi íà ìîìåíò îãîëîøåííÿ ïåðåðâè ïåðåáóâàþòü ó ÷åðçi, çàëè-øàþòüñÿ â ñèñòåìi i ÷åêàþòü íà âiäíîâëåííÿ îáñëóãîâóâàííÿ. Íîâîïðèáóëi çàìîâ-ëåííÿ ïiä ÷àñ ïåðåðâè îòðèìóþòü âiäìîâó íàâiòü çà íàÿâíîñòi âiëüíèõ ìiñöü ó ÷åðçi.Áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó çàìîâëåíü âiäáóâà¹òüñÿ çà òàêèõ ñàìèõ óìîâ ÿê ó ïîïå-ðåäíié çàäà÷i, òîìó çàäà÷à ìà¹ ñåíñ ëèøå ïðè m > n−1. Iíàêøå, êiëüêiñòü çàìîâëåíü,îáñëóæåíèõ ïîñïiëü çàâæäè ìåíøà çà n.Çáåðåæåìî ââåäåíó âèùå íóìåðàöiþ ñòàíiâ ñèñòåìè, äîäàòêîâî ïîçíà÷èâøè ÷å-ðåç sk,n+1

(

k = 0, m − n + 1
) ñòàíè ñèñòåìè ïiä ÷àñ âèìóøåíî¨ ïåðåðâè. Îòæå, ñòàí

sk,n+1 îçíà÷à¹, ùî ïiä ÷àñ ïåðåðâè ó ñèñòåìi ¹ k çàìîâëåíü, ÿêi î÷iêóþòü íà âiäíîâ-ëåííÿ îáñëóãîâóâàííÿ.Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî m > n, n > 2, i çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ ñòà-öiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl

µ

n−1
∑

k=1

p 1k + γp 0,n+1 − λp 01 = 0;

λp k−1,1 + γp k,n+1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, m − n + 1
)

;

λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = m − n + 2, m
)

; λpm1 − µpm+1,1 = 0;

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = 1, n − 1; k = 1, m − l + 1
)

;

µp k+1,n − γp k,n+1 = 0
(

k = 0, m − n + 1
)

.

(9)�iâíÿííÿ (9) äàþòü çìîãó âèðàçèòè éìîâiðíîñòi ñòàíiâ âèùèõ ðiâíiâ (l > 2)÷åðåç iìîâiðíîñòi ñòàíiâ ïåðøîãî ðiâíÿ p k1

p kl = p k+l−1,1

(

l = 2, n; k = 1, m − l + 2
)

;

p k,n+1 = δp k+n,1

(

k = 0, m − n + 1
)

,
(10)
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p 01 = β

n
∑

k=1

p k1; p k1 = p k−1,1 + β(p k+n,1 − p k1)
(

k = 1, m − n + 1
)

; (11)

p k−1,1 = (1 + β)p k1

(

k = m − n + 2, m
)

; pm1 = βpm+1,1; (12)

p 01 +
n−1
∑

k=1

kp k1 + (n + δ)
m+1
∑

k=n

p k1 = 1, (13)äå, ÿê i âèùå, β = µ/λ, à (13) � íîðìóâàëüíà óìîâà.Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (12) ìà¹ìî çìîãó âèðàçèòè éìîâiðíîñòi p k1
(

k = m − n + 1, m
) ÷åðåç pm+1,1

p k1 = β(1 + β)m−kpm+1,1

(

k = m − n + 1, m
)

. (14)Çi ñïiââiäíîøåíü (11) ïîñëiäîâíî îòðèìó¹ìî
p k1 = β

n
∑

s=1

p k+s,1

(

k = 0, m − n
)

. (15)Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (14), çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü (15), ïî÷èíàþ÷è âiä
pm−n,1 i äàëi ðóõàþ÷èñü çà ñïàäàííÿì iíäåêñó k, ìîæíà ïîñëiäîâíî âèðàçèòè éìîâið-íîñòi p k1

(

k = 0, m − n
) ÷åðåç pm+1,1. Äëÿ îá÷èñëåííÿ pm+1,1 ñëóãó¹ íîðìóâàëüíàóìîâà (13). Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü m i n, ÿêùî ëèøå m > n, ìà¹ìî àëãîðèòìäëÿ âèçíà÷åííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó {p kl}

(

k = 0, m + 1; l = 1, n + 1
).Íèæ÷å äåòàëüíiøå ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè ñïiââiäíîøåíü ìiæ m i n, êîëèâäà¹òüñÿ çíàéòè åðãîäè÷íèé ðîçïîäië ó ÿâíîìó âèãëÿäi.3.1. Âèïàäîê n 6 m 6 2n. Ç (15) i (14) îäåðæó¹ìî

pm−n,1 = β
m
∑

k=m−n+1

p k1 = β2(1 + β)mpm+1,1

m
∑

k=m−n+1

(

1

1 + β

)k

=

= β
(

(1 + β)n − 1
)

pm+1,1 ;

pm−n−1,1 = β

m−1
∑

k=m−n

p k1 = βpm−n,1 + β

m−1
∑

k=m−n+1

p k1 =

=
(

β2
(

(1 + β)n − 1
)

+ β(1 + β)
(

(1 + β)n−1 − 1
) )

pm+1,1 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

pm−n−k,1 =

(

β2(1 + β)k−1

k−1
∑

s=0

(

(1 + β)n−s − 1
)

+

+β(1 + β)k
(

(1 + β)n−k − 1
)

)

pm+1,1

(

k = 1, m − n
)

.Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ ñêií÷åííèõ ñóì i çàìiíè iíäåêñiâ îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî
p k1 = β(1 + β)m−n−k−1×

×
(

(1 + β)n+1 − (m − n − k + 1)β − 1
)

pm+1,1

(

k = 0, m − n
)

.
(16)



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 73Ôîðìóëè (16) ïðàâèëüíi ëèøå äëÿ n 6 m 6 2n. ßêùî m > 2n, òî m − n > ni ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ p k1 äëÿ k < m − 2n çà �îðìóëàìè (15) íå âèêîðèñòîâóþòüñÿéìîâiðíîñòi p k1

(

k = m − n + 1, m
), äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ñëóãóþòü ñïiââiäíîøåí-íÿ (14). Òîìó â öüîìó âèïàäêó êîíñòðóêöiÿ p k1 äëÿ k < m − 2n iíøà, íiæ äëÿ

k = m − 2n, m − n. Îòæå, ÿêùî m > 2n, òî �îðìóëàìè (16) ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿëèøå äëÿ k = m − 2n, m − n.Ïiäñòàâèâøè ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (14) i (16) ó íîðìóâàëüíó óìîâó (13), ÿêóäëÿ çðó÷íîñòi îá÷èñëåíü ïîòðiáíî çàïèñàòè ó âèãëÿäi
p 01 +

m−n
∑

k=1

kp k1 +

n−1
∑

k=m−n+1

kp k1 + (n + δ)

m+1
∑

k=n

p k1 = 1,çíàéäåìî éìîâiðíiñòü pm+1,1

pm+1,1 =
β

Amn(β, δ)
,

Amn(β, δ) = (β2 + β + 1)
(

(1 + β)m − (m − n)β(1 + β)m−n−1
)

+

+β(δ − 1)(1 + β)m−n+1 − 1.

(17)Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (10), (14), (16) i (17) öiëêîâèòî âèçíà÷àþòü åðãîäè÷íèéðîçïîäië iìîâiðíîñòåé ñòàíiâ skl äëÿ ñèñòåìè ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó i ïå-ðåðâàìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü äëÿ âèïàäêó, êîëè n 6 m 6 2n.Çíàéäåìî åðãîäè÷íèé ðîçïîäië äîâæèíè ÷åðãè â ñèñòåìi i ñåðåäíþ äîâæèíó÷åðãè
π0 =

n
∑

k=0

p k1 + δpn1 =
1 + β

β
p 01 + δpn1 =

= (1 + β)m−n
(

(1 + β)n+1 − (m − n + 1 − δ)β − 1
)

pm+1,1 ;

πk =

k+n
∑

s=k+1

p s1 + δp k+n,1 =
1

β
p k1 + δp k+n,1 = (1 + β)m−n−k−1×

×
(

(1 + β)n+1 − (m − n − k + 1)β + δβ(1 + β) − 1
)

pm+1,1

(

k = 1, m − n
)

;

πm−n+1 =
m+1
∑

k=m−n+2

p k1 + δpm+1,1 =

=
1

β
pm−n+1,1 + δpm+1,1 =

(

(1 + β)n−1 + δ
)

pm+1,1 ;

πk =

m+1
∑

s=k+1

p s1 = (1 + β)m−kpm+1,1

(

k = m − n + 2, m
)

;

r =

m
∑

k=1

kπk =

(

(1 + β)m+1 −
(

(m − n)β − 1
)

(1 + β)m−n+

+δβ
(

(1 + β)m−n+1 − 1
)

− (m + 1)β − 2

)

pm+1,1

β2
.



74 Þðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉÑòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ âèçíà÷à¹ìî ÿê ñóìó éìîâið-íîñòåé ñòàíiâ sk1 (k = 0, m)

Pîáñ =

m
∑

k=0

p k1 =
β

Amn(β, δ)

(

(1 + β)m+1 − (m − n + 1)β(1 + β)m−n − 1
)

.3.2. Âèïàäîê m = n−1. Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó m > n òóò iñíó¹ ëèøå îäèí ñòàíðiâíÿ n + 1, öå � ñòàí s 0,n+1, òîìó ñèñòåìà ðiâíÿíü (9) ñïðîùó¹òüñÿ äî âèãëÿäó
µ

n−1
∑

k=1

p 1k + γp 0,n+1 − λp 01 = 0;

λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, n − 1
)

; λpn−1,1 − µpn1 = 0;

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = 1, n − 1; k = 1, n − l
)

; µp 1n − γp 0,n+1 = 0.ßê i ðàíiøå, âèðàæà¹ìî éìîâiðíîñòi ñòàíiâ âèùèõ ðiâíiâ (l > 2) ÷åðåç p k1

p kl = p k+l−1,1

(

l = 2, n; k = 1, n − l + 1
)

; p 0,n+1 = δpn,1 (18)i çàïèñó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ éìîâiðíîñòåé p k1 ðàçîì ç íîðìóâàëüíîþ óìîâîþ
p 01 = β

n
∑

k=1

p k1; p k−1,1 = (1 + β)p k1

(

k = 1, n − 1
)

;

pn−1,1 = βpn1; p 01 +

n−1
∑

k=1

kp k1 + (n + δ)pn1 = 1.

(19)�îçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (19), îòðèìó¹ìî
p k1 = β(1 + β)n−k−1pn1

(

k = 0, n − 1
)

;

pn1 =
β

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
.

(20)Êîðèñòóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿìè (18), (20), çíàõîäèìî åðãîäè÷íèé ðîçïîäiëäîâæèíè ÷åðãè i ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åðãè òà éìîâiðíîñòiîáñëóãîâóâàííÿ
π0 =

n
∑

k=0

p k1 + δpn1 =
β
(

(1 + β)n + δ
)

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
;

πk =

n
∑

s=k+1

p s1 =
β(1 + β)n−k−1

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1

(

k = 1, n − 1
)

;

(21)

r =
n−1
∑

k=1

kπk =
(1 + β)n − nβ − 1

β
(

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
) ;

Pîáñ =

n−1
∑

k=0

p k1 =
β
(

(1 + β)n − 1
)

(β2 + β + 1)(1 + β)n−1 + δβ − 1
.

(22)Ó âèïàäêó m = n−1 ãðà� ñòàíiâ ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî,âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ãðà�à ñòàíiâ ñèñòåìè ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó, âèâ÷åíî¨



Å��ÎÄÈ×ÍI �ÎÇÏÎÄIËÈ ÄËß ÄÅßÊÈÕ ÌÎÄÈÔIÊÀÖIÉ ÑÈÑÒÅÌÈ ... 75ó ï. 2, ëèøå íàÿâíiñòþ äîäàòêîâîãî ñòàíó s 0,n+1, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ïåðåðâi ïiñëÿ nîáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Òîìó, ïðèéíÿâøè n = m + 1, δ = 0 ó �îðìóëàõ (20) � (22),îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (4) � (8).3.3. Âèïàäîê n = 1. Ó òàêié ñèñòåìi ïåðåðâà íàñòà¹ ïiñëÿ êîæíîãî îáñëóãîâó-âàííÿ. Öåé âèïàäîê çàñëóãîâó¹ îêðåìîãî ðîçãëÿäó, òîìó ùî ìà¹ ñâîþ ñïåöè�iêó,ÿêà äà¹ çìîãó îòðèìàòè �îðìóëè äëÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ñòàíiâäëÿ âñiõ m (1 6 m 6 ∞).Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl:
γp 02 − λp 01 = 0; λp k−1,1 + γp k2 − (λ + µ)p k1 = 0

(

k = 1, m
)

;

λpm1 − µpm+1,1 = 0; µp k+1,1 − γp k2 = 0
(

k = 0, m
)

.Âèðàçèâøè éìîâiðíîñòi ñòàíiâ äðóãîãî ðiâíÿ çà �îðìóëàìè
p k2 = δp k+1,1

(

k = 0, m
)

,îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
p k1 = βp k+1,1

(

k = 0, m
)

,çâiäêè ìà¹ìî
p k1 = βm−k+1pm+1,1

(

k = 0, m
)

. (23)Âèêîðèñòîâóþ÷è íîðìóâàëüíó ìîâó
p 01 + (1 + δ)

m+1
∑

k=1

p k1 = 1i âiäîêðåìëþþ÷è âèïàäêè β 6= 1 òà β = 1, çíàõîäèìî
pm+1,1 =

β − 1

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
, β 6= 1;

p k1 =
1

1 + (m + 1)(1 + δ)

(

k = 0, m + 1
)

, β = 1.

(24)Òåïåð ìà¹ìî çìîãó îá÷èñëèòè åðãîäè÷íèé ðîçïîäië äîâæèíè ÷åðãè i ñòàöiîíàðíiçíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ äîâæèíè ÷åðãè òà éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ
π0 = p 01 + (1 + δ)p 11 =

βm(β − 1)(1 + β + δ)

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
, β 6= 1;

πk = (1 + δ)p k+1,1 =
βm−k(1 + δ)(β − 1)

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1

(

k = 1, m
)

, β 6= 1;

π0 =
2 + δ

1 + (m + 1)(1 + δ)
, πk =

1 + δ

1 + (m + 1)(1 + δ)

(

k = 1, m
)

, β = 1;

(25)
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r =

m
∑

k=1

kπk =
(1 + δ)

(

βm+1 − (m + 1)β + m
)

(β − 1)
(

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
) , β 6= 1;

r =
m(m + 1)(1 + δ)

2
(

1 + (m + 1)(1 + δ)
) , β = 1;

Pîáñ =

m
∑

k=0

p k1 =
β(βm+1 − 1)

βm+2 + δ(βm+1 − 1) − 1
, β 6= 1;

Pîáñ =
m + 1

1 + (m + 1)(1 + δ)
, β = 1.

(26)

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ ó ñïiââiäíîøåííÿõ (23)-(26), ïåðåêîíó¹-ìîñü, ùî åðãîäè÷íèé ðîçïîäië ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè(m = ∞) iñíó¹ ëèøå çà óìîâè, ùî β > 1. Òîäi ìà¹ìî
p k1 =

β − 1

βk(β + δ)
, p k2 = δp k+1,1 (k = 0, 1, 2, . . .) ;

π0 =
(β − 1)(1 + β + δ)

β(β + δ)
; πk =

(β − 1)(1 + δ)

βk+1(β + δ)
(k = 1, 2, . . .) ;

r =
1 + δ

(β − 1)(β + δ)
; Pîáñ =

β

β + δ
.Ó ï. 2 ìè áà÷èëè, ùî åðãîäè÷íèé ïðîöåñ äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàí-íÿì âõiäíîãî ïîòîêó iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü β. Öþ ñèñòåìó ìîæåìî îòðèìàòèâíàñëiäîê ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïðè n → ∞ i m → ∞ ó ñèñòåìi ç áëîêóâàííÿì âõiä-íîãî ïîòîêó i ïåðåðâàìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Òîìó ¹ ïiäñòàâèïðîãíîçóâàòè, ùî äëÿ ñèñòåìè M/M/1/∞ ç áëîêóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó i ïåðåðâà-ìè â ðîáîòi ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü çà äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü n ìîæëèâåiñíóâàííÿ åðãîäè÷íîãî ïðîöåñó íàâiòü ïðè β 6 1. ßêùî β > 1, òî âií áåçóìîâíî iñíó¹äëÿ âñiõ n > 1.4. Áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó ïiñëÿ n îáñëóãîâóâàíü ïîñïiëü. Óçà-ãàëüíèìî �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i, âèâ÷åíî¨ ó ï. 2, ïðèïóñòèâøè, ùî áëîêóâàííÿ âõiä-íîãî ïîòîêó òðèâà¹ âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó (n+1)-ãî îáñëóãîâóâàííÿ ïîñïiëü äî çâiëü-íåííÿ ñèñòåìè.Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p kl

µ
m+n
∑

k=1

p 1k − λp 01 = 0; λp k−1,1 − (λ + µ)p k1 = 0
(

k = 1, m
)

;

λpm1 − µpm+1,1 = 0;

(27)

µp 2l − (λ + µ)p 1, l+1 = 0
(

l = 1, n − 1
)

;

λp k−1,l + µp k+1,l−1 − (λ + µ)p kl = 0
(

k = 2, m; l = 2, n
)

;

λpml − µpm+1, l = 0
(

l = 2, n
)

;

(28)

µ (p k+1, l − p k, l+1) = 0
(

l = n, m + n − 1; k = 1, m + n − l
)

. (29)�iâíÿííÿ (29) äàþòü çìîãó âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòàíàì ðiâíiâ
l > n + 1, ÷åðåç iìîâiðíîñòi ñòàíiâ n-ãî ðiâíÿ p kn
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p kl = p k+l−n, n

(

l = n + 1, m + n; k = 1, m + n − l + 1
)

,òîìó íîðìóâàëüíà óìîâà äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü (27) � (29) íàáóâà¹ âèãëÿäó
p 01 +

m+1
∑

k=1

(

p k1 + kp kn

)

+
n−1
∑

l=2

(

m+1
∑

k=1

p kl

)

= 1. (30)Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü (27) âèðàæà¹ìî âñi éìîâiðíîñòi p k1 ÷åðåç pm+1,1

p k1 = β(1 + β)m−kpm+1,1

(

k = 0, m
)

,à ðiâíÿííÿ (28) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi
p 1, l+1 =

β

1 + β
p 2l

(

l = 1, n − 1
)

;

p kl =
1

1 + β
p k−1, l +

β

1 + β
p k+1, l−1

(

k = 2, m; l = 2, n
)

;

pm+1, l =
1

β
pml

(

l = 2, n
)

.

(31)�åêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ (31) äàþòü çìîãó ïîñëiäîâíî âèðàçèòè âñi éìîâiðíîñòi
p kl ðiâíiâ l = 2, n ÷åðåç pm+1,1. Äëÿ âèçíà÷åííÿ åðãîäè÷íîãî ðîçïîäiëó {p kl} çàëè-øà¹òüñÿ ëèøå âèêîðèñòàòè íîðìóâàëüíó óìîâó (30) i çíàéòè pm+1,1.1. Takagi H. Analysis of �nite-
apa
ity M/G/1 queue with a resume level // Performan
eEvaluation. � 1985. � Vol. 5, �3. � P. 197-203.2. Áðàòié÷óê À.Ì. �ðàíè÷íi òåîðåìè äëÿ ñèñòåìè òèïóMθ/G/1/b ç âiäíîâëþþ÷èì ðiâíåìâõiäíîãî ïîòîêó //Óêð. ìàòåì. æóðí. � 2007. � Ò. 59, �7. � Ñ. 884-889.3. �ëåéêî ß. Ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé ñòàíiâ äëÿ îäíîêàíàëüíî¨ ñèñòåìè ìà-ñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ ç âèìóøåíèìè ïåðåðâàìè â ðîáîòi //Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð.ïðèêë. ìàòåì. òà ií�îðìàòèêà. � 2008. � Âèï. 14. � Ñ. 82-92.4. Æåðíîâèé Þ.Â. Ìàðêîâñüêi ìîäåëi ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ: Òåêñòè ëåêöié. � Ëüâiâ,2004.5. Îâ÷àðîâ Ë.À. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. � Ì., 1983.ERGODIC DISTRIBUTIONS FOR CERTAIN MODIFICATIONSOF THE M/M/1/m QUEUEING SYSTEMYuriy ZHERNOVYIIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: zyurvas�meta.uaFor the M/M/1/m queueing system with blo
king of an input �ow from themoment of the beginning of the se
ond servi
e in a row to the moment of free



78 Þðié ÆÅ�ÍÎÂÈÉsystem su
h 
ases are examined: 1) breaks in work are impossible (problem I);2) after n servi
es in a row a break in work of system o

urs (problem II).For the problem I and for the problem II as m ∈ [ n, 2n ]; m = n − 1; n = 1ergodi
 distributions of probabilities of states of system and of length of queueare obtained, and for m > n an algorithm for �nding of ergodi
 distributionis 
onstru
ted. In the 
ase of the M/M/1/∞ system 
onditions of existen
e ofergodi
 pro
ess for the problem I and for the problem II as n = 1 are de�ned.An algorithm for �nding of ergodi
 distribution for generalized problem I, whenblo
king of an input �ow 
ontinues from the start of (n+1)-th servi
e in a rowis o�ered.Key words: M/M/1/m queueing system, blo
king of an input �ow, breaksin work, ergodi
 distribution of probabilities.Ý��ÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÄËß ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß M/M/1/mÞðèé ÆÅ�ÍÎÂÛÉËüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: zyurvas�meta.uaÄëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/1/m, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿáëîêèðîâàíèå âõîäíîãî ïîòîêà îò ìîìåíòà íà÷àëà âòîðîãî îáñëóæèâàíèÿïîäðÿä äî ìîìåíòà îñâîáîæäåíèÿ ñèñòåìû, ðàññìîòðåíû ñëó÷àè: 1) ïå-ðåðûâû â ðàáîòå íåâîçìîæíû (çàäà÷à I); 2) ïîñëå n îáñëóæèâàíèé ïîä-ðÿä îáúÿâëÿåòñÿ ïåðåðûâ â ðàáîòå ñèñòåìû (çàäà÷à II). Äëÿ çàäà÷è Iè äëÿ çàäà÷è II â ñëó÷àÿõ m ∈ [n, 2n]; m = n − 1; n = 1 ïîëó÷å-íû ýðãîäè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è äëè-íû î÷åðåäè, à äëÿ m > n ïîñòðîåí àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýðãî-äè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé íà äëèíóî÷åðåäè (ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ M/m/1/∞) îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñóùå-ñòâîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ïðîöåññà äëÿ çàäà÷è I è äëÿ çàäà÷è II ïðè
n = 1. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿîáîáùåíèÿ çàäà÷è I, êîãäà áëîêèðîâàíèå âõîäíîãî ïîòîêà äëèòñÿ îò ìîìåí-òà íà÷àëà (n + 1)-ãî îáñëóæèâàíèÿ ïîäðÿä.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ M/M/1/m, áëîêèðîâàíèåâõîäíîãî ïîòîêà, ïåðåðûâû â ðàáîòå, ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-íîñòåé. Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 10.03.2009Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009
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80 Îëåêñàíäð ÇÅ�ÍÎÂ, Þëiÿ ÊÓÇIÍÀñèíãóëÿðíèõ çàäà÷ Êîøi äëÿ ñêàëÿðíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi íå ðîçâ'ÿçàíiñòîñîâíî ïîõiäíî¨ íåâiäîìî¨ �óíêöi¨.�îçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó Êîøi
α(t)x′ = f(t, x, x′), (1)

x(0) = 0, (2)äå t ∈ (0, τ) � äiéñíà çìiííà; x : (0, τ) → R
n � íåâiäîìà äiéñíà �óíêöiÿ çìiííî¨ t.Ïåðåäáà÷èìî, ùî âèêîíàíî òàêi óìîâè A:1) α(t) = diag(α1(t), . . . , αn(t)) � äiàãîíàëüíà n × n-ìàòðèöÿ, äå

αi : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíi �óíêöi¨, lim
t→+0

αi(t) = 0, i ∈ {1, . . . , n};2) 0 < β(t) 6 αi(t), t ∈ (0, τ), i ∈ {1, . . . , n}, äå β : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíîäè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ,
lim

t→+0
β(t) = 0, lim

t→+0
t
β′(t)

β(t)
= β0, 0 6 β0 < +∞;3) f : D → R

n � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ,
D =

{

(t, x, y) : t ∈ (0, τ), ‖x‖ < r1γ(t), ‖y‖ < r2
γ(t)

t

}

,äå r1, r2 � äîäàòíi ñòàëi; γ : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà�óíêöiÿ, γ′(t) > 0, t ∈ (0, τ),
lim

t→+0
γ(t) = 0, lim

t→+0

β(t)γ(t)

t
= 0, lim

t→+0
t
γ′(t)

γ(t)
= γ0, 0 < γ0 < +∞;4) ‖f(t, 0, 0)‖ 6 δ(t), t ∈ (0, τ), äå δ : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ,

lim
t→+0

δ(t) = 0, lim
t→+0

tδ(t)

β(t)γ(t)
= c0, 0 6 c0 < +∞.Îçíà÷åííÿ 1. Äëÿ êîæíîãî ρ ∈ (0, τ) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ

x : (0, ρ] → R
n íàçèâà¹òüñÿ ρ-ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2), ÿêùî:1) (t, x(t), x′(t)

)

∈ D, t ∈ (0, ρ];2) x òîòîæíî çàäîâîëüíÿ¹ (1) ïðè t ∈ (0, ρ];3) lim
t→+0

x(t) = 0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U(ρ, M, Q) ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ �óíê-öié u : (0, ρ] → R
n òàêèõ, ùî
‖u(t)‖ 6 Mγ(t), ‖u′(t)‖ 6 QM

γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ];òóò ρ, M, Q � ñòàëi, ρ ∈ (0, τ), M > 0, Q > 0.Ìè äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ó çàäà÷i (1), (2) ρ-ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi íàëå-æàòü ìíîæèíi U(ρ, M, Q) òà ïðî ¹äíiñòü ρ-ðîçâ'ÿçêó öüîãî òèïó.Íàçâåìî óìîâàìè B ñóêóïíiñòü òàêèõ óìîâ:1) äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ (0, τ) òà äëÿ äîâiëüíèõ ts ∈ [µ, τ), s ∈ {1, 2} :
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|αi(t1) − αi(t2)| 6 L1(µ)|t1 − t2|, i ∈ {1, . . . , n},
|β(t1) − β(t2)| 6 L2(µ)|t1 − t2|,
|β′(t1) − β′(t2)| 6 L3(µ)|t1 − t2|,äå Lj : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíi íåçðîñòàþ÷i �óíêöi¨, j ∈ {1, 2, 3};2) ‖f(t1, x, y) − f(t2, x, y)‖ 6 lt(µ)|t1 − t2|, (tj , x, y) ∈ D, 0 < µ 6 t1, t2 < τ ,
‖f(t, x1, y) − f(t, x2, y)‖ 6 lx(t)

β(t)

t
‖x1 − x2‖, (t, xj , y) ∈ D,

‖f(t, x, y1) − f(t, x, y2)‖ 6 lyβ(t)‖y1 − y2‖, (t, x, yj) ∈ D, j ∈ {1, 2},äå lx, ly � äîäàòíi ñòàëi, lt : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà íåçðîñòàþ÷à�óíêöiÿ;3) ly <
1√
n

,
γ0√
n

(1 − ly) − lx − 2β0ly >
2c0

r1
,

(

γ0√
n
− lx

)

1

ly
<

r2

r1
.Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè A, B. Òîäi iñíóþòü ρ, M, Q òàêi, ùî çàäà÷à (1),(2) ìà¹ õî÷à á îäèí ρ-ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi U(ρ, M, Q).Íàçâåìî óìîâàìè C ñóêóïíiñòü òàêèõ óìîâ:1) ‖f(t, x1, y) − f(t, x2, y)‖ 6 lx

β(t)ω(t)

t
‖x1 − x2‖, (t, xj , y) ∈ D,

‖f(t, x, y1) − f(t, x, y2)‖ 6 lyβ(t)ω(t)‖y1 − y2‖, (t, x, yj) ∈ D, j ∈ {1, 2},äå lx, ly � äîäàòíi ñòàëi, ω : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà�óíêöiÿ,
lim

t→+0
ω(t) = 0, lim

t→+0

β(t)γ(t)

ω(t)
= 0, lim

t→+0
t
ω′(t)

ω(t)
= ω0, 0 < ω0 < +∞,

lim
t→+0

t

(

ω(t)/β(t)
)′

ω(t)/β(t)
= Ω0, 0 < Ω0 < +∞, lim

t→+0

ω(t)

t
= ν0, 0 6 ν0 < +∞;2) ÿêùî ν0 6= 0, β0 6= 0, òî

lx + β0ly <
Ω0

nν0(Ω0 + β0)
;ÿêùî ν0 6= 0, β0 = 0, òî nν0lx < 1;3) c0

√
n

γ0
< r1, (2β0 + γ0)r1 < r2.Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè A, C. Òîäi iñíóþòü ρ, M, Q òàêi, ùî çàäà÷à (1),(2) ìà¹ ¹äèíèé ρ-ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi U(ρ, M, Q).Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ñïî÷àòêó îáåðåìî ñòàëi ρ, M, Q, q. Íåõàé Q > q + β0, äå

q =
1

2

(

γ0√
n

(

1 +
1

ly

)

− lx
ly

)

,
2c0

γ0√
n
− lx − ly

(

2β0 +
γ0√
n

) < M < r1.



82 Îëåêñàíäð ÇÅ�ÍÎÂ, Þëiÿ ÊÓÇIÍÀÇàçíà÷èìî, ùî ρ ∈ (0, τ) i ρ äîñòàòíüî ìàëå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B ïðîñòið âñiõ íåïå-ðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ �óíêöié x : [0, ρ] → R
n ç íîðìîþ

‖x‖B = max
t∈[0,ρ]

(

‖x(t)‖ + ‖x′(t)‖
)

. (3)Íåõàé U � ïiäìíîæèíà B, êîæíèé åëåìåíò u : [0, ρ] → R
n ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

‖u(t)‖ 6 Mβ(t)γ(t), ‖u′(t)‖ 6 qM
β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ], (4)ïðè÷îìó u(0) = 0, u′(0) = 0 òà, êðiì òîãî, âèêîíàíà óìîâà

∀µ ∈ (0, ρ] ∀tj ∈ [µ, ρ], j ∈ {1, 2} : ‖u′(t1) − u′(t2)‖ 6 K(µ)|t1 − t2|,äå
K(µ) =

(

1−
√

nly

)−1
(

(

1

β2(µ)
+

1

µ

)

L2(µ)+
L3(µ)

β2(µ)
+

√
nL1(µ)

β(µ)
+
√

nlt(µ)+
1

µ
+

1

β(µ)

)

.Ìíîæèíà U çàìêíåíà, îáìåæåíà, îïóêëà òà (çà òåîðåìîþ Àðöåëà) êîìïàêòíà. Íåõàé
x =

y

β(t)
, (5)äå y : (0, τ) → R

n � íîâà íåâiäîìà �óíêöiÿ; y = 
ol(y1, . . . , yn). Òîäi çàäà÷à (1), (2)íàáóâà¹ âèãëÿäó
α(t)y′ =

β′(t)

β(t)
α(t)y + β(t)f

(

t,
y

β(t)
,

y′

β(t)
− yβ′(t)

β2(t)

)

,

y(0) = 0,
(6)àáî, â êîîðäèíàòíié �îðìi,

αi(t)yi
′ = αi(t)

β′(t)

β(t)
yi + β(t)fi

(

t,
y

β(t)
,

y′

β(t)
− yβ′(t)

β2(t)

)

, yi(0) = 0,

i ∈ {1, . . . , n}.
(7)Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó Êîøi

αi(t)yi
′ = αi(t)

β′(t)

β(t)
yi + β(t)fi

(

t,
u(t)

β(t)
,
u′(t)

β(t)
− u(t)β′(t)

β2(t)

)

, yi(0) = 0,

i ∈ {1, . . . , n},
(8)äå u ∈ U � äîâiëüíà �iêñîâàíà �óíêöiÿ. Âèáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà ðîçãëÿíåìî i-òåðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8), ÿêå çàïèñàíî ó âèãëÿäi

yi
′ =

β′(t)

β(t)
yi +

β(t)

αi(t)
fi

(

t,
u(t)

β(t)
,
u′(t)

β(t)
− u(t)β′(t)

β2(t)

)

, (9)ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
yi(0) = 0. (10)Íåõàé

D0i = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], yi ∈ R}.



ßÊIÑÍÅ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÎÄÍI�� ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÊÎØI 83Â D0i äëÿ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (9) âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè iñíóâàííÿ òà¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó é íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Çà-çíà÷èìî
Φ1i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi| =
M√
n

β(t)γ(t)

}

,

D1i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi| <
M√
n

β(t)γ(t)

}

,

Hi =

{

(t, yi) : t = ρ, |yi| <
M√
n

β(ρ)γ(ρ)

}

.Íåõàé �óíêöiÿ A1i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
A1i(t, yi) = yi

2
(

β(t)γ(t)
)−2i íåõàé a1i : D0i → R � ïîõiäíà �óíêöi¨ A1i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (9). Îñêiëüêè

a1i(t, yi)=2
(

β(t)γ(t)
)−2

γ′(t)
(

γ(t)
)−1









β(t)

αi(t)
yi

tfi

(

t,
u(t)

β(t)
,
u′(t)

β(t)
− u(t)β′(t)

β2(t)

)

tγ′(t)/γ(t)
− y2

i









,òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî a1i(t, yi) < 0 ïðè (t, yi) ∈ Φ1i. Çâiäñè âèïëèâà¹(äèâ. [7, ñ. 758℄), ùî iñíó¹ õî÷à á îäíà iíòåãðàëüíà êðèâà ðiâíÿííÿ (9), ÿêà âèçíà÷åíàïðè t ∈ (0, ρ] òà ëåæèòü ó D1i ïðè t ∈ (0, ρ]. Çàçíà÷èìî öþ iíòåãðàëüíó êðèâó ÷åðåç
Jiu : (0, yiu(t)). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|yiu(t)| 6
M√
n

β(t)γ(t), |y′
iu(t)| 6

qM√
n

β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ]. (11)Äîâåäåìî, ùî â ìíîæèíi iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ ðiâíÿííÿ (9), ÿêi ïåðåòèíàþòü Hi,iíòåãðàëüíà êðèâà Jiu : (0, yiu(t)) ¹ ¹äèíîþ êðèâîþ, ÿêà ðîçòàøîâàíà â D1i ïðè âñiõ

t ∈ (0, ρ]. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ìíîæèí
Φ2i(µ) = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yiu(t)| = µβ(t)γ(t)(− ln t)},
D2i(µ) = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yiu(t)| < µβ(t)γ(t)(− ln t)},äå µ � ïàðàìåòð; µ ∈ (0, 1]. Íåõàé �óíêöiÿ A2i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

A2i(t, yi) =
(

yi − yiu(t)
)2(

β(t)γ(t)(− ln t)
)−2òà íåõàé a2i : D0i → R � áóäü- ÿêà �óíêöiÿ A2i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (9). Ëåãêîáà÷èòè, ùî a2i(t, yi) < 0, ÿêùî (t, yi) ∈ D0i i ÿêùî yi 6= yiu(t). Êðiì òîãî, ÿêùî (t, yi)� äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè D1i\{(0, 0)}, òî äëÿ äîâiëüíîãî �iêñîâàíîãî µ ∈ (0, 1]

|yi − yiu(t)| 6 |yi| + |yiu(t)| 6
2√
n

Mβ(t)γ(t) < µβ(t)γ(t)(− ln t),ÿêùî t ∈ (0, t(µ)], äå ñòàëà t(µ) ∈ (0, ρ) âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ (− ln t)−1 <

√
nµ

2M
ïðè

t ∈ (0, t(µ)]. Çâiäñè (äèâ. [7, ñ. 758-759℄) âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ, ÿêåäîâîäèòüñÿ.
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n âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

yu(t) = 
ol(y1u(t), . . . , ynu(t)
)

, t ∈ (0, ρ]. (12)Íåâàæíî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî
‖yu(t)‖ 6 Mβ(t)γ(t), ‖y′

u(t)‖ 6 qM
β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ] (13)òà ùî ∀µ ∈ (0, ρ] ∀tj ∈ [µ, ρ], j ∈ {1, 2} : ‖y′

u(t1) − y′
u(t2)‖ 6 K(µ)|t1 − t2|. ßêùîïðèéíÿòè yu(0) = 0, y′

u(0) = 0, òî yu ∈ U . Âèçíà÷èìî îïåðàòîð T : U → U ðiâíiñòþ
Tu = yu.Äîâåäåìî, ùî T : U → U � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð. Íåõàé u∗ ∈ U ,
u∗∗ ∈ U � äîâiëüíi �iêñîâàíi �óíêöi¨. Çàçíà÷èìî Tu∗ = y∗, Tu∗∗ = y∗∗; íåõàé
y∗ = 
ol(y1∗, . . . , yn∗

) i y∗∗ = 
ol(y1∗∗, . . . , yn∗∗

). ßêùî u∗ = u∗∗, òî é y∗ = y∗∗.Íåõàé äàëi ‖u∗ − u∗∗‖B = h, h > 0. Âèáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà áóäåìî äîñëiäæóâàòèàñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
yi

′ =
β′(t)

β(t)
yi +

β(t)

αi(t)
fi

(

t,
u∗(t)

β(t)
,
u′

∗(t)

β(t)
− u∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

, (14)Íåõàé
Φ3i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| = ηhν
(

β(t)γ(t)
)1−ν

}

,

D3i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| < ηhν
(

β(t)γ(t)
)1−ν

}

,äå ν, η � ñòàëi, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òàêèìè óìîâàìè:
0 < ν <

γ0

β0 + γ0
, η >

2(lx + lyβ0 + 1)(2M)1−ν

γ0 − ν(β0 + γ0)
.Íåõàé �óíêöiÿ A3i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A3i(t, yi) =
(

yi − yi∗∗(t)
)2(

β(t)γ(t)
)−2(1−ν)òà íåõàé a3i : D0i → R � ïîõiäíà �óíêöi¨ A3i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (14). Îñêiëüêè

a3i(t, yi) =

= 2
(

β(t)γ(t)
)−2(1−ν)

t−1

(

(

t
β′(t)

β(t)
− (1 − ν)

(

t
β′(t)

β(t)
+ t

γ′(t)

γ(t)

))

(

yi − yi∗∗(t)
)2

+

+
(

yi − yi∗∗(t)
) β(t)

αi(t)
t

(

fi

(

t,
u∗(t)

β(t)
,
u′

∗(t)

β(t)
− u∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

−

−fi

(

t,
u∗∗(t)

β(t)
,
u′

∗∗(t)

β(t)
− u∗∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

))

,òî, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi,
‖u∗(t)−u∗∗(t)‖ 6 ‖u∗−u∗∗‖ν

B

(

‖u∗(t)‖+‖u∗∗(t)‖
)1−ν

6 hν
(

2Mβ(t)γ(t)
)1−ν

, t ∈ (0, ρ],
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‖u′

∗(t) − u′
∗∗(t)‖ 6 ‖u∗ − u∗∗‖ν

B

(

‖u′
∗(t)‖ + ‖u′

∗∗(t)‖
)1−ν

6 hν

(

2qM
β(t)γ(t)

t

)1−ν

,

t ∈ (0, ρ], íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî a3i(t, yi) < 0 ïðè (t, yi) ∈ Φ3i. Çâiäñèâèïëèâà¹ (äèâ. [7, ñ. 758℄), ùî äîâiëüíà iíòåãðàëüíà êðèâà J : (t, yi(t)) ðiâíÿííÿ (14),ÿêà ïåðåòèíà¹ Φ3i, â îêîëi òî÷êè (t∗, yi∗) ïåðåòèíó ç Φ3i ðîçòàøîâàíà òàê: (t, yi(t)) ∈
∈ D3i ïðè t ∈ (t∗, t∗ + δ) òà (t, yi(t)) ∈ D3i ïðè t ∈ (t∗ − δ, t∗) (òóò δ > 0 � äîñòàòíüîìàëå, t∗ + δ < ρ). Êðiì òîãî,

|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 |yi∗(t)| + |yi∗∗(t)| 6
2M√

n
β(t)γ(t) < ηhν

(

β(t)γ(t)
)1−νïðè t ∈ (0, t(h)], äå ñòàëó t(h) ∈ (0, ρ) âèçíà÷àþòü ç óìîâè

(

β(t)γ(t)
)ν

<

√
nη

2M
hν ïðè t ∈ (0, t(h)].Òîìó iíòåãðàëüíà êðèâà J∗ : (t, yi∗(t)) ðiâíÿííÿ (14) ëåæèòü ó D3i ïðè t ∈ (0, t(h)].ßêùî t çðîñòà¹ âiä t = t(h) äî t = ρ, òî, íà ïiäñòàâi ñêàçàíîãî, öÿ iíòåãðàëüíà êðèâàíå ìîæå ïåðåòèíàòè Φ3i, òîìó âîíà çàëèøà¹òüñÿ â D3i ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ]. Îòîæ,

|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 ηhν(β(t)γ(t)
)1−ν

, t ∈ (0, ρ], (15)òîìó
|y′

i∗(t) − y′
i∗∗(t)| 6

ξ(t)

t
hν , t ∈ (0, ρ], (16)äå ξ : (0, ρ] → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ; lim
t→+0

ξ(t) = 0. Ïîçàÿê íåðiâíîñòi (15),(16) âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , n}, òî, îñêiëüêè ρ äîñòàòíüî ìàëå,
‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′

∗(t) − y′
∗∗(t)‖ 6

hν

t
, t ∈ (0, ρ]. (17)Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà T : U → U . Íåõàé

ε > 0 çàäàíî. Iñíó¹ òàêå tε ∈ (0, ρ), ùî
2Mβ(t)γ(t) + 2qM

β(t)γ(t)

t
6

ε

2
ïðè t ∈ (0, tε].ßêùî t ∈ (0, tε], òî

‖y∗(t)− y∗∗(t)‖+‖y′
∗(t)− y′

∗∗(t)‖ 6 ‖y∗(t)‖+‖y∗∗(t)‖+‖y′
∗(t)‖+‖y′

∗∗(t)‖ 6
ε

2
. (18)Íåõàé äàëi t ∈ [tε, ρ]. Òîäi ç (17) ìà¹ìî

‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′
∗(t) − y′

∗∗(t)‖ 6
hν

tε
, t ∈ [tε, ρ]. (19)Íåõàé

δ(ε) =
(εtε

2

)
1

ν

.Î÷åâèäíî, δ(ε) çàëåæèòü òiëüêè âiä ε i lim
ε→+0

δ(ε) = 0. ßêùî h < δ(ε), òî, íà ïiäñòàâi(18), (19),
‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′

∗(t) − y′
∗∗(t)‖ 6

ε

2
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‖y∗ − y∗∗‖B 6

ε

2
.Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ(ε) > 0, ÿêùî ‖u∗ − u∗∗‖B = h < δ(ε), òî

‖Tu∗ − Tu∗∗‖B = ‖y∗ − y∗∗‖B 6
ε

2
< ε.Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä âèáîðó �óíêöié u∗ ∈ U , u∗∗ ∈ U . Íåïå-ðåðâíiñòü îïåðàòîðà T : U → U äîâåäåíà. Íà ïiäñòàâi òåîðåìèØàóäåðà ïðî íåðóõîìóòî÷êó iñíó¹ õî÷à á îäíà �óíêöiÿ y0 ∈ U òàêà, ùî Ty0 = y0. Ó öüîìó ðàçi

‖y0(t)‖ 6 Mβ(t)γ(t), ‖y′
0(t)‖ 6 qM

β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ]. (20)Âðàõîâóþ÷è (5), çàäà÷à Êîøi (1), (2) ìà¹ ρ-ðîçâ'ÿçîê x0 : (0, ρ] → R

n òàêèé, ùî
x0(t) =

y0(t)

β(t)
, t ∈ (0, ρ],òîìó

‖x0(t)‖ 6 Mγ(t), ‖x′
0(t)‖ 6 QM

γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ], (21)äå Q > q + β0. Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íàñàìïåðåä îáåðåìî ñòàëi ρ, M, Q, q. Íåõàé

c0
√

n

γ0
< M < r1, Q > q + β0,äå

q > β0 + γ0, (q + β0)M < r2.Çàóâàæèìî, ùî ρ ∈ (0, τ) i ρ äîñòàòíüî ìàëå. Çàçíà÷èìî ÷åðåç B ïðîñòið âñiõíåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ �óíêöié x : [0, ρ] → R
n ç íîðìîþ (3). Íåõàé U� ïiäìíîæèíà B, êîæíèé åëåìåíò u : [0, ρ] → R

n ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (4),ïðè÷îìó u(0) = 0, u′(0) = 0. Ìíîæèíà U çàìêíåíà òà îáìåæåíà. Çà äîïîìîãîþçàìiíè (5) îäåðæèìî çàäà÷ó Êîøi (6), äå y : (0, τ) → R
n � íîâà íåâiäîìà �óíêöiÿ.Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó Êîøi (8), äå u ∈ U � äîâiëüíà �iêñîâàíà �óíêöiÿ.Îáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà áóäåìî ðîçãëÿäàòè i-òå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8), ÿêå çà-ïèñàíå ó �îðìi (9), ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (10). �îçëÿäàòèìåìî òi æ ìíîæèíè

D0i, Φ1i, D1i, Hi, Φ2i(µ), D2i(µ) (äå µ � ïàðàìåòð, µ ∈ (0, 1]), ùî é ïiä ÷àñ äîâåäåííÿòåîðåìè 1. Çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ äî ìiðêóâàííü âiäïîâiäíî¨ ÷àñòèíèäîâåäåííÿ òåîðåìè 1, äîâåäåìî, ùî ó ðiâíÿííÿ (9) ¹ îäíà i òiëüêè îäíà iíòåãðàëüíàêðèâà Jiu : (t, yiu(t)), ÿêà âèçíà÷åíà ïðè t ∈ (0, ρ] òà ëåæèòü â D1i ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ].Ó öüîìó ðàçi âèêîíàíî îöiíêè (11). ßêùî ïîäàòè �óíêöiþ yu : (0, ρ] → R
n ðiâíiñòþ(12), òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî âèêîíàíi íåðiâíîñòi (13). Íåõàé yu(0) = 0,

y′
u(0) = 0. Òîäi yu ∈ U . Ïîäàìî îïåðàòîð T : U → U ðiâíiñòþ Tu = yu.Äîâåäåìî, ùî T : U → U � îïåðàòîð ñòèñêó. Íåõàé u∗ ∈ U , u∗∗ ∈ U � äîâiëüíi�iêñîâàíi �óíêöi¨. Çàçíà÷èìî Tu∗ = y∗, Tu∗∗ = y∗∗; íåõàé y∗ = 
ol(y1∗, . . . , yn∗

) i
y∗∗ = 
ol(y1∗∗, . . . , yn∗∗

). ßêùî u∗ = u∗∗, òî é y∗ = y∗∗. Íåõàé äàëi ‖u∗ − u∗∗‖B = h,
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h > 0. Âèáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà áóäåìî äîñëiäæóâàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêóiíòåãðàëüíèõ êðèâèõ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (14). Çàçíà÷èìî

Φ3i = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| = ηω(t)h},

D3i = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| < ηω(t)h},äå η � ñòàëà, ÿêó âèçíà÷àþòü òàê: ÿêùî β0 = 0, òî η >
lx
Ω0

; ÿêùî ν0 = 0, β0 6= 0, òî
η >

lx + β0ly
Ω0

; ÿêùî ν0 6= 0, β0 6= 0, òî
lx + β0ly

Ω0
< η <

1 − nν0(lx + β0ly)

nν0β0
.Íåõàé �óíêöiÿ A3i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

A3i(t, yi) =
(

yi − yi∗∗(t)
)2(

ω(t)
)−2òà íåõàé a3i : D0i → R � ïîõiäíà �óíêöi¨ A3i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (14). Ïîçàÿê

a3i(t, yi) = 2
(

ω(t)
)−3

ω′(t)

(

(

yi − yi∗∗(t)
)2
(

β′(t)ω(t)

β(t)ω′(t)
− 1

)

+

+
β(t)

αi(t)

ω(t)

ω′(t)

(

fi

(

t,
u∗(t)

β(t)
,
u′

∗(t)

β(t)
− u∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

−

−fi

(

t,
u∗∗(t)

β(t)
,
u′

∗∗(t)

β(t)
− u∗∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

)

(

yi − yi∗∗(t)
)

)

,ïðè÷îìó
β′(t)ω(t)

β(t)ω′(t)
− 1 = − 1

t
ω′(t)

ω(t)

· t

(

ω(t)/β(t)
)′

ω(t)/β(t)
= −Ω0

ω0
+ ξ1(t),äå ξ1 : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ; lim

t→+0
ξ1(t) = 0, òî íåâàæêî ïåðåêîíà-òèñÿ â òîìó, ùî a3i(t, yi) < 0 ïðè (t, yi) ∈ Φ3i. Çâiäñè âèïëèâà¹ (äèâ. [7, ñ. 758℄), ùîäîâiëüíà iíòåãðàëüíà êðèâà J : (t, yi(t)) ðiâíÿííÿ (14), ÿêà ïåðåòèíà¹ Φ3i, ïîáëèçóòî÷êè (t∗, yi∗) ïåðåòèíó ç Φ3i ðîçòàøîâàíà òàê: (t, yi(t)) ∈ D3i ïðè t ∈ (t∗, t∗ + δ) òà

(t, yi(t)) ∈ D3i ïðè t ∈ (t∗ − δ, t∗) (òóò δ > 0 � äîñòàòíüî ìàëå, t∗ + δ < ρ). Êðiì òîãî,
|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 |yi∗(t)| + |yi∗∗(t)| 6

2M√
n

β(t)γ(t) < ηω(t)h,ÿêùî t ∈ (0, t(h)], äå ñòàëà t(h) ∈ (0, ρ) âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè
β(t)γ(t)

ω(t)
<

ηh
√

n

2M
ïðè t ∈ (0, t(h)].Òîìó iíòåãðàëüíà êðèâà J∗ : (t, yi∗(t)) ðiâíÿííÿ (14) ëåæèòü â D3i ïðè t ∈ (0, t(h)].ßêùî t çðîñòà¹ âiä t = t(h) äî t = ρ, òî, íà ïiäñòàâi ñêàçàíîãî âèùå, öÿ iíòåãðàëüíà
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t ∈ (0, ρ]. Öå îçíà÷à¹, ùî

|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 ηω(t)h, t ∈ (0, ρ]; (22)òîìó
|y′

i∗(t) − y′
i∗∗(t)| 6

(

ν0(β0η + lx + β0ly) + ξ2(t)
)

h, t ∈ (0, ρ], (23)äå ξ2 : (0, ρ] → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ, lim
t→+0

ξ2(t) = 0. Íåðiâíîñòi (22), (23)âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , n}. Îñêiëüêè ρ äîñòàòíüî ìàëå, òî ç öèõ íåðiâíîñòåéâèïëèâà¹, ùî
‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′

∗(t) − y′
∗∗(t)‖ 6 θh, t ∈ (0, ρ],äå

θ =
1

2

(

1 + nν0(β0η + lx + β0ly)
)

;î÷åâèäíî, 0 < θ < 1. Òîìó
‖y∗ − y∗∗‖B 6 θh,àáî, îñòàòî÷íî,

‖Tu∗ − Tu∗∗‖B 6 θ‖u∗ − u∗∗‖B, äå 0 < θ < 1.Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä âèáîðó �óíêöié u∗ ∈ U , u∗∗ ∈ U . Îòæå,
T : U → U � îïåðàòîð ñòèñêó. Çà ïðèíöèïîì Áàíàõà ñòèñíóòèõ âiäîáðàæåíü iñíó¹¹äèíà �óíêöiÿ y0 ∈ U òàêà, ùî Ty0 = y0. Î÷åâèäíî, âèêîíàíi íåðiâíîñòi (20). Âðà-õîâóþ÷è (5), çàäà÷à Êîøi (1), (2) ìà¹ ρ-ðîçâ'ÿçîê x0 : (0, ρ] → R

n ç âëàñòèâîñòÿìè(21), òà ëèøå ¹äèíèé. Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.1. Àíäðååâ À.Ô. Óñèëåíèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè O-êðèâîé â N2 / Àíäðååâ À.Ô.// Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�. � 1962. � Ò. 146, �1. � Ñ. 9-10.2. Àðíîëüä Â.È. Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé / Àðíîëüä Â.È. � Ì., 1978.3. Âèòþê À.Í. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íåðåøåííîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ / Âèòþê À.Í. // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.� 1971. � Ò. 7, �9. � Ñ. 1575-1580.4. Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. / Äåìèäîâè÷ Á.Ï.� Ì., 1967.5. Åðóãèí Í.Ï. Êíèãà äëÿ ÷òåíèÿ ïî îáùåìó êóðñó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé / Åðó-ãèí Í.Ï. � Ìèíñê, 1972.6. Åðóãèí Í.Ï.Êóðñ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. / Åðóãèí Í.Ï., Øòî-êàëî È.Ç., Áîíäàðåíêî Ï.Ñ. è äð. � Ê., 1974.7. Çåðíîâ À.Å.Î ðàçðåøèìîñòè è àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé îäíîé ñèíãóëÿðíîéçàäà÷è Êîøè / Çåðíîâ À.Å. // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 1992. � Ò. 28, �5.� Ñ. 756-760.8. Çåðíîâ À.Å. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç íåÿâíîé ñèíãóëÿðíîé çàäà÷è Êîøè / Çåðíîâ À.Å.// Óêð. ìàò. æóðíàë. � 2001. � Ò. 54, �3. � Ñ. 302-310.9. Çåðíîâ À.Å. �åîìåòðè÷íèé àíàëiç çàäà÷i Êîøi äëÿ íåÿâíîãî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ/ Çåðíîâ À.Å., Êóçèíà Þ.Â. // Ìàò. Ñòóäi¨. � 2008. � Ò. 29, �1. � Ñ.63-70.
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omÇíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ çàäà÷i âè-çíà÷åííÿ íåâiäîìîãî êîå�iöi¹íòà ïðè ñòàðøié ïîõiäíié äëÿ äâîâèìiðíîãîðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ut = tβa(t)∆u + f(x, t) çi ñëàáêèì âèðîäæåí-íÿì. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Øàóäåðà ïðîíåðóõîìó òî÷êó. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòü øëÿõîì çâåäåííÿ çàäà÷i äîiíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà (β < 1).Êëþ÷îâi ñëîâà: äâîâèìiðíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ñëàáêå âèðî-äæåííÿ, �óíêöiÿ �ðiíà, òåîðåìà Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó.1. Âñòóï. �îçãëÿíóòî îáåðíåíó çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ñòàðøîãî êîå�iöi¹íòà ó äâî-âèìiðíîìó ðiâíÿííi òåïëîïðîâiäíîñòi çi ñëàáêèì âèðîäæåííÿì. Îáåðíåíi çàäà÷i ç âè-ðîäæåííÿì äîñëiäæóâàâ, çîêðåìà, Ì.Ì. �àäæi¹â ó [1℄, äå âèâ÷èâ çàäà÷ó âèçíà÷åííÿâiëüíîãî ÷ëåíà â åëiïòè÷íîìó ðiâíÿííi çi ñëàáêèì âèðîäæåííÿì. Ò. Åëäåñáà¹â ó [2℄ðîçãëÿäàâ îáåðíåíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ
∂2u

∂x2
=

∂

∂y

(

yα ∂u

∂y

)

+ c(x)u, 0 < α < 2,ç íåâiäîìèì êîå�iöi¹íòîì c(x). Í. Ñàëäiíà âèâ÷àëà îáåðíåíi çàäà÷i çi ñëàáêèì iñèëüíèì âèðîäæåííÿì [3-5℄, çîêðåìà, çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó
ut = a(t)ψ0(t)uxx + b(x, t)ψ1(t)ux + c(x, t)ψ2(t)u + f(x, t)iç íåâiäîìèì êîå�iöi¹íòîì a(t) i çàãàëüíèì ñòåïåíåâèì âèðîäæåííÿì, äå ψi(t) � äåÿêiäîäàòíi ìîíîòîííî çðîñòàþ÷i �óíêöi¨ [5℄. Ó ïðàöi [6℄ äîñëiäæó¹òüñÿ îáåðíåíà çàäà÷àâèçíà÷åííÿ ñòàðøîãî êîå�iöi¹íòà ó áàãàòîâèìiðíîìó ðiâíÿííi çi ñëàáêèì ñòåïåíåâèìâèðîäæåííÿì, iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòü çà äîïîìîãîþ òåîði¨ ïiâãðóï.
© Iâàí÷îâ Ì., Âëàñîâ Â., 2009



92 Ìèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂÏðè ðîçãëÿäi öi¹¨ çàäà÷i âèêîðèñòàíî ìåòîäè, çàñòîñîâàíi Í. Ñàëäiíîþ y [3℄äëÿ îäíîâèìiðíèõ ðiâíÿíü iç âèðîäæåííÿì. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêóîáåðíåíî¨ çàäà÷i ç êðàéîâèìè óìîâàìè ïåðøîãî ðîäó. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòüøëÿõîì çâåäåííÿ çàäàíî¨ çàäà÷i äî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ ç íàñòóïíèì çàñòîñóâàí-íÿì òåîðåìè Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äîâîäÿòü çà äîïîìî-ãîþ âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó.2. Îñíîâíà ÷àñòèíà. Â îáëàñòi QT ≡
{

(x, y, t): 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T
}ðîçãëÿíåìî îáåðíåíó çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ïàðè �óíêöié (a, u) iç êëàñó C[0, T ]×

×(C(QT ) ∩ C2,1(QT ) ∩ C1,0,0([0, h) × (0, l) × [0, T ])), äå a(t) > 0, t ∈ [0, T ], äëÿ ÿêèõâèêîíóâàòèìóòüñÿ ðiâíîñòi:
ut = tβa(t)∆u + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (1)
u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ [0, h] × [0, l], (2)
u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), y ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], (3)
u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t), x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ], (4)
a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ], (5)äå 0 < β < 1, 0 < y0 < l.Òåîðåìà 1. (Iñíóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:(A1) ϕ ∈ C2(D), äå D =

{

(x, y) : 0 < x < h, 0 < y < l
}

; µi ∈ C2,1([0, l] × (0, T ])∩
∩ C1,1([0, l] × [0, T ]), iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim

t→+0
tβµiyy

, i = 1, 2;

νi ∈ C1,0([0, h] × [0, T ]), i = 1, 2; κ ∈ C[0, T ]; f ∈ C1,0,0(QT );(A2) ϕx(x, y) > 0, (x, y) ∈ D; µ1t
(y, t) − f(0, y, t) 6 0, µ2t

(y, t) − f(h, y, t) > 0,

(y, t) ∈ [0, l] × [0, T ], µ1yy
(y, t) > 0, µ2yy

(y, t) 6 0, (y, t) ∈ [0, l]× (0, T ], i = 1, 2;

ν1x
(x, t) > 0, ν2x

(x, t) > 0, (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ]; fx(x, y, t) > 0, (x, y, t) ∈ QT ;

κ(t) > 0, t ∈ [0, T ];(A3) µ1(y, 0) = ϕ(0, y), µ2(y, 0) = ϕ(h, y), ν1(x, 0) = ϕ(x, 0), ν2(x, 0) = ϕ(x, l),

µ1(0, t) = ν1(0, t), µ1(l, t) = ν2(0, t), µ2(0, t) = ν1(h, t), µ2(l, t) = ν2(h, t).Òîäi çàäà÷à (1)-(5) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.Äîâåäåííÿ. Òèì÷àñîâî ïðèïóñêàòèìåìî, ùî �óíêöiÿ a(t) � âiäîìà. �îçâ'ÿçîê ïðÿìî¨çàäà÷i (1)-(4) íàáóâà¹ âèãëÿäó [7℄:
u(x, y, t) =

l
∫

0

h
∫

0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

t
∫

0

l
∫

0

G11ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

×τβa(τ)µ1(η, τ)dηdτ −
t
∫

0

l
∫

0

G11ξ(x, y, t, h, η, τ)τ
βa(τ)µ2(η, τ)dηdτ+
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+

t
∫

0

h
∫

0

G11η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ −
t
∫

0

h
∫

0

G11η(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +

t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ, (6)äå G11(x, y, t, ξ, η, τ) - �óíêöiÿ �ðiíà çàäà÷i (2)-(4) äëÿ ðiâíÿííÿ (1), ùî âèçíà÷à¹òüñÿðiâíiñòþ:
Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =

1

4π(θ(t) − θ(τ))

+∞
∑

m,n=−∞

(

(

exp
(

− (x− ξ + 2nh)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

+

+ (−1)i exp
(

− (x + ξ + 2nh)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

)(

exp
(

− (y − η + 2ml)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

+

+ (−1)j exp
(

− (y + η + 2ml)2

4(θ(t) − θ(τ))

)

)

)

, θ(t) =

t
∫

0

τβa(τ)dτ, i, j = 1, 2.Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi �óíêöié �ðiíà òà iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ïðîäè-�åðåíöiþ¹ìî (6) ïî x:
ux(x, y, t) =

l
∫

0

h
∫

0

G21(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη+

+

t
∫

0

l
∫

0

G21(x, y, t, h, η, τ)(µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ−

−
t
∫

0

l
∫

0

G21(x, y, t, 0, η, τ)(µ1τ
(η, τ) − τβa(τ)µ1ηη

(η, τ) − f(0, η, τ))dηdτ+

+

t
∫

0

h
∫

0

G21η
(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ

(ξ, τ)dξdτ −
t
∫

0

h
∫

0

G21η
(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβa(τ)ν2ξ
(ξ, τ)dξdτ +

t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G21(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ. (7)



94 Ìèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂÏiäñòàâèâøè (7) â óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ (5), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ íåâiäîìî¨�óíêöi¨ a(t):
a(t) = κ(t)

[ l
∫

0

h
∫

0

G21(0, y0, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη +

t
∫

0

l
∫

0

G21(0, y0, t, h, η, τ)×

× (µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ −
t
∫

0

l
∫

0

G21(0, y0, t, 0, η, τ)×

× (µ1τ
(η, τ) − τβa(τ)µ1ηη

(η, τ) − f(0, η, τ))dηdτ +

t
∫

0

h
∫

0

G21η
(0, y0, t, ξ, 0, τ)×

× τβa(τ)ν1ξ
(ξ, τ)dξdτ −

t
∫

0

h
∫

0

G21η
(0, y0, t, ξ, l, τ)τ

βa(τ)ν2ξ
(ξ, τ)dξdτ+

+

t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G21(0, y0, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ

]−1

, t ∈ [0, T ]. (8)Îòîæ, ìè çâåëè îáåðíåíó çàäà÷ó (1)-(5) äî çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-íÿííÿ (8). Çíàéäåìî îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ (8).Îöiíèìî a(t) çâåðõó. Ïîçíà÷èìî iíòåãðàëè ó (8) ÷åðåç Ii, i = 1, 6. Çíàéäåìîîöiíêè öèõ iíòåãðàëiâ çíèçó.�îçãëÿíåìî I1. Ôóíêöiþ �ðiíà Gij(x, y, t, ξ, η, τ), i, j = 1, 2, ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi äîáóòêó Gx
i (x, t, ξ, τ)Gy

j (y, t, η, τ), äå Gx
i i Gy

j - �óíêöi¨ �ðiíà i-¨ i j-¨ êðàéîâèõçàäà÷ âiäïîâiäíî äëÿ ðiâíÿíü
ut = tβa(t)uxx, (x, t) ∈ (0, h) × (0, T ), i vt = tβa(t)vyy , (y, t) ∈ (0, l)× (0, T ).Çàïèøåìî I1 òàê:

I1 =

l
∫

0

h
∫

0

Gx
2(0, t, ξ, 0)Gy

1(y0, t, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη.Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ïîõiäíî¨ �óíêöi¨ �ðiíà Gx
2(x, t, ξ, τ), ëåãêî áà÷èòè, ùî

h
∫

0

Gx
2(x, t, ξ, τ)dξ = 1. (9)Çâiäñè îòðèìà¹ìî

I1 > min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y)

l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη.
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I4 =

t
∫

0

h
∫

0

Gx
2(0, t, ξ, τ)Gy

1η
(y0, t, 0, τ)τ

βa(τ)ν1ξ
(ξ, τ)dξdτ >

> min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t)

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ,

I5 > min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

(

−
t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, l, τ)τ
βa(τ)dτ

)

.Iç óìîâ (A2) âèïëèâà¹ íåâiä'¹ìíiñòü äîäàíêiâ I2, I3, I6. Òîäi
6
∑

i=1

Ii > I1 + I4 + I5 > min
{

min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t), min

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

}

×

×
(

l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη +

t
∫

0

G
y
1η(y0, t, 0, τ)τ

βa(τ)dτ −
t
∫

0

G
y
1η(y0, t, l, τ)τ

βa(τ)dτ
)

.Âèðàç ó äóæêàõ ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i:
ut = tβa(t)uyy, (y, t) ∈ (0, l) × (0, T ),

u(y, 0) = 1, y ∈ [0, l], (10)
u(0, t) = u(l, t) = 1, t ∈ [0, T ].�îçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i äîðiâíþ¹ 1. Òîäi

6
∑

i=1

Ii > min
{

min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t), min

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

}

≡ C1.Îòæå,
a(t) 6

max
[0,T ]

κ(t)

C1
≡ A1, t ∈ [0, T ]. (11)Îöiíèìî a(t) çíèçó. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî îöiíêè êîæíîãî ç iíòåãðàëiâ Ii çâåðõó.�îçãëÿíåìî I1. Âèêîðèñòîâóþ÷è (9), ìàòèìåìî

I1 6 max
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y)

l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη.



96 Ìèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂÄëÿ iíòåãðàëiâ I4 òà I5 îòðèìà¹ìî:
I4 6 max

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t)

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ,

I5 6 max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

(

−
t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, l, τ)τ
βa(τ)dτ

)

.Òîäi äëÿ ñóìè I1 + I4 + I5 ñïðàâåäæó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:
I1 + I4 + I5 6

6 max

{

max
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x
(x, t), max

x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x
(x, t)

}( l
∫

0

G
y
1(y0, t, η, 0)dη+

+

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ −

t
∫

0

G
y
1η

(y0, t, l, τ)τ
βa(τ)dτ

)

6 C2.Îöiíèìî I2
I2 6

t
∫

0

l
∫

0

G22(0, y0, t, h, η, τ)(µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ =

=

t
∫

0

l
∫

0

Gx
2(0, t, h, τ)Gy

2(y0, t, η, τ)(µ2τ
(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ.Ôóíêöiÿ Gx
2(0, t, h, τ) îáìåæåíà çâåðõó âèðàçîì 4

h [9, ñ.12℄. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷èóìîâè (A2) i ðiâíiñòü (9), îòðèìà¹ìî
l
∫

0

G
y
2(y0, t, η, τ)(µ2τ

(η, τ) − τβa(τ)µ2ηη
(η, τ) − f(h, η, τ))dη 6 C3.Òîìó

I2 6
4C3t

h
.Çíàéäåìî îöiíêó äëÿ I3. Âiäîìî [9℄, ùî âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

Gx
2(0, t, 0, τ) 6

1

h
+

1
√

π(θ(t) − θ(τ))
.Iç óìîâ (A2), ðiâíîñòi (9) òà ç òîãî, ùî

l
∫

0

G
y
2(y0, t, η, τ)(µ1τ

(η, τ) − τβa(τ)µ1ηη
(η, τ) − f(0, η, τ))dη 6 C4,
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I3 6

t
∫

0

(

C5 +
C6

√

θ(t) − θ(τ)

)

dτ.Äîäàíîê I6 îöiíþ¹ìî òàê ñàìî, ÿê I1
I6 6

t
∫

0

max
[0,h]×[0,l]

fx(x, y, τ)dτ 6 C7.Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi îöiíêè äî (8)
a(t) >

κ(t)

C8 + C9

t
∫

0

dτ√
θ(t)−θ(τ)

. (12)�îçãëÿíåìî iíòåãðàë ó çíàìåííèêó (12)
t
∫

0

dτ
√

θ(t) − θ(τ)
=

t
∫

0

dτ
√

t
∫

τ

σβa(σ)dσ

6

√

β + 1

amin

t
∫

0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

,äå amin = min
[0,T ]

a(t). Îöiíèìî îñòàííié iíòåãðàë
t
∫

0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

= t
1−β

2

1
∫

0

dz√
1 − zβ+1

6 C10.Òîäi ç (12) ìàòèìåìî
a(t) >

C11

C8 + C12√
amin

.Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ [0, T ], òîìó
amin >

C11

C8 + C12√
amin

,àáî
C8amin + C12

√
amin − C11 > 0.Çíàéäåìî çâiäñè îöiíêó äëÿ amin

amin >

(

C11
√

C2
12 + 4C8C11 + C12

)2

≡ A0.Îòæå, ìà¹ìî
a(t) > A0, t ∈ [0, T ]. (13)



98 Ìèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂ�iâíÿííÿ (8) çàïèøåìî ó âèãëÿäi îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ
a(t) = Pa(t), (14)äå îïåðàòîð P ïåðåâîäèòü ìíîæèíó N =

{

a ∈ C[0, T ] : A0 6 a(t) 6 A1

} â ñåáå.Äîâåäåííÿ òîãî, ùî îïåðàòîð P ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì, ïðîâîäÿòü àíàëîãi÷íî äîîäíîâèìiðíîãî âèïàäêó, âðàõîâóþ÷è òîé �àêò, ùî �óíêöiþ �ðiíà äëÿ äâîâèìiðíîãîðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó âiäïîâiäíèõ �óíêöié �ðiíà äëÿ îäíîâèìið-íîãî ðiâíÿííÿ. Çâiäñè ìàòèìåìî, ùî îïåðàòîð P ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó, òîìó iñíó¹ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(5). �Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(5).Òåîðåìà 2. (�äèíiñòü). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:(A5) ϕ∈C2,2([0, h]×[0, l]); µi∈C2,1([0, l]×(0, T ])∩ C1,1([0, l]× [0, T ]), iñíó¹ ñêií÷åí-íà ãðàíèöÿ lim
t→+0

tβµiyy
(y, t), i = 1, 2; νi∈C2,1([0, h]×(0, T ])∩ C1,1([0, h]×[0, T ]),iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ lim

t→+0
tβνixx

(x, t)i = 1, 2; f ∈ C1,0(QT );(A6) κ(t) 6= 0, t ∈ [0, T ].Òîäi çàäà÷à (1)-(5) íå ìîæå ìàòè äâîõ ðiçíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i, à ñàìå (a1(t), u1(x, y, t)) òà
(a2(t), u2(x, y, t)). Ïîçíà÷èìî A(t) = a1(t) − a2(t), U(x, y, t) = u1(x, y, t) − u2(x, y, t).Òîäi äëÿ (A,U) ìàòèìåìî òàêó çàäà÷ó:

Ut = tβa1(t)∆U + tβA(t)∆u2, (x, y, t) ∈ QT , (15)
U |t=0 = U |x=0 = U |x=h = U |y=0 = U |y=l = 0, (16)
a1(t)Ux(0, y0, t) = −A(t)u2x

(0, y0, t), t ∈ [0, T ]. (17)Ïîäàìî ðîçâ'ÿçîê ïðÿìî¨ çàäà÷i (15),(16) ó âèãëÿäi
U(x, y, t) =

t
∫

0

h
∫

0

l
∫

0

G∗
11(x, y, t, ξ, η, τ)τ

βA(τ)∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ,äå G∗
11 - �óíêöiÿ �ðiíà çàäà÷i (15),(16). Ïiäñòàâèâøè éîãî â óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ,îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ A(t)

A(t)u2x
(0, y0, t) = −a1(t)

t
∫

0

h
∫

0

l
∫

0

G∗
11x

(0, y0, t, ξ, η, τ)τ
βA(τ)∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ. (18)Îòðèìàëè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó. Îöiíèìî ÿäðî öüîãî ií-òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Ïðîâåäåìî îöiíêó ∆u = u2xx
+ u2yy

. �îçãëÿíåìî âèðàç äëÿ
u2xx

:
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u2xx

(x, y, t) =

l
∫

0

h
∫

0

G∗
11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξξ(ξ, η)dξdη −

t
∫

0

l
∫

0

G∗
11ξ

(x, y, t, h, η, τ)×

× (µ2τ
(η, τ) − τβa2(τ)µ2ηη

(η, τ) − f(h, η, τ))dηdτ +

t
∫

0

l
∫

0

G∗
11ξ

(x, y, t, 0, η, τ)×

× (µ1τ
(η, τ) − τβa2(τ)µ1ηη

(η, τ) − f(0, η, τ))dηdτ +

t
∫

0

h
∫

0

G∗
11η

(x, y, t, ξ, 0, τ)×

× τβa2(τ)ν1ξξ
(ξ, τ)dξdτ −

t
∫

0

h
∫

0

G∗
11η

(x, y, t, ξ, l, τ)τβa2(τ)ν2ξξ
(ξ, τ)dξdτ−

−
t
∫

0

l
∫

0

h
∫

0

G∗
11ξ

(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ. (19)Ïîçíà÷èìî iíòåãðàëè ó (19) ÷åðåç Ji, i = 1, 6, çíàéäåìî ¨õíi îöiíêè.Ñïî÷àòêó îöiíèìî J1

∣

∣J1

∣

∣ 6

l
∫

0

h
∫

0

G∗
22(x, y, t, ξ, η, 0)|ϕξξ(ξ, η)|dξdη 6 max

x∈[0,h]
y∈[0,l]

|ϕxx(x, y)|.Îñêiëüêè (äèâ. [3℄)
t
∫

0

Gx∗
1ξ

(x, t, 0, τ)dτ 6
C13

tβ
, (20)òî äëÿ äîäàíêà J3 ìàòèìåìî

∣

∣J3

∣

∣ 6 C14

t
∫

0

Gx∗
1ξ

(x, t, 0, τ)dτ 6
C15

tβ
.Òàê ñàìî îöiíþ¹òüñÿ iíòåãðàë J2. Àíàëîãi÷íî, çàñòîñîâóþ÷è (9) i (20) äî iíòåãðàëiâ

J4, J5, îòðèìà¹ìî
∣

∣J4

∣

∣ 6 C16

t
∫

0

G
y∗
1η

(x, t, 0, τ)τβdτ 6 C17,
∣

∣J5

∣

∣ 6 C18

t
∫

0

|Gy∗
1η

(x, t, l, τ)|τβdτ 6 C19.
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∣

∣J6

∣

∣ 6
1

4
√
π

max
QT

|fx(x, t)|
t
∫

0

h
∫

0

1
(

θ2(t) − θ2(τ)
)3/2

×

×
+∞
∑

n=−∞

(

|x− ξ + 2nh| exp
(

− (x − ξ + 2nh)2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)

+

+|x+ ξ + 2nh| exp
(

− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ2(t) − θ2(τ))

)

)

dξdτ ≡ J6,1 + J6,2.Â iíòåãðàëi J6,1 çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ
z =

x− ξ + 2nh

2
√

θ2(t) − θ2(τ)
:

J6,1 6 C20

+∞
∑

n=−∞

t
∫

0

1
√

θ2(t) − θ2(τ)

x−ξ+2nh

2
√

θ2(t)−θ2(τ)
∫

x−ξ+(2n−1)h

2
√

θ2(t)−θ2(τ)

|z| exp(−z2)dz 6

6 C20

t
∫

0

dτ
√

θ2(t) − θ2(τ)

+∞
∫

−∞

|z| exp(−z2)dz 6 C21

t
∫

0

1
√

θ2(t) − θ2(τ)
dτ 6 C22t

1−β
2 .Iíòåãðàë J6,2 ìîæíà îöiíèòè òàê ñàìî. Òîäi

|u2xx
(x, y, t)| 6 C23 + C24t

1−β
2 + C25t

−β . (21)Äîäàíîê u2yy
iç âèðàçó äëÿ ∆u2 ìîæíà îöiíèòè àíàëîãi÷íî. Çâiäñè ìà¹ìî

|tβ∆u| 6 C26. (22)Çãiäíî ç öi¹þ îöiíêîþ ÿäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (18) ¹ îáìåæåíèì, òîìó öåðiâíÿííÿ ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à (15)-(17)ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Òåîðåìó äîâåäåíî. �3. Âèñíîâêè. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó íåîáõiäíî íà-êëàäàòè äîäàòêîâi óìîâè íà �óíêöi¨, ÿêi âèçíà÷àþòü ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó íà êðàÿõîáëàñòi. Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi çi ñëàáêèì âè-ðîäæåííÿì ïî ÷àñîâié çìiííié íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó àíàëîãi÷íîãîäî îäíîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ.1. �àäæèåâ Ì.Ì. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ/ �àäæèåâ Ì.Ì. //Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ìåòîäàõ ìàòåìà-òè÷åñêîé �èçèêè. � Íîâîñèáèðñê. � 1987. � Ñ. 66-71.2. Åëäåñáàåâ Ò. Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà / Åëäåñáàåâ Ò. //Èçâåñòèÿ ÀÍ ÊàçÑÑ�. Ñåðèÿ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ. � 1987. � �3. � Ñ. 27-29.3. Ñàëäiíà Í. Îáåðíåíà çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì / Ñàëäiíà Í.//Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ìåõ.-ìàò. � 2005. � Âèï. 64. � Ñ. 245-257.
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hov Solving a s
alar degenerate multidimensional identi�
ation problem in Bana
hspa
e / M. Ivan
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tion, S
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102 Ìèêîëà IÂÀÍ×ÎÂ, Âiòàëié ÂËÀÑÎÂÎÁ�ÀÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÑËÀÁÎ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÍÎ�ÎÄÂÓÌÅ�ÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈÍèêîëàé ÈÂÀÍ×ÎÂ1, Âèòàëèé ÂËÀÑÎÂ2Ëüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: 1ivan
hov�franko.lviv.ua, 2siphiuel�gmail.
omÍàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîéçàäà÷è îïðåäåëåíèÿ çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ñòàðøåãî êîý��èöèåíòà â äâó-ìåðíîì óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ut = tβa(t)∆u + f(x, t) ñî ñëàáûìâûðîæäåíèåì (β < 1). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþòåîðåìû Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Åäèíñòâåííîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ñëàáîå âû-ðîæäåíèå, �óíêöèÿ �ðèíà, òåîðåìà Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 26.05.2009Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009



ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 103�121 Is. 70. P. 103�121ÓÄÊ 517.95ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß �IÂÍßÍÍß ÒÈÏÓ ÊÎËÈÂÀÍÍßÏËÀÑÒÈÍÊÈÑåðãié ËÀÂ�ÅÍÞÊ , �àëèíà ÒÎ��ÀÍËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: torgan_g�yahoo.
om�îçãëÿíóòî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ
utt +

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj

)xsxl
−

n∑

i=1

(ai(x)|uxi
|q−2

uxi
)xi

+ b0(x)ut−

−a0(x)|u|p−2
u = 0â îáìåæåíié îáëàñòi. Îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ëîêàëüíîãîðîçâ'ÿçêó òà íåiñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.Êëþ÷îâi ñëîâà: ðiâíÿííÿ òèïó êîëèâàííÿ ïëàñòèíêè, ìiøàíà çàäà÷à.1. Âñòóï. Ó ïðàöi [1℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òà äîñëiäæåíîàñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ïëàñòèíêè òèïóÊiðõãî�à, ÿêå ìà¹ âèãëÿä

utt + △2u + a(x)ut + f(u) = 0.Ó ëiíiéíîìó âèïàäêó öå ðiâíÿííÿ äîáðå âèâ÷åíå. Îäíàê ó âèïàäêó íàÿâíîñòiíåëiíiéíèõ äîäàíêiâ ìiøàíi çàäà÷i äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ äîñëiäæåíi íåäîñòàòíüî. Óïðàöÿõ [2-12℄ äîñëiäæåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà-÷i Êîøi òà ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ çàçíà÷åíîãî âèãëÿäó, äîñëiäæåíî åêñïî-íåíöiàëüíå ñïàäàííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü áàëêè òèïó Êiðõãî�à çïàì'ÿòòþ i ñëàáêèì çàòóõàííÿì ïðè t ïðÿìóþ÷îìó äî íåñêií÷åííîñòi, äåÿêi âëàñòè-âîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü áàëêè.Ó ïðàöi [13℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ äâîõ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíî¨ çàäà÷iäëÿ ðiâíÿííÿ
utt + uxxxx + b[u]+ = c,ÿêå ìîäåëþ¹ êîëèâàííÿ êîðàáëÿ.
© Ëàâðåíþê Ñ. , Òîðãàí �., 2009



104 Ñåðãié Ëàâðåíþê , �àëèíà ÒîðãàíÂ îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ çíà÷íèé iíòåðåñ ñòàíîâèëè äîñëiäæåííÿ çàäà÷ äëÿ åâî-ëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ ñòàþòü íåîáìåæåíèìè ó ñêií÷åííèé ìîìåíò ÷àñó.Ó öüîìó íàïðÿìi ñüîãîäíi ìîæíà çíàéòè ñîòíi ñòàòåé. Çàçíà÷èìî ëèøå äåÿêi ïðàöi,ïðèñâÿ÷åíi äîñëiäæåííþ "âèáóõîâîñòi" ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíüç ïåðøîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì. Öå [14-20℄, ó ÿêèõ, çîêðåìà, ìîæíà çíàéòè äîñòàòíüîïîâíèé îãëÿä ëiòåðàòóðè çi çãàäàíîãî ïèòàííÿ.Ó öié ïðàöi ðîçãëÿíóòî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òèïó êîëèâàííÿïëàñòèíêè â îáìåæåíié îáëàñòi. Çíàéäåíî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëü-íåíîãî ðîçâ'ÿçêó íà ÷àñîâîìó iíòåðâàëi, äîâæèíà ÿêîãî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõçáóðåíü, ìiðè îáëàñòi òà êîå�iöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ. Òàêîæ äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íå iñíó¹.Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â ïðîñòîði R
n ç ìåæåþ ∂Ω ∈ C1, QT = Ω× (0, T ),äå T < ∞, Ωτ = QT ∩{t = τ}, τ ∈ [0, T ], ST = ∂Ω× (0, T ). Â îáëàñòi QT ðîçãëÿíåìîçàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ ç äiéñíîçíà÷íèìè êîå�iöi¹íòàìè

utt +

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj

)xsxl
−

n∑

i=1

(ai(x)|uxi
|q−2uxi

)xi
+ b0(x)ut −a0(x)|u|p−2u = 0 (1)ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u
∣∣
t=0

= u0(x), ut

∣∣
t=0

= u1(x) (2)i êðàéîâèìè óìîâàìè
u
∣∣
ST

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
ST

= 0, (3)äå ν � çîâíiøíÿ íîðìàëü äî ïîâåðõíi ST .Ó öié ïðàöi âèêîðèñòîâóþòü òàêi ïðîñòîðè: Lr((0, T ); B) ([21, ñ. 154, 157℄),
C((0, T ); B) ([21, ñ. 148℄), äå r ∈ [1, +∞), à B � äåÿêèé áàíàõiâ ïðîñòið; Hk(Ω), Hk

0 (Ω),
k ∈ N ([21, ñ. 44℄); W

1,r
0 (Ω), r ∈ (1, +∞) ([21, ñ. 44℄).Íåõàé Dα =

∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n
, |α| = α1 + ... + αn, αi ∈ N ∪ {0}, i ∈ {1, ..., n}.�îâîðèòèìåìî, ùî êîå�iöi¹íòè ðiâíÿííÿ (1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A) i (B), ÿêùî:(A): Dαasl

ij ∈ L∞(Ω), |α| 6 2, ai, aixi
, a0 ∈ L∞(Ω), i, j, s, l ∈ {1, ..., n},

asl
ij(x) = a

ij
sl(x) ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ Ω i âñiõ i, j, s, l ∈ {1, ..., n},

n∑

i,j,s,l=i

asl
ij(x)ξijξsl > A0

n∑

i,j=1

|ξij |
2, A0 = const > 0,äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω i âñiõ ξij ∈ R òàêèõ, ùî ξij = ξji,

γ0 6 ai(x) 6 γ1, i ∈ {1, ..., n},

γ2 6 a0(x) 6 γ3äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, γ0 > 0, γ2 > 0;(B): b0 ∈ L∞(Ω), 0 < ̺0 6 b0(x) 6 ̺1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω;Êðiì òîãî, íåõàé ïàðàìåòðè p i q çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (P) :

q ∈ [3, +∞), p ∈ (q, +∞) ïðè n ∈ {1, 2},
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q ∈

[
3,

2n

n − 2

)
, p ∈ (q, +∞) ïðè n ∈ {3, 4},

q ∈
[
3, 5
)
, p ∈

(
q,

7q − 10

q

] ïðè n = 5.Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiþ u ∈ C([0, T1]; H
2
0 (Ω))∩L∞((0, T1); W

1,q
0 (Ω)∩Lp(Ω)) òàêó, ùî

ut ∈ C([0, T1]; L
2(Ω)) ∩ L∞((0, T1); H

2
0 (Ω)), utt ∈ L∞((0, T1); L

2(Ω)), |uxi
|q−2u2

txi
∈

∈ L∞((0, T1); L
1(Ω)), i ∈ {1, ..., n} i u çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè (2) òà ðiâíiñòü
∫

Ωt

[
uttv +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

vxsxl
+

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

vxi
+

+b0(x)utv − a0(x)|u|p−2uv

]
dx = 0 (4)äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T1), âñiõ T1 ∈ [0, T ) i âñiõ v ∈ H2

0 (Ω) ∩ W
1,q
0 (Ω)) ∩ Lp(Ω),íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(3). ßêùî T = +∞, òî ðîçâ'ÿçîêáóäåìî íàçèâàòè ãëîáàëüíèì.Çàóâàæåííÿ 1. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè n 6 6 i p 6

2n − 4

n − 4
äëÿ n > 4

∫

Ω

[
|u0|

2(p−1) +

n∑

i=1

|u0xi
|2(q−1) +

n∑

i=1

|u0xi
|2(q−1)|u0xixi

|2 +

n∑

i=1

|u0xi
|q−2|u1xi

|2
]
dx < ∞,ÿêùî u0 ∈ H4(Ω), u1 ∈ H2(Ω). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âèêîðèñòàòè òåîðåìó âêëàäåííÿÑîáîë¹âà ([21, ñ. 47℄).Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B), (P ), u0 ∈ H2

0 (Ω) ∩ H4(Ω),
u1 ∈ H2

0 (Ω). Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî T > 0, ùî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i(1)-(3) iñíó¹.Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Ôàåäî-�àëüîð-êiíà. Îñêiëüêè ïðîñòið H2
0 (Ω)∩H4(Ω) � ñåïàðàáåëüíèé áàíàõiâ, òî â íüîìó iñíó¹ òàêàçëi÷åííà ìíîæèíà {ωk}, ùî áóäü-ÿêà ñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíèëiíiéíî íåçàëåæíà i çàìèêàííÿ ¨¨ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè â H2

0 (Ω)∩H4(Ω) çáiãà¹òüñÿ ç öèìïðîñòîðîì. Ìîæåìî ïðèéíÿòè, ùî {ωk} îðòîíîðìîâàíà â L2(Ω). �îçãëÿíåìî �óíêöi¨
uN(x, t) =

N∑
k=1

cN
k (t)ωk(x), N = 1, 2..., äå cN

1 , cN
2 , ...cN

N � ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ çàäà÷Êîøi ∫

Ω

[
uN

tt ω
k +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

xixj
ωk

xsxl
+

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2uN

xi
ωk

xi
+

+b0(x)uN
t ωk − a0(x)|uN |p−2uNωk

]
dx = 0, t ∈ [0, T ], (5)

cN
k (0) = uN

0,k, cN
kt(0) = uN

1,k, k = 1, ..., N, (6)
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uN

0 (x) =
N∑

k=1

uN
0,kωk(x), ‖uN

0 − u0‖H2
0 (Ω)∩H4(Ω) → 0,

uN
1 (x) =

N∑

k=1

uN
1,kωk(x), ‖uN

1 − u1‖H2
0(Ω) → 0 ïðè N → ∞. (7)Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Êàðàòåîäîði [22, ñ. 54℄ iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5), (6), ÿêèéìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíó ïîõiäíó íà ïðîìiæêó [0, tN ). Ç îöiíîê, îäåðæàíèõ íèæ÷å,âèïëèâà¹, ùî tN = T , äå äîäàòíå ÷èñëî T çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ çàäà÷i iêîå�iöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ.Äîìíîæèìî (5) íà cN

kt, ïiäñóìó¹ìî çà k âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìî çà t âiä 0 äî
τ , äå τ ∈ (0, T ). Îäåðæèìî ðiâíiñòü

∫

Qτ

[
uN

tt u
N
t +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

xixj
uN

txsxl
+

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2uN

xi
uN

txi
+

+b0(x)|uN
t |2 − a0(x)|uN |p−2uNuN

t

]
dxdt = 0. (8)Î÷åâèäíî,

J1 :=

∫

Qτ

uN
tt u

N
t dxdt =

1

2

∫

Ωτ

|uN
t |2dx −

1

2

∫

Ω0

|uN
1 |2dx.Çãiäíî ç óìîâîþ (A)

J2 :=

∫

Qτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

xixj
uN

txsxl
dxdt =

=
1

2

∫

Ωτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

xixj
uN

xsxl
dx −

1

2

∫

Ω0

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

0xixj
uN

0xsxl
dx >

>
A0

2

∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx −
1

2

∫

Ω0

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

0xixj
uN

0xsxl
dx;

J3 :=

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2uN

xi
uN

txi
dxdt =

1

q

∫

Ωτ

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|qdx−

−
1

q

∫

Ω0

n∑

i=1

ai(x)|uN
0xi

|qdx >
γ0

q

∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|qdx −

1

q

∫

Ω0

n∑

i=1

ai(x)|uN
0xi

|qdxdt;

J4 :=

∫

Qτ

a0(x)|uN |p−2uNuN
t dxdt 6

γ3

2

∫

Qτ

[
δ|uN

t |2 +
1

δ
|uN |2(p−1)

]
dxdt, δ > 0.
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∫

Ωt

|uN |2(p−1)dx 6 C0

(∫

Ωt

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx

)p−1

,ïðè÷îìó p 6
2n − 4

n − 4
ïðè n > 4, C0 � äåÿêà äîäàòíà êîíñòàíòà. Îòæå,

J4 6
γ3δ

2

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt +

γ3C0

2δ

τ∫

0

(∫

Ωt

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx

)p−1

dt.Çà óìîâîþ (B) ìà¹ìî
J5 :=

∫

Qτ

b0(x)|uN
t |2dxdt > ρ0

∫

Qτ

|uN
t |2dxdt.Âðàõîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè iíòåãðàëiâ J1 − J5, ç (8) îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

∫

Ωτ

[
1

2
|uN

t |2 +
A0

2

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2 +
γ0

q

n∑

i=1

|uN
xi
|q
]
dx +

(
ρ0 −

γ3δ

2

) ∫

Qτ

|uN
t |2dxdt 6

6
γ3C0

2δ

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx

)p−1

dt + FN , (9)äå
FN =

∫

Ω0

[
1

2
|uN

1 |2 +
1

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

0xixj
uN

0xsxl
+

1

q

n∑

i=1

ai(x)|uN
0xi

|q
]
dx.Íåõàé δ =

2ρ0

γ3
. Çãiäíî ç óìîâàìè íà u0 i u1 iñíó¹ òàêå N0, ùî FN 6 2F0 ïðè

N > N0, äå
F0 =

∫

Ω0

[
1

2
|u1|

2 +
1

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixj

u0xsxl
+

1

q

n∑

i=1

ai(x)|u0xi
|q
]
dx.Òîäi ç (9) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx 6 µ1

τ∫

0

(∫

Ωt

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx

)p−1

dt + µ2, (10)äå µ1 =
γ2
3C0

2A0
, µ2 =

4F0

A0
.Çàñòîñîâóþ÷è äî (10) ëåìó Áiõàði [23, 
. 110℄, îäåðæèìî îöiíêó

∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx 6
µ2

[1 − (p − 2)µp−2
2 µ1τ ]1/(p−2)

.
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2 µ1τ > 0. Òîäi ç (9) ìàòèìåìî

∫

Ωτ

[
|uN

t |2 +
n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2 +
n∑

i=1

|uN
xi
|q
]
dx 6 µ3, (11)ïðè τ ∈ [0, T0], T0 <

1

(p − 2)µp−2
2 µ1

.Îòæå,
||uN

t ||L∞((0,T0);L2(Ω)) 6 µ3, ||uN ||L∞((0,T0);H2
0 (Ω)∩W 1,q

0 (Ω)) 6 µ3. (12)Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî çà t ðiâíiñòü (5) (öå ìîæëèâî íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè). Áóäåìîìàòè
∫

Ω

[
uN

tttω
k +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

txixj
ωk

xsxl
+ (q − 1)

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2uN

txi
ωk

xi
+

+b0(x)uN
tt ω

k − (p − 1)a0(x)|uN |p−2uN
t ωk

]
dx = 0.Äîìíîæèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà cN

ktt, ïiäñóìó¹ìî çà k âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìîçà t âiä 0 äî τ , äå τ ∈ (0, T0]. Ìàòèìåìî ðiâíiñòü
∫

Qτ

[
uN

tttu
N
tt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

txixj
uN

ttxsxl
+ (q − 1)

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2uN

txi
uN

ttxi
+

+b0(x)|uN
tt |

2 − (p − 1)a0(x)|uN |p−2uN
t uN

tt

]
dxdt = 0. (13)Ïîäiáíî ÿê äëÿ J1, J2 ìà¹ìî

J6 :=

∫

Qτ

[
uN

tttu
N
tt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

txixj
uN

ttxsxl

]
dxdt >

>
1

2

∫

Ωτ

[
|uN

tt |
2 + A0

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2
]
dx −

1

2

∫

Ω0

[
|uN

tt |
2 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uN

1xixj
uN

1xsxl

]
dx.Çãiäíî ç óìîâîþ (A)

J7 :=
q − 1

2

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2[(uN

txi
)2]tdxdt =

q − 1

2

∫

Ωτ

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2|uN

txi
|2dx−

−
(q − 1)(q − 2)

2

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−3(uN

txi
)3sign(uN

txi
)dxdt−

−
q − 1

2

∫

Ω0

n∑

i=1

ai(x)|uN
0xi

|q−2|uN
1xj

|2dx >
(q − 1)γ0

2

∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|q−2|uN

txi
|2dx−
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−

(q − 1)(q − 2)γ1

2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xi
|q−3(uN

txi
)3dxdt −

q − 1

2

∫

Ω0

n∑

i=1

ai(x)|uN
0xi

|q−2|uN
1xj

|2dx.Íåõàé q > 3, òîäi
J2

7 :=

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xi
|q−3|uN

txi
|3dxdt 6

(q − 3)δ
q

q−3

1

q

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xi
|qdxdt+

3

qδ
q

3
1

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
txi

|qdxdt,äå δ1 > 0. Çà òåîðåìîþ âêëàäåííÿ [21, 
. 47℄
∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
txi

|qdxdt 6 C1

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2dx

)q/2

dt,ÿêùî q 6
2n

n − 2
i n > 2 (q > 2 ïðè n ∈ {1, 2}).Ïðè q = 3 ìà¹ìî

J7 :=

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|[(uN

txi
)2]tdxdt =

∫

Ωτ

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
||uN

txi
|2dx−

−

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x)(uN
txi

)3sign(uN
txi

)dxdt −

∫

Ω0

n∑

i=1

ai(x)|uN
0xi

||uN
1xj

|2dx > −
γ1

3

∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|qdx−

−
2γ1

3

∫

Ωτ

|uN
txi

|qdx − γ1

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
txi

|qdxdt −
γ1

3

∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
xi
|qdx −

2γ1

3

∫

Ω0

|uN
txi

|qdx.Äàëi
J8 := (p − 1)

∫

Qτ

a0(x)|uN |p−2uN
t uN

tt dxdt 6 (p − 1)γ3

∫

Qτ

|uN |p−2uN
t uN

tt dxdt 6

6 (p − 1)γ3

[
δ2
2

2

∫

Qτ

|uN
tt |

2dxdt +
q − 2

2qδ
2q

q−2

2

∫

Qτ

|uN |
(p−2)2q

q−2 dxdt +
1

qδ
q
2

∫

Qτ

|uN
t |qdxdt

]
, δ2 > 0.Íà ïiäñòàâi òåîðåìè âêëàäåííÿ [21, 
. 47℄ i (12)

J2
8 :=

∫

Qτ

|uN |
(p−2)2q

q−2 dxdt 6 C2

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx

) (p−2)q
q−2

dt 6 µ4,ïðè τ ∈ [0, T0] i p 6
3nq − 2n − 8q

nq − 4q
, ÿêùî n > 4, à òàêîæ

J3
8 :=

∫

Qτ

|uN
t |qdxdt 6 C3

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2dx

) q

2

dtïðè q 6
2n

n − 4
i n > 4 (ïðè n 6 4 ìà¹ìî q > 3).



110 Ñåðãié Ëàâðåíþê , �àëèíà ÒîðãàíÇà óìîâîþ (B)

J9 :=

∫

Qτ

b0(x)|uN
tt |

2dxdt > ρ0

∫

Qτ

|uN
tt |

2dxdt.Âðàõîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè iíòåãðàëiâ J6 − J9, ç (13), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü(ïðè q>3)
1

2

∫

Ωτ

[
|uN

tt |
2 + A0

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2
]
dx +

(q − 1)γ0

2

∫

Ωτ

n∑

i=1

|uN
xi
|q−2|uN

txi
|2dx+

+

(
ρ0 − (p − 1)γ3

δ2
2

2

) ∫

Qτ

|uN
tt |

2dxdt 6

(
3C1(q − 1)(q − 2)γ1

2qδ
q

3
1

+
(p − 1)γ3C3

qδ
q
2

)
×

×

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2dx

) q

2

dt +
C2(q − 2)(p − 1)γ3

2qδ
2q

q−2

2

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2dx

) (p−2)q
q−2

dt+

+
(q − 1)(q − 2)(q − 3)γ1δ

q

q−3

1

2q

∫

Qτ

n∑

i=1

|uN
xi
|qdxdt+

+

∫

Ω0

[
1

2
|uN

tt |
2 +

1

2

n∑

i,j,s,l=1

uN
1xixj

uN
1xsxl

]
dx +

q − 1

2

∫

Ω0

n∑

i=1

|uN
0xi

|q−2|uN
1xi

|2dx, (14)
τ ∈ [0, T0]. Âèáåðåìî δ2 =

[
2ρ0

γ3(p − 1)

]1/2, òîäi ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ëiâî¨ ÷àñòèíèîñòàííüî¨ íåðiâíîñòi áóäå äîäàòíèì.Îöiíèìî ∫
Ω0

|uN
tt |

2dz. Äîìíîæèìî (5) íà cN
ktt(0) i ïiäñóìó¹ìî çà k âiä 1 äî N .Îòðèìà¹ìî

∫

Ω0

[
|uN

tt (0)|2 +

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uN

0xixj
)xsxl

uN
tt −

n∑

i=1

(ai(x)|uN
0xi

|q−2uN
0xi

)xi
uN

tt−

−a0(x)|uN
0 |p−2uN

0 uN
tt + b0(x)uN

1 uN
tt

]
dx = 0. (15)Çãiäíî ç óìîâîþ (A)

J10 :=

∫

Ω0

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uN

0xixj
)xsxl

uN
tt dx >

> −
1

2δ3

∫

Ω0

[ n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uN

0xixj
)xsxl

]2
dx −

δ3

2

∫

Ω0

|uN
tt |

2dx,äå δ3 > 0;

J11 := −

∫

Ω0

n∑

i=1

(ai(x)|uN
0xi

|q−2uN
0xi

)xi
uN

tt dx >
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> −

1

2δ3

∫

Ω0

[ n∑

i=1

(ai(x)|uN
0xi

|q−2uN
0xi

)xi

]2
dx −

δ3

2

∫

Ω0

|uN
tt |

Ndx;

J12 := −

∫

Ω0

a0(x)|uN
0 |p−2uN

0 uN
tt dx > −

1

2δ3

∫

Ω0

[
a0(x)|uN

0 |p−2uN
0

]2
dx −

δ3

2

∫

Ω0

|uN
tt |

Ndx.Ç óìîâè (B) áóäåìî ìàòè
J13 :=

∫

Ω0

b0(x)uN
1 uN

tt dx > −
1

2δ3

∫

Ω0

[
b0(x)uN

1

]2
dx −

δ3

2

∫

Ω0

|uN
tt |

2dx.Âðàõîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè iíòåãðàëiâ J10 − J13, ç (15) îòðèìà¹ìî
(1 − 2δ3)

∫

Ω0

|uN
tt |

2dx 6
1

2δ3

∫

Ω0




[ n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uN

0xixj
)xsxl

]2
+

[
b0(x)uN

1

]2
+

+

[ n∑

i=1

(ai(x)|uN
0xi

|q−2uN
0xi

)xi

]2
+

[
a0(x)|uN

0 |p−2uN
0

]2)
dx,äå 0 < δ3 <

1

2
.Âðàõîâóþ÷è óìîâè íà u0, u1 i êîå�iöi¹íòè ðiâíÿííÿ (1), îäåðæèìî

∫

Ω0

|uN
tt |

2dx 6 µ5, (16)äå µ5 � äåÿêà êîíñòàíòà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N .Îòîæ, ç (14) îäåðæèìî íåðiâíiñòü
∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2dx 6 µ6 + µ7

τ∫

0

(∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2dx

)q/2

dt, τ ∈ [0, T0], (17)äå µ6, µ7 - äåÿêi êîíñòàíòè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä N . Äî íåðiâíîñòi (17) çíîâó çàñòî-ñó¹ìî ëåìó Áiõàði [23, 
. 110℄
∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2dx 6
µ6

[
1 −

(
q
2 − 1

)
µ

q/2−1
6 µ7τ

] 1
q−2

, (18)äå τ ∈ [0, T1], T1 6 T0 i T1 <
2

(q − 2)µ
q/2−1
6 µ7

. Âèáåðåìî δ1, ìiíiìiçóþ÷è äîáóòîê
µ7µ

(q−2)/2
6 . Òîäi íà ïðîìiæêó [0, T1], T1 < T ç (14), (16) i (18) îäåðæèìî îöiíêó

∫

Ωτ

[
|uN

tt |
2 +

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2 +

n∑

i=1

|uN
xi
|q−2|uN

txi
|2
]
dx 6 µ8.
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{
1

(p − 2)µp−2
2 µ1

,
2

(q − 2)µ7µ
(q−2)/2
6

}. Îòæå,
||uN

t ||L∞((0,T1);H2
0 (Ω)) 6 µ8, ||uN

tt ||L∞((0,T1);L2(Ω)) 6 µ8,

|| |uN
xi
|q−2|uN

txi
|2||L∞((0,T1);L1(Ω)) 6 µ8, (19)äå ñòàëà µ8 íå çàëåæèòü âiä N . Àíàëîãi÷íi îöiíêè îäåðæèìî i äëÿ q = 3. Íà ïiäñòàâi(12), (19) iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {uNk} ⊂ {uN} òàêà, ùî

uNk → u ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T1); H
2
0 (Ω) ∩ W

1,q
0 (Ω)),

uNk

t → ut ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T1); H
2
0 (Ω)),

uNk

tt → utt ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T1); L
2(Ω)) ïðè Nk → ∞. (20)Êðiì òîãî,

∫

QT1

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

ai(x)|uN
xi
|q−2uN

xi

∣∣∣∣∣

q′

dxdt 6 µ9,

∫

QT1

∣∣a0(x)|uN |p−2uN
∣∣p′

dxdt 6 µ10.Òîìó
n∑

i=1

ai(x)|uNk
xi

|q−2uNk
xi

→ χ1 ñëàáêî â Lq′

(QT1),

a0(x)|uNk |p−2uNk → χ0 ñëàáêî â Lp′

(QT1).Çàçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {uN} îáìåæåíà â Lq((0, T1); H
2
0 (Ω)), à ïîñëiäîâ-íiñòü {uN

t } îáìåæåíà â Lq((0, T1); L
2(Ω)). Îñêiëüêè H2

0 (Ω) ⊂ W
1,q
0 (Ω) êîìïàêòíî ïðè

q ∈

[
3,

2n

n − 2

)
, n ∈ {3, 4, 5} i ïðè q ∈ [3, +∞), n ∈ {1, 2}, òî íà ïiäñòàâi òåîðåìè 5.1[24, ñ. 70℄ ìîæåìî ââàæàòè, ùî

uNk → u ñèëüíî â Lq((0, T1); W
1,q
0 (Ω))i ìàéæå âñþäè â QT1 . Òîìó

χ1 =

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

.Àíàëîãi÷íî, âðàõîâóþ÷è òå, ùî çà óìîâîþ òåîðåìè (ïðè âèáðàíèõ ïàðàìåòðàõ p i n)
H2

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) êîìïàêòíî, îäåðæèìî ðiâíiñòü
χ0 = a0(x)|u|p−2uìàéæå âñþäè â QT1 . Êðiì òîãî, äëÿ �óíêöi¨ u âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi
|q−2|utxi

|2dx 6 µ11
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∫

Ωt

[
uttv +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

vxsxl
+

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

vxi
+

+b0(x)utv − a0(x)|u|p−2uv

]
dx = 0 (21)ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ (0, T1), âñiõ T1 ∈ (0, T ) i âñiõ v ∈ H2

0 (Ω).Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ ïî÷àòêîâi óìîâè. Ïiäñòàâèìî â (21)
v = v(x, t), v ∈ C2([0, T1]; H

2
0 (Ω)), v(x, T1) = 0, vt(x, T1) = 0. Î÷åâèäíî, ùî

∫

QT1

uttvdxdt =

∫

Ωt

utvdx

∣∣∣∣
T1

0

−

∫

QT1

utvtdxdt = −

∫

Ω0

ut(x, 0)v(x, 0)dx −

∫

Ωt

uvtdx

∣∣∣∣
T1

0

+

+

∫

QT1

uvttdxdt = −

∫

Ω0

utvdx +

∫

Ω0

uvtdx +

∫

QT1

uvttdxdt.Áóäåìî ìàòè
∫

QT1

[
uvtt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

vxsxl
+

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

vxi
+ b0(x)utv−

−a0(x)|u|p−2uv

]
dxdt =

∫

Ω0

utvdx −

∫

Ω0

uvtdx. (22)Äîìíîæèìî (5) íà dN0

k ∈ C2([0, T1]), dN0

k (T1) = 0, dN0

kt (T1) = 0. Îòðèìàíóðiâíiñòü ïiäñóìó¹ìî çà k âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìî çà t âiä 0 äî τ , äå τ ∈ (0, T1].Ïîçíà÷èìî vN0(x, t) =
N0∑
k=1

dN0

k (t)ωk(x). Îäåðæèìî
∫

Qτ

[
uNkvN0

tt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uNk

xixj
vN0

xsxl
+ b0(x)uNk

t vN0 +

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

vxi
−

−a0(x)|uNk |p−2uNkvN0

]
dxdt =

∫

Ω0

uNk

1 vN0dx −

∫

Ω0

uNk

0 vN0
t dx.Â îñòàííié ðiâíîñòi ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè Nk → ∞, Nk > N0. Ñó-êóïíiñòü âñiõ vN0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç MN . Îñêiëüêè ⋃

MN ùiëüíå â H2
0 (QT1)∩

∩Lp((0, T1); W
1,p
0 (Ω)) ∩ Lq(QT1), òî ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi i ïðè N0 → ∞.Îäåðæèìî ðiâíiñòü

∫

Qτ

[
uvtt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

vxsxl
+ b0(x)utv +

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

vxi
−

−a0(x)|u|p−2uv

]
dxdt =

∫

Ω0

u1vdx −

∫

Ω0

u0vtdx, (23)



114 Ñåðãié Ëàâðåíþê , �àëèíà Òîðãàíÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ C2([0, T1]; H
2
0 (Ω)). Âiäíÿâøè âiä (22) ðiâíiñòü(23), ìàòèìåìî

∫

Ω0

(ut − u1)v(x, 0)dx −

∫

Ω0

(u − u0)vt(x, 0)dx = 0. (24)Íåõàé
v(x, t) = w(x)(T1 − t)2t, w ∈ H2

0 (Ω).Òîäi
vt(x, t) = −2w(x)(T1 − t)t + w(x)(T1 − t)2, v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = w(x)T 2

1 .Îñêiëüêè w � äîâiëüíå, òî ç (24) îäåðæèìî, ùî
ut(x, 0) = u1(x).Àíàëîãi÷íî, âçÿâøè v(x, t) = w(x)(1 − t2), ç (24) îòðèìó¹ìî, ùî
u(x, 0) = u0(x).

�Çàóâàæåííÿ 2. Ôóíêöiÿ
g(t) :=

∫

Ω

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|qdx ∈ C([0, T1])ïðè âèêîíàííi òåîðåìè 1. Ñïðàâäi,

∫

Ω

(
n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q

)

t

dx = q

∫

Ω

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−1utxi

sign(uxi
)dx.Àëå

∫

Ω

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−1utxi

sign(uxi
)

∣∣∣∣∣ dx 6
γ1

2

∫

Ω

n∑

i=1

[
|uxi

|q + |uxi
|q−2|utxi

|2
]
dx 6 µ12ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ (0, T1). Îòæå, g ∈ C([0, T1]). Êðiì òîãî, ut ∈ C([0, T1]; L

2(Ω)),
u ∈ C([0, T1]; H

2
0 (Ω)),

∫
Ω

a0(x)|u|p−2udx ∈ C([0, T1]).Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
E(t) =

1

2

∫

Ωt

[
|ut|

2 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl

]
dx+

+

∫

Ωt

[
1

q

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q −

1

p
a0(x)|u|p

]
dx. (25)Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (A) i, êðiì òîãî, b0 ∈ L∞(Ω), 0 6 b0(x) 6 ρ1ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ Ω, p > q > 2, ïðè÷îìó p 6

2n

n − 4
, ÿêùî n > 4, E(0) = −λ < 0.Òîäi íå iñíó¹ ãëîáàëüíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(3).



ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß �IÂÍßÍÍß ÒÈÏÓ ÊÎËÈÂÀÍÍß ÏËÀÑÒÈÍÊÈ 115Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ãëîáàëüíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1)-(3). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî E(t) < 0 äëÿ âñiõ t > 0. Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî ðiâíiñòü (25)çà t. Çàçíà÷èìî, ùî íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó òà çàóâàæåííÿ 2,ïîõiäíà E′ iñíó¹ ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ). Îòæå,
E′(t) =

∫

Ωt

[
ututt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

utxsxl

]
dx+

+

∫

Ωt

[ n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

utxi
− a0(x)|u|p−2uut

]
dx. (26)Ïðèéìåìî â (4) v = ut

∫

Ωt

[
uttut +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

utxsxl
+ b0(x)|ut|

2+

+

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−2uxi

utxi
− a0(x)|u|p−2uut

]
dx = 0. (27)Âiäíÿâøè ðiâíîñòi (26) i (27), îäåðæèìî

E′(t) = −

∫

Ωt

b0(x)u2
t dx 6 0ìàéæå äëÿ âñiõ t > 0. Îñêiëüêè E(0) < 0, òî E(t) < 0 äëÿ âñiõ t > 0.Ââåäåìî

H(t) = −E(t), L(t) = [H(t)]1−α + ε

∫

Ωt

uutdx, ε > 0, α ∈ (0, 1).Òîäi
L′(t) = (1 − α)H−α(t)H ′(t) + ε

∫

Ωt

[
u2

t + uutt

]
dx.Àëå ïðàâèëüíà ðiâíiñòü (4) ç v = u

∫

Ωt

[
uttu +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
+

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q + b0(x)uut − a0(x)|u|p

]
dx = 0,òîìó

L′(t) = (1 − α)H−α(t)

∫

Ωt

b0(x)u2
t dx + ε

∫

Ω

[
u2

t −
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
−

−

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q + a0(x)|u|p − b0(x)uut

]
dx.Î÷åâèäíî

−

∫

Ωt

b0(x)uutdx > −
δ4

2

∫

Ωt

b0(x)u2
t dx −

1

2δ4

∫

Ωt

b0(x)u2dx =
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= −

1

4δ5
H−α(t)

∫

Ωt

b0(x)u2
t dx − δ5H

α(t)

∫

Ωt

b0(x)u2dxïðè δ5 > 0, δ4 =
H−α(t)

2δ5
. �îçãëÿíåìî iíòåãðàë

J14 := δ5H
α(t)

∫

Ωt

b0(x)u2dx.Îñêiëüêè
H(t) 6

1

p

∫

Ωt

a0(x)|u|pdx,òîìó
J14 6 ρ1δ5

(
γ3

p

)α(∫

Ωt

|u|pdx

)α ∫

Ωt

u2dx 6 ρ1δ5

(
γ3

p

)α(
mes Ω

) p−2
p

(∫

Ωt

|u|pdx

) χ
p

,äå χ = 2 +
α

p
. Âèáåðåìî α ç óìîâè χ 6 p. ßêùî ∫

Ωt

|u|pdx > 1, òî
(∫

Ωt

|u|pdx

) χ

p

6

∫

Ωt

|u|pdx.Íåõàé ∫
Ωt

|u|pdx < 1. Òîäi, âðàõîâóþ÷è óìîâó íà p,
(∫

Ωt

|u|pdx

) χ

p

6

(∫

Ωt

|u|pdx

) 2
p

6 µ13

∫

Ωt

n∑

i,j=1

u2
xixj

dx 6

6
µ13

A0

∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx,äå µ13 � ñòàëà ç òåîðåìè âêëàäåííÿ Ñîáîë¹âà [21. C. 47℄.Îòæå,

(∫

Ωt

|u|pdx

) χ

p

6

∫

Ωt

|u|pdx +
µ13

A0

∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx (28)i

−J14 > δ5µ14

∫

Ωt

|u|pdx − δ5µ15

∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx,



ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß �IÂÍßÍÍß ÒÈÏÓ ÊÎËÈÂÀÍÍß ÏËÀÑÒÈÍÊÈ 117ïðè÷îìó µ14 = ρ1

(
γ3

p

)α

(mes Ω)(p−2)/p, µ15 =
µ14µ13

A0
. Îòîæ,

L′(t) >

(
1 − α −

ε

4δ5

)
H−α(t)

∫

Ωt

b0(x)u2
t dx − δ5εµ15

∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx−

−δ5εµ14

∫

Ωt

|u|pdx − ε

∫

Ωt

[ n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
+

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q − a0(x)|u|p − u2

t

]
dx.(29)Íåõàé ε 6 4(1 − α)δ5. Äîäàìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (29) δ6εH(t) − δ6εH(t), äå δ6 > 0.Òîäi

L′(t) > δ6εH(t) +
δ6ε

2

∫

Ωt

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl

]
dx + δ6ε

∫

Ωt

[
1

q

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q−

−
a0(x)

p
|u|p
]
dx−

εδ5µ14

γ2

∫

Ωt

a0(x)|u|pdx−ε

∫

Ωt

[
(δ5µ15+1)

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
−a0(x)|u|p+

+

n∑

i=1

ai(x)|uxi
|q − u2

t

]
dx = δ6εH(t) + ε

(
δ6

2
+ 1

)∫

Ωt

u2
t dx + ε

(
δ6

q
− 1

)∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi
|qdx+

+ε

(
1 −

δ6

p
−

δ5µ14

γ2

)∫

Ωt

a0(x)|u|pdx + ε

(
δ6

2
− δ5µ15 − 1

)∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx.Íåõàé q < δ6 < p. Òîäi iñíóþòü òàêi δ5 > 0 i δ7 ∈ (0, 1), ùî âèêîíóþòüñÿíåðiâíîñòi

δ6

q
− 1 > δ7, 1 −

δ6

p
−

δ5µ13

γ2
> δ7,

δ6

2
− δ5µ15 − 1 > δ7.Îòæå,

L′(t) > εδ7

[
H(t) +

∫

Ωt

a0(x)|u|pdx +

∫

Ωt

u2
t dx +

∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx

]
. (30)�îçãëÿíåìî [L(t)]

1
1−α . Ìà¹ìî

[L(t)]
1

1−α 6 µ16

(
H(t) + ε

1
1−α

∣∣∣∣
∫

Ω

uutdx

∣∣∣∣

1
1−α
)

, µ16 = 2
1

1−α .Î÷åâèäíî ∣∣∣∣
∫

Ω

uutdx

∣∣∣∣

1
1−α

6

(∫

Ω

u2dx

) 1
2(1−α)

(∫

Ω

u2
t dx

) 1
2(1−α)

6

6
1

r0



∫

Ωt

u2
tdx




r0
2(1−α)

+
1

r1



∫

Ωt

u2dx




r1
2(1−α)

,
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2(1 − α)

1 − 2α
ïðè α <

1

2
.Òîäi ∣∣∣∣

∫

Ωt

uutdx

∣∣∣∣

1
1−α

6
1

r0

∫

Ωt

|ut|
2dx +

1

r1

(∫

Ωt

|u|2dx

) 1
1−2α

,

∣∣∣∣
∫

Ω

u2dx

∣∣∣∣

1
1−2α

6 (mes Ω)
p−2

p(1−2α)

(∫

Ωt

|u|pdx

) 2
p(1−2α)

.Àíàëîãi÷íî äî (28) îäåðæó¹ìî îöiíêó
(∫

Ωt

u2dx

) 2
p(1−2α)

6 µ17

∫

Ωt

|u|pdx + µ18

∫

Ωt

n∑

i,j=1

u2
xixj

dxïðè 2

1 − 2α
6 p, äå µ17, µ18 � çàëåæàòü âiä n i Ω. Îòîæ,

[L(t)]
1

1−α 6 µ16

[
H(t) +

1

r0

∫

Ωt

u2
t dx +

(mes Ω)
p−2

p(1−2α) µ17

r1γ2

∫

Ωt

a0(x)|u|pdx+

+
(mes Ω)

p−2
p(1−2α) µ18

r1A0

∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx

]
,îñêiëüêè ìîæåìî ïðèéíÿòè, ùî ε < 1. Íåõàé

µ19 = max

{
1;

1

r0
;

(mes Ω)
p−2

p(1−2α) µ17

r1γ2
;

(mes Ω)
p−2

p(1−2α) µ18

r1A0

}
.Òîäi

[L(t)]
1

1−α 6 µ16µ19

[
H(t) +

∫

Ωt

u2
tdx +

∫

Ωt

a0(x)|u|pdx+

+

∫

Ωt

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

uxsxl
dx

]
. (31)Âðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (30) i (31), îäåðæèìî

L′(t) > µ20[L(t)]
1

1−α , (32)äå µ20 =
εδ7

µ16µ19
. Êðiì òîãî, L(0) = [H(0)]1−α + ε

∫

Ω0

u0u1dx. Îñêiëüêè H(0) = λ > 0,òî çìåíøèâøè ó ðàçi ïîòðåáè ε ìîæåìî ââàæàòè, ùî L(0) >

(
λ

2

)1−α

> 0.Íåõàé σ =
1

1 − α
(σ > 1). Òîäi íåðiâíiñòü (32) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

dL

Lσ
> µ20. (33)



ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß �IÂÍßÍÍß ÒÈÏÓ ÊÎËÈÂÀÍÍß ÏËÀÑÒÈÍÊÈ 119Ïðîiíòåãðó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (33) âiä 0 äî t. Áóäåìî ìàòè
Lσ−1(t) >

1

L1−σ(0) − µ20t(σ − 1)
. (34)Îñêiëüêè

H(t) 6
1

p

∫

Ωt

a0(x)|u|pdx,òî âðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (31) i (34), îäåðæèìî òàêå: iñíó¹ ñêií÷åííå T > 0, äëÿÿêîãî
lim

t→T−0

∫

Ωt

[
u2

t + |u|p +
n∑

i,j=1

u2
xixj

]
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utt +

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj

)xsxl
−

n∑

i=1

(ai(x)|uxi
|q−2

uxi
)xi

+ b0(x)ut−

−a0(x)|u|p−2
u = 0in a bounded domain. There obtained su�
ient 
onditions the existen
e of alo
al solution and the nonexisten
e of a global solution.Key words: plate type equation, mixed problem.ÑÌÅØÀÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÒÈÏÀÊÎËÅÁÀÍÈß ÏËÀÑÒÈÍÊÈÑåðãåé ËÀÂ�ÅÍÞÊ , �àëèíà ÒÎ��ÀÍËüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: torgan_g�yahoo.
om�àññìîòðåíà ñìåøàíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ

utt +

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj

)xsxl
−

n∑

i=1

(ai(x)|uxi
|q−2

uxi
)xi

+ b0(x)ut−

−a0(x)|u|p−2
u = 0â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ è íåñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå òèïà êîëåáàíèÿ ïëàñòèíêè, ñìåøàíàÿ çà-äà÷à. Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 27.03.2009Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009



ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 122�127 Is. 70. P. 122�127ÓÄÊ 517.53ÁËÈÇÜÊIÑÒÜ ÄÎ ÎÏÓÊËÎÑÒI ÖIËÎ�Î �ÎÇÂ'ßÇÊÓÎÄÍÎ�Î ËIÍIÉÍÎ�Î ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍÎ�Î �IÂÍßÍÍßÇ ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍÈÌÈ ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈßðîñëàâ ÌÀ�ÎËÀ, Ìèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: m_m_sheremeta�list.ruÄîñëiäæåíî áëèçüêiñòü äî îïóêëîñòi öiëîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî äè�å-ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
z

n
w

(n) +

n−1∑

j=0

(a
(j)
n−jz

j+1 + a
(j)
n−j+1z

j)w(j) = 0.Êëþ÷îâi ñëîâà: öiëà �óíêöiÿ, äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, áëèçüêiñòü äîîïóêëîñòi.1. Âñòóï. Îäíîëèñòà àíàëiòè÷íà â D = {z : |z| < 1} �óíêöiÿ
f(z) =

∞∑

n=0

fnzn (1)íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî f(D) � îïóêëà îáëàñòü. Äîáðå âiäîìî [1, ñ. 203℄, ùî óìîâàRe{1 + zf ′′(z)/f ′(z)} > 0(z ∈ D) ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ îïóêëîñòi �óíêöi¨
f â D. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ [1, ñ. 583℄ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D, ÿêùî iñíó¹ òàêàîïóêëà â D �óíêöiÿ Φ, ùî Re{f ′(z)/Φ′(z)} > 0(z ∈ D). Êîæíà áëèçüêà äî îïóêëî¨â D �óíêöiÿ ¹ îäíîëèñòîþ â D i f1 6= 0 [1, ñ. 583℄. Áëèçüêà äî îïóêëî¨ â D �óíêöiÿ
f õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì, ùî f(D) � ëiíiéíî äîñÿæíà çîâíi îáëàñòü [1, ñ. 584℄, òîáòî
C\f(D) ìîæíà çàïîâíèòè ïðîâåäåíèìè ç ∂f(D) ïðîìåíÿìè, ÿêi íàëåæàòü äî C\f(D).Îñêiëüêè f1 6= 0, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî �óíêöiÿ (1) áëèçüêà äî îïóêëî¨ â D òîäi iëèøå òîäi, êîëè áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D ¹ �óíêöiÿ f1(z) = z +

∞∑

n=2

(fn/f1)z
n.Ñ. Øàõ [2℄, âèâ÷àþ÷è âëàñòèâîñòi öiëèõ ðîçâ'ÿçêiâ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

z2w′′ + (a
(1)
1 z2 + a

(1)
2 z)w′ + (a

(0)
2 z + a

(0)
3 )w = 0, (2)äîâiâ òàêó òåîðåìó.
© Ìàãîëà ß., Øåðåìåòà Ì., 2009
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(1)
2 > 0 i −1 6 a

(1)
1 < 0. ßêùî àáî a

(0)
3 = 0 i −a

(1)
2 6 a

(0)
2 < 0, àáî

a
(1)
2 +a

(0)
3 = 0 i −a

(1)
2 62a

(0)
2 <0, òî äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ öiëèé ðîçâ'ÿçîê

(1) òàêèé, ùî âñi ïîõiäíi f (j) (j ∈ Z+) ¹ áëèçüêèìè äî îïóêëèõ â D �óíêöiÿìè i
lnMf (r) = (1 + o(1))|a

(1)
1 |r ïðè r → +∞, äå Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}.Áåçïîñåðåäíiì óçàãàëüíåííÿì ðiâíÿííÿ (2) ¹ ëiíiéíå äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

znw(n) +

n−1∑

j=0

(a
(j)
n−jz

j+1 + a
(j)
n−j+1z

j)w(j) = 0. (3)Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi öiëîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3), òîáòîîòðèìàòè àíàëîã òåîðåìè A äëÿ n > 3.2. �åêóðåíòíà �îðìóëà äëÿ êîå�iöi¹íòiâ i çðîñòàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Ïðè-ïóñòèìî, ùî �óíêöiÿ (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3), i ïðèéìåìî a
(n)
1 = 1. Ïiäñòàâëÿþ-÷è (1) â (3) i ïðèðiâíþþ÷è êîå�iöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ z (äëÿ ñêîðî÷åííÿîáñÿãó ñòàòòi äåòàëi îïóñòèìî), îòðèìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.Ëåìà 1. Ôóíêöiÿ (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

a
(0)
n+1f0 = 0, (4)

(a
(0)
n+1 + a(1)

n )f1 + a(0)
n f0 = 0 (5)i äëÿ s > 2

min{s,n}∑

k=0

a
(k)
n+1−k

s!

(s − k)!
fs +

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s − 1)!

(s − k − 1)!
fs−1 = 0. (6)Äëÿ s > n ç (6) îäåðæó¹ìî

n∑

k=0

a
(k)
n+1−k

(s − k)!
sfs +

n−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s − k − 1)!
fs−1 = 0. (7)Îñêiëüêè a

(n)
1 = 1, òî

n∑

k=0

a
(k)
n+1−k

(s − k)!
=

a
(n)
1

(s − n)!
+

a
(n−1)
2

(s − n + 1)!
+ · · · +

a
(0)
n−1

s!
=

1 + o(1)

(s − n)!
, s → ∞.Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî a

(n−1)
1 6= 0, òî ïîäiáíî

n−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s − k − 1)!
=

(1 + o(1))a
(n−1)
1

(s − n)!
, s → ∞.Òîìó ç (7) âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü fs = −
(1 + o(1))

s
a
(n−1)
1 fs−1(s → ∞),çâiäêè çâè÷àéíèìè ìåòîäàìè íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.Ëåìà 2. ßêùî a

(n−1)
1 6= 0, òî äëÿ öiëîãî ðîçâ'ÿçêó (1) äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

(3) lnMf(r) = (1 + o(1))|a
(n−1)
1 |r ïðè r → +∞.3. Áëèçüêiñòü äî îïóêëîñòi. ßê i â [2℄, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêèé êðèòåðiéÀëåêñàíäåðà [3, ñ. 9℄.
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f(z) = z +

∞∑

s=2

fsz
s (8)i

1 > 2f2 > 3f3 > · · · > (s − 1)fs−1 > sfs > · · · > 0, (9)òî f ¹ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D.Ç îãëÿäó íà ëåìó 3, áóäåìî ñïî÷àòêó øóêàòè ðîçâ'ÿçîê äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâ-íÿííÿ (3) ó âèãëÿäi (8). Òîäi f0 = 0, f1 = 1, ç (5) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü a
(0)
n+1 + a

(1)
n = 0,à ç (6) äëÿ s > 2 ìà¹ìî

sfs = −

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s − k − 1)!

min{s,n}∑

k=0

a
(k)
n+1−k

(s − k)!

fs−1 = −

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s − k − 1)!

min{s,n}∑

k=1

a
(k)
n+1−k

(s − k)!
+

a
(0)
n+1

s!

fs−1 =

= −

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s − k − 1)!

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k+1)
n−k

(s − k − 1)!
+

a
(0)
n+1

s!

fs−1. (10)Âèêîðèñòîâóþ÷è (10), íåâàæêî äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.Ëåìà 4. Íåõàé a
(0)
n+1 + a

(1)
n = 0, a

(k)
n−k 6 0, òà a

(k+1)
n−k > 0 äëÿ âñiõ 0 6 k 6 n − 1 i

n−1∑

k=1

|a
(k)
n−k|

2 > 0. Òîäi, ÿêùî |a
(k)
n−k| 6 a

(k+1)
n−k äëÿ âñiõ 0 6 k 6 n − 1, òî iñíó¹ öiëèéðîçâ'ÿçîê (8) äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3) òàêèé, ùî âñi ïîõiäíi f (j) (j ∈ Z+) ¹áëèçüêèìè äî îïóêëèõ â D �óíêöiÿìè.Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòi (10) äëÿ s > 2 ìà¹ìî

sfs =

min{s,n}−1∑

k=0

|a
(k)
n−k|

(s − k − 1)!

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k+1)
n−k

(s − k − 1)!
+

a
(0)
n+1

s!

fs−1 6

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k+1)
n−k

(s − k − 1)!

min{s,n}−1∑

k=0

a
(k+1)
n−k

(s − k − 1)!

fs−1 6 (s − 1)fs−1,òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (9) i çà ëåìîþ 3 �óíêöiÿ (8) ¹ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D.Íåõàé òåïåð p ∈ N � �iêñîâàíå ÷èñëî. Îñêiëüêè
f (p)(z) =

∞∑

s=0

f (p)
s zs, f (p)

s =
(s + p)!

s!
fs+p,



ÁËÈÇÜÊIÑÒÜ ÄÎ ÎÏÓÊËÎÑÒI ÖIËÎ�Î �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ... 125òî ïîõiäíà f (p) ¹ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D òîäi i ëèøå òîäi, êîëè �óíêöiÿ
Fp(z) =

f (p)(z) − f
(p)
0

f
(p)
1

= z +
∞∑

s=2

fs,pz
s¹ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D, äå f0,p = 0, f1,p = 1 i äëÿ s > 2, ç îãëÿäó íà (8),

fs,p =
f

(p)
s

f
(p)
1

=
(s + p)!

s!(1 + p)!

fs+p

f1+p

=

= −
(s + p)!

s!(1 + p)!f1+p

min{s+p,n}−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s + p − k − 1)!

(s + p)

min{s+p,n}−1∑

k=0

a
(k+1)
n−k

(s + p − k − 1)!
+

a
(0)
n+1

(s + p)!

fs+p−1 =

= −
(s + p)!

s!(1 + p)!f1+p

min{s+p,n}−1∑

k=0

a
(k)
n−k

(s + p − k − 1)!

(s + p)

min{s+p,n}−1∑

k=0

a
(k+1)
n−k

(s + p − k − 1)!
+

a
(0)
n+1

(s + p)!

×

×
(s − 1)!(1 + p)!f1+p

(s + p − 1)!
fs−1,p 6

6

min{s+p,n}−1∑

k=0

|a
(k)
n−k|

(s + p − k − 1)!

s

min{s+p,n}−1∑

k=0

a
(k+1)
n−k

(s + p − k − 1)!

fs−1,p 6
fs−1,p

s
,çâiäêè çà ëåìîþ 3 f (p) ¹ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D �óíêöi¹þ. Ëåìó 4 äîâåäåíî. �Óìîâè ëåìè 1 âèêîíóþòüñÿ òàêîæ, ÿêùî a

(0)
n+1 = 0 i a

(0)
n 6= 0. Òîäi, ÿêùî f1 = 1,òî f0 = a

(1)
n /a

(0)
n , i îòæå, ðîçâ'ÿçîê äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3) òðåáà øóêàòè óâèãëÿäi

f(z) =
a
(1)
n

a
(0)
n

+ z +

∞∑

s=2

fsz
s, (11)äå êîå�iöi¹íòè fs äëÿ s > 2 âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíîþ �îðìóëîþ (6), òîáòî òi¹þ æðåêóðåíòíîþ �îðìóëîþ (10), àëå ç a

(0)
n+1 = 0. Òîìó, ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 4,îòðèìó¹ìî òàêó ëåìó.Ëåìà 5. Íåõàé a

(0)
n+1 = 0, a

(0)
n < 0 i a

(k)
n−k 6 0 òà a

(k+1)
n−k > 0 äëÿ âñiõ 0 6 k 6 n − 1.Òîäi, ÿêùî |a

(k)
n−k| 6 a

(k+1)
n−k äëÿ âñiõ 0 6 k 6 n − 1, òî iñíó¹ öiëèé ðîçâ'ÿçîê (11)äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3) òàêèé, ùî âñi ïîõiäíi f (j)(j ∈ Z+) ¹ áëèçüêèìè äîîïóêëèõ â D �óíêöiÿìè.Îá'¹äíóþ÷è ëåìè 2, 4, i 5, ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òàêó òåîðåìó.
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(k)
n−k 6 0, a

(k+1)
n−k > 0 i |a(k)

n−k| 6 a
(k+1)
n−k äëÿ âñiõ 0 6 k 6 n − 1.Ïðèïóñòèìî, ùî a

(n−1)
1 < 0 i àáî a

(0)
n+1 + a

(1)
n = 0, àáî a

(0)
n+1 = 0 i a

(0)
n < 0. Òîäiiñíó¹ öiëèé ðîçâ'ÿçîê (1) äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3) òàêèé, ùî âñi ïîõiäíi f (j)

(j ∈ Z+) ¹ áëèçüêèìè äî îïóêëèõ â D �óíêöiÿìè i lnMf (r) = (1 + o(1))|a
(n−1)
1 |r ïðè

r → +∞.Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî äëÿ n = 2, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü a
(n)
1 = 1, çòåîðåìè 1 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.Íàñëiäîê 1. Íåõàé a

(1)
2 > 0, −1 6 a

(1)
1 < 0 i −a

(1)
2 6 a

(0)
2 < 0. ßêùî àáî

a
(0)
3 = 0, àáî a

(1)
2 + a

(0)
3 = 0, òî äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ öiëèé ðîçâ'ÿçîê

(1) òàêèé, ùî âñi ïîõiäíi f (j)(j ∈ Z+) ¹ áëèçüêèìè äî îïóêëèõ â D �óíêöiÿìè i
lnMf (r) = (1 + o(1))|a

(1)
1 |r ïðè r → +∞.Öåé íàñëiäîê äåùî çàãàëüíiøèé âiä òåîðåìè A, áî ç óìîâè −a

(1)
2 6 2a

(0)
2 < 0âèïëèâà¹ óìîâà −a

(1)
2 6 a

(0)
2 < 0.1. Markovitz H.M. Portfolio Sele
tion / Markovitz H.M. // Journal of Finan
e. � Vol. 7. � 1952(Mar
h) � P. 77-91.2. �îëóçèí �.Ì. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî / �îëó-çèí �.Ì. � Ì., 1966.3. Shah S.M. Univalen
e of a fun
tion f and its su

essive derivatives when f satis�es adi�erential equation, II / Shah S.M. // J. Math. anal. and appl. � 1989. � Vol. 142. � P. 422-430.4. Goodman A.W. Ivalent fun
tions / Goodman A.W. //Mariner Publishing. Co., � Vol. II. �1983.CLOSE-TO-CONVEXITY OF ENTIRE SOLUTION OF A LINEARDIFFERENTIAL EQUATION WITH POLYNOMIALCOEFFICIENTSYaroslav MAHOLA, Myroslav SHEREMETAIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: m_m_sheremeta�list.ruClose-to-
onvexity of an entire solution of a linear di�erential equation

z
n
w

(n) +

n−1∑

j=0

(a
(j)
n−jz

j+1 + a
(j)
n−j+1z

j)w(j) = 0is investigated.Key words: entire fun
tion, di�erential equation, 
lose-to-
onvexity.
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z

n
w

(n) +

n−1∑

j=0

(a
(j)
n−jz

j+1 + a
(j)
n−j+1z

j)w(j) = 0.Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåëàÿ �óíêöèÿ, äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, áëè-çîñòü ê âûïóêëîñòè. Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 20.03.2008Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009
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2Âiííèöüêèé äåðæàâíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iì. Ì. Êîöþáèíñüêîãî,21100, Âiííèöÿ, âóë. Îñòðîçüêîãî, 32e-mail: panasenko_alex�bigmir.net�îçãëÿíóòî ñiì'þ íåïåðåðâíèõ �óíêöié, ÿêà ìiñòèòü êëàñè íiäå íå äè�å-ðåíöiéîâíèõ òà ñèíãóëÿðíèõ �óíêöié, i çàäà¹òüñÿ ÿê iíâàðiàíòíà ìíîæèíàñèñòåìè iòåðîâàíèõ �óíêöié. Äîñëiäæåíî äè�åðåíöiàëüíi, à òàêîæ äåÿêi�ðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi �óíêöié öüîãî êëàñó.Êëþ÷îâi ñëîâà: ñàìîà�iííà �óíêöiÿ, ðîçìiðíiñòü Õàóñäîð�à-Áåçiêîâè÷à.1. Âñòóï. Îçíà÷èìî äiéñíó �óíêöiþ òàê. Íåõàé s > 2 i ìà¹ìî äâà s-âèìiðíiâåêòîðè Q òà Q′ (âïîðÿäêîâàíi íàáîðè s ÷èñåë)

Q = {a0, a1, . . . , as−1} , ai > 0 (i = 0, s − 1),

s−1∑

i=0

ai = 1; (1)
Q′ = {b0, b1, . . . , bs−1} , äå bi ∈ R, 0 <

m−1∑

i=0

bi < 1, m = 1, s,

s−1∑

i=0

bi = 1. (2)Íåõàé
T0(x, y) = (a0x, b0y),

Tm(x, y) =

(

amx +

m−1∑

i=0

ai; bmy +

m−1∑

i=0

bi

)

,

m = 1, 2, . . . , s − 1. Ëåãêî äîâåñòè, ùî Ti � ñòèñêóþ÷i âiäîáðàæåííÿ, òîìó ñiì'ÿ
{T0, T1, . . . , Ts−1} ¹ ñèñòåìîþ iòåðîâàíèõ �óíêöié. Âiäîìî [1℄, ùî ñèñòåìà iòåðîâàíèõ�óíêöié âèçíà÷à¹ ¹äèíó ìíîæèíó F òàêó, ùî F =

s−1⋃

i=0

Ti(F ). Íèæ÷å ìè ïîêàæåìî,ùî ìíîæèíà F ¹ ãðà�iêîì íåïåðåðâíî¨ íà [0, 1] �óíêöi¨.
© Ïðàöüîâèòèé Ì., Ïàíàñåíêî Î., 2009
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x

y

a0

b0

a0 + a1

b0 + b1

s−2∑

i=0

ai

s−2∑

i=0

bi

1

1

O�èñ. 1. �ðà�iê �óíêöi¨ F1(x) ïðè s = 4, Q =
{

1
5 ; 1

5 ; 2
5 ; 1

5

}, Q′ =
{

1
2 ; 1

10 ;− 2
5 ; 4

5

}Çàäàìî ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ ïîáóäîâè öi¹¨ ìíîæèíè. Íåõàé ãðà�iêîì�óíêöi¨ F0(x) ¹ äiàãîíàëü îäèíè÷íîãî êâàäðàòà, à ãðà�iêîì F1(x) � ëàìàíà, ùîïîñëiäîâíî ñïîëó÷à¹ òî÷êè
(0, 0), (a0, b0), (a0 + a1, b0 + b1), . . . ,

(
p
∑

i=0

ai,

p
∑

i=0

bi

)

, . . . ,

(
s−1∑

i=0

ai,

s−1∑

i=0

bi

)

= (1, 1),òîáòî F1(x) =
s−1⋃

i=0

Ti(F0(x)). Öi òî÷êè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ âåêòîðàìè Q òà Q′,ïðè÷îìó âîíè íàëåæàòü âíóòðiøíîñòi êâàäðàòà [0, 1] × [0, 1] (íà ïiäñòàâi îáìåæåíüíà åëåìåíòè íàáîðiâ Q òà Q′). Êàçàòèìåìî, ùî íàä âiäðiçêîì F0(x) âèêîíàíî ïå-ðåòâîðåííÿ T . Ç êîæíèì iç s âiäðiçêiâ îäåðæàíî¨ ëàìàíî¨ F1(x) çðîáèìî àíàëîãi÷íî(ïiääàìî ¨õ ïåðåòâîðåííþ T ). Ïðîäîâæèìî öåé ïðîöåñ äàëi é îçíà÷èìî �óíêöiîíàëü-íó ïîñëiäîâíiñòü (Fn(x)) òàêó, ùî Fn(x) = T (Fn−1(x)) =
s−1⋃

i=0

Ti(Fn−1(x)). Äîâåäåìî,ùî âîíà çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.Íàãàäà¹ìî [4℄, ùî Q-çîáðàæåííÿì äiéñíîãî ÷èñëà x ∈ [0; 1] íàçèâà¹òüñÿ éîãîïîäàííÿ ó âèãëÿäi
x = βα1

+

∞∑

k=2



βαk

k−1∏

j=1

aαj



 ≡ ∆Q
α1α2...αn...,äå ai çàäîâîëüíÿþòü (1), βm =

m−1∑

i=0

ai, αk ∈ N0
s−1. Äåÿêi òî÷êè ìàþòü ïî äâà ðiçíèõïîäàííÿ (ç ïåðiîäîì 0 òà s − 1) i íàçèâàþòüñÿ Q-ðàöiîíàëüíèìè, ðåøòà � ¹äèíå, iíàçèâàþòüñÿ Q-iððàöiîíàëüíèìè.



130 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÍåõàé bmax = max{|b0| , |b1| , . . . , |bs−1|}. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ óñiõ p ∈ N i
x = ∆Q

α1α2...αn...:
Fn+p(x) > min

{

Fn

(

∆Q
α1...αn00...

)

, Fn

(

∆Q

α1...αn(s−1)(s−1)...

)}

= M1(n, x),

Fn+p(x) 6 max
{

Fn

(

∆Q
α1...αn00...

)

, Fn

(

∆Q

α1...αn(s−1)(s−1)...

)}

= M2(n, x).Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1] òà äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n, ùî
bn
max < ε. Òîäi

|Fn+p(x) − Fn(x)| 6 |M2(n, x) − M1(n, x)| 6 bn
max < ε äëÿ óñiõ p ∈ N.Îòîæ, îñêiëüêè n îáèðà¹òüñÿ íåçàëåæíî âiä x, òî �óíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü

(Fn(x)) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî, à âðàõóâàâøè òå, ùî êîæíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi ¹íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ íà âiäðiçêó [0, 1], ñòâåðäæó¹ìî, ùî iñíó¹ �óíêöiÿ
f(x) = lim

n→∞
Fn(x), (3)ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [0, 1]. Íåõàé D = {(x, f(x)) : x ∈ [0; 1]}. Òîäi

D =
s−1⋃

i=0

Ti(D), òîáòî ìíîæèíè D òà F çáiãàþòüñÿ.2. Àíàëiòè÷íå ïîäàííÿ äîñëiäæóâàíèõ �óíêöié.Ëåìà 1. ßêùî ∆Q
α1α2...αn... � Q-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ [0; 1], òî çíà÷åííÿ �óíêöi¨(3), ùî âèçíà÷àþòüñÿ íàáîðàìè ÷èñåë (1) òà (2), ìîæå áóòè îá÷èñëåíå çà �îðìó-ëîþ

f(x) = γα1
+

∞∑

k=2



γαk

k−1∏

j=1

bαj



 , (4)äå γm =
m−1∑

i=0

bi, ùî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòèìåìî f(x) ≡ ∆Q′

α1α2...αn....Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äâîì ðiçíèì Q-çîáðàæåííÿì Q-ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà x âiäïî-âiäà¹ òå ñàìå çíà÷åííÿ �óíêöi¨:
∆Q′

α1α2...αn−1(s−1)(s−1)... − ∆Q′

α1α2...αn00... = γαn−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
+

+ γs−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
· bαn−1

(
1 + bs−1 + b2

s−1 + . . .
)
− γαn

·

n−1∏

j=1

bαj
=

= γαn−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
+ γs−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
· bαn−1

1

1 − bs−1
− γαn

·

n−1∏

j=1

bαj
=

= (γαn−1 + bαn−1 − γαn
) ·

n−1∏

j=1

bαj
= 0,òî �óíêöiÿ f(x) îçíà÷åíà êîðåêòíî.



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 131Äîâåäåìî, ùî îçíà÷åíà �îðìóëîþ (4) �óíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ. Äëÿ öüîãîäîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x0 âiäðiçêà [0, 1]

lim
x→x0

|f(x) − f(x0)| = 0.Äîâåäåìî öå ñïî÷àòêó äëÿ Q-iððàöiîíàëüíî¨ òî÷êè x0. ßêå á íå áóëî ÷èñëî x ∈ (0, 1)iñíó¹ íîìåð m òàêèé, ùî αi(x) = αi(x0) äëÿ âñiõ i = 0, m − 1, àëå αm(x) 6= αm(x0).Òîäi óìîâà x → x0 ðiâíîñèëüíà óìîâi m → ∞ i íà ïiäñòàâi (4)
|f(x) − f(x0)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=m



γαk

k−1∏

j=1

bαj





∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=m





k−1∏

j=1

bαj





∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∞∑

k=m





k−1∏

j=1

∣
∣bαj

∣
∣



 6

6

∞∑

k=m





k−1∏

j=1

bmax



 =
(bmax)

m−1

1 − bmax
→ 0(m → ∞),äå bmax = max{|b0| , |b1| , . . . , |bs−1|}, ùî i äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü �óíêöi¨ (4) â êîæíié

Q-iððàöiîíàëüíié òî÷öi.Äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî,àëå â äâà åòàïè. Ñïî÷àòêó äîâîäèòüñÿ íåïåðåðâíiñòü �óíêöi¨ çëiâà âiä òî÷êè x0(òóò ëiïøå âèêîðèñòàòè Q-çîáðàæåííÿ ç ïåðiîäîì (s − 1)), à ïîòiì ñïðàâà (â öüîìóâèïàäêó òðåáà âèêîðèñòàòè ïîäàííÿ ç ïåðiîäîì (0)).Òåïåð íåõàé f(x) � �óíêöiÿ, âèçíà÷åíà �îðìóëîþ (3). Òîäi î÷åâèäíî, ùî çíà-÷åííÿ öi¹¨ �óíêöi¨ â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 = ∆Q
α1α2...αn00... äîðiâíþ¹ Fn(x0). Àëå

Fn(x0) = γα1
+ γα2

· bα1
+ γα3

· bα1
bα2

+ · · · + γαn
· bα1

bα2
. . . bαn−1

,äå γ0 = 0, γm =
m−1∑

i=0

bi, m = 1, s − 1. Îòîæ, â Q-ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ çíà÷åííÿ�óíêöié, îïèñàíèõ �îðìóëàìè (3) i (4), çáiãàþòüñÿ. Ç òîãî, ùî âîíè íåïåðåðâíi,âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ i â Q-iððàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ ïîâèííi çáiãàòèñÿ, òîáòî �îð-ìóëè (3) i (4) âèçíà÷àþòü òó ñàìó �óíêöiþ. �Çàóâàæèìî, ùî îïèñàíèé êëàñ �óíêöié ìiñòèòü â ñîái �óíêöi¨, âëàñòèâîñòi ÿêèõäîñëiäæóâàëè ðàíiøå. Çîêðåìà, â [2℄ äîñëiäæóþòüñÿ äè�åðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòiêëàñó îäíîïàðàìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ �óíêöié, ÿêi â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ âiäïî-âiäàþòü íàáîðàì Q =
{

1
3 , 1

3 , 1
3

} òà Q′ = {a, 1 − 2a, a}, a ∈ (0, 1). Îñòàííüîìó êëàñóíàëåæàòü ñèíãóëÿðíà �óíêöiÿ Êàíòîðà (ïðè a = 1
2 ), à òàêîæ íiäå íå äè�åðåíöiéîâ-íà �óíêöiÿ Áóðáàêi [3, ñ. 28℄ (ïðè a = 2

3 ). Êðiì òîãî, çàçíà÷èìî òàêå: ÿêùî ai = bi,äëÿ âñiõ i = 0, s − 1, òî f(x) ≡ x íà [0, 1]. Íàäàëi âèêëþ÷èìî îñòàííié âèïàäîê içðîçãëÿäó, òîáòî ïðèïóñêàòèìåìî, ùî iñíó¹ òàêå j ∈ {0, . . . , s− 1}, äëÿ ÿêîãî aj 6= bj .3. Äè�åðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ �óíêöié. Ç òåîðåìè Ëå-áåãà ïðî äè�åðåíöiéîâíiñòü ìîíîòîííî¨ �óíêöi¨ âèïëèâà¹ äîñèòü î÷åâèäíà ëåìà.Ëåìà 2. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðàìè (1) i(2) i çàäà¹òüñÿ àíàëiòè÷íî �îðìóëîþ (4). ßêùî bi > 0 äëÿ êîæíîãî i = 0, s − 1, òî�óíêöiÿ f(x) ¹ íåñïàäíîþ, òîìó äè�åðåíöiéîâíîþ ìàéæå ñêðiçü.



132 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÒåîðåìà 1. Äëÿ äè�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ f(x), ùî çàäà¹òüñÿ �îðìóëîþ (4), â
Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 = ∆Q

α1α2...αk(0) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñüóìîâè b0 < a0, bs−1 < as−1.Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíà â Q-ðàöiîíàëüíiéòî÷öi x0 = ∆Q

α1α2...αk(0). Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó b0 < a0 i bs−1 < as−1.Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî â äâà åòàïè. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ äè�åðåíöiéîâ-íîñòi ñïðàâà íåîáõiäíîþ ¹ óìîâà b0 < a0. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (xm) òàêó, ùî
xm = ∆α1...αn 0...0

︸︷︷︸
m

(s−1)(s−1).... Î÷åâèäíî, ùî xm → x0 (m → ∞). Òîäi
xm − x0 =

k+m∏

j=1

aαj
, f(xm) − f(x0) =

k+m∏

j=1

bαj
,

lim
m→∞

f(xm) − f(x0)

xm − x0
= lim

m→∞

k+m∏

j=1

bαj

aαj

=

k∏

j=1

bαj

aαj

· lim
m→∞

(
b0

a0

)m

, (5)ïðè÷îìó öÿ ãðàíèöÿ ñêií÷åííà ïðè b0 6 a0.Äîâåäåìî òàêå: êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü b0 = a0, òî �óíêöiÿ íåäè�åðåí-öiéîâíà â òî÷öi x0. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî iíøó ïîñëiäîâíiñòü (xm), äëÿ ÿêî¨
xm = ∆α1...αn 0...0

︸︷︷︸
m

p(0)..., äå p ∈ {1, . . . , s − 1} òàêå, ùî γp 6= βp. Òàêå p iñíó¹, îñêiëüêèâ iíøîìó âèïàäêó, ÿê âæå çàçíà÷àëîñü, f(x) ≡ x. Î÷åâèäíî, ùî xm → x0 (m → ∞).Òîäi
xm = ∆α1...αn 0...0

︸︷︷︸
m

(p−1)(s−1)(s−1)...

xm − x0 =
k+m∏

j=1

aαj
· βp, f(xm) − f(x0) =

k+m∏

j=1

bαj
· γp,

lim
m→∞

f(xm) − f(x0)

xm − x0
=

γp

βp

· lim
m→∞

k+m∏

j=1

bαj

aαj

=
γp

βp

·
k∏

j=1

bαj

aαj

,ùî íå çáiãà¹òüñÿ iç (5).Äîâåäåííÿ òîãî, ùî äëÿ äè�åðåíöiéîâíîñòi çëiâà íåîáõiäíîþ ¹ óìîâà
bs−1 < as−1, ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, àëå òðåáà âèêîðèñòàòè ïîäàííÿ ÷èñëà x0ç ïåðiîäîì (s − 1).Äîñòàòíiñòü. Íåõàé âèõiäíi âåêòîðè Q òà Q′ òàêi, ùî b0 < a0 i bs−1 < as−1.Âèêîðèñòà¹ìî óìîâó b0 < a0 äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíàñïðàâà â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 = ∆α1α2...αk(0). Íåõàé (xn) � äîâiëüíà ïîñëiäîâ-íiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ñïðàâà äî òî÷êè x0. Òîäi, î÷åâèäíî, iñíó¹ òàêèé íîìåð n0, ùîäëÿ âñiõ n > n0: xn = ∆α1...αk 0...0

︸︷︷︸
mn

α′

k+mn+1
α′

k+mn+2
..., α′

k+mn+1 6= 0 i óìîâà xn → x0



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 133ðiâíîñèëüíà óìîâi mn → ∞. Ñêëàäåìî âiäíîøåííÿ, ïîçíà÷èâøè äëÿ ñïðîùåííÿ çà-ïèñó mn ÷åðåç m

f(xn) − f(x0)

xn − x0
=

∞∑

i=k+m+1

γα′

i

i−1∏

j=1

bα′

i

∞∑

i=k+m+1

βα′

i

i−1∏

j=1

aα′

i

=

k∏

i=1

bαj

aαj

(
b0

a0

)m

∞∑

i=1

γα′

k+m+i

i−1∏

j=1

bα′

k+m+j

∞∑

i=1

βα′

k+m+i

i−1∏

j=1

aα′

k+m+j

.Ïðîòå ñóìà ∞∑

i=1

βα′

k+m+i

i−1∏

j=1

aα′

k+m+i
¹ Q-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x = ∆αk+m+1αk+m+2..., ÿêåíàëåæèòü [a0; 1]. Àíàëîãi÷íî ñóìà ∞∑

i=1

βα′

k+m+i

i−1∏

j=1

aα′

k+m+i
çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî ÷èñëà

y ∈ [0; 1]. Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó αk+m+1, αk+m+2 . . . âèêîíó¹òüñÿîöiíêà 0 6
y
x

6 1
a0
. Âðàõóâàâøè, ùî ( b0

a0

)m

→ 0 ïðè m → ∞, çíàõîäèìî
lim

m→∞

f(xn) − f(x0)

xn − x0
= 0äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn). Îòæå, �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíà ñïðàâà â Q-ðà-öiîíàëüíié òî÷öi, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi äîðiâíþ¹ íóëþ.Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç óìîâè bs−1 < as−1 âèïëèâà¹ äè�åðåíöiéîâ-íiñòü �óíêöi¨ çëiâà â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0. Äëÿ öüîãî âàðòî âèêîðèñòàòè Q-çîáðà-æåííÿ òî÷êè x0, ÿêå ìà¹ ïåðiîä (s − 1). �Ëåãêî äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.Ëåìà 3. Íåõàé g(x) � äåÿêà �óíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ âèçíà÷åíà íà [0, 1]. Íåõàé

x0 ∈ [0, 1] i (x′
n) i (x′′

n) � äâi ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë òàêi, ùî x′
n 6 x0 6 x′′

n äëÿêîæíîãî n i lim
n→∞

x′
n = x0, lim

n→∞
x′′

n = x0. ßêùî öÿ �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi
x0 ∈ [0, 1], òî

lim
n→∞

g(x′′
n) − g(x′

n)

x′′
n − x′

n

= g′(x0).Îòîæ, ÿêùî iñíóþòü äâi ïàðè ïîñëiäîâíîñòåé (x′
n), (x′′

n) i (y′
n), (y′′

n), ÿêi çàäî-âîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 3, àëå
lim

n→∞

g(x′′
n) − g(x′

n)

x′′
n − x′

n

6= lim
n→∞

g(y′′
n) − g(y′

n)

y′′
n − y′

n

,òî �óíêöiÿ g(x) íåäè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0.Òåîðåìà 2. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðàìè (1) i(2) i çàäà¹òüñÿ �îðìóëîþ (4). ßêùî |bi| > ai äëÿ êîæíîãî i = 0, s − 1, ïðè÷îìó õî÷àá äëÿ îäíîãî p ∈ {0, 1, . . . , s−1} |bp| > ap, òî �óíêöiÿ f(x) ¹ íiäå íå äè�åðåíöiéîâíîþ.Äîâåäåííÿ. Íåäè�åðåíöiéîâíiñòü �óíêöi¨ â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 ¹ íàñëiäêîì òåî-ðåìè 1.Íåõàé x0 � äåÿêå Q-iððàöiîíàëüíå ÷èñëî âiäðiçêà [0; 1]: x0 = ∆Q
α1α2...αn..., òîäi

f(x0) = ∆Q′

α1α2...αn.... Íåõàé òàêîæ
x′

n = ∆Q
α1α2...αn00...0... i x′′

n = ∆Q

α1α2...αn(s−1)(s−1)...(s−1)...
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n 6 x0 6 x′′

n. Òîäi f(x′′
n) − f(x′

n) =

=
n∏

k=1

bαk
, à x′′

n − x′
n =

n∏

k=1

aαk
. Ç öüîãî âèëèâà¹, ùî
f(x′′

n) − f(x′
n)

x′′
n − x′

n

=

n∏

k=1

bαk

n∏

k=1

aαk

.Çãiäíî ç ëåìîþ 3, ÿêùî �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî
f ′(x0) = lim

n→∞

f(x′′
n) − f(x′

n)

x′′
n − x′

n

= lim
n→∞

n∏

k=1

bαk

aαk

. (6)Çàóâàæèìî, ùî ìîäóëü îñòàííüî¨ ãðàíèöi íå ìåíøèé îäèíèöi. Òîìó f ′(x0) 6= 0.�îçãëÿíåìî îêðåìî äâà âèïàäêè:1) as−1 6= bs−1;2) as−1 = bs−1.Âèïàäîê 1. Íåõàé as−1 6= bs−1. ßêèì áè íå áóëî Q-iððàöiîíàëüíå ÷èñëî x0 =
= ∆α1α2...αn... ìîæíà âèäiëèòè òàêó íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü (jn), ùî óñi αjn

< s−1.Íåõàé y′
n = ∆Q

α1α2,...,αjn−100...0... i y′′
n = ∆Q

α1α2,...,αjn−1(s−1)00...0...
. Òîäi y′

n 6 x0 6 y′′
n i

f(y′′
n) − f(y′

n) = (1 − bs−1) ·

jn−1
∏

k=1

bαk
;

y′′
n − y′

n = (1 − as−1) ·

jn−1
∏

k=1

aαk
.ßêùî ïîõiäíà â òî÷öi x0 iñíó¹, òî

f ′(x0) = lim
n→∞

f(y′′
n) − f(y′

n)

y′′
n − y′

n

=
1 − bs−1

1 − as−1
lim

n→∞

jn−1
∏

k=1

bαk

aαk

=
1 − bs−1

1 − as−1
· f ′(x0),çâiäêè 1 − bs−1 = 1 − as−1, òîáòî bs−1 = as−1, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.�îçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè as−1 = bs−1. Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè iñíó¹òàêå p, ùî βp 6= γp, òîáòî, ùî p−1∑

i=0

ai 6=
p−1∑

i=0

bi. ßêå á íå áóëî ÷èñëî x0 = ∆α1α2...αn...,ìîæíà âèäiëèòè òàêó íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü (jn), ùî óñi αjn
< s − 1.Íåõàé y′

n = ∆Q
α1α2,...,αjn−100...0... i y′′

n = ∆Q

α1α2,...,αjn−1(s−1)p00...0...
. Òîäi

y′
n 6 x0 6 y′′

n i
f(y′′

n) − f(y′
n) = (1 − bs−1) ·

jn−1
∏

k=1

bαk
+ γpbs−1 ·

jn−1
∏

k=1

bαk
= (1 − bs−1 + γpbs−1) ·

jn−1
∏

k=1

bαk
;

y′′
n − y′

n = (1 − as−1 + βpas−1) ·

jn−1
∏

k=1

aαk
.
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f ′(x0) = lim

n→∞

f(y′′
n) − f(y′

n)

y′′
n − y′

n

= lim
n→∞

(1 − bs−1 + γpbs−1)

(1 − as−1 + βpas−1)

jn−1
∏

k=1

bαk

aαk

=

=
(1 − bs−1 + γpbs−1)

(1 − as−1 + βpas−1)
· f ′(x0),çâiäêè γp = βp, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.Îòæå, f(x) íiäå íå äè�åðåíöiéîâíà. �Çàóâàæèìî, ùî óìîâà |bi| > ai òåîðåìè 2 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â äîâåäåííi ëèøåäëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â Q-iððàöiîíàëüíié òî÷öi íå äîðiâíþ¹íóëþ. Ç (6) âèïëèâà¹ íåîáõiäíà óìîâà äè�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ â Q-iððàöiîíàëüíiéòî÷öi x0.Íàñëiäîê 1. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), x0 = ∆Q

α1α2...αk... � Q-iððàöiî-íàëüíå ÷èñëî âiäðiçêà [0, 1]. ßêùî f(x) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0 i
f ′(x0) = 0.Âòiì îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå çàâæäè ñïðàâäæó¹òüñÿ. Äåÿêi äîñòàòíi óìîâè äè-�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ â Q-iððàöiîíàëüíié òî÷öi äà¹ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), x0 = ∆Q

α1α2...αk... � Q-iððàöiî-íàëüíå ÷èñëî âiäðiçêà [0, 1] òàêå, ùî ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0.1. ßêùî iñíóþòü òàêi �iêñîâàíi ñêií÷åííi ÷èñëà N0 òà Ns−1 ùî, â Q-çîáðà-æåííi ÷èñëà x0 íåìà¹ áiëüøå, íiæ N0 ïîñëiäîâíèõ íóëiâ i áiëüøå, íiæ Ns−1ïîñëiäîâíèõ öè�ð s − 1, òî �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0.2. ßêùî b0 < a0 i bs−1 < as−1, òî �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0.Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé äëÿ äåÿêî¨ Q-iððàöiîíàëüíî¨ òî÷êè x0 = ∆Q
α1α2...αk... ñïðàâ-äæó¹òüñÿ lim

k→∞

k∏

i=1

bαi

aαi

= 0. Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî äè�åðåíöiéîâíiñòü �óíêöi¨ â öiéòî÷öi.Íåõàé (xm) � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà x0. ßêùî
xm = ∆Q

α′

1
(xm)α′

2
(xm)...α′

k
(xm)...,òî äëÿ êîæíîãî m ∈ N iñíó¹ íîìåð km òàêèé, ùî αi(x0) = α′

i(xm) äëÿ i = 1, km,
αkm+1(x0) 6= α′

km+1(xm). Î÷åâèäíî, ùî óìîâà xm → x0 ðiâíîñèëüíà äî óìîâè
km → ∞. �îçãëÿíåìî �iêñîâàíå ÷èñëî xm i äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ïîçíà÷èìî
km = k. Òîäi xm = ∆Q

α1...αkα′

k+1
α′

k+2
...
, αk+1 6= α′

k+1. Ìà¹ìî
xm − x0 =

∞∑

i=k+1



βα′

i
·

i−1∏

j=1

aα′

j



−

∞∑

i=k+1



βαi
·

i−1∏

j=1

aαj



 =

=
k∏

j=1

aαj
·





∞∑

i=1



βα′

k+i

i−1∏

j=1

aα′

k+j



−
∞∑

i=1



βαk+i

i−1∏

j=1

aαk+j







 .
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i=1

[

βα′

k+i

i−1∏

j=1

aα′

k+j

] ¹ Q-ðîçêëàäîì ÷èñëà x′
m = ∆α′

k+1
α′

k+2
..., òîìó çái-ãà¹òüñÿ äî ÷èñëà x′

m ∈ [0; 1]. Àíàëîãi÷íî,
∞∑

i=1



βαk+i

i−1∏

j=1

aαk+j



 = x′
0 ≡ ∆αk+1αk+2...i îòæå,

xm − x0 =

k∏

j=1

aαj
· (x′

m − x′
0).Êðiì òîãî,

f(xm) − f(x0) =
k∏

j=1

bαj
·





∞∑

i=1



γα′

k+i

i−1∏

j=1

bα′

k+j



−
∞∑

i=1



γαk+i

i−1∏

j=1

bαk+j







 =

=

k∏

j=1

bαj
· (f(x′

m) − f(x′
0)).Îñêiëüêè αk+1 6= α′

k+1, òî ó âèïàäêó, êîëè â Q-ðîçêëàäi ÷èñëà x0 êiëüêiñòüïîñëiäîâíèõ öè�ð 0 íå ïåðåâèùó¹ �iêñîâàíå ñêií÷åííå ÷èñëî N0 òà êiëüêiñòü ïîñëi-äîâíèõ öè�ð s− 1 íå ïåðåâèùó¹ �iêñîâàíå Ns−1, òî x′
m − x′

0 íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè
m → ∞, òîìó â òàêîìó âèïàäêó:

lim
m→∞

f(xm) − f(x0)

xm − x0
= 0, (7)ùî ñâiä÷èòü ïðî iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0 i äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè.Íåõàé òåïåð ïîñëiäîâíiñòü (xm) òàêà, ùî x′

m → x′
0 ïðè m → ∞. Öå ìîæëèâîëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè â Q-ðîçêëàäi ÷èñëà x0 ¹ ÿêçàâãîäíî âåëèêi �ðàãìåíòèâèãëÿäó 0 . . . 0 òà (s−1) . . . (s−1). Ïîêàæåìî, ùî ðiâíiñòü ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0 íå ¹ äîñòàòíüîþóìîâîþ äè�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ äëÿ äåÿêèõ òàêèõ ÷èñåë x0.Íåõàé
x0 = ∆Q

α1...αk1
αk1+1 0...0

︸︷︷︸
n1

αk1+n1+1...αk2
αk2+1 0...0

︸︷︷︸
n2

..., (8)
αkj+1 6= 0, αkj+nj+1 6= 0 äëÿ âñiõ j ∈ N, nk → ∞ ïðè k → ∞. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü
(xm) òàêà, ùî

xm = ∆Q

α1...αkm (αkm+1−1) (s−1)...(s−1)
︸ ︷︷ ︸

nm

(s−1−αkm+nm+1)(s−1−αkm+nm+2)...
.Çðåøòîþ, íåõàé

x̄m = ∆Q

α1...αkm (αkm+1)00...0...
.Î÷åâèäíî, ùî xm → x0 ïðè m → ∞; x̄m = xm+x0

2 , òîáòî x0−x̄m = x̄m−xm. Ñêëàäåìîâiäíîøåííÿ
f(x0) − f(xm)

x0 − xm

=
f(x0) − f(x̄m) + f(x̄m) − f(xm)

2(x0 − x̄m)
=

f(x0) − f(x̄m)

2(x0 − x̄m)
+

f(x̄m) − f(xm)

2(x̄m − xm)
.
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f(x0) − f(x̄m)

x0 − x̄m

=

km+1∏

i=1

bαi

aαi

·

(
b0

a0

)nm f(x∗)

x∗
=

km+nm+1∏

i=1

bαi

aαi

·
f(x∗)

x∗
,äå x∗ = ∆Q

αkm+nm+1αkm+nm+2... ∈ [a0; 1], f(x∗) ∈ [0; 1]. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè
m → ∞ çíàõîäèìî

lim
m→∞

f(x0) − f(x̄m)

x0 − x̄m

= 0. (9)Òåïåð ðîçãëÿíåìî
f(x̄m) − f(xm)

x̄m − xm

=

km∏

i=1

bαi

aαi

·
bαkm+1−1

aαkm+1−1
·

(
bs−1

as−1

)nm 1 − f(x∗)

1 − x∗
, (10)äå x∗ = ∆Q

(s−1−αkm+nm+1)(s−1−αkm+nm+2)...
, 1 − x0 ∈ [as−1; 1], f(x∗) ∈ [0; 1]. Áà÷èìî,ùî ó âèïàäêó, êîëè bs−1 > as−1 ìîæíà ïiäiáðàòè ïîñëiäîâíiñòü (nm) òàêó (à ðàçîìç íåþ i ÷èñëî x0) , ùî f(x̄m)−f(xm)

x̄m−xm
→ ∞ ïðè m → ∞.Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ÷èñëî x0 ìiñòèòü ÿêçàâãîäíî âåëèêi �ðàãìåíòè âèãëÿäó

(s − 1) . . . (s − 1) i b0 > a0, òî iñíóþòü òàêi Q-iððàöiîíàëüíi ÷èñëà, â ÿêèõ �óíêöiÿíåäè�åðåíöiéîâíà.2. Äîâåäåìî òàêå: ÿêùî b0 < a0 i bs−1 < as−1, òî �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíàâ òî÷êàõ, äëÿ ÿêèõ ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0. Íåõàé x0 ìà¹ âèãëÿä (8), à ïîñëiäîâíiñòü (xm) òàêà,ùî
xm = ∆Q

α1...αkm (αkm+1−1) (s−1)...(s−1)
︸ ︷︷ ︸

nm

(α′

km+nm+1
)(α′

km+nm+2
)...(óñi iíøi ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü, ÿê ïîêàçàíî âèùå, ïðèâîäÿòü äî (7)). Íåõàé òà-êîæ

x̄m = ∆Q

α1...αkm (αkm+1)00...0...
.Îñêiëüêè xm 6 x̄m 6 x0, òî î÷åâèäíî, ùî

|f(x0) − f(xm)|

x0 − xm

6 max

{
|f(x0) − f(x̄m)|

x0 − x̄m

;
|f(x̄m) − f(xm)|

x̄m − xm

}

,ïðîòå çãiäíî ç (9) òà àíàëîãi÷íî äî (10) êîæíå ç âiäíîøåíü |f(x0)−f(x̄m)|
x0−x̄m

òà
|f(x̄m)−f(xm)|

x̄m−xm
ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè m → ∞. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó �óíêöiÿ äè-�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0. Âèïàäîê, êîëè Q-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x0 ìiñòèòü ÿêçàâãîäíîâåëèêi �ðàãìåíòè âèãëÿäó (s − 1) . . . (s − 1), ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. �Ëåìà 4. Ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè âñiõ ÷èñåë, Q-çîáðàæåííÿ ÿêèõ ìiñòèòü �ðàãìåí-òè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ÿêçàâãîäíî âåëèêî¨ êiëüêîñòi öè�ð j, äîðiâíþ¹ íóëþ.Äîâåäåííÿ. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî j = 0. Íåõàé

E =






x : x = ∆Q

α1...αm1
0...0
︸︷︷︸

k1

αm1+k1+1...αm2
0...0
︸︷︷︸

k2

..., kn → ∞ (n → ∞)






.Äîâåäåìî, ùî λ(E) = 0.



138 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÏîçíà÷èìî ÷åðåç Fk îá'¹äíàííÿ âñiõ öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí (âiäðiçêiâ) ðàíãó
k, ñåðåä âíóòðiøíiõ òî÷îê ÿêèõ ¹ òî÷êè ç ìíîæèíè E; F0 = [0; 1]. Î÷åâèäíî, ùî
F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fk ⊃ . . . i E =

∞⋂

k=1

Fk. Îñêiëüêè óñi ìíîæèíè Fk � êîìïàêòíi, òî
λ(E) = lim

k→∞
λ(Fk). Íåõàé F̄k = Fk−1 \ Fk, òîáòî ÷åðåç F̄k ïîçíà÷èìî îá'¹äíàííÿ âñiõâiäêðèòèõ öèëiíäðiâ ðàíãó k, ÿêi íå ìiñòÿòü òî÷îê ç ìíîæèíè E. Òîäi

λ(E) = lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

λ(Fk)

λ(Fk−1)
·
λ(Fk−1)

λ(Fk−2)
. . .

λ(F1)

λ(F0)
=

∞∏

k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
.Îñêiëüêè Fk−1 = Fk

⋃
F̄k, òî λ(Fk) = λ(Fk−1) − λ(F̄k). Òîäi

λ(E) =

∞∏

k=1

λ(Fk−1) − λ(F̄k)

λ(Fk−1)
=

∞∏

k=1

(

1 −
λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)

.�îçãëÿíåìî ìíîæèíó Fm1
. Iç ¨¨ îçíà÷åííÿ çðîçóìiëî, ùî

Fm1
=

s−1⋃

i1=0

· · ·

s−1⋃

im1
=0

∆i1...im1
,ïîçàÿê

F̄m1+1 =
s−1⋃

i1=0

· · ·
s−1⋃

im1
=0

s−1⋃

j=1

∆i1...im1
j .Òîäi

λ(Fm1
) =

∑

il=0,s−1,

l=1,m1

∣
∣∆i1...im1

∣
∣ ,

λ(F̄m1+1) = (a1 + · · · + as−1)
∑

il=0,s−1,

l=1,m1

∣
∣∆i1...im1

∣
∣ = (1 − a0)λ(Fm1

),çâiäêè çíàõîäèìî λ(F̄m1+1)

λ(Fm1
) = 1−a0. Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî λ(F̄mk+1)

λ(Fmk
) = 1−a0,

k ∈ N. Îñêiëüêè F̄k+1 ⊂ Fk, òî 0 6
λ(F̄k+1)
λ(Fk) < 1. Òîäi

λ(E) =

∞∏

k=1

(

1 −
λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)

6 lim
k→∞

mk∏

i=1

(

1 −
λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)

= (1 − a0)
k → 0 (k → ∞),ùî é îçíà÷à¹, ùî λ(E) = 0. �Íàñëiäîê 2. Ìíîæèíà âñiõ òèõ Q-iððàöiîíàëüíèõ x = ∆α1α2...αk..., â ÿêèõ �óíêöiÿíåäè�åðåíöiéîâíà, ïðîòå ∞∏

k=1

bαk

aαk

= 0, ìà¹ íóëåâó ìiðó Ëåáåãà.Íàãàäà¹ìî [4℄ òàêå: ÿêùî Ni(x, k) � êiëüêiñòü ñèìâîëiâ i â çîáðàæåííi x äî k-ãîìiñöÿ âêëþ÷íî, òî ãðàíèöÿ (ÿêùî âîíà iñíó¹)
lim

n→∞

Ni(x, k)

k
= νi(x)



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 139íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòîòîþ âæèâàííÿ ñèìâîëà i â Q-çîáðàæåííi x. ×èñëî x, äëÿ ÿêîãî÷àñòîòà νi(x) = ai äëÿ âñiõ i ∈ {0, 1, . . . , s − 1} íàçèâà¹òüñÿ Q-íîðìàëüíèì.Òåîðåìà 4. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4).1. ßêùî ∣∣∣
∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣
> 1, òî f(x) ìàéæå ñêðiçü íåäè�åðåíöiéîâíà (ó âèïàä-êó, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 � íiäå íå äè�åðåíöiéîâíà).2. ßêùî ∣∣∣

∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣
< 1, òî f(x) äè�åðåíöiéîâíà ìàéæå ñêðiçü (ùîäî ìiðèËåáåãà).Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñêîðèñòà¹ìîñü äâîìà âiäîìèìè �àêòàìè [4℄, ùîìiðà Ëåáåãà Q-iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 1 i ìiðà Ëåáåãà Q-íîðìàëüíèõ ÷èñåëòàêîæ äîðiâíþ¹ 1, òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ìàéæå âñi Q-iððàöiîíàëüíi ÷èñëà ¹ Q-íîð-ìàëüíèìè. Çãiäíî ç (6), ÿêùî �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x, òî

f ′(x) =

∞∏

k=1

bαk

aαk

= lim
n→∞

n∏

k=1

bαk

aαk

= lim
n→∞

(
bν0

0 bν1

1 . . . b
νs−1

s−1

aν0

0 aν1

1 . . . a
νs−1

s−1

)n

,äå νi � âiäíîñíà ÷àñòîòà ïîÿâè öè�ðè i â Q-çîáðàæåííi àðãóìåíòà äî n-ãî ìiñöÿâêëþ÷íî. ßêùî x � Q-íîðìàëüíå ÷èñëî, òî êîæíà lim
n→∞

νi = ai, òîìó äëÿ ìàéæå âñiõ
x:

f ′(x) = lim
n→∞

(
ba0

0 ba1

1 . . . b
as−1

s−1

aa0

0 aa1

1 . . . a
as−1

s−1

)nßêùî ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü ∣∣∣
∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣
> 1, òî îñòàííÿ ãðàíèöÿ íå ¹ ñêií÷åííîþ.ßêùî æ ∣

∣
∣
∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣

< 1, òî çà äîâåäåíèì ïîïåðåäó (íàñëiäîê ëåìè 4) ëèøå âòî÷êàõ íóëåâî¨ ìiðè Ëåáåãà �óíêöiÿ íå ìàòèìå ïîõiäíî¨. �Íàñëiäîê 3. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðàìè
Q i Q′. ßêùî õî÷à á îäèí åëåìåíò ç Q′ äîðiâíþ¹ íóëþ, òî f(x) äè�åðåíöiéîâíàìàéæå ñêðiçü.4. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ �óíêöié. Íàãàäà¹ìî [1℄, ùî÷èñëî

αK(E) = lim
δ→0

lg Nδ(E)

− lg δ
,äå Nδ(E) � íàéìåíøà êiëüêiñòü êâàäðàòiâ âèãëÿäó [m1δ, (m1 + 1)δ]× [m2δ, (m2 + 1)δ],(m1, m2 � öiëi), íåîáõiäíèõ äëÿ ïîêðèòòÿ ìíîæèíè E ⊂ R

2, íàçèâà¹òüñÿ �ðàêòàëü-íîþ êëiòèíêîâîþ ðîçìiðíiñòþ ìíîæèíè E.Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: íåõàé
a = min{a0, a1, . . . , as−1}, b =

s−1∑

i=1

|aibi|.Òåîðåìà 5. Ïðàâèëüíà òàêà îöiíêà ðîçìiðíîñòi Õàóñäîð�à�Áåçèêîâè÷à ãðà�iêà�óíêöi¨ f(x): α0 (Γf ) 6 2 − loga b.



140 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÄîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî âiäïîâiäíå ïîêðèòòÿ ãðà�iêà �óíêöi¨. Íåõàé
Rf (α1, α2, . . . , αk) = sup

x1,x2∈∆Q
α1α2...αk

{f(x1) − f(x2)}� ðîçìàõ �óíêöi¨ f(x) íà öèëiíäðè÷íîìó âiäðiçêó
[

∆Q
α1α2...αk00...; ∆

Q

α1α2...αk(s−1)(s−1)...

]

.Î÷åâèäíî, ùî Rf (α1, α2, . . . , αk) = |bα1
bα2

. . . bαk
|. Ïîêðèâàòèìåìî ãðà�iê �óíêöi¨

f(x) êâàäðàòàìè çi ñòîðîíîþ δk = ak. Íåõàé Nδk
� íàéìåíøà êiëüêiñòü êâàäðàòiâíåîáõiäíèõ äëÿ öüîãî. Òîäi

Nδk
6

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

(aα1
aα2

. . . aαk

ak
+ 1
)

·

(
Rf (α1, α2, . . . , αk)

ak
+ 1

)

.

Nδk
6

1

a2k
· bk +

1

ak

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

aα1
. . . aαk

+
1

ak

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

|bα1
. . . bαk

| + 1 =

=
1

a2k

(

bk + ak + a2k + (|ab0| + |ab1| + · · · + |abs−1|)
k
)

6
1

a2k

(
bk + ak + a2k + bk

)
.Òîäi

lg Nδk
6 lg

1

a2k

(
2bk + ak + a2k

)
.Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà äîäàòíå − lg ak i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi

α0 (Γf ) 6 lim
k→∞

lg 2bk

a2k

− lg ak
= lim

k→∞

lg 2 + k lg b − 2k lg a

−k lg a
= 2 − loga b.

�Íàñëiäîê 4. ×èñëî 2 − loga b ¹ âåðõíüîþ ìåæåþ i äëÿ �ðàêòàëüíî¨ êëiòèíêîâî¨ðîçìiðíîñòi ãðà�iêà �óíêöi¨ f(x).Òåîðåìà 6. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðàìè
Q =

{
1
s
, 1

s
, . . . , 1

s

} i Q′ = {b1, b2, . . . , bs−1}. Òîäi �ðàêòàëüíà êëiòèíêîâà ðîçìiðíiñòüãðà�iêà �óíêöi¨ f(x) äîðiâíþ¹ 1 + logs B, äå B =
s−1∑

i=1

|bi|.Äîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî ïîêðèòòÿ ãðà�iêà �óíêöi¨ f(x) îäíàêîâèìè êâàäðàòàìè çiñòîðîíîþ δk = s−k, k ∈ N. Íåõàé Nδk
� íàéìåíøà êiëüêiñòü êâàäðàòiâ çi ñòîðîíîþ

δk, íåîáõiäíèõ äëÿ öüîãî. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 4 ìà¹ìî
αK(Γf ) 6 2 − loga b = 2 − logs−1

(

1

s

s−1∑

i=0

bi

)

= 1 + logs B.Äîâåäåìî, ùî αK(Γf ) > 1 + logs B. Ìà¹ìî
Nδk

>
∑

αi=0,s−1,

i=1,k

Rf (α1, α2, . . . , αk)

s−k
= sk ·

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

|bα1
. . . bαk

| = sk · Bk.
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α (Γf ) = lim

k→∞

lg Nδk

− lg s−k
> lim

k→∞

lg (s · B)k

lg sk
= 1 + logs B.
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V AR ìîäåëi, VMA ìîäåëi äàþòü íå ãiðøi ïðîãíîçè, íiæ ìîäåëi ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü.Âàãîìîþ ïåðåâàãîþ öèõ ìîäåëåé ¹ îäíî÷àñíå ïî¹äíàííÿ äåêiëüêîõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ÿêiäîïîìàãàþòü âðàõîâóâàòè i äîñëiäæóâàòè âçà¹ìîçâîðîòíi çâ'ÿçêè ìiæ ïîêàçíèêàìè.Íàøà ïðàöÿ îõîïëþ¹ ìàòåìàòè÷íó ïîáóäîâó òà ïðèêëàä, â ÿêîìó ïðîâåäåíîïîðiâíÿëüíèé àíàëiç äâî�àêòîðíî¨ âåêòîðíî¨ ìîäåëi ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî çi çâè÷àé-íèìè MA ìîäåëÿìè, ÿêèé öiêàâèé ç åêîíîìi÷íîãî òà ìàòåìàòè÷íîãî áîêó.Çàçíà÷èìî, ùî ç îñíîâíèìè ïîíÿòòÿìè V AR i MA ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó êíè-ãàõ [1-3℄. Êðiì òîãî, ó ïðàöÿõ [4,5℄ íàâåäåíî äåÿêi ïiäõîäè äî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâöèõ ìîäåëåé.2. Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi âåêòîðíèõ MA ïðîöåñiâ.2.1. Âåêòîðíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó. �îçãëÿíåìî ïðî-öåñ

Yt = µ+ εt + Ωεt−1, (1)
© Ñàëiø Í., 2009



144 Íàçàðié ÑÀËIØäå µ � äåÿêèé ñòàëèé âåêòîð; Ω � ìàòðèöÿ ðîçìiðó n×n. Öåé ÷àñîâèé ðÿä íàçèâà¹òüñÿâåêòîðíèì ïðîöåñîì ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî i ïîçíà÷à¹òüñÿ VMA(1).Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ ìîäåëi òàêi:(i) äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ ¹ ñòàöiîíàðíèì, òîáòî âîëîäi¹ äâîìà âëàñòèâîñòÿìè:1) E[Yt] = const, äëÿ âñiõ t;2) E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)′] = Γk, äëÿ âñiõ t,äå Γk � ïîçíà÷à¹ ìàòðèöþ àâòîêîâàðiàöié i çàëåæèòü ëèøå âiä k;(ii) ÷àñîâèé ðÿä εt çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:1) E[εt] = 0, äëÿ âñiõ t;2) V ar[εt] = Σ, äëÿ âñiõ t;3) E[εtε
′

s] = 0 ïðè t 6= s;Òàêèé ïðîöåñ ùå íàçèâàþòü "áiëèé øóì". Âðàõîâóþ÷è çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ,íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi VMA ïðîöåñó (1).
1
o. E[Yt] = µ, òîáòî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âåêòîðà Yt � ñòàëà µ. Äëÿ öüîãîäîñòàòíüî îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îáîõ ñòîðií (1)

E[Yt] = E[µ+ εt + Ωεt−1] = µ+ E[εt] + ΩE[εt−1] = µ.

2
o. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (i) òà (ii), ðîçïèøåìî çà îçíà÷åííÿì V ar[Yt]:
V ar[Yt] = E[(Yt − µ)(Yt − µ)′] = E[(εt + Ωεt−1)(εt + Ωεt−1)

′] = E[εtε
′

t]+

+ E[εt(Ωεt−1)
′] + E[Ωεt−1ε

′

t] + ΩE[εt−1ε
′

t−1]Ω
′ = Σ + ΩΣΩ′.Îòæå, äèñïåðñiÿ Yt ìà¹ âèãëÿä

V ar[Yt] = Γ0 = Σ + ΩΣΩ′. (2)
3
o. Çíàéäåìî âèãëÿä àâòîêîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü äëÿ öüîãî ïðîöåñó. Ìà¹ìî

Γk = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)′] = E[(εt + Ωεt−1)(εt−k + Ωεt−(k+1))
′] = E[εtε

′

t−k]+

+ E[εtε
′

t−(k+1)]Ω
′ + ΩE[εt−1ε

′

t−k] + ΩE[εt−1ε
′

t−(k+1)]Ω
′.Îñêiëüêè, E[εtε

′

s] = 0 ïðè t 6= s, òî ïðè k = 1, áóäåìî ìàòè E[εtε
′

t−1] = 0,
E[εtε

′

t−2]Ω
′ = 0 òà ΩE[εt−1ε

′

t−2]Ω
′ = 0. Îòæå, îäåðæèìî

Γk =

{
ΩΣ, ïðè k = 1,

0, ïðè k > 1.
(3)2.2. VMA(q) ïðîöåñ. Âåêòîðíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ïîðÿäêó q ìà¹âèãëÿä

Yt = µ+ εt + Ω1εt−1 + ...+ Ωqεt−q. (4)Ïðèïóùåííÿ òàêi, ÿê i ó âèïàäêó VMA(1). Ïðîöåñ ñòàöiîíàðíèé òà {εt} � âåê-òîðíèé áiëèé øóì. Çíàéäåìî âèãëÿä ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà àâòîêîâàðiàöié-íèõ ìàòðèöü. Î÷åâèäíî, E[Yt] = E[µ] + E[εt] +
T∑

j=1

ΩjE[εt−j ] = µ. Äèñïåðñiÿ (àáî
Γ0)

Γ0 = E[(Yt − µ)(Yt − µ)′] =E[εtεt] + Ω1E[εt−1ε
′

t−1]Ω
′

1 + ...+ ΩqE[εt−qε
′

t−q]Ω
′

q =

=Σ + Ω1ΣΩ′

1 + Ω2ΣΩ′

2 + ...+ ΩqΣΩ′

q.
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Γk =E[(Yt−µ)(Yt−k−µ)′]=






ΩkΣ + Ωk+1ΣΩ′

1 + . . .+ ΩqΣΩ′

q−k, ïðè k = 1, . . . , q,

ΣΩ′

−k + Ω1ΣΩ′

1−k + . . .+ Ωq+kΣΩ′

q, ïðè k = −1, . . . ,−q,

0, ïðè |k| > q.Ùå îäíó âëàñòèâiñòü ñ�îðìóëþ¹ìî ÿê ëåìó.Ëåìà 1. Äëÿ ìîäåëi (1) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Γ′

k = Γ−k. (5)Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî Γ′

k = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)′]′ = E[(Yt−k − µ)(Y(t−k)+k − µ)′] =
= Γ−k. �2.3. VMA(∞) ïðîöåñ. Âåêòîðíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî íåñêií÷åííîãîïîðÿäêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Yt = µ+

∞∑

k=0

Ωkεt−k, (6)äå Yt, εt−k âåêòîðè ç n êîîðäèíàòàìè; µ � äåÿêèé ñòàëèé âåêòîð; Ωi � ìàòðèöi ðîçìiðó
n× n äëÿ i = 1, . . .; Ω0 = In � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n× n.Îçíà÷åííÿ 1. Áóäåìî íàçèâàòè ðÿä ñêëàäåíèé ç ìàòðèöü {Ψk}

∞

k=−∞
àáñîëþò-íî çáiæíèì, ÿêùî ïðè �iêñîâàíèõ i òà j ðÿä ç âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü

{ψi,j}
∞

k=−∞
áóäå àáñîëþòíî çáiæíèé.Ïîäàìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ó âèãëÿäi òåîðåìè.Òåîðåìà 1. Íåõàé ìà¹ìî ïðîöåñ (6), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (i), (ii) òà ðÿäìàòðèöü {Ωk}

∞

k=0 àáñîëþòíî çáiæíèé. Òîäi:à) àâòîêîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s iñíó¹ òà çàäà¹òüñÿ âèðàçîì
Γs =

∞∑

k=0

Ωk+sΣΩ′

k; (7)á) ïîñëiäîâíiñòü ìàòðèöü {Γs}
∞

s=0 çàäà¹ àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä.Äîâåäåííÿ. a) Íåõàé ω(k)
ij åëåìåíò ìàòðèöi Ωk. Òîäi i-òà êîîðäèíàòà âåêòîðà Yt ìà-òèìå âèãëÿä

yi
t = µi +

n∑

l=1

∞∑

k=0

ω
(k)
il ε

l
t−k. (8)Ââåäåìî ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ

f(i, l, t) =

∞∑

k=0

ω
(k)
il εl

t−k.Òîäi (8) íàáóäå âèãëÿäó yi
t = µi +

n∑
l=1

f(i, l, t). Çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿäîáóòêó f(i, l, t) òà f(j,m, t− s), äå i, j, l,m íàáóâàþòü çíà÷åííÿ âiä 1 äî n. Îñêiëüêè
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{Ωk}

∞

k=0 àáñîëþòíî çáiæíà, òî
∞∑

r=0

∞∑

k=0

|ω
(r)
imω

(k)
il | =

∞∑

r=0

∞∑

k=0

|ω
(r)
im | · |ω

(k)
il | =

=

(
∞∑

r=0

|ω
(r)
im |

)
×

(
∞∑

k=0

|ω
(k)
il |

)
<∞.Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ Êîøi ïðî äîáóòîê àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ìà¹ìî ïðàâîçàïèñàòè ðiâíîñòi

E[f(i, l, t) · f(j,m,t− s)] = E[(

∞∑

k=0

ω
(k)
il ε

l
t−k)(

∞∑

r=0

ω
(r)
jmε

m
t−s−r)] =

=

∞∑

r=0

∞∑

k=0

ω
(r)
jmω

(k)
il E[εl

t−kε
m
t−s−r].Çà ïðèïóùåííÿì (ii) ìîäåëi E[εl

t−kε
m
t−s−r] 6= 0 òiëüêè ïðè k = s+ r. Îòæå, îòðèìàëè

E[f(i, l, t) · f(j,m, t− s)] =
∞∑

r=0

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm, (9)äå σlm âiäïîâiäíèé åëåìåíò ìàòðèöi Σ. Åëåìåíò γ(s)

ij ìàòðèöi Γs øóêà¹ìî çà �îðìó-ëîþ
γ

(s)
ij = E[(yi

t − µi)((y
j
t−s − µj)].Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëè (8) òà (9), çàïèøåìî

E[(yi
t − µi)((y

j
t−s − µj)] =

n∑

l=1

n∑

m=1

E[f(i, l, t) · f(j,m, t− s)] =

=
n∑

l=1

n∑

m=1

∞∑

r=0

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm =

=

∞∑

r=0

n∑

l=1

n∑

m=1

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm.

(10)
Î÷åâèäíî, n∑

l=1

n∑
m=1

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm ¹ åëåìåíòîì ìàòðèöi Ωk+sΣΩ′

k, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïå-ðåòèíîì i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âèãëÿä àâòîêîâàðiàöiéíî¨ìàòðèöi çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (7).á) Ïîçíà÷èìî gs(i, j, l,m) = E[f(i, l, t) · f(j,m, t − s)]. Çàóâàæèìî, ùî ðÿä
{gs(·)}

∞

s=0 àáñîëþòíî çáiæíèé
∞∑

s=0

|gs(·)| 6

∞∑

s=0

∞∑

r=0

|ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm| = |σlm|

∞∑

r=0

|ω
(r)
jm|

∞∑

s=0

|ω
(r+s)
il | <∞.
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s=0

|gs(·)| < M . Çâiäñè
∞∑

s=0

|γ
(s)
ij | 6

∞∑

s=0

n∑

l=1

n∑

m=1

|gs(l,m, ·)| =

=

n∑

l=1

n∑

m=1

∞∑

s=0

|gs(l,m, ·)| < n2M <∞.Öå äîâîäèòü, ùî ðÿä ìàòðèöü {Γs}
∞

k=0 àáñîëþòíî çáiæíèé. �3. Àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ äëÿ VMA ïðîöåñiâ.Äëÿ ñòàöiî-íàðíîãî âåêòîðíîãî ïðîöåñó ç àáñîëþòíî çáiæíèìè àâòîêîâàðiàöiéíèìè ìàòðèöÿìèîçíà÷åííÿ �óíêöi¨ ââîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ñêàëÿðíîãî âèïàäêó.Îçíà÷åííÿ 2. Àâòîêîâàðiàöiéíîþ ãåíåðóþ÷îþ �óíêöi¹þ äëÿ âåêòîðíèõ ïðîöåñiâíàçèâà¹òüñÿ �óíêöiÿ, ÿêà çàäà¹òüñÿ
GY (z) ≡

∞∑

j=−∞

Γjz
j,äå Γj = E[(Yt − µ)(Yt−j − µ)′]; z � êîìïëåêñíèé ñêàëÿð.Íàïðèêëàä, àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ âåêòîðíîãî áiëîãî øóìó ìà¹âèãëÿä

Gε(z) = Σ.Ïîáóäó¹ìî öþ �óíêöiþ äëÿ VMA(1) ïðîöåñó. Ç �îðìóë (2), (3) òà ëåìè îäåðæó¹ìîâèðàçè äëÿ Γ0, Γ1 òà Γ−1. �åøòà àâòîêîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi
GY (z) = (Σ + ΩΣΩ′) + ΩΣz + Σ′Ω′z−1 = (In + Ωz)Σ(In + Ω′z−1).Àíàëîãi÷íî áóäó¹òüñÿ àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ äëÿ VMA(q) ïðîöåñó

GY (z) =(In + Ω1z + Ω2z
2 + . . .+ Ωqz

q)Σ×

× (In + Ω′

1z
−1 + Ω′

2z
−2 + . . .+ Ω′

qz
−q).

(11)Íåõàé VMA íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, çàäà¹òüñÿ âèðàçîì
Yt = µ+

∞∑

k=0

Ωkεt−k = µ+ Ω(L)εt,äå Ω(L) = Ω1L + . . . + ΩqL
q; L � ëàãîâèé îïåðàòîð. �ÿä {Ωk}

∞

k=1 àáñîëþòíî çáiæ-íèé, òîäi çà òåîðåìîþ {Γs}
∞

k=0 � àáñîëþòíî çáiæíèé. Îòæå, iñíó¹ àâòîêîâàðiàöiéíàãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ i âîíà áóäå çàäàâàòèñÿ âèðàçîì
GY (z) = [Ω(z)]Σ[Ω(z−1)]′. (12)4. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA ïðîöåñó ìåòîäîì àâòîêîâàðiàöié.4.1. Âèïàäîê VMA(1) ç äâîìà çìiííèìè. Îïèøåìî ìîäåëü, ïàðàìåòðè ÿêî¨ áó-äåìî äîñëiäæóâàòè. Íåõàé
Yt = µ+ εt + Ωεt−1, (13)



148 Íàçàðié ÑÀËIØäå Yt, µ, εt ñòîâïöi ðîçìiðó äâà; Ω çîáðàæåíà ó âèãëÿäi
Ω =

(
ω11 ω12

ω21 ω22

)
. (14)Ìîäåëü (13) òàêîæ ìîæíà ïîäàòè òàê:

{
y1

t = µ1 + e1t + ω11e
1
t−1 + ω12e

2
t−1,

y2
t = µ2 + e2t + ω21e

1
t−1 + ω22e

2
t−1.

(15)Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè ìîæåìî çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðiâ ìîäåëi ÷åðåçìàòðèöi àâòîêîâàðiàöi¨ Γk, äå k = 0, 1 òà âåêòîð ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü µ. Íåõàéìà¹ìî T ñïîñòåðåæåíü Yt.Ïîçíà÷èìî
Γk =

(
γ11(k) γ12(k)
γ21(k) γ22(k)

)
.Òîäi îöiíêà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ìàòèìå âèãëÿä

µ̂ =

T∑
i=1

Yt

T
,àáî ïîêîîðäèíàòíî µ̂1 =

T∑
t=1

y1

t

T , µ̂2 =

T∑
t=1

y2

t

T . Àíàëîãi÷íî ìîæåìî îöiíèòè åëåìåíòèàâòîêîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü
γ̂ij(k) =

T∑
t=1+k

(yi
t − µ̂i)(y

j
t−k − µ̂j)

T − k
, (16)äå i, j = 1, 2.Íà ïiäñòàâi îöiíîê µ̂ òà Γ̂k çíàéäåìî îöiíêè Ω òà Σ. Ç âëàñòèâîñòåé (2), (3) äëÿâåêòîðíèõ ÌÀ(1) ïðîöåñiâ îäåðæó¹ìî, ùî Γ0 = Σ + ΩΣΩ′ òà Γ1 = ΩΣ. �îçãëÿíåìîâèïàäîê, ÿêèé áóäå ðåàëiçîâàíèé íà ïðèêëàäi â ïóíêòi 7.Íåõàé

Σ =

(
d1 k

k d2

)
. (17)òîáòî çáóðåííÿ îáîõ ïðîöåñiâ ìiæ ñîáîþ êîðåëþþòü i ìàþòü ðiçíi äèñïåðñi¨. �iâíiñòü(14) çàäà¹ âèãëÿä ìàòðèöÿ Ω.Òîäi çãiäíî ç (2) òà (3)

Γ0 = Σ + ΩΣΩ′ =

=

(
d1ω

2
11+d2ω

2
12+2kω11ω12 d1ω11ω21+d2ω12ω22+k(ω11ω22+ω12ω21)

d1ω11ω21+d2ω12ω22+k(ω11ω22+ω12ω21) d2ω
2
22+d1ω

2
21+2ω21ω22k

)
;(18)

Γ1 = ΩΣ =

(
d1ω11 + kω12 d2ω12 + kω11

d1ω21 + kω22 d2ω22 + kω21

)
. (19)



ÂÅÊÒÎ�ÍI ÌÎÄÅËI �ÓÕÎÌÎ�Î ÑÅ�ÅÄÍÜÎ�Î 149Âèêîðèñòîâóþ÷è (16), (18) òà (19), ìîæåìî çàïèñàòè òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü, à ðîçâ'ÿ-çîê äàñòü íàì øóêàíi îöiíêè:





γ̂11(1) = ω11d1 + ω12k,

γ̂12(1) = ω12d2 + ω11k,

γ̂21(1) = ω21d1 + ω22k,

γ̂22(1) = ω22d2 + ω21k,

γ̂11(0) = d1ω
2
11 + d2ω

2
12 + 2ω11ω12k,

γ̂22(0) = d2ω
2
22 + d1ω

2
21 + 2ω21ω22k,

γ̂12(0) = ω11ω21d1 + ω12ω22d2 + k(ω11ω22 + ω12ω21).

(20)
Öÿ ñèñòåìà íåëiíiéíà i ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çíàéòè ëèøå íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè.4.2. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA(q) ïðîöåñó. Ìà¹ìî ïðîöåñ (4)

Yt = µ+ εt + Ω1εt−1 + ...+ Ωqεt−q.Çâåäåìî ïîøóê îöiíîê äî ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü. Îöiíèìî ìàòðèöi àâòîêîâà-ðiàöié Γk = (γij) ÿê i â âèïàäêó VMA(1)

γ̂ij(k) =

T∑
t=1+k

(yi
t − µ̂i)(y

j
t−k − µ̂j)

T − k
,äå i, j íàáóâàþòü çíà÷åííÿ âiä 1 äî n. Òîäi çãiäíî ç ðiâíÿííÿìè, ÿêi áóëè âèâåäåíi âïóíêòi 2.2, ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó






Γ0 = Σ + Ω1ΣΩ′

1 + Ω2ΣΩ′

2 + ...+ ΩqΣΩ′

q,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Γk = ΩkΣ + Ωk+1ΣΩ′

1 + . . .ΩqΣΩ′

q−k ïðè k = 1, . . . , q.

(21)5. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA ïðîöåñó ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäî-ïîäiáíîñòi. Çíàéäåìî îöiíêè ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (1) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó óìîâíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi òà ìåòîäó òî÷íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.Äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ äî ïî÷àòêîâî¨ ìîäåëi: εt � íåâèðîäæåíèé íîðìàëüíèéâåêòîð, òîáòî εt ∼ N [0,Σ], äå Σ ñèìåòðè÷íà, äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ.5.1. Ìåòîä óìîâíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi. ßêùî çíà÷åííÿ εt−1 ç ïåâíiñòþ âiäîìå,òî
Yt|εt−1 ∼ N [µ+ Ωεt−1,Σ]i

f(Yt|εt−1;µ,Σ,Ω) = (2π)−
n

2 |Σ|−
1

2 exp[−
1

2
(Yt − µ− Ωεt−1)

′Σ−1(Yt − µ− Ωεt−1)].Ïðèïóñòèìî, ùî ε0 = 0. Òîäi (Y1|ε0 = 0) ∼ N [µ,Σ]. Ìàþ÷è ñïîñòåðåæåííÿ Y1,çíàéäåìî ε1 = Y1 − µ. Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ùiëüíiñòü
f(Y2|Y1, ε0 = 0;µ,Σ,Ω) = (2π)−

n

2 |Σ|−
1

2 exp[−
1

2
(Y2 − µ− Ωε1)

′Σ−1(Y2 − µ− Ωε1)].Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ìà¹ìî, ùî εt = Yt − µ− Ωεt−1 òà
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f(Yt|Yt−1, . . . , Y1, ε0 = 0;µ,Σ,Ω) = f(Yt|εt−1;µ,Σ,Ω) =

= (2π)−
n

2 |Σ|−
1

2 exp[−
1

2
(Yt − µ− Ωεt−1)

′Σ−1(Yt − µ− Ωεt−1)].Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âñi¹¨ âèáiðêè ìàòèìå âèãëÿä
L(YT , YT−1, . . . , Y1, ε0 = 0, µ,Σ,Ω) = f(Y1|ε0 = 0;µ,Σ,Ω)×

×

T∏

t=2

f(Yt|Yt−1, . . . , Y1, ε0 = 0;µ,Σ,Ω),
(22)à ¨¨ ëîãàðè�ì �

L(µ,Σ,Ω) = −
Tn

2
ln 2π −

T

2
ln |Σ| −

1

2

T∑

t=1

ε′tΣ
−1εt, (23)äå εt ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê

εt = (Yt − µ) − Ω(Yt−1 − µ) + Ω2(Yt−2 − µ)+

+ . . .+ (−1)t−1Ωt−1(Y1 − µ) + (−1)tΩtε0.Ôóíêöiÿ (23) ÿê �óíêöiÿ çìiííèõ µ,Σ,Ω ¹ íåëiíiéíîþ i çíàéòè òî÷êè ìàêñèìóìó öi¹¨�óíêöi¨ íåëåãêî. Òîìó ÓÎÌÏ ïàðàìåòðiâ ïðîöåñó VMA(1) çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþ÷èñåëüíî¨ îïòèìiçàöi¨.Çàóâàæåííÿ 1. Ó âèïàäêó VMA(q) ïðîöåñó �óíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñ-òi áóäó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. Íàêëàäåìî óìîâó
ε0 = ε−1 = . . . = ε−(q−1) = 0.Ìàþ÷è ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ, çà äîïîìîãîþ iòåðàöié ìîæåìî çíàéòè εt äëÿ

t = 1, 2, . . . , T . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e0 âåêòîð (ε0, ε−1, . . . , ε−(q−1))
′. Òîäi �óíêöiÿóìîâíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìàòèìå âèãëÿä

L(Y1, . . . , YT ,Σ,Ω1, . . . ,Ωq, µ|e0 = 0) =
T∏

t=1

1

(2π)n/2|Σ|1/2
exp

[
−

1

2
ε′tΣ

−1εt

]
.5.2. Iòåðàöiéíi íàáëèæåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ ëiïøèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ ìîäåëiïðîäîâæèìî ìåòîä óìîâíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, âèêîðèñòîâóþ÷è iòåðàöiéíi íàáëèæåí-íÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷èìî Ỹt = Yt − µ. Çàñòîñóâàâøè ìåòîä óìîâíî¨ ïðàâäîïî-äiáíîñòi, ìîæåìî îòðèìàòè îöiíêè µ, Σ òà Ω0, . . . ,Ωq, ÿêi ïðèéìà¹ìî çà ïî÷àòêîâiçíà÷åííÿ äëÿ îïèñàíîãî äàëüøå àëîðèòìó.Ìè ìà¹ìî, ùî

εt = Ỹt − Ω1εt−1 − . . .− Ωqεt−q = Ỹt + Ω(L)εt−1,
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q), L � ëàãîâèé îïåðàòîð. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi, ðåêóðñèâíîïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ Ỹt, ìîæíà îòðèìàòè òàêå:

ε1 = Ỹ1 + Ω(L)ε0,

ε2 = Ỹ2 + Ω(L)ε1 = Ỹ2 + Ω(L)Ỹ1 + Ω2(L)ε0,... = ...
εT = ỸT + Ω(L)ỸT−1 + . . .+ ΩT−1(L)Ỹ1 + ΩT (L)ε0.

(24)Ââåäåìî äëÿ çðó÷íîñòi ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ Y̆t = Ỹt +Ω(L)Ỹt−1 + . . .+Ωt−1(L)Ỹ1 äëÿâñiõ t = 1, 2, . . . , T . Òîäi (24) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
Y̆1 = −Ω(L)ε0 + ε1,

Y̆2 = −Ω2(L)ε0 + ε2,... = ...
Y̆T = −ΩT (L)ε0 + εT .Öå ¹ çîáðàæåííÿì ñèñòåìè ðåãðåñiéíèõ ðiâíÿíü ç âåêòîðîì ïàðàìåòðiâ ε0, ÿêèé ìî-æíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Ìàþ÷è îöiíêó ε̂0, ìè ìî-æåìî çíàéòè âñi çáóðåííÿ εt

ε1 = Y1 − µ− Ω(L)ε̂0, ε2 = Y2 − µ− Ω(L)Ỹ1, . . .Ìàþ÷è öi çíà÷åííÿ, ìè çíîâó ïîâåðòà¹ìîñÿ äî �óíêöi¨ (23) ç íîâîþ óìîâîþ ε0 = ε̂0i çíàõîäèìî íîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Ïðîäîâæó¹ìî öåé ïðîöåñ äîòè, äîêèíå äîñÿãíåìî ïîòðiáíî¨ òî÷íîñòi.5.3. Ìåòîä òî÷íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ VMA(1). Îñêiëüêè ñóìà íîðìàëü-íî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíîþ, òî ç òîãî, ùî
εt ∼ N [0,Σ], âèïëèâà¹, ùî Yt ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Yt ∼ N [µ,Γ0],äå Γ0 = Σ + ΩΣΩ′. Òîäi ùiëüíiñòü ìàòèìå âèãëÿä
f(Yt, µ,Σ,Ω) = (2π)−

n

2 |Γ0|
−

1

2 exp[−
1

2
(Yt − µ)′Γ−1

0 (Yt − µ)].Çàïèøåìî �óíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi
L(Yt, µ,Σ,Ω) =

T∏

t=1

f(Yt, µ,Σ,Ω) (25)i ¨¨ ëîãàðè�ì -
L(Yt, µ,Σ,Ω) = −

Tn

2
ln 2π −

T

2
ln |Σ + ΩΣΩ′|−

−
1

2

T∑

t=1

(Yt − µ)′(Σ + ΩΣΩ′)−1(Yt − µ).

(26)



152 Íàçàðié ÑÀËIØÇàóâàæåííÿ 2. Ôóíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ VMA(q) ìàòèìåâèãëÿä
L(Yt, µ,Σ,Ω) =

T∏

t=1

f(Yt, µ,Σ,Ω0, . . . ,Ωq), (27)à ¨¨ ëîãàðè�ì
L(Yt, µ,Σ,Ω) = −

Tn

2
ln 2π −

T

2
ln |Γ0|−

−
1

2

T∑

t=1

(Yt − µ)′(Γ0)
−1(Yt − µ),äå Γ0 = Σ+Ω1ΣΩ′

1 +Ω2ΣΩ′

2 + ...+ΩqΣΩ′

q, çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè âèâåäåíèìè â 2.2 .6. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA ïðîöåñó, îòðèìàíi çâåäåííÿì éîãî äî V AR.�îëîâíà iäåÿ öüîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè, íàêëàâøè äîäàòêîâi óìîâè íà
VMA, ìîæåìî çâåñòè éîãî äî V AR ìîäåëi, äëÿ ÿêî¨ âæå ðîçðîáëåíî ìåòîäè îöiíêèïàðàìåòðiâ.Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ìà¹ìî n-âèìiðíèé ÷àñîâèé ðÿä Yt. Íåõàé âií ìà¹ íóëüîâåìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíå ïðèïóùåííÿ (i) òà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Yt = Ω∗

0ǫt + Ω∗

1ǫt−1 + . . .+ Ω∗

qǫt−q, (28)äå ǫt � âåêòîðíèé áiëèé øóì, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíå ïðèïóùåííÿ (ii); êîðåíiðiâíÿííÿ
|Ω∗

0m
q + Ω∗

1m
q−1 + . . .+ Ω∗

q | = 0 (29)ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì. Òîäi ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî çâîðîòíiñòü VMA ïðî-öåñó. ßêùî ïðîöåñ (28) íå ¹ çâîðîòíèì, òî âií çâîäèòüñÿ äî çâîðîòíîãî
Yt = Ω0εt + Ω1εt−1 + . . .+ Ωqεt−q.Äàëi â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî V AR(∞) ïðîöåñ

Yt =

∞∑

j=1

BjYt−j +B0εt,äå ìàòðèöi Bj çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ
B0 = Ω0,

B1 = Ω1,

B2 = −B1Ω1 + Ω2,...
Bq = −Bq−1Ω1 −Bq−2Ω2 − . . .−B1Ωq−1 + Ωq;

Bj =

q∑

i=1

−Bj−1Ωi ïðè j = q + 1, . . . .

(30)
Öåé ìåòîä íå ¹ iòåðàöiéíèì òà âèìàãà¹ ëèøå ðîçâ'ÿçêó ðåêóðñèâíî¨ ñèñòåìèðiâíÿíü (30) òà îöiíêè ïàðàìåòðiâ V AR.Äåòàëüíî öåé ïiäõiä îïèñàíî â [5℄.



ÂÅÊÒÎ�ÍI ÌÎÄÅËI �ÓÕÎÌÎ�Î ÑÅ�ÅÄÍÜÎ�Î 1537. Ïðèêëàä ïîáóäîâè VMA ïðîöåñó. �îçãëÿíåìî âèïàäîê ái-âàðiàíòíîãîâåêòîðíîãîMA ïðîöåñó. Çà ïåðøèé ïðîöåñ âçÿòî ëîãàðè�ì ïîâåðíåííÿ ó âiäñîòêàõâiä àêöié êîìïàíi¨ IBM, à çà äðóãèé S&P 500 index. Âèáiðêà ñïîñòåðåæåíü ç ñi÷íÿ1926 ðîêó äî ëþòîãî 1999 ðîêó, ùîìiñÿ÷íà.7.1. Ïåðåâiðêà íà ñòàöiîíàðíiñòü. Äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè ç äàíèìè òðåáà çðîáè-òè ïåðåâiðêó íà ñòàöiîíàðíiñòü ðÿäiâ. Ïåðøèé âèñíîâîê ìîæíà çðîáèòè, àíàëiçóþ÷èãðà�iêè ÷àñîâèõ ðÿäiâ. ßêùî äàíi â ÷àñi êîëèâàþòüñÿ íàâêîëî ÿêî¨ñü êîíñòàíòè àáî

íàâêîëî òðåíäó(òðåíä - ñòàöiîíàðíiñòü), òî ââàæàþòü, ùî ¹ ïiäñòàâè íàçèâàòè ðÿäñòàöiîíàðíèì. Â iíøîìó âèïàäêó éîãî ìîæíà çâåñòè äî ñòàöiîíàðíîãî îïåðàòîðîìðiçíèöü. Íà ðèñ. 1 òà 2 çîáðàæåíî äèíàìiêó çìiíè öèõ ïðîöåñiâ ïðîòÿãîì çàäàíîãî

ïåðiîäó. �ðà�iêè äàþòü çìîãó çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çàäàíi ðÿäè � ñòàöiîíàðíi. Äëÿáiëüøî¨ âïåâíåíîñòi ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè öþ ãiïîòåçó ñòàòèñòè÷íèìè êðèòåðiÿìè.



154 Íàçàðié ÑÀËIØÂèêîðèñòà¹ìî ðîçøèðåíèé òåñò Äiêi-Ôóëëåðà (ADF-test). Öþ ïåðåâiðêó ìîæíà âè-êîíàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è åêîíîìåòðè÷íèé ïàêåò EViews. �åçóëüòàòè ïîäàíî â òàáë. 1òà 2. Òàáëèöÿ 1 (äëÿ IBM)ADF Test Statisti
 -12.13601 1% Criti
al Value -2.56805% Criti
al Value -1.939810% Criti
al Value -1.6158Òàáëèöÿ 2 (äëÿ SP500)ADF Test Statisti
 -12.21558 1% Criti
al Value -2.56805% Criti
al Value -1.939810% Criti
al Value -1.6158ßê âèäíî ç îòðèìàíèõ äàíèõ, àáñîëþòíå çíà÷åííÿ ðîçðàõîâàíî¨ âåëè÷èíè Ìàê-Êiííîíà (ADF Test Statisti
) áiëüøå çà êðèòè÷íå çíà÷åííÿ íàâiòü ïðè ðiâíi ñòàòèñ-òè÷íî¨ çíà÷óùîñòi 1% i â ïåðøîìó, i â äðóãîìó âèïàäêàõ. Îòæå, ñòàöiîíàðíiñòü ðÿäiâ,ÿêi îïèñóþòüñÿ ëîãàðè�ìîì ïîâåðíåííÿ ó âiäñîòêàõ âiä àêöié êîìïàíi¨ IBM òà S&P500 iíäåêñîì, ïiäòâåðäæåíî.7.2. Çíàõîäæåííÿ ïîðÿäêó MA ïðîöåñiâ. Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé òà ¨õíüîãî ïî-ðiâíÿííÿ òðåáà çðîáèòè ùå îäèí êðîê. Ïåðåâiðèòè ÷è íàøi äàíi ñïðàâäi îïèñóþòüñÿ
MA ïðîöåñàìè òà çíàéòè ¨õíié ïîðÿäîê. Ïîòðiáíi âèñíîâêè ìîæíà çðîáèòè, àíà-ëiçóþ÷è àâòîêîðåëÿöiéíó �óíêöiþ (ACF) òà ÷àñòêîâó àâòîêîðåëÿöiéíó �óíêöiþ(PACF). �åçóëüòàòè îòðèìàíèõ åìïiðè÷íî ACF òà PACF ïîäàíî â òàáë. 3, 4, ç ÿêèõâèäíî, ùî äàíi íå ìîæíà îïèñàòè MA ìîäåëÿìè.Òàáëèöÿ 3 (äëÿ IBM)ACF 0.076 0.016 -0.019 -0.023 0.004 -0.008 0.015 0.074 0.042PACF 0.076 0.011 -0.021 -0.020 0.008 -0.008 0.015 0.072 0.031Òàáëèöÿ 4 (äëÿ SP500)ACF 0.076 -0.016 -0.110 0.024 0.084 -0.021 0.023 0.047 0.076PACF 0.076 -0.022 -0.108 0.041 0.078 -0.046 0.037 0.061 0.057Çàñòîñóâàâøè îïåðàòîð ïåðøèõ ðiçíèöü, ïîâåäiíêà ACF òà PACF äëÿ îáîõ ïî-êàçíèêiâ, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 3-6 ïîêàçó¹, ùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç ïðîöåñàìè ðóõî-ìîãî ñåðåäíüîãî. Ïîâåäiíêó êîðåëîãðàì (ACF) i ÷àñòêîâèõ êîðåëîãðàì (PACF) äëÿ
MA(q) ìîäåëåé ìîæíà ïîäàòè òàê:

• äëÿ ACF. Ñêií÷åíà, äîðiâíþ¹ íóëþ ïiñëÿ ëàãà q;
• äëÿ PACF. Íåñêií÷åíî çìåíøó¹òüñÿ äî íóëÿ.
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Îòæå, çðîáèâøè âiäïîâiäíèé âèñíîâîê ç îòðèìàíèõ åìïiðè÷íèõ àâòîêîâàðiàöiéi ÷àñòêîâèõ àâòêîâàðiàöié, î÷åâèäíî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ äàíi îïèñóþòüñÿ MA(1)ìîäåëÿìè.
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7.3. Îöiíêà ïàðàìåòðiâ äëÿ çâè÷àéíèõ MA ïðîöåñiâ i âåêòîðíî¨ ìîäåëi. Äàëiçíàéäåìî ïàðàìåòðèMA(1) ìîäåëi äëÿ ëîãàðè�ìà ïîâåðíåííÿ ó âiäñîòêàõ âiä àêöiéêîìïàíi¨ IBM òà S&P 500 iíäåêñó. �åçóëüòàòè îöiíîê òàêi:
µ ω1IBM -0.000491 -0.989949SP500 0.001664 -0.989938Ïîáóäó¹ìî VMA(1) ìîäåëü. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä îöiíêè àâòîêîâà-ðiàöié îïèñàíèé â ïóíêòi 4.1. Òîäi îöiíêè Γ0, Γ1 òà µ áóäóòü ìàòè òàêi çíà÷åííÿ:

µ̂0 =

(
1.24023
0.537164

)
, Γ̂0 =

(
45.2241 24.1152
24.1152 31.827

)
,

Γ̂1 =

(
3.42971 3.84248
1.68916 2.42199

)
.Äàëi ïîøóê ïàðàìåòðiâ ìîäåëi Σ òà Ω çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìèðiâíÿíü (20). Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåëiíiéíîþ, òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¨¨ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ëèøå íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè. Öÿ çàäà÷à ðåàëiçîâàíà â ïðîãðàìiMathemati
 4.1. Ìè îòðèìó¹ìî òàêèé ðîçâ'ÿçîê:

Ω =

(
0.0200141 0.106371

−0.00501557 0.0803227

)
, Σ =

(
44.7467 23.8237
23.8237 31.6409

)
.7.4. Ïîðiâíÿííÿ ïîáóäîâàíèõ ìîäåëåé íà ïiäñòàâi çàëèøêiâ. Äëÿ ïîðiâíÿííÿîá÷èñëèìî äåêiëüêà ñòàòèñòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ ñïî÷àòêó äëÿ çàëèøêiâ VMA ìîäåëi.Ìà¹ìî



ÂÅÊÒÎ�ÍI ÌÎÄÅËI �ÓÕÎÌÎ�Î ÑÅ�ÅÄÍÜÎ�Î 157IBM SP500 indexMean -0.00179936 0.002387097Standard Error 0.229491253 0.191266265Median -0.010142533 -0.408604873Standard Deviation 6.834833633 5.696396176Sample Varian
e 46.71495079 32.4489294Kurtosis 2.249498508 8.471562532Skewness 0.279382514 0.547279597Minimum -32.50619844 -34.72044103Maximum 31.29694538 36.15641709Òàêi æ ïîêàçíèêè îá÷èñëèìî äëÿ çàëèøêiâ MA(1) ìîäåëi IBM òà SP500.IBM MA(1) SP500 MA(1)Mean 0.020883 -0.013790Median 0.031607 0.319322Standard Deviation 6.743814 5.658315Kurtosis 4.950232 11.38395Skewness -0.236203 - 0.314975Minimum -30.40821 -35.57932Maximum 29.03679 35.952788. Âèñíîâêè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñâiä÷óþòü, ùî íà ïiäñòàâi àíàëiçó ñòà-òèñòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ çàëèøêiâ, ìîäåëi ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿþòüñÿ. Öå äà¹ çìî-ãó ñòâåðäæóâàòè, ùî âåêòîðíi ïðîöåñè ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî (êîâçíîãî ñåðåäíüîãî)äàþòü ðåçóëüòàòè íå ãiðøi, íiæ çâè÷àéíiMA ïðîöåñè. Îñêiëüêè ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿêîíöåíòðóþòü âñå áiëüøó óâàãó íà ðîçðîáëåííi àïàðàòó îäíî÷àñíîãî ìîäåëþâàííÿäåêiëüêîõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè äèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü, òî öÿ ïðàöÿäà¹ çìîãó âêëþ÷àòè òà äîñëiäæóâàòè âçà¹ìîçâîðîòíi çâ'ÿçêè ìiæ ïîêàçíèêàìè òà¨õíiìè ëàãîâèìè çíà÷åííÿìè. Îòîæ, VMA ìîäåëi ¹ ðîçøèðåííÿì êîíöåïöi¨ MA-ìîäåëþâàííÿ îêðåìîãî ÷àñîâîãî ðÿäó.1. Hamilton James D. Times series analysis / Hamilton James D. � Prin
eton: Published byPrin
eton University Press, 1994.2. Ruey S. Tsay. Analysis of Finan
ial Time Series / Ruey S. Tsay. � Chi
ago: John Wiley &Sons In
, 2002.3. Walter Enders. Applied E
onometri
 Time Series /Walter Enders. � New York: John Wiley& Sons In
, 2004.4. Galbraith J.W. A simple, non-iterative estimator for moving average models / Gal-braith J.W., V. Zinde-Walsh. //Biometrika. � 1994. � Vol. 81. � P. 43-155.5. John W. Galbraith. Estimation of the Ve
tor Moving Average model by Ve
tor Autoregres-sion / John W. Galbraith, Aman Ullah, Vi
toria Zinde-Walsh. // E
onometri
 Reviews. �2002. � Vol. 21, �2. � P. 205-219.
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omÎäåðæàíî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìi-øàíî¨ çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêóâ íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè îáëàñòi.Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, ìiøàíà çàäà÷à.�iâíÿííÿ ç äðóãîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì i ÷åòâåðòèìè ïîõiäíèìè çà ïðîñòîðîâèìèçìiííèìè âèãëÿäó
utt = div σ(∇u) + △ut − δ2△2u, (1)äå σ > 0 , 0 < δ < 1, ìîäåëþþòü ïðîöåñè �àçîâîãî ïåðåõîäó ó â'ÿçêîïðóæíèõ ñåðå-äîâèùàõ ç êàïiëÿðíiñòþ. Ó ïðàöÿõ [1℄, [2℄ ðîçãëÿíóòî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ(1), êîëè íàÿâíà îäíà ïðîñòîðîâà çìiííà. Çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü òèïó(1) ç ðiçíèìè íåëiíiéíîñòÿìè äîñëiäæåíî ó [3℄-[9℄.Ó öié ïðàöi îäåðæàíî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêóìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äðóãîþïîõiäíîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ â íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè îáëàñòi.Íåõàé Ω � íåîáìåæåíà îáëàñòü â ïðîñòîði R

n ç ìåæåþ ∂Ω ∈ C1, QT = Ω×(0, T ),äå T < ∞, Ωτ = QT ∩ {t = τ}, τ ∈ [0, T ], ΩR = Ω ∩BR, äå BR =
{
x ∈ R

n : |x| < R
},

QR
T = ΩR × (0, T ), ΩR

τ = QR
T ∩ {t = τ}. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî Rîáëàñòü ΩR ðåãóëÿðíà â ñåíñi Êàëüäåðîíà [12, 
. 44℄.Â îáëàñòi QT ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ ç äiéñíîçíà÷íèìè êîå�iöi¹íòàìèi âiëüíèì ÷ëåíîì

A(u) ≡ utt+

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj )xsxl

−
n∑

i,j=1

(aij(x, t)utxi)xj −
n∑

i=1

(ai(x, t)|utxi |p−2utxi)xi+

+a0(x, t)|ut|q−2ut + c0(x, t)u = f(x, t) (2)
© Òîðãàí �., 2009
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u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) (3)i êðàéîâèìè óìîâàìè
u
∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0, (4)äå ν̃ � çîâíiøíÿ íîðìàëü äî ïîâåðõíi ∂Ω × (0, T ), p > 1, q > 1.Íåõàé Lr
ν(Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè �óíêöié C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||Lr

ν(Ω) =

(∫

Ω

|u|re−ν
√

|x|2+1dx

)1/r

, r ∈ [1,+∞);

H2
0,ν(Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè �óíêöié C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||H2

0,ν(Ω) =

(∫

Ω

[
|u|2 +

n∑

i,j=1

|uxixj |2
]
e−ν

√
|x|2+1dx

)1/2

;

W
1,p
0,ν (Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||W 1,p

0,ν (Ω) =

(∫

Ω

[
|u|p +

n∑

i=1

|uxi |p
]
e−ν

√
|x|2+1dx

)1/p

;

W
1,p
0 (Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||W 1,p

0 (Ω) =

(∫

Ω

n∑

i=1

|uxi|pdx
)1/p

;

W
1,p
0,loc(Ω) =

{
u : u ∈W

1,p
0 (K) äëÿ äîâiëüíî¨ K ⊂ Ω

}
;

V0(Ω
R) = H2

0 (ΩR) ∩H4(ΩR) ∩W 1,2p−4(ΩR) ∩W 1,p
0 (ΩR) ∩ L2q−2(ΩR)ïðè p > 2 i

V0(Ω
R) = H2

0 (ΩR) ∩H4(ΩR) ∩W 1,p
0 (ΩR) ∩ L2q−2(ΩR)ïðè p ∈ (1, 2). Ïðèïóñòèìî âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ:(A): aij , aijt, aijtt, ai, ait, a0, a0t ∈ L∞(QT ), Dkasl

ij(·), D1aij(·, 0), D1ai(·, 0) ∈

∈ L∞(Ω), |k| 6 2, i, j, s, l ∈ {1, ..., n}, äå Dk =
∂|k|

∂xα1
1 ...∂xαn

n
, |k| = α1 + ... + αn,

α1, ..., αn ∈ N ∪ {0},
a0(x, t) > A0 > 0 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT ;

n∑

i,j=i

aij(x, t)ξiξj > A1

n∑

i=1

|ξi|2, A1 > 0äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT i âñiõ ξi ∈ R;
n∑

i,j,s,l=i

asl
ij(x)ξijξsl > A2

n∑

i,j=1

|ξij |2, A2 > 0
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asl

ij(x) = a
ij
sl(x), aij(x, t) = aji(x, t) ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ QT ,

0 < ν1 6 ai(x, t) 6 ν2 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT i âñiõ i ∈ {1, ..., n};(C): c0, c0t ∈ L∞(QT ).Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiþ u ∈ L2((0, T );H2
0,loc(Ω)) òàêó, ùî ut ∈ Lp((0, T );W 1,p

0,loc(Ω))∩
∩Lq((0, T );Lq

loc(Ω)) ∩ L2((0, T );H1
0,loc(Ω)), íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîìçàäà÷i (2)-(4), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ (2) â QT â ñåíñi ðîçïîäiëiâ i çàäîâîëüíÿ¹ïî÷àòêîâi óìîâè (3).�îçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó

A(u) = fR(x, t), (x, t) ∈ QR
T , (5)

u(x, 0) = uR
0 , ut(x, 0) = uR

1 (x), x ∈ ΩR, (6)
u
∣∣
∂ΩR×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂ΩR×(0,T )

= 0, (7)äå R > 1, fR(x, t) =

{
f(x, t), (x, t) ∈ QR

T ,

0, (x, t) ∈ QT \QR
T ,

uR
0 (x) = u0(x)ρR(x),

uR
1 (x) = u1(x)ρR(x), ρR ∈ C4

0 (Rn), ρR(x) =

{
1, |x| 6 R− 1,
0, |x| > R,

,

0 6 ρR(x) 6 1 ïðè x ∈ R
n.Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiþ u ∈ L2((0, T );H2

0 (ΩR)) òàêó, ùî ut ∈ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR))∩

∩Lq(QR
T ), utt ∈ L2(QR

T ) i u çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè (3) òà ðiâíiñòü
∫

QR
τ

[
uttv +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjvxsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxivxj +

+
n∑

i=1

ai(x, t)|utxi |p−2utxivxi + a0(x, t)|ut|q−2utv + c0(x, t)uv − f(x, t)v

]
dxdt = 0 (8)äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ (0, T ] i v ∈ L2((0, T );H2

0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR)) ∩ Lq(QR

T ),íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5)-(7).Ïðèéìåìî q0 = min{q′, 2}.Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (C), q > 1, p ∈ (1, 2) ∪ (2,+∞),
f ∈ Lq0(QR

T ), ft ∈ L2(QR
T ), uR

0 ∈ H2
0 (ΩR) ∩ H4(ΩR), uR

1 ∈ H1
0 (ΩR) ∩ H2(ΩR)∩

∩L2q−2(ΩR) ∩ W 1,2p−4(ΩR) ïðè p > 2 i u1 = 0 ïðè p ∈ (1, 2). Òîäi iñíó¹ óçàãàëü-íåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5)-(7).Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Ôàåäî-�àëüîðêiíà. Îñêiëüêè ïðîñòið V0(Ω
R) � ñå-ïàðàáåëüíèé áàíàõiâ, òî â íüîìó iñíó¹ òàêà çëi÷åííà ìíîæèíà {ϕh}, ùî áóäü-ÿêàñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè ëiíiéíî íåçàëåæíà i çàìèêàííÿ ¨¨ ëi-íiéíî¨ îáîëîíêè â V0(Ω

R) çáiãà¹òüñÿ ç öèì ïðîñòîðîì. Ìîæåìî ïðèéíÿòè, ùî {ϕh}



162 �àëèíà ÒÎ��ÀÍîðòîíîðìîâàíà â L2(ΩR). �îçãëÿíåìî �óíêöi¨ uN (x, t) =
N∑

h=1

cNh (t)ϕh(x), N ∈ N, äå
cN1 , c

N
2 , ..., c

N
N � ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ çàäà÷ Êîøi

∫

ΩR

[
uN

ttϕ
h +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

N
xixj

ϕh
xsxl

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
N
txi
ϕh

xj
+ a0(x, t)|uN

t |q−2uN
t ϕ

h+

+

n∑

i=1

ai(x, t)|uN
txi

|p−2uN
txi
ϕh

xi
+ c0(x, t)u

Nϕh − fR(x, t)ϕh

]
dx = 0, t ∈ [0, T ], (9)

cNh (0) = u
R,N
0,h , cNht(0) = u

R,N
1,h , h ∈ {1, ..., N}, (10)äå

u
R,N
0 (x) =

N∑

h=1

u
R,N
0,h ϕh(x), ‖uR,N

0 − uR
0 ‖H4(ΩR)∩H2

0 (ΩR) → 0,

u
R,N
1 (x) =

N∑

h=1

u
R,N
1,h ϕh(x), ‖uR,N

1 − uR
1 ‖H2(ΩR)∩H1

0 (ΩR)∩W 1,2p−2
0 (ΩR)∩L2q−2(ΩR) → 0ïðè N → ∞. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Êàðàòåîäîði [10, 
. 54℄ iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i(9), (10), ÿêèé ìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíó ïîõiäíó íà ïðîìiæêó [0, tN ]. Ç îöiíîê,îäåðæàíèõ íèæ÷å, âèïëèâà¹, ùî tN = T .Äîìíîæèìî (9) íà cNht, ïiäñóìó¹ìî çà h âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìî çà t âiä 0 äî

τ , äå τ ∈ (0, T ]
∫

QR
τ

[
uN

ttu
N
t +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

N
xixj

uN
txsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
N
txi
uN

txj
+

n∑

i=1

ai(x, t)|uN
txi

|p+

+a0(x, t)|uN
t |q + c0(x, t)u

NuN
t − f(x, t)uN

t

]
dxdt = 0. (11)Âðàõóâàâøè îöiíêó

J1 :=

∫

QR
τ

fR(x, t)uN
t dxdt 6

δ1χ0

2

∫

QR
τ

|uN
t |2dxdt+

δ1(1 − χ0)

q

∫

QR
τ

|uN
t |qdxdt+

+

(
χ0

2δ1
+

1 − χ0

q′δ
q′

q

1

) ∫

QR
τ

|f(x, t)|q0dxdt,äå δ1 > 0, χ0 = 1 ïðè q ∈ (1, 2], χ0 = 0 ïðè q > 2, i óìîâè (A), (C), ç (11) ëåãêîîòðèìàòè íåðiâíiñòü
∫

ΩR
τ

[
|uN

t |2 +A0

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2
]
dx +

∫

QR
τ

[
2A1

n∑

i=1

|uN
txi

|2 +

(
2A0 −

2δ1(1 − χ0)

q

)
|uN

t |q+

+2ν1

n∑

i=1

|uN
txi

|p
]
dxdt 6

(
C0 + 2T 2 + δ1χ0

) ∫

QR
τ

|uN
t |2dxdt +

(
χ0

δ1
+

2(1 − χ0)

q′δ
q′

q

1

)
×
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×
∫

QR
τ

|fR(x, t)|q0dxdt+

∫

ΩR
0

[
|uR,N

1 |2 +
A3 + 1

2

n∑

i,j=1

|uR,N
0xixj

|2 + 2T |uR,N
0 |2

]
dx,äå τ ∈ (0, T ], A3 = ess sup

Ω

n∑
i,j,s,l=1

|asl
ij(x)|2, C0 = ess sup

QT

|c0(x, t)|2. Âèáðàâøè δ1 = A0q
2 ,ìîæåìî çðîáèòè ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ëiâî¨ ÷àñòèíè îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi äîäàò-íèì. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó �ðîíóîëëà-Áåëìàíà, îòðèìà¹ìî

∫

ΩR
τ

[
|uN

t |2 +

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2
]
dx +

∫

QR
τ

[ n∑

i=1

|uN
txi

|2 +

n∑

i=1

|uN
txi

|p + |uN
t |q
]
dxdt 6 K1, (12)äå τ ∈ (0, T ], K1 � äîäàòíà êîíñòàíòà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N . Îòæå,

||uN ||L∞((0,T );H2
0(ΩR)) 6 K1,

||uN
t ||L∞((0,T );L2(ΩR))∩L2((0,T );H1

0 (ΩR))∩Lq(QR
T )∩Lp((0,T );W 1,p

0 (ΩR)) 6 K1. (13)Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî çà t ðiâíiñòü (9) (öå ìîæëèâî íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè). Îòðè-ìàíó ðiâíiñòü äîìíîæèìî íà cNhtt, ïiäñóìó¹ìî çà h âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìî çà tâiä 0 äî τ , äå τ ∈ (0, T ]. Îäåðæèìî
∫

QR
τ

[
uN

tttu
N
tt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

N
txixj

uN
ttxsxl

+

n∑

i,j=1

(
aijt(x, t)u

N
txi

+ aij(x, t)u
N
ttxi

)
uN

ttxj
+

+
n∑

i=1

(
ait(x, t)|uN

txi
|p−2uN

txi
uN

ttxi
+ (p− 1)ai(x, t)|uN

txi
|p−2|uN

ttxi
|2
)
+ a0t(x, t)|uN

t |q−2uN
tt +

+(q−1)a0(x, t)|uN
t |q−2|uN

tt |2+c0t(x, t)u
NuN

tt +c0(x, t)u
N
t u

N
tt−fR

t (x, t)uN
tt

]
dxdt = 0. (14)Îöiíèâøè äîäàíêè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi (14) (íà ïiäñòàâi óìîâ (A), (C), îòðèìà¹-ìî íåðiâíiñòü

∫

ΩR
τ

[
|uN

tt |2 +A2

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2
]
dx +

∫

QR
τ

[(
2ν1(p− 1) − δ2

) n∑

i=1

|uN
txi

|p−2|uttxi |2+

+A1

n∑

i=1

|uN
ttxi

|2 +
(
2(q − 1)A0 − δ3

)
|uN

t |q−2|uN
t |2
]
dxdt 6

A4 + 1

2

∫

ΩR
τ

n∑

i=1

|uN
txi

|2dx+

+

∫

QR
τ

[
A5 + 1

2

n∑

i=1

|uN
txi

|2 +
A6

δ2

n∑

i=1

|uN
txi

|p +
A7

δ3
|ut|q + |uN

tt |2
(
C1 + C0 + 1

)
+

+
(
1 + 2T 2

)
|uN

t |2
]
dxdt+

∫

ΩR
0

[
|uN

tt |2 +
A3 + 1

2

n∑

i,j=1

|uR,N
1xixj

|2 +
A4 + 1

2

n∑

i=1

|uR,N
1xi

|2+

+2T |uN
0 |2
]
dx+

∫

QR
τ

|fR
t (x, t)|2dx, δ2 > 0, δ3 > 0, (15)



164 �àëèíà ÒÎ��ÀÍäå C1 = ess sup
QT

|c0t(x, t)|2, A4 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijt(x, t)|2, A5 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijtt(x, t)|2,

A6 = ess sup
QT

n∑
i=1

|ait(x, t)|2, A7 = ess sup
QT

|a0t(x, t)|2. Âèáåðåìî δ2 < 2ν1(p − 1),
δ3 < 2A0(q − 1), òîäi ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ëiâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi áóäåäîäàòíèì.Îöiíèìî ∫

Ω0
|uN

tt |2dx. Äîìíîæèìî (9) íà cNhtt(0) i ïiäñóìó¹ìî çà h âiä 1 äî N .Îòðèìà¹ìî
∫

ΩR
0

[
|uN

tt (0)|2+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R,N
0xixj

uN
ttxsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, 0)uR,N
1xi

uN
ttxj

+a0(x, 0)|uR,N
1 |q−2uN

1 ×

×uN
tt +

n∑

i=1

ai(x, 0)|uR,N
1xi

|p−2u
R,N
1xi

uN
ttxi

+ c0(x, 0)uR,N
0 uN

tt − fR(x, 0)uN
tt

]
dx = 0.Çãiäíî ç óìîâàìè òåîðåìè ùîäî u0 i u1 òà (A), (C), ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹îöiíêà ∫

ΩR
0

|uN
tt |2dx 6 K2,äå K2 � äåÿêà êîíñòàíòà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N . Îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi(15) îáìåæåíà äåÿêîþ äîäàòíîþ êîíñòàíòîþ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N . Äî íåðiâíîñòi(15) çàñòîñó¹ìî ëåìó �ðîíóîëëà-Áåëìàíà. Îäåðæèìî

∫

ΩR
τ

[
|uN

tt |2 +

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2 +

n∑

i=1

|uN
txi

|2
]
dx +

∫

QR
τ

n∑

i=1

|uN
ttxi

|2dxdt 6 K3, (16)äå K3 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N , τ ∈ (0, T ]. Îòîæ,
||uN

tt ||L∞((0,T );L2(ΩR))∩L2((0,T );H1
0 (ΩR)) 6 K3,

||uN
t ||L2((0,T );H2

0(ΩR))∩Lp((0,T );W 1,p
0 (ΩR))∩Lq(QR

T ) 6 K3. (17)Ââåäåìî îïåðàòîð
A : Lp((0, T );W 1,p

0 (ΩR)) ∩ Lq(QR
T ) → Lp′

((0, T );W−1,p′

(ΩR)) + Lq′

(QR
T )çà �îðìóëîþ

〈A(u), v〉 =

∫

QR
T

[ n∑

i=1

ai(x, t)|utxi |p−2utxivtxi + a0(x, t)|ut|q−2utvt

]
dxdt,äå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìiæ åëåìåíòàìè ïðîñòîðó Lp′

((0, T );W−1,p′

(ΩR))+

+Lq′

(QR
T ) i Lp((0, T );W 1,p

0 (ΩR)) ∩ Lq(QR
T ). Âðàõîâóþ÷è (17), ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

||A(uN )||Lp′((0,T );W−1,p′(ΩR))+Lq′ (QR
T ) 6 K4, (18)äå ñòàëà K4 íå çàëåæèòü âiä N . Îòæå, íà ïiäñòàâi (13), (17), (18) iñíó¹ ïiäïîñëi-äîâíiñòü {uNk} ⊂ {uN} òàêà, ùî uNk → uR ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );H2

0 (ΩR)),
uNk

tt → uR
tt ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );L2(ΩR)), uNk

tt → uR
tt ñëàáêî â L2((0, T );H1

0 (ΩR)),
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uNk

t → uR
t ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );H2

0 (ΩR)), uNk
t → uR

t ñëàáêî â Lp((0, T );
W

1,p
0 (ΩR)) ∩ Lq(QR

T ), A(uNk) → χR ñëàáêî â Lp′

((0, T );W−1,p′

(ΩR)) + Lq′

(QR
T )) ïðè

Nk → ∞.Âðàõîâóþ÷è öi çáiæíîñòi, ç (9) ëåãêî îòðèìàòè ðiâíiñòü
∫

QR
T

[
uR

ttη +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

ηxsxl
+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
ηxj +

+c0(x, t)u
Rη − fR(x, t)η

]
dxdt+ 〈χR, η〉 = 0, (19)ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ L2((0, T );H2

0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR))∩

∩Lq(QR
T ). Äîâåäåìî, ùî A(uR) = χR. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
yk = 〈A(uNk) − A(v), uNk − v〉 =

∫

QR
T

[ n∑

i=1

ai(x, t)
(
uNk

txi
− vtxi

)(
|uNk

txi
|p−2uNk

txi
−

−|vtxi |p−2vtxi

)
+ a0(x, t)

(
uNk

t − vt

)(
|uNk

t |q−2uNk
t − |vt|q−2vt

)]
dxdt, k ∈ N.Ç íåðiâíîñòi (|ξ|r−2ξ − |η|r−2η

)(
ξ − η

)
> 0, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ r > 1, âèïëèâà¹, ùî

yk > 0. Îòæå,
0 6 yk = 〈A(uNk), uNk〉 − 〈A(v), uNk − v〉 − 〈A(uNk), v〉 =

=

∫

QR
T

[
fR(x, t)uNk

t − uNk
tt u

Nk
t −

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

Nk
xixj

uNk
txsxl

−

−
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
Nk
txi
uNk

txj
− c0(x, t)u

NkuNk
t

]
dxdt − 〈A(v), uNk − v〉 − 〈A(uNk), v〉.Ïåðåéäåìî â îñòàííié íåðiâíîñòi äî âåðõíüî¨ ãðàíèöi ïðè Nk → ∞. Âèêîðèñòîâóþ÷èëåìó 5.3 [11℄, îòðèìà¹ìî

0 6

∫

QR
T

[
fR(x, t)uR

t −
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

uR
txsxl

−
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
uR

txj
−

−c0(x, t)uRuR
t

]
dxdt − 〈A(v), uR − v〉 − 〈χR, v〉 − 1

2

∫

ΩR
T

|uR
t |2dx+

1

2

∫

ΩR
0

|uR
1 |2dx. (20)Îñêiëüêè uN

t ∈ L2((0, T );H1
0 (ΩR)), uN

tt ∈ L2((0, T );H1
0 (ΩR)), òî íà ïiäñòàâi ëå-ìè 1.2 [12, 
. 20℄ uR

t ∈ C((0, T );H1
0 (ΩR)).Ó �îðìóëi (19) ïðèéìåìî η = uR

t , ìàòèìåìî ðiâíiñòü
1

2

∫

ΩR
T

|uR
t |2dx+

∫

QR
T

[ n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

uR
txsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
uR

txj
+
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+c0(x, t)u

RuR
t − fR(x, t)uR

t

]
dxdt+ 〈χR, uR

t 〉 =
1

2

∫

ΩR
0

|uR
1 |2dx. (21)Äîäàâøè (20) i (21), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

〈χR −A(v), uR − v〉 > 0.Ïðèéìåìî uR − v = λω, λ ∈ R, λ > 0, ω ∈ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR)) ∩ Lq(QR

T ), òîäiîäåðæèìî
〈χR −A(uR − λω), λω〉 > 0.Îñêiëüêè λ > 0, òî ìîæåìî ïîäiëèòè îòðèìàíó íåðiâíiñòü íà λ. Ñïðÿìó¹ìî λ äî íóëÿi, âðàõîâóþ÷è ñåìiíåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà A, ìàòèìåìî

〈χR −A(uR), ω〉 > 0.Îñêiëüêè ω äîâiëüíå, òî ìîæåìî âçÿòè ω i äîäàòíå, i âiä'¹ìíå, òîìó
χR = A(uR). (22)Ïiäñòàâèìî (22) ó (19), îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (8) ç îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãîðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5)-(7).Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ ïî÷àòêîâi óìîâè. Ïiäñòàâèìî â (19)

η = η(x, t), η ∈ C2([0, T ];H2
0 (ΩR)), η(x, T ) = 0, ηt(x, T ) = 0. Ìàòèìåìî

∫

QR
T

[
uRηtt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

ηxsxl
+

n∑

i=1

ai(x, t)|uR
txi

|p−2uR
txi
ηxi + c0(x, t)u

Rη+

+a0(x, t)|uR
t |q−2uR

t η +
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
ηxj − fR(x, t)η

]
dxdt =

=

∫

ΩR
0

uR
t ηdx−

∫

ΩR
0

uRηtdx. (23)Äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ C2([0, T ];H2
0 (ΩR)) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∫

QR
τ

[
uRηtt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

ηxsxl
+ c0(x, t)u

Rv +

n∑

i=1

ai(x, t)|uR
txi

|p−2uR
txi
ηxi+

+a0(x, t)|uR
t |q−2uR

t η +

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
ηxj − fR(x, t)η

]
dxdt

=

∫

ΩR
0

uR
1 ηdx−

∫

ΩR
0

uR
0 ηtdx. (24)Âiäíÿâøè âiä (23) ðiâíiñòü (24), îäåðæèìî

∫

ΩR
0

(uR
t − uR

1 )η(x, 0)dx −
∫

ΩR
0

(uR − uR
0 )ηt(x, 0)dx = 0. (25)
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0 (ΩR). Òîäi

ηt(x, t) = −2w(x)(T − t)t+ w(x)(T − t)2, η(x, 0) = 0, ηt(x, 0) = w(x)T 2
1 .Îñêiëüêè w � äîâiëüíå, òî ç (25) îäåðæèìî, ùî uR

t (x, 0) = uR
1 (x). Àíàëîãi÷íî, âçÿâ-øè η(x, t) = w(x)(1 − t2), ç (25) îòðèìó¹ìî, ùî uR(x, 0) = uR

0 (x). Öiëêîì ïîäiáíîäîâîäèìî òåîðåìó äëÿ p ∈ (1, 2). �Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé îáëàñòü Ω ëåæèòü â øàði γ0 < x1 < γ1, Θ0 = γ1 − γ0,
u ∈ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)). Òîäi çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Ôðiäðiõñà
∫

Ωt

|u|pψ(x)dx 6 C(Θ0, p)

∫

Ωt

∣∣∣∣[(uψ(x))
1
p ]x1

∣∣∣∣
p

dx 6

6 C(Θ0, p)2
p−1

[ ∫

Ωt

|ux1 |pψ(x)dx +

(
ν

p

)p ∫

Ωt

|u|pψ(x)dx

]
,äå ψ(x) = e−ν

√
|x|2+1. Çâiäñè

(
1 − C(Θ0, p)2

p−1νp

pp

)∫

Ωt

|u|pψ(x)dx 6 C(Θ0, p)2
p−1

∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi |pψ(x)dx.Îòæå, ÿêùî ν < p
[C(Θ0,p)2p−1]1/p , òî
∫

Ωt

|u|pψ(x)dx 6 γ2

∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi |pψ(x)dx,äå γ2 =
1 − C(Θ0, p)2

p−1νpp−p

C(Θ0, p)2p−1
.Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (C), p ∈ (2,+∞), q ∈ (p,+∞),

n <
pq

q − p
, îáëàñòü Ω ëåæèòü â øàði γ0 < x1 < γ1, ν < min

{
p

[C(Θ0, p)2p−1]1/p
;

ν1pp
′

2ν2(1 + γ2)

}, u0 ∈ H2
0,ν(Ω), u1 ∈ L2

ν(Ω), f ∈ L2((0, T );L2
ν(Ω)). Òîäi iñíó¹ óçàãàëüíå-íèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (2)-(4), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

∫

QT

[
|u|2 + |ut|2 + |ut|q + |ut|p +

n∑

i=1

|utxi |p +

n∑

i=1

|utxi|2 +

n∑

i,j=1

|uxixj |2
]
ψ(x)dxdt 6 M1,äå ψ(x) = e−ν

√
|x|2+1 i ñòàëà M1 çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, âiëüíîãî ÷ëåíàòà êîå�iöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ, à òàêîæ ÷èñëà ν.Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî â îáìåæåíié îáëàñòi Qk

T , äå k ∈ N, äîïîìiæíó çàäà÷ó
A(u) = fk,k, (x, t) ∈ Qk

T ,

u|∂Ωk×(0,T ) = 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂Ωk×(0,T )

= 0, (26)
u(x, 0) = u

k,k
0 (x), ut(x, 0) = u

k,k
1 (x), x ∈ Ωk,
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{
fk(x, t), (x, t) ∈ Qk

T ,

0, (x, t) ∈ QT \Qk
T ,

à ïî÷àòêîâi óìîâè ìàþòü òàêèé âèãëÿä:
u

k,k
0 (x) = uk

0(x)ψ
k(x), u

k,k
1 (x) = uk

1(x)ψ
k(x)ç ψk(x) =

{
1, ïðè |x| < k − 1
0, ïðè |x| > k,

i 0 6 ψk(x) 6 1, x ∈ R
k, ψk ∈ C4(Rn).Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi {fk}, {uk

0}, {uk
1} òàêi, ùî

fk ∈ C1([0, T ];C(Ω)), uk
0 ∈ C4

0 (Ω), uk
1 ∈ C2

0 (Ω), fk → f â L2((0, T );L2
ν(Ω)),

uk
0 → u0 â H2

0,ν(Ω), uk
1 → u1 â L2

ν(Ω) ïðè k → ∞. (27)Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê uk çàäà÷i (26), k ∈ N \ {1}.Çãiäíî ç (9) ìà¹ìî ðiâíiñòü
∫

Qτ

[
uk

ttu
k
t e

−µtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(uk
t e

−µtψ(x))xsxl
+ c0(x, t)u

kuk
t e

−µtψ(x)+

+
n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(uk
t e

−µtψ(x))xi +
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxi(u
k
t e

−µtψ(x))xj +

+a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t u
k
t e

−µtψ(x)

]
dxdt =

∫

Qτ

fk,kuk
t e

−µtψ(x)dxdt, (28)äå τ ∈ (0, T ], k ∈ N \ {1}, ψ(x) = e−ν
√

|x|2+1, ν > 0, µ > 0.Îöiíèìî äîäàíêè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi. Î÷åâèäíî,
J2 :=

∫

Qτ

uk
ttu

k
t e

−µtψ(x)dxdt =
1

2

∫

Ωτ

|uk
t |2e−µτψ(x)dx+

+
µ

2

∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt − 1

2

∫

Ω0

|uk,k
1 |2ψ(x)dx.Îñêiëüêè (ψ(x))xi = − νxi√

|x|2+1
ψ(x),

(ψ(x))xixj =
ν2xixj

|x|2 + 1
ψ(x) − ν

(
δij√

|x|2 + 1
− xixj

(|x|2 + 1)3/2

)
ψ(x),äå δij =

{
1, i = j

0, i 6= j,
i |(ψ(x))xi | 6 νψ(x), |(ψ(x))xixj | 6 (ν2 + 3ν)ψ(x), òî íà ïiäñòàâióìîâ (A) i (C) ìà¹ìî

J3 :=

∫

Qτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
txsxl

e−µtψ(x)dxdt >
A2

2

∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µτψ(x)dx−

−A3 + 1

4

∫

Ω0

n∑

i,j=1

|uk,k
0xixj

|2ψ(x)dx +
µA2

2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µtψ(x)dxdt;
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J4 :=

∫

Qτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
txs

(ψ(x))xl
e−µtdxdt >

> −νn
2A8

2δ4

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µtψ(x)dxdt − νn3A8δ4

2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|2e−µtψ(x)dxdt,äå δ4 > 0, A8 = max
i,j,s,l∈{1,...,n}

sup
Ω

|asl
ij(x)|;

J5 :=

∫

Qτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
t (ψ(x))xsxl

e−µtdxdt >

> −n
2(ν2 + 3ν)A8

2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µtψ(x)dxdt− n4(ν2 + 3ν)A8

2

∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt;

J6 :=

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi
uk

txi
e−µtψ(x)dxdt > ν1

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pe−µtψ(x)dxdt;

J7 =

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi
ut(e

−µtψ(x))xidxdt >

> −νν2
p′

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pe−µtψ(x)dxdt − νν2n

p

∫

Qτ

|uk
t |pe−µtψ(x)dxdt.Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 1

∫

Qτ

|uk
t |pψ(x)e−µtdxdt 6 γ2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pψ(x)e−µtdxdtïðè 0 < ν <
p

[
C(Θ0, p)2p−1

]1/p
, òîìó

J7 > −
(
νν2

p′
+
νν2nγ2

p

) ∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pe−µtψ(x)dxdt.Äàëi
J8 :=

∫

Qτ

a0(x, t)|uk
t |qe−µtψ(x)dxdt > A0

∫

Qτ

|uk
t |qe−µtψ(x)dxdt;

J9 :=

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi
uk

txj
e−µtψ(x)dxdt > A1

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|2e−µtψ(x)dxdt;

J10 :=

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi
uk

t (e−µtψ(x))xidxdt > −nνA9δ5

2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|2e−µtψ(x)dxdt−
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−n

2νA9

2δ5

∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt,äå δ5 > 0, A9 = max

i,j∈{1,...,n}
sup
QT

|aij(x)|;
J11 :=

∫

Qτ

fk,k(x, t)uk
t e

−µtψ(x)dxdt 6 −
∫

Qτ

[
δ6

q
|uk

t |q +
1

q′δ
q′/q
6

|fk,k(x, t)|q′

]
e−µtψ(x)dxdt,äå δ6 > 0;

J12 :=

∫

Qτ

c0(x, t)u
kuk

t e
−µtψ(x)dxdt 6

(
C2

2
+ C2T

2

) ∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt+

+C2T

∫

Ω0

|uk
0 |2ψ(x)dxdt,äå C2 = ess sup

QT

c0(x, t).Âðàõîâóþ÷è îöiíêè iíòåãðàëiâ J2 − J12, ç ðiâíîñòi (28) îäåðæèìî íåðiâíiñòü
1

2

∫

Ωτ

[
|uk

t |2 +A2

k∑

i,j=1

|uk
xixj

|2
]
e−µτψ(x)dx +

∫

Qτ

[(
µ

2
− n4A8(ν

2 + 3ν)

2
− C2

2
− C2T

2−

−n
2νA9

2δ5

)
|uk

t |2 +

(
µA2

2
− νn2A8

δ4
− n2(ν2 + 3ν)A8

2

) n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2 +

(
ν1 −

2νν2
p′

−

−2νν2γ2

p

) n∑

i=1

|uk
txi

|p +

(
A1 −

nνA9δ5

2
− νn3A8δ4

) n∑

i=1

|uk
txi

|2+

+

(
A0 −

δ6

q

)
|uk

t |q
]
e−µtψ(x)dxdt 6

1

q′δ
q′/q
6

∫

Qτ

|fk,k(x, t)|q′

e−µtψ(x)dxdt+

+
1

2

∫

Ω0

[
|uk,k

1 |2 +
A3 + 1

2

n∑

i,j=1

|uk,k
0xixj

|2 + 2C2T |uk,k
0 |2

]
ψ(x)dx. (29)Âèáåðåìî δ4, δ5, δ6 òàêi, ùîá A0 − δ6

p > 0, A1 − nνA9δ5

2 − νn3A8δ4 > 0, i íåõàé
0 < ν < min

{
ν1pp

′

2ν2(1 + γ2)
;

p
[
C(Θ0, p)2p−1

]1/p

}
.Òîäi ç (29) îäåðæèìî íåðiâíiñòü

∫

Ωτ

[
|uk

t |2 +

k∑

i,j=1

|uk
xixj

|2
]
ψ(x)dx +

∫

Qτ

[
|uk

t |2 + |uk|2 +

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2 +

n∑

i=1

|uk
txi

|p+

+

n∑

i=1

|uk
txi

|2 + |uk
t |q
]
ψ(x)dxdt 6 M2, (30)äå ñòàëà M2 íå çàëåæèòü âiä k.



ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß... 171Çàçíà÷èìî, ùî íà ïiäñòàâi (30) ïîñëiäîâíiñòü {uk} îáìåæåíà ó ïðîñòîði
L2((0, T );H2

0,ν(Ω)), à ïîñëiäîâíiñòü {uk
t } � ó ïðîñòîði Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );

Lq
ν(Ω)) ∩ L2((0, T );H1

0,ν(Ω)). Îòæå, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {uk} (íåõàéäëÿ çðó÷íîñòi öå áóäå òà ñàìà ïîñëiäîâíiñòü) òàêà, ùî
uk → u ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );H2

0,ν(Ω)),

uk
t → ut ñëàáêî â Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq
ν(Ω)) ∩ L2((0, T );H1

0,ν(Ω))

uk
t → ut ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );L2

ν(Ω)) ïðè k → ∞. (31)Íåõàé R0 > 1 � äîâiëüíå �iêñîâàíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî
H2

0,Ω(ΩR0) =

{
u : u ∈ H2(ΩR0), u

∣∣
∂Ω∩BR0

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω∩BR0

= 0

}
,

L
q
Ω(ΩR0) =

{
u : u ∈ Lq(ΩR0)

}
, W

1,p
0,Ω(ΩR0) =

{
u : u ∈W 1,p(ΩR0), u

∣∣
∂Ω∩BR0

= 0

}
,

R0 � îïåðàòîð çâóæåííÿ �óíêöi¨ u, âèçíà÷åíî¨ i âèìiðíî¨ â Ω, íà îáëàñòü ΩR0 .Íà ïiäñòàâi (30) ïîñëiäîâíiñòü {R0u
k} îáìåæåíà â ïðîñòîði L2((0, T );H2

0,Ω(ΩR0)),à ïîñëiäîâíiñòü {R0u
k
t } � ó ïðîñòîði Lp((0, T );W 1,p

0,Ω(ΩR0)) ∩ Lq((0, T );Lq
Ω(ΩR0)).Çàçíà÷èìî, ùî ∀k ∈ N\{1} â îáëàñòi QR0

T â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
uk

tt = −
n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)u

k
xixj

)xsxl
+

n∑

i=1

(ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

)xi − a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t−

−c0(x, t)uk +
n∑

i,j=1

(aij(x, t)u
k
txi

)xj + fk,k(x, t). (32)Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (30), (32) i óìîâó (A), ëåãêî îäåðæàòè îöiíêó
||R0u

k
tt||V ∗(Q

R0
T )

6 K5, (33)äå K5 íå çàëåæèòü âiä k, à
V ∗(QR0

T )=L2
(
(0, T ); (H2

0,Ω(ΩR0))∗
)
+Lp′

(
(0, T ); (W 1,p

0,Ω(ΩR0))∗
)
+Lq′

(
(0, T );Lq′

Ω(ΩR0)
)
.Îòæå, iñíó¹ òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {R0u

k} (íåõàé öå òà ñàìàïîñëiäîâíiñòü), ùî
R0u

k → uR0 ñëàáêî â L2((0, T );H2(ΩR0)),

R0u
k
t → uR0

t ñëàáêî â Lp((0, T );W 1,p
0,Ω(ΩR0)) ∩ Lq((0, T );Lq

Ω(ΩR0)).Êðiì òîãî, îñêiëüêè
W

1,p
0,Ω(ΩR0) ⊂ Lq(ΩR0) ⊂ (H2

0,Ω(ΩR0))∗ + (W 1,p
0,Ω(ΩR0))∗,ïðè÷îìó âêëàäåííÿ

W
1,p
0,Ω(ΩR0) ⊂ Lq(ΩR0)êîìïàêòíå ïðè n <

pq

q − p
, òî âðàõîâóþ÷è (33) i òåîðåìó 5.1 [12, 
. 70℄, ìîæåìîââàæàòè, ùî

R0u
k
t → uR0

t ñèëüíî â Lq((0, T );Lq(ΩR0))
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T . ÍåõàéR0 ïîñëiäîâíî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ÷èñåë N. Âðàõîâóþ÷è äiàãîíàëüíèé ïðîöåñ, ìîæåìî ïîáóäóâàòè òàêó ïiäïîñëiäîâ-íiñòü (íåõàé öå çíîâó áóäå {uk}), ùî
uk → û ñëàáêî â L2((0, T );H2

0,loc(Ω)),

uk
t → ût ñëàáêî â Lp((0, T );W 1,p

0,loc(Ω)) ïðè k → ∞. (34)Î÷åâèäíî, û = u â QT . Òîäi
uk

t → ut ñèëüíî â Lq((0, T );Lq
ν(Ω)).Ëåãêî äîâåñòè, ùî

uk
t → ut ñèëüíî â L2((0, T );L2

ν(Ω)).Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íà ïiäñòàâi (30)
∫

QT

∣∣∣∣|u
k
txi

|p−2uk
txi
e
− ν

p′

√
|x|2+1

∣∣∣∣
p′

dxdt 6

∫

QT

|uk
txi

|pψ(x)dxdt 6 K6,

i ∈ {1, ..., n}, äå ñòàëà K6 íå çàëåæèòü âiä k. Òîìó ìîæåìî ââàæàòè, ùî
|uk

txi
|p−2uk

txi
→ χi ñëàáêî â Lp′

((0, T );Lp′

ν (Ω))ïðè k → ∞, i ∈ {1, ..., n}. Çàçíà÷èìî, ùî ∀w ∈ L2((0, T );H2
0,ν(Ω)) òàêèõ, ùî

wt ∈ Lp((0, T );W 1,p
0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq

ν(Ω)) ∩ L2((0, T );H1
0,ν(Ω)) ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

∫

ΩT

uk
twe

−µTψ(x)dx +

∫

QT

[
µuk

twψ(x) − uk
twtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(wψ(x))xsxl
+

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi

(wψ(x))xj +
n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(wψ(x))xi + c0(x, t)u
kwψ(x)+

+a0(x, t)|uk
t |q−2uk

twψ(x) − fk,k(x, t)wψ(x)

]
e−µtdxdt =

∫

Ω0

uk
t (x, 0)wψ(x)dx, (35)äå k ∈ N\{1}, µ > 0, ν > 0, ïðè÷îìó ó öié ðiâíîñòi ìîæíà ïðèéíÿòè w = uk

t .ßêùî µ = 0, òî âðàõîâóþ÷è (31), (33), (34), ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (35) ïðè k → ∞(w(x, T ) = 0, w(x, 0) = 0):
∫

QT

[
− utwtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj (wψ(x))xsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(wψ(x))xj +

+
n∑

i=1

ai(x, t)χi(wψ(x))xi + a0(x, t)|ut|q−2utwψ(x)+

+c0(x, t)uwψ(x) − f(x, t)wψ(x)

]
dxdt = 0. (36)



ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß... 173Ç (36), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî â îáëàñòi QT â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
utt = −

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj )xsxl

+

n∑

i,j=1

(aij(x, t)utxi)xj +

+

n∑

i=1

(ai(x, t)χi)xi − a0(x, t)|ut|q−2ut − c(x, t)u − f(x, t). (37)Îòæå, utt ∈ L2((0, T ); (H2
0,ν(Ω))∗)+Lp′

((0, T ); (W 1,p
0,ν (Ω))∗)+Lq′

((0, T ); (Lq
ν(Ω))∗). Àëå

ut ∈ L2((0, T );H1
0,ν(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq
ν(Ω)),òîìó

ut ∈ C([0, T ]; (H2
0,ν(Ω))∗ + (W 1,p

0,ν (Ω))∗ + (Lq
ν(Ω))∗).Íåõàé τ0, β ∈ (0, T ), τ0 < β, Θm � íåïåðåðâíà êóñêîâî-ëiíiéíà �óíêöiÿ íà [0, T ];

Θm(t) = 1 ïðè τ0 + 2
m < t < β − 2

m ; Θm(t) = 0 ïðè t > β − 1
m , t < τ0 + 1

m . Íåõàé ρl �ðåãóëÿðèçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü â D(R), ρl(t) = ρl(−t),
∞∫

−∞

ρl(t)dt = 1, supp ρl ⊂
[
− 1

l
,
1

l

]
, l > 2m.Ïðèéìåìî â �îðìóëi (36)

w =

[
(Θmute

−µt
2 ) ∗ ρl ∗ ρl

]
Θme

−µt/2,äå ∗ ïîçíà÷à¹ çãîðòêó çà çìiííîþ t. Íåõàé ϕ(t) = e−µt/2.Òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ β i τ0 îäåðæèìî
−
∫

QT

u2
t Θm(t)Θ′

m(t)e−µtψ(x)dxdt+

∫

QT

[
−

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x)Θm(t)Θ′
m(t)+

+
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x)Θ2
m(t) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+

+utxl
(ψ(x))xs

)
e−µtΘ2

m(t) +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(ψ(x))xsxl

e−µtΘ2
m(t)+

+
µ

2
u2

t Θ
2
m(t)e−µtψ(x) +

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(utψ(x))xje
−µtΘ2

m(t)+

+

n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ(x))xie
−µtΘ2

m(t) + a0(x, t)|ut|qΘ2
m(t)ψ(x)e−µt+

+c0(x, t)uutΘ
2
m(t)ψ(x)e−µt − f(x, t)utψ(x)Θ2

m(t)e−µt

]
dxdt = 0. (38)
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Θm(t) =





m(t− τ0) − 1, t ∈
[
τ0 +

1

m
, τ0 +

2

m

]

−m(t− β) + 1, t ∈
[
β − 2

m
,β − 1

m

]
,òî çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ [13, 
. 114℄,

m

τ0+
2
m∫

τ0+ 1
m

g(t)
(
m(t− τ0) − 1

)
dt = mg(ξ)

[
mt2

2
−
(
mτ0 + 1

)
t

]∣∣∣∣
τ0+

2
m

τ0+
1
m

=
µ0

2
,äå µ0 ∈ [β0, β1], β0 6 g(x) 6 β1 íà [τ0 + 1

m , τ0 + 2
m ]. Ïåðåéäåìî â (38) äî ãðàíèöi ïðè

m→ ∞ :

1

2

∫

Ωβ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
ψ(x)e−µtdx+

∫

Qτ0,β

[
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

ψ(x)+

+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+ utxl
(ψ(x))xs

)
+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(ψ(x))xsxl

+

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(utψ(x))xj +
n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ(x))xi +
µ

2
|ut|2ψ(x)+a0(x, t)|ut|qψ(x)+

+c0(x, t)uutψ(x) − f(x, t)utψ(x)

]
e−µtdxdt =

=
1

2

∫

Ωτ0

[
|ut|2 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxs,xl

]
ψ(x)e−µtdx. (39)Ìíîæèíà {ut(·, t)

} îáìåæåíà â L2
ν(Ω) i ut ∈ C([0, T ]; (H2

0,ν(Ω))∗ + (W 1,p
0,ν (Ω))∗+

+(Lq
ν(Ω))∗). Îòæå, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê tk⊂ [0, T ], tk→0 òàêèõ, ùî ut(·, tk)→z1ñëàáêî â L2

ν(Ω). Ç iíøîãî áîêó, ut(·, tk) → ut(·, 0) → u1 ñëàáêî â (H2
0,ν(Ω))∗+

+(W 1,p
0,ν (Ω))∗ + (Lq

ν(Ω))∗. Òîìó z1 = u1 i ut(·, tk) → u1 ñëàáêî â L2
ν(Ω).Ìíîæèíà {u(·, t)} îáìåæåíà â L2

ν(Ω), u ∈ L∞([0, T ];H2
0,ν(Ω)). Îòîæ, iñíó¹ ïî-ñëiäîâíiñòü òî÷îê {tk} ⊂ (0, T ], tk → 0 òàêèõ, ùî u(·, tk) → z0 ñëàáêî â H2

0,ν(Ω),
u(·, tk) → u(·, 0) = u0 â L2

ν(Ω). Òîìó z0 = u0 i u(·, tk) → u0 ñëàáêî â H2
0,ν(Ω). Ç (39)îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

1

2

∫

Ωτ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxsxl

uxixj

]
ψ(x)e−µτdx+

∫

Qτ

[
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxsxl

uxixjψ(x)+

+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+ utxl
(ψ(x))xs

)
+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(ψ(x))xsxl

+
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+

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(x, t)(utψ(x))xj +

n∑

i=1

ai(x)χi(utψ(x))xi + a0(x, t)|ut|qψ(x)+

+
µ

2
u2

tψ(x) + c0(x, t)uutψ(x)

]
e−µtdxdt >

1

2

∫

Ω0

[
u2

1 +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψ(x)dx+

+

∫

Qτ

f(x, t)utψ(x)e−µtdxdt (40)ìàéæå äëÿ âñiõ τ ∈ [0, T ]. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {Yk}, âèçíà÷åíó ðiâíîñòÿìè
0 6 Yk :=

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)(|uk
txi

|p−2 − |wxi |p−2wxi)(u
k
txi

− wxi)e
−µtψ(x)+

+a0(x, t)(|uk
t |p−2uk

t − |w|p−2w)(uk
t − w)e−µtψ(x)

]
dxdt =

=

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p + a0(x, t)|uk
t |p
]
e−µtψ(x)dxdt−

−
∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(wψ)xi + a0(x, t)|uk
t |q−2uk

twψ

]
e−µtdxdt−

−
∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi(u
k
t − w)xiψ + a0(x, t)|w|q−2w(uk

t − w)ψ

]
e−µtdxdt.Ïðèéìåìî

gk :=

∫

Qβ

[
fku

k
t e

−µtψ(x) − µ

2
|uk

t |2e−µtψ(x) −
n∑

i,j,l,s=1

1

2
µasl

ij(x)u
k
xixj

uk
xsxl

e−µtψ(x)−

−
n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(
uk

txs
(e−µtψ(x))xl

+ uk
txl

(e−µtψ(x))xs

)
−

n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
t×

×(e−µtψ(x))xsxl
−

n∑

i,j=1

aij(x)u
k
txi
uk

txj
e−µtψ(x) −

n∑

i,j=1

aij(x)u
k
txi
uk

t (e−µtψ(x))xj−

−
n∑

i=1

ai(x)|uk
txi

|p−2uk
txi
uk

tψxi(x)e
−µt − c0(x)u

kuk
t e

−µtψ(x)

]
dxdt− 1

2

∫

Ωβ

[
|uk

t |2+

+

n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
xsxl

]
e−µβψ(x)dx+

1

2

∫

Ω0

[
|uk

1 |2 +

n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
0xixj

uk
0xsxl

]
ψ(x)dx.(41)
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∫

Qβ

[
u2

t + u2 +

n∑

i,j=1

|uxixj |2 +

n∑

i,j=1

|utxixj |2
]
dxdt <∞ìîæíà ââåñòè åêâiâàëåíòíó íîðìó çà �îðìóëîþ (ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ µ)

||u||X =

( ∫

Qβ

[
1

2
µ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+

+utxl
(ψ(x))xs

)
e−µt+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e

−µtψ(x))xlxs +
n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−µtψ(x)+

+

n∑

i,j=1

utxiut(e
−µtψ(x))xj − uute

−µtψ(x) + c0(x)uute
−µtψ(x)+

+
µ

2
u2e−µtψ(x) +

µ

2
u2

t e
−µtψ(x)

]
dxdt

)1/2

.Òîìó
sup lim

k→∞
gk 6

∫

Qβ

[
− µ

2
|ut|2e−µtψ(x) − µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj(ue

−µtψ(x))xsxl
+

+f(x, t)ute
−µtψ(x) −

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(e

−µtψ(x))xl
+ utxl

(e−µtψ(x))xs

)
−

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−µtψ(x) −

n∑

i,j=1

aij(x)utxiut(e
−µtψ(x))xj−

−
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e

−µtψ(x))xsxl
−

n∑

i=1

ai(x)χiutψxi(x)e
−µt−

−c0(x)uute
−µtψ(x)

]
dxdt− 1

2

∫

Ωβ

[
u2

t +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
e−µβ−ν

√
|x|2+1dx+

+
1

2

∫

Ω0

[
u2

1 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψ(x)dx.Îòîæ,

0 6 sup lim
k→∞

Yk 6

∫

Qβ

[
− µ

2
|ut|2e−µtψ(x) − µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x)+

+f(x, t)ute
−µtψ(x) −

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(e

−µtψ(x))xl
+ utxl

(e−µtψ(x))xs

)
−
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−

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e

−µtψ(x))xsxl
−

n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−µtψ(x)−

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxiute
−µt(ψ(x))xj −

n∑

i=1

ai(x)χiutwxie
−µt−

−c0(x)uute
−µtψ(x)

]
dxdt− 1

2

∫

Ωβ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
e−µβ−ν

√
|x|2+1dx+

+
1

2

∫

Ω0

[
u2

1 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψ(x)dx −

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi×

×
(
(ut − w)e−µtψ(x)

)
xi

+ a0(x, t)|w|q−2w(ut − w)e−µtψ(x)

]
dxdt+

+

∫

Qβ

[
−

n∑

i=1

ai(x, t)χi(wxiψ(x))e−µt − a0(x, t)|ut|q−2utwe
−µt

]
dxdt. (42)Äîäàâøè (39) i (42), îäåðæèìî

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ(x))xi + a0(x, t)|ut|pψ(x) −
n∑

i=1

ai(x, t)χiwxiψ(x)−

−a0(x, t)|ut|q−2utwψ(x)

]
e−µtdxdt−

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi((ut − w)xiψ(x))+

+a0(x, t)|w|p−2w(ut − w)ψ(x)

]
e−µtdxdt > 0.Íåõàé w = ut − λz, λ > 0. Òîäi îòðèìàíà íåðiâíiñòü íàáóäå âèãëÿäó

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)χi(zxiψ(x)) + a0(x, t)|ut|p−2utzψ(x) −
n∑

i=1

ai(x, t)|utxi − λzxi |p−2×

×(utxi − λzxi)zxiψ(x) − a0(x, t)|ut − λz|q−2(ut − λz)zψ(x)

]
e−µtdxdt > 0. (43)Ïåðåéäåìî â (43) äî ãðàíèöi ïðè λ→ +0 :

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)(χi − |utxi |p−2utxi)(zxiψ(x))

]
e−µtdxdt > 0.Çâiäêè, çîêðåìà,

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)(χi − |utxi |p−2utxi)(zxiψ(x))

]
e−µtdxdt = 0äëÿ âñiõ z ∈ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)). Îòæå, χi = |utxi |p−2utxi ìàéæå âñþäè â QT ,
i ∈ {1, ..., n}.



178 �àëèíà ÒÎ��ÀÍÇàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè âèêîíàííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Íà ïiäñòàâi (31) ìîæåìîââàæàòè, ùî uk(·, 0) → u(·, 0) ñëàáêî â L2
ν(Ω). Àëå uk(·, 0) = u

k,k
0 → u0 âH2

0,ν(Ω). Òîìó
u(x, 0) = u0(x). Àíàëîãi÷íî, uk

t (·, 0) → uy(·, 0) ñëàáêî â L2
ν(Ω), à uk

t (·, 0) = u
k,k
1 → u1â L2

ν(Ω). Îòîæ, ut(x, 0) = u1(x). �Íåõàé p ∈ (1, 2). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a i b ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b) 6 2p−1|a− b|p.Çâiäêè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ îöiíêà

||a|p−2a− |b|p−2b|p′

6 2(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b). (44)Íåõàé, êðiì òîãî, q > 1. �îçãëÿíåìî ïðîñòið �óíêöié v òàêèõ, ùî v ∈ L2((0, T );
H2

0,loc(Ω)), vt ∈ L2((0, T );H1
0,loc(Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq

loc(Ω)). Ç öüîãî ïðîñòîðó âèäiëèìîìíîæèíó �óíêöié, äëÿ ÿêèõ
∫

QT

[
v2 + v2

t + |vt|p + |vt|q +

n∑

i=1

|vtxi |p +

n∑

i=1

|vtxi |2 +

n∑

i,j=1

|vxixj |2
]
(|x|2 + 1)−ρdxdt <∞,äå ρ > 0. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç Mρ. Ââåäåìî ìíîæèíó M =

⋃
ρ>0

Mρ. Çàçíà÷èìî òàêå:ÿêùî v ∈ M, òî iñíó¹ òàêå ρ > 0, ùî v ∈ Mρ. Íåõàé ν > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî. Òîäiiñíó¹ òàêà ñòàëà A(ν, ρ), ùî äëÿ âñiõ x ∈ R
n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

e−ν
√

|x|2+1
6 A(ν, ρ)(|x|2 + 1)−ρ.Îòæå, ÿêùî v ∈ M, òî

∫

QT

[
v2 + v2

t + |vt|p + |vt|q +

n∑

i=1

|vtxi |p +

n∑

i=1

|vtxi |2 +

n∑

i,j=1

|vxixj |2
]
e−ν

√
|x|2+1dxdt <∞,ÿêå á íå áóëî ÷èñëî ν > 0.Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (C), p ∈ ( 2n

n+2 , 2), q > 1, u0 ∈ H2
0,loc(Ω),

u1 ∈ L2
loc(Ω), f ∈ Lq0((0, T );Lq0

loc(Ω)). Òîäi çàäà÷à (2)-(4) íå ìîæå ìàòè áiëüøåîäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó â êëàñi �óíêöié M.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè u1 i u2 çàäà÷i (2)-(4).Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó, çàçíà÷èìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∫

Ωτ

uk
t vψ(x)dx +

∫

Qτ

[
− uk

t vtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(vψ(x))xsxl
+

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi

(vψ(x))xi + c0(x, t)u
kvψ(x) +

n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(vψ(x))xi+

+a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t vψ(x)

]
dxdt =

∫

Ω0

u1vψ(x)dx+

∫

Qτ

f(x, t)vψ(x)dxdt, k ∈ {1, 2}, (45)äëÿ âñiõ τ ∈ (0, T ] i äîâiëüíèõ v ∈ L2((0, T );H2
0,ν(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω))∩
∩Lq((0, T );Lq

ν(Ω)) òàêèõ, ùî vt ∈ L2((0, T );L2
ν(Ω)), äå ν > 0. Ïîçíà÷èìî u1,2 =
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= u1 − u2. Î÷åâèäíî, u1,2(x, 0) = 0 ìàéæå âñþäè â Ω. Âiäíiìåìî ðiâíîñòi (45) ïðè
k = 1 i k = 2 òà ïðèéìåìî

v =

[(
Θmu

1,2
t e−µt/2

)
∗ ρl ∗ ρl

]
Θme

−µt/2.Àíàëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2 ëåãêî äîâåñòè ðiâíiñòü
1

2

∫

Ωτ

[
|u1,2

t |2 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

u1,2
xsxl

]
ψ(x)e−µtdx+

∫

Qτ

[
µ

2
|u1,2

t |2ψ(x)+

+
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

u1,2
xsxl

ψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

(
u

1,2
txs

(ψ(x))xl
+ u

1,2
txl

(ψ(x))xs

)
+

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
1,2
txi

(u1,2
t ψ(x))xj + c0(x, t)u

1,2u
1,2
t ψ(x)+

+

n∑

i=1

ai(x, t)(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)(u1,2
t ψ(x))xi

]
e−µtdxdt+

+

∫

Qτ

a0(x, t)(|u1
t |q−2u1

t − |u2
t |q−2u2

t )u
1,2
t ψ(x)e−µtdxdt = 0 (46)ïðàâèëüíó äëÿ ìàéæå âñiõ τ ∈ (0, T ]. Çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç óìîâîþ (A) ïåðøèé iòðåòié iíòåãðàëè ó ðiâíîñòi (46) íåâiä'¹ìíi. Òîìó çâiäñè îäåðæèìî íåðiâíiñòü âèãëÿäó

∫

Qτ

[
µ

2
|u1,2

t |2ψ(x) +
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

u1,2
xsxl

ψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

(
u

1,2
txs

(ψ(x))xl
+

+u1,2
txl

(ψ(x))xs

)
+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
1,2
txi

(u1,2
t ψ(x))xj + c0(x, t)u

1,2u
1,2
t ψ(x)

]
e−µtdxdt+

+

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x, t)(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)(u1,2
t ψ(x))xie

−µtdxdt 6 0. (47)Âèáðàâøè íåâèêëþ÷íó ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê {τh} ⊂ (0, T ] òàêó, ùî lim
h→∞

τh = T ,îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü (47) i äëÿ τ = T . Íàäàëi â (47) ïðèéìåìî τ = T . Ïîçíà÷èìîïåðøèé iíòåãðàë â (47) ÷åðåç P1. Òîäi íà ïiäñòàâi óìîâ (A), (C) (öiëêîì ïîäiáíî ÿêïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2) ìàòèìåìî îöiíêó
P1 >

∫

QT

[(
µ

2
− A8n

4(ν2 + 3ν)

2
− n2νA9

2δ5
− C2(1 + 2T 2)

2

)
|u1,2

t |2 +

(
µA2

2
− νn2A8

δ4
−

−n
2(ν2 + 3ν)A8

2

) n∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2 +

(
A1 − νn3A8δ4 −

nνA9δ5

2

) n∑

i=1

|u1,2
txi

|2
]
ψ(x)e−µtdxdt.
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P1 >

∫

QT

[
ω1|u1,2

t |2 + ω0

n∑

i=1

|u1,2
txi

|2 + ω0

n∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2
]
ψ(x)e−µtdxdt,äå ω0 > 0, ω1 > ν1n

2 +1. Ïîçíà÷èìî äðóãèé iíòåãðàë ó (47) ÷åðåç P2. Çãiäíî ç óìîâîþ(A) i íåðiâíiñòþ (44) ìà¹ìî
P2 > ν0

∫

QT

n∑

i=1

(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)u1,2
txi
ψ(x)e−µtdxdt−

−ν1n
2

∫

QT

|u1,2
t |2ψ(x)e−µtdxdt−ν1ε1

p′

∫

QT

n∑

i=1

(|u1
txi

|p−2u1
txi

−|u2
txi

|p−2u2
txi

)p′

ψ(x)e−µtdxdt−

−ν1n(2 − p)ν
2p

2−p

2pε
2(p−1)
2−p

1

∫

QT

ψ(x)e−µtdxdt >

>

(
ν0 −

2ν1ε1
p′

) ∫

QT

n∑

i=1

(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)u1,2
txi
ψ(x)e−µtdxdt−

−ν1n
2

∫

QT

|u1,2
t |2ψ(x)e−µtdxdt − ν1n(2 − p)(n− 1)!σn−1

2pε
2(p−1)
2−p

1

ν
2p

2−p−n,äå σn−1 � ïëîùà ïîâåðõíi îäèíè÷íî¨ (n − 1)-âèìiðíî¨ ñ�åðè. Âèáåðåìî ε1 =
ν0p

′

2ν1
.Òîäi, âðàõîâóþ÷è îöiíêè iíòåãðàëiâ P1 i P2, ç (47), îäåðæèìî íåðiâíiñòü∫

QT

|u1,2
t |2ψ(x)dxdt 6 ω2ν

2p
2−p−n,äå ñòàëà ω2 íå çàëåæèòü âiä ν. Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè 2p

2−p−n > 0 i ν ìîæå áóòèäîâiëüíèì ÿê çàâãîäíî ìàëèì äîäàòíèì ÷èñëîì, òî ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹,ùî u1,2
t = 0 ìàéæå âñþäè â QT . Àëå u1,2(x, 0) = 0, òîìó u1,2(x, t) = 0 ìàéæå âñþäè â
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ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 183�190 Is. 70. P. 183�190ÓÄÊ 517.5ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI �IÏÅ��ÅÎÌÅÒ�È×ÍÎ� ÔÓÍÊÖI�Ç ÍÅÂIÄ'�ÌÍÈÌÈ ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈÌèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: m_m_sheremeta�list.ruÄîñëiäæåíî áëèçüêiñòü äî îïóêëîñòi, çðîñòàííÿ i îáìåæåíiñòü l-iíäåêñóãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ ç äîäàòíèìè ïàðàìåòðàìè.Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiïåðãåîìåòðè÷íà �óíêöiÿ, áëèçüêiñòü äî îïóêëîñòi,îáìåæåíiñòü l-iíäåêñó.1. Âñòóï. Àíàëiòè÷íà îäíîëèñòà â êðóçi D = {z : |z| < 1} �óíêöiÿ f íàçè-âà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî f(D) � îïóêëà îáëàñòü. Óìîâà Re {1 + zf ′′(z)/f ′(z)} > 0
(z ∈ D) ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ [1, 
.203℄ äëÿ îïóêëîñòi f . Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ[1, 
. 583℄ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D, ÿêùî iñíó¹ îïóêëà â D �óíêöiÿ Φ òàêà, ùîRe (f ′(z)/Φ′(z)) > 0 (z ∈ D). Áëèçüêà äî îïóêëî¨ �óíêöiÿ f õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì,ùî çîâíiøíiñòü G îáëàñòi f(D) ìîæíà çàïîâíèòè ïðîìåíÿìè L, ùî âèõîäÿòü ç ∂G iïîâíiñòþ ëåæàòü â G. Êîæíà áëèçüêà äî îïóêëî¨ �óíêöiÿ ¹ îäíîëèñòîþ â D, òîìó
f ′(0) 6= 0.Äëÿ äîäàòíî¨ íåïåðåðâíî¨ íà [0, 1) �óíêöi¨ l òàêî¨, ùî l(r) > β/(1 − r) äëÿâñiõ r ∈ [0, 1) i äåÿêîãî β > 0, àíàëiòè÷íà â D �óíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þîáìåæåíîãî l-iíäåêñó [1, 
. 7℄, ÿêùî iñíó¹ N ∈ Z+ òàêå, ùî äëÿ âñiõ n ∈ Z+ i z ∈ D

|f (n)(z)|
n!ln(|z|) 6 max

{ |f (k)(z)|
k!lk(|z|) : 0 6 k 6 N

}

. (1)Íàéìåíøå ç òàêèõ N íàçèâà¹òüñÿ l-iíäåêñîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç N(f, l). ßêùî
G ⊂ D òà iñíó¹ N ∈ Z+ òàêå, ùî íåðiâíiñòü (1) ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ∈ Z+ i z ∈ G,òî f íàçèâàòèìåìî �óíêöi¹þ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó íà (àáî â) G, à l-iíäåêñ ïîçíà÷à-òèìåìî ÷åðåç N(f, l; G).
©Øåðåìåòà Ì., 2009



184 Ìèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀ�iïåðãåîìåòðè÷íîþ íàçèâà¹òüñÿ [3, 
. 62-64℄ �óíêöiÿ
F (α, β, γ; z) = 1 +

∞
∑

k=1

Akzk = 1 +
∞
∑

k=1





k−1
∏

j=0

(j + α)(j + β)

(j + 1)(j + γ)



 zk, (2)äå γ 6= 0, −1 − 2, . . . . �àäióñ çáiæíîñòi ðÿäó (2) äîðiâíþ¹ 1, �óíêöiÿ F (α, β, γ; z)àíàëiòè÷íà â D i ¹ ðîçâ'ÿçêîì [3, 
. 62℄ ãiïåðãåîìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (�àóññà)
z(z − 1)w′′ + ((α + β + 1)z − γ)w′ + αβw = 0. (3)Çàóâàæèìî, ùî F (1, β, β; z) = 1/(1 − z) ¹ ñóìîþ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨.Âèðîäæåíîþ ãiïåðãåîìåòðè÷íîþ íàçèâà¹òüñÿ [3, 
. 78℄ �óíêöiÿ

F (α, γ; z) = 1 +

∞
∑

k=1





k−1
∏

j=0

j + α

j + γ





zk

k!
, γ 6= 0, −1 − 2, . . .Ôóíêöiÿ F (α, γ; z) ¹ öiëîþ i çàäîâîëüíÿ¹ [3, 
.78℄ äè�åðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ zw′′+

+(γ − z)w′ − αw = 0. Ç òåîðåìè 1 ç [4℄ âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî 0 < α 6 γ, òî âè-ðîäæåíà ãiïåðãåîìåòðè÷íà �óíêöiÿ òà âñi ¨¨ ïîõiäíi ¹ áëèçüêèìè äî îïóêëèõ â Di ln MF (α,γ;·)(r) ∼ r ïðè r → +∞, äå Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}. Çà öi¹¨ æóìîâè â [5℄ ïîêàçàíî, ùî l-iíäåêñ êîæíî¨ ïîõiäíî¨ ïîðÿäêó n > 0 �óíêöi¨ F (α, γ; z)íå ïåðåâèùó¹ 1 ç l(r) ≡ max{√e/(2 −√
e), 4(γ + n + 1)}.Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � îòðèìàòè ïîäiáíi ðåçóëüòàòè äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨.2. Áëèçüêiñòü äî îïóêëîñòi. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî âñi ïîõiäíiàíàëiòè÷íî¨ â D �óíêöi¨ f ¹ îäíîëèñòèìè â D, òî f � öiëà �óíêöiÿ [6℄. Òîìó âñiïîõiäíi ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ íå ìîæóòü áóòè áëèçüêèìè äî îïóêëèõ â D. Ïðîòåïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ.Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî N iñíóþòü òàêi äîäàòíi ïàðàìåò-ðè α, β, γ, ùî âñi ïîõiäíi ïîðÿäêó n 6 N ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ F (α, β, γ; z) ¹áëèçüêèìè äî îïóêëèõ â D.Äîâåäåííÿ. ßêùî ÷åðåç Ak ïîçíà÷èìî òåéëîðîâi êîå�iöi¹íòè �óíêöi¨ F (α, β, γ; z) =

= F (z), òî Ak+1 =
(k + α)(k + β)

(k + 1)(k + γ)
Ak (k > 0) i F (n)(z) =

∞
∑

k=0

(k + n)!

k!
Ak+nzk (n > 0),à îòæå, F (n) ¹ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òàêîþ ¹ �óíêöiÿ

Fn(z) =
F (n)(z) − n!An

(n + 1)!An+1
= z +

∞
∑

k=2

(k + n)!

k!(n + 1)!

An+k

An+1
zk =

= z +

∞
∑

k=2





n+k−1
∏

j=n+1

(j + α)(j + β)

j + γ





zk

k!
= z +

∞
∑

k=2

A
(n)
k zk (n > 0).Çàñòîñó¹ìî òåïåð êðèòåðié Àëåêñàíäåðà [7, 
. 10℄, ÿêèé ñòâåðäæó¹ òàêå: ÿêùî

a(z) = z +

∞
∑

k=2

akzk i
1 > 2a2 > . . . > kak > (k + 1)ak+1 > · · · > 0,
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(n)
k > (k+1)A

(n)
k+1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (n + k + α)(n + k + β)

k(n + k + γ)
≤ 1,òîáòî (γ − α − β − n)k > (n + α)(n + β), òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ

k > 1 çà óìîâè γ > α + β + n + (n + α)(n + β). ßêùî âèáåðåìî γ = α + β + N+
+(N + α)(N + β), òî çà êðèòåði¹ì Àëåêñàíäåðà âñi �óíêöi¨ Fn (n ≤ N) ¹ áëèçüêèìèäî îïóêëèõ â D. Òâåðäæåííÿ 1 äîâåäåíî. �3. Çðîñòàííÿ. Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ïàðàìåòðè α, β, γ ââàæàþòü äîäàò-íèìè, àëå ç éîãî äîâåäåííÿ âèäíî, ùî âîíî ïðàâèëüíå i äëÿ äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ, à óâèïàäêó êîìïëåêñíèõ ïàðàìåòðiâ ìîæíà îòðèìàòè âiäïîâiäíi îöiíêè.Òâåðäæåííÿ 2. Äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ F (z) = F (α, β, γ; z) ç äîäàòíèìèïàðàìåòðàìè α, β, γ ïðàâèëüíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi

MF (r) ≍



















1, α + β − γ < 0,

ln
1

1 − r
, α + β − γ = 0,

1

(1 − r)α+β−γ
, α + β − γ > 0,

, r ↑ 1.Äîâåäåííÿ. Íåõàé k0 = min{k ∈ N : k + a > 0}, äå a = α + β − γ − 1. Òîäi äëÿ
k > k0 + 1

lnAk =

k0−1
∑

j=0

ln
(j + α)(j + β)

(j + 1)(j + γ)
+

k−1
∑

j=k0

ln

(

j + a

j
− ((γ + 1)a − αβ + γ)j + γa

j(j + 1)(j + γ)

)

=

=

k0−1
∑

j=0

ln
(j + α)(j + β)

(j + 1)(j + γ)
+

k−1
∑

j=k0

ln
j + a

j
+

k−1
∑

j=k0

ln

(

1 − ((γ + 1)a − αβ + γ)j + γa

(j + a)(j + 1)(j + γ)

)

=

=

k−1
∑

j=k0

ln
j + a

j
+ O(1) =

∫ k

k0

ln
(

1 +
a

x

)

dx + O(1) =

=

∫ k

k0

a

x + a
dx + O(1) = a ln (k + a) + O(1) = (α + β − γ − 1) ln k + O(1), k → +∞.Òîìó iñíóþòü ñòàëi 0 < h ≤ H < +∞ òàêi, ùî

hkα+β−γ−1 ≤ Ak ≤ Hkα+β−γ−1, k > 1. (4)ßêùî α + β − γ < 0, òî MF (r) = F (α, β, γ; r) = O(1), r ↑ 1, ÿêùî α + β − γ = 0,òî MF (r) ≍ ln
1

1 − r
, r ↑ 1.Íàðåøòi, íåõàé α+β−γ = p > 0. �îçãëÿíåìî ñòåïåíåâèé ðÿä F ∗(r) =

∞
∑

n=1

kp−1rk.Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî
F ∗(r) =

∫ ∞

1

xp−1e−x| ln r|dx + O(exp{max{(p − 1) ln x − x| ln r| : x > 1}}, r ↑ 1.
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∫ ∞

1

xp−1e−x| ln r|dx =

(

1

| ln r|

)p ∫ ∞

| ln r|

tp−1e−tdt ∼ Γ(p)

(1 − r)p
, r ↑ 1,i

max{(p − 1) ln x − x| ln r| : x > 1} =







−| ln r|, 0 < p ≤ 1,

(p − 1) ln
p − 1

e| ln r| , p > 1,òîáòî exp{max{(p− 1) ln x− x| ln r| : x > 1} = o

(

1

(1 − r)p

) i F ∗(r) ∼ Γ(p)

(1 − r)p
, r ↑ 1.Îòæå, MF (r) ≍ 1

(1 − r)p
, r ↑ 1, i òâåðäæåííÿ 2 äîâåäåíî. �4. Îáìåæåíiñòü l-iíäåêñó. Ó äîñëiäæåííi l-iíäåêñó ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨â DR, R < 1, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêó ëåìó ç [5℄.Ëåìà 1. Íåõàé f(z) = 1 +

∞
∑

k=1

fkzk àíàëiòè÷íà â êðóçi DR = {z : |z| < R} �óíêöiÿi ∞
∑

k=1

|fk|Rk ≤ q(R) < 1. Òîäi N(f, l; DR/2) ≤ 1 ç l(r) ≡ 2R
1 + q(R)

1 − q(R)
.Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî max{αβ, α + β − 1} ≤ γ, òî N(F, 2; D1/6) ≤ 1, ÿêùî

max{γ, α + β − 1} ≤ αβ, òî N(F, 2; Dγ/(6αβ)) ≤ 1.Äîâåäåííÿ. Ó ïåðøîìó âèïàäêóAk ≤ 1 (k > 0) i ∞
∑

k=1

Ak(1/3)k ≤ 1/2. Òîìó çà ëåìîþ 1ç R = 1/3 i q(R) = 1/2 ìà¹ìî N(F, 2; D1/6) ≤ 1. Ó äðóãîìó âèïàäêó (k + α)(k + β)

(k + 1)(k + γ)
≤

≤ αβ

γ
(k > 0), à îòæå, Ak ≤

(

αβ

γ

)k

(k > 1) i ∞
∑

k=1

Ak

(

γ

3αβ

)k

≤ 1/2. Òîìó çà ëåìîþ 1ç R = γ/(3αβ) i q(R) = 1/2 ìà¹ìî N(F, 2; Dγ/(6αβ)) ≤ 1. Òâåðäæåííÿ 3 äîâåäåíî. �Äëÿ îöiíêè l-iíäåêñó ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ â D \ DR ç R = 1/6 ÷è
R = γ/(3αβ) âèêîðèñòà¹ìî òîé �àêò, ùî öÿ �óíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ äè�åðåíöiàëüíåðiâíÿííÿ (3).Òâåðäæåííÿ 4. ßêùî max{αβ, α + β − 1} ≤ γ, òî äëÿ ïîõiäíî¨ F (n) (n > 0) ãiïåð-ãåîìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ F (z) = F (α, β, γ; z) ïðàâèëüíà îöiíêà N(F (n), l; D \ D1/6) ≤ 1,äå l(r) = 9(γ + n + 1)/(1 − r).Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè �óíêöiÿ F ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3), òî äëÿ 1/6 ≤ |z| < 1ìà¹ìî

|F ′′(z)|
2!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)2

≤ α + β + 1 + γ/|z|
2|1 − z|

(

1 − |z|
9(γ + 1)

) |F ′(z)|
1!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)

+

+
αβ/|z|
2|1 − z|

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)2

|F (z)| ≤
(

7γ + 2

18(γ + 1)
+

6γ

162(γ + 1)2

)

×
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×max

{ |F ′(z)|
1!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)

, |F (z)|
}

< max

{ |F ′(z)|
1!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)

, |F (z)|
}

. (5)Ïiäñòàâèìî F â (3) i ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî m > 1 ðàçiâ. Îòðèìà¹ìî òîòîæíiñòü
z(z − 1)F (m+2)(z) + ((α + β + 1 + 2m)z − (γ + m))F (m+1)(z)+

+(m(m + α + β) + αβ)F (m)(z) ≡ 0, (6)çâiäêè, ÿê âèùå,
|F (m+2)(z)|

(m + 2)!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)m+2

≤
(

7γ + 8m + 2

9(m + 2)(γ + 1)
+

6(m + 1)γ + 6m2

81(m + 2)(m + 1)(γ + 1)2

)

×

×max

{

|F (m+1)(z)|
(m + 1)!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)m+1

,
|F (m)(z)|

m!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)m
}

≤

≤ max

{

|F (m+1)(z)|
(m + 1)!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)m+1

,
|F (m)(z)|

m!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)m
}

. (7)Ç (5) i (7) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ n > 2, 1/6 ≤ |z| < 1

|F (n)(z)|
n!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)n

≤ max

{ |F ′(z)|
1!

(

1 − |z|
9(γ + 1)

)

, |F (z)|
}

,òîáòî N(F, l; D \ D1/6) ≤ 1 ç l(r) = 9(γ + 1)/(1 − r).Äëÿ n > 1 i j > 0 òîòîæíiñòü (6) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
z(z − 1)F (n+j+2)(z) + ((α + β + 1 + 2n + 2j)z − (γ + n + j))F (n+j+1)(z)+

+((n + j)(n + j + α + β) + αβ)F (n+j)(z) ≡ 0. (8)Çâiäñè, ÿê çâè÷àéíî, îòðèìó¹ìî
|F (n+j+2)(z)|

(j + 2)!

(

1 − |z|
9(γ + n + 1)

)j+2

≤

≤
(

7γ + 8n + 8j + 2

9(j + 2)(γ + n + 1)
+

6(n + j + 1)γ + 6(n + j)2

81(j + 2)(j + 1)(γ + n + 1)2

)

×

×max

{

|F (n+j+1)(z)|
(j + 1)!

(

1 − |z|
9(γ + n + 1)

)j+1

,
|F (n+j)(z)|

j!

(

1 − |z|
9(γ + n + 1)

)j
}

<

< max

{

|F (n+j+1)(z)|
(j + 1)!

(

1 − |z|
9(γ + n + 1)

)j+1

,
|F (n+j)(z)|

j!

(

1 − |z|
9(γ + n + 1)

)j
}

. (9)Çâiä
è âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n > 1 i âñiõ m > 2

|F (n+m)(z)|
m!

(

1 − |z|
9(γ + n + 1)

)m

≤ max

{ |F (n+1)(z)|
1!

(

1 − |z|
9(γ + n + 1)

)

, |F (n)(z)|
}òîáòî N(F (n), l; D\D1/6) ≤ 1 ç l(r) = 9(γ +n+1)/(1−r). Òâåðäæåííÿ 4 äîâåäåíî. �Òâåðäæåííÿ 5. ßêùî max{γ, α+β−1} ≤ αβ, òî äëÿ ïîõiäíî¨ F (n) (n > 0) ãiïåðãåî-ìåòðè÷íî¨ �óíêöi¨ F (z) = F (α, β, γ; z) ïðàâèëüíà îöiíêà N(F (n), l; D\Dγ/(6αβ)) ≤ 1,äå l(r) =

9αβ(αβ + n + 1)

γ(1 − r)
.



188 Ìèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀÄîâåäåííÿ. Äëÿ γ/(6αβ) ≤ |z| < 1 àíàëîãîì íåðiâíîñòi (5) ¹ òàêà íåðiâíiñòü
|F ′′(z)|

2!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)2

≤
(

7αβ + 2

18(αβ + 1)αβ/γ
+

6(αβ)2

162γ(αβ)2(αβ + 1)2/γ2

)

×

×max

{ |F ′(z)|
1!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)

, |F (z)|
}

≤

≤
(

7αβ + 2

18(αβ + 1)
+

αβ

27(αβ + 1)2

)

max

{ |F ′(z)|
1!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)

, |F (z)|
}

<

< max

{ |F ′(z)|
1!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)

, |F (z)|
}

. (5′)Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíîñòi (6) i (8), ïîäiáíî äîâîäÿòüñÿ òàêi àíàëîãè íåðiâ-íîñòåé (7) i (9) :

|F (m+2)(z)|
(m + 2)!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)m+2

≤

≤
(

7αβ + 8m + 2

9(m + 2)(αβ + 1)
+

2(m + 1)γ + 2m2

27(m + 2)(m + 1)(αβ + 1)2

)

×

×max

{

|F (m+1)(z)|
(m + 1)!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)m+1

,
|F (m)(z)|

m!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)m
}

≤

≤ max

{

|F (m+1)(z)|
(m + 1)!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)m+1

,
|F (m)(z)|

m!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)m
} (7′)i

|F (n+j+2)(z)|
(j + 2)!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + 1)

)j+2

≤

≤
(

7αβ + 8n + 8j + 2

9(j + 2)(αβ + n + 1)
+

2(n + j + 1)αβ + 2(n + j)2

27(j + 2)(j + 1)(αβ + n + 1)2

)

×

×max

{

|F (n+j+1)(z)|
(j + 1)!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + n + 1)

)j+1

,
|F (n+j)(z)|

j!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ + n + 1)

)j
}

<

<max

{

|F (n+j+1)(z)|
(j + 1)!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ+n+1)

)j+1

,
|F (n+j)(z)|

j!

(

γ(1 − |z|)
9αβ(αβ+n+1)

)j
}

. (9′)Ç íåðiâíîñòåé (5'), (7') i (9'), ÿê ó äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 4, äëÿ âñiõ n > 0 îòðè-ìó¹ìî íåðiâíiñòü N(F (n), l; D\Dγ/(6αβ)) ≤ 1 ç l(r) =
9αβ(αβ + n + 1)

γ(1 − r)
. Òâåðäæåííÿ 5äîâåäåíî. �5. Âèñíîâêè. Ç äîâåäåíü òâåðäæåíü 3-5 âèäíî, ùî ïîäiáíi ðåçóëüòàòè ìîæíàîòðèìàòè i ó âèïàäêó êîìïëåêñíèõ ïàðàìåòðiâ α, β, γ. Ìè ðîçãëÿíóëè äîäàòíi α, β, γäëÿ òîãî, ùîá çà ïåâíèõ äîñèòü ïðîñòèõ óìîâ íà ïàðàìåòðè ãiïåðãåîìåòðè÷íà �óíê-öiÿ F (α, β, γ; z) âîëîäiëà âëàñòèâîñòÿìè, íàâåäåíèìè ó òâåðäæåííÿõ 1-5.Íàïðèêëàä, ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.



ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI �IÏÅ��ÅÎÌÅÒ�È×ÍÎ� ÔÓÍÊÖI� ... 189Òåîðåìà. ßêùî γ > α + β + αβ, òî ãiïåðãåîìåòðè÷íà �óíêöiÿ F (α, β, γ; z) ¹îáìåæåíîþ, áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D i l-iíäåêñ N(F, l) ≤ 1 ç l(r) = 9(γ + 1)/(1 − r).ßêùî γ = α + β > αβ, òî MF (r) ≍ ln
1

1 − r
(r ↑ 1) i N(F, l) ≤ 1 ç l(r) = 9(γ+

+1)/(1− r). ßêùî æ γ < α + β ≤ αβ, òî MF (r) ≍ 1

(1 − r)α+β−γ
(r ↑ 1) i N(F, l) ≤ 1ç l(r) = 9αβ(αβ + 1)/(γ(1 − r)).Ñïðàâäi, ç äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1 âèäíî, ùî çà óìîâè γ > α+β +αβ �óíêöiÿ

F (α, β, γ; z) ¹ áëèçüêîþ äî îïóêëî¨ â D. Ç öi¹¨ óìîâè âèïëèâà¹, ùî α + β < γ, iòîìó çà òâåðäæåííÿì 2 F (α, β, γ; z) ¹ îáìåæåíîþ. Íàðåøòi, îñêiëüêè γ > α + β − 1i γ > αβ, òî çà òâåðäæåííÿìè 3-4 N(F, 2; D1/6) ≤ 1 i N(F (n), 9(γ + n + 1)/(1 − r);
D \ D1/6) ≤ 1. Íåâàæêî ïîêàçàòè [1, 
. 23℄ òàêå: ÿêùî l∗(r) ≤ l∗(r) i N(f, l∗; G) ≤ N ,òî N(f, l∗; G) ≤ N , îñêiëüêè 9(γ + n + 1)/(1 − r) > 2, òî ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìèäîâåäåíî. Ïîäiáíî äîâîäÿòüñÿ äâi iíøi ÷àñòèíè òåîðåìè.1. �îëóçèí �.Ì. �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ �óíêöèé êîìïëåñíîãî ïåðåìåííîãî / �îëó-çèí �.Ì. � Ì.: Íàóêà, 1966.2. Sheremeta M.M. Analyti
 fun
tions of bounded index / Sheremeta M.M. � Lviv: VNTLPublishers, 1999.3. Êóçíåöîâ Ä.Ñ. Ñïåöèàëüíûå �óíêöèè / Êóçíåöîâ Ä.Ñ. � Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1965.4. Shah S.M. Univalen
e of a fun
tion f and its su

essive derivatives when f satis�es adi�erential equation, II / Shah S.M. // J. Math. Anal. and Appl. � 1989. � Vol. 142. � P.422-430.5. Øåðåìåòà Ç.Ì. Îáìåæåíiñòü l-iíäåêñó àíàëiòè÷íèõ �óíêöié, çîáðàæåíèõ ñòåïåíåâèìèðÿäàìè /Øåðåìåòà Ç.Ì., Øåðåìåòà Ì.Ì. // Âiñíèê Ëüâiâ. ó-òó. Cåð. ìåõ.-ìàò. � 2006.� Âèï. 66. � Ñ. 208-213.6. Shah S.M. Univalent fun
tions with univalent derivatives / Shah S.M., Trimble S.Y. //Bull.Amer. Math. So
. � 1969. � Vol. 75. � P. 153-157.7. Goodman A.W. Univalent fun
tions / Goodman A.W. Mariner Publishing. Co. � 1983. �Vol. II.PROPERTIES OF THE HYPERGEOMETRIC FUNCTIONWITH POSITIVE PARAMETERSMyroslav SHEREMETAIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: m_m_sheremeta�list.ruClose-to-
onvexity, growth and l-index boundedness of the hypergeometri
fun
tion with positive parameters are investigated.Key words: hypergeometri
 fun
tion, 
lose-to-
onvexity, l-index bounded-ness.



190 Ìèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀÑÂÎÉÑÒÂÀ �ÈÏÅ��ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈÑ ÍÅÎÒ�ÈÖÀÒÅËÜÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈÌèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀËüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: m_m_sheremeta�list.ruÈññëåäîâàíû áëèçîñòü ê âûïóêëîñòè, ðîñò è îãðàíè÷åííîñòü l-èíäåêñàãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, áëèçîñòü ê âûïóêëîñ-òè, îãðàíè÷åííîñòü l-èíäåêñó. Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 22.04.2008Ïðèéíÿòà äî äðóêó 12.06.2009



ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 191�207 Is. 70. P. 191�207ÓÄÊ 37.091ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î�ÌÈ�ÎÍ ÇÀ�ÈÖÜÊÈÉ(ÄÎ 120-�I××ß ÂIÄ ÍÀ�ÎÄÆÅÍÍß)Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ1, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊ2

1Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: topology�franko.lviv.ua
2Iíñòèòóò ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêèiì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè,79060, Ëüâiâ, âóë. Íàóêîâà, 3áe-mail: ptashnyk�lms.lviv.uaÎïèñàíî æèòò¹âèé i íàóêîâèé øëÿõ Ìèðîíà Çàðèöüêîãî � âèäàòíîãîóêðà¨íñüêîãî ìàòåìàòèêà, äiéñíîãî ÷ëåíà Íàóêîâîãî òîâàðèñòâà iì. Øåâ-÷åíêà, ïðî�åñîðà Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó.Êëþ÷îâi ñëîâà: Ìèðîí Çàðèöüêèé, âèäàòíi óêðà¨íñüêi â÷åíi, áóëüîâiàëãåáðè, îïåðàòîð çàìèêàííÿ, îïåðàòîð ìåæi.1. Âñòóï. 21 òðàâíÿ 2009 ðîêó ìèíóëî 120 ðîêiâ âiä íàðîäæåííÿ âèäàòíîãîóêðà¨íñüêîãî ìàòåìàòèêà, ïåäàãîãà òà ïðîñâiòíèêà, äiéñíîãî ÷ëåíà Íàóêîâîãî òî-âàðèñòâà iì. Øåâ÷åíêà, ïðî�åñîðà Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó Ìèðîíà Çàðèöüêîãî,îäíîãî ç �óíäàòîðiâ óêðà¨íñüêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ êóëüòóðè íà çàõiäíîóêðà¨íñüêèõ çåì-ëÿõ. Ç öi¹¨ íàãîäè â Àêòîâié çàëi Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi IâàíàÔðàíêà âiäáóëàñÿ Óðî÷èñòà Àêàäåìiÿ, ÿêó îðãàíiçóâàëè ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé�àêóëüòåò ËÍÓ iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà �óíäà-ìåíòàëüíèõ íàóê Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà", IÏÏÌÌiì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, �içèêî-ìàòåìàòè÷íà ñåêöiÿ ÍÒØ òà ñåêöiÿ ìà-òåìàòèêè i ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ Çàõiäíîãî íàóêîâîãî öåíòðó ÍÀÍ Óêðà¨íèi ÌÎÍ Óêðà¨íè.Ó÷àñíèêiâ Óðî÷èñòî¨ Àêàäåìi¨, ñåðåä ÿêèõ áóëè íàóêîâöi àêàäåìi÷íèõ óñòàíîâËüâîâà, âèêëàäà÷i òà ñòóäåíòè óíiâåðñèòåòiâ, ñòàðøå ïîêîëiííÿ, ÿêå ïàì'ÿòà¹ ïðî-�åñîðà Çàðèöüêîãî, îíóê Ìèðîíà Çàðèöüêîãî � Áîãäàí Ñîðîêà, âiäîìèé õóäîæíèê-ãðà�iê, òà éîãî äðóæèíà Ëþáà Ñîðîêà, ïðèâiòàâ ïðîðåêòîð ËÍÓ iìåíi Iâàíà ÔðàíêàÂîëîäèìèð Êèðèëè÷.
© Çàði÷íèé Ì., Ïòàøíèê Á., 2009



192 Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊÓ çàñëóõàíèõ äîïîâiäÿõ ðîçêðèëè æèòò¹âèé i òâîð÷èé øëÿõ ïðî�åñîðà ÌèðîíàÇàðèöüêîãî (Áîãäàí Ïòàøíèê, IÏÏÌÌ iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè), éîãîíàóêîâó ñïàäùèíó (Ìèõàéëî Çàði÷íèé, ËÍÓ iìåíi Iâàíà Ôðàíêà) òà ìåòîäè÷íi iäå¨(Îëåíà Îñàä÷à, Ëüâiâñüêà àêàäåìi÷íà ãiìíàçiÿ), ìiñöå òà ðîëü Ìèðîíà Çàðèöüêî-ãî ó ëüâiâñüêié ìàòåìàòè÷íié øêîëi (ßðîñëàâ Ïðèòóëà, ËÍÓ iìåíi Iâàíà Ôðàíêà),ðîçïîâiëè ïðî ðîäèííó òðàãåäiþ Ìèðîíà Çàðèöüêîãî (Ëþáà Ñîðîêà), ¹äèíà äîíüêàÿêîãî Êàòåðèíà òà çÿòü Ìèõàéëî Ñîðîêà áiëüøó ïîëîâèíó ñâîãî æèòòÿ ïðîâåëè óòþðìàõ i òàáîðàõ, ñòàâøè ÿñêðàâèì ïðèêëàäîì ñàìîïîæåðòâè â iì'ÿ âåëèêî¨ ìåòè �íåçàëåæíîñòi Óêðà¨íè.Ñïîãàäàìè ïðî Ìèðîíà Çàðèöüêîãî ïîäiëèëèñÿ éîãî êîëèøíi ñòóäåíòè-õiìiêè�âãåí �ëàäèøåâñüêèé, �àííà �àâðèëþê, Ìèðîñëàâà Êîâáóç i �içèê Ëåâ Iâàíêiâ. Äè-ðåêòîð ñåðåäíüî¨ øêîëè � 8 ìiñòà Ëüâîâà (äå ðàíiøå áóëà II ïîëüñüêà ãiìíàçiÿ iìåíiÊàðîëÿ Øàéíîõè, â ÿêié Ìèðîí Çàðèöüêèé âèêëàäàâ ó 1934 � 1939 ðð.) ÌèõàéëîÅðñòåíþê îçíàéîìèâ ïðèñóòíiõ çi ñïîãàäàìè ïîëüñüêîãî ïèñüìåííèêà ÑòàíiñëàâàËåìà ïðî Ìèðîíà Çàðèöüêîãî, ÿêèé áóâ ãiìíàçiéíèì ó÷íåì ïðî�åñîðà.ßêîþ æ áóëà íåïåðåñi÷íà ïîñòàòü Ìèðîíà Çàðèöüêîãî � ëþäèíè, â÷åíîãî i ïå-äàãîãà?Îöiíþâàòè áóäü-ÿêó îñîáèñòiñòü ìîæíà, îõîïèâøè âñþ áàãàòîãðàííiñòü ¨¨ äiÿëü-íîñòi òà ïiçíàâøè, â ÿêèõ êîíêðåòíèõ óìîâàõ ëþäèíà æèëà i òâîðèëà.Óìîâè äëÿ Ìèðîíà Çàðèöüêîãî íå áóëè âåëüìè ñïðèÿòëèâèìè. Âií ðiñ i æèâó ÷àñè, êîëè éîãî íàðîä áóâ (çà ñëîâàìè Iâàíà Ôðàíêà) "çàìó÷åíèé, ðîçáèòèé, ìîâïàðàëiòèê òîé íà ðîçäîðîææó, ëþäñüêèì ïðåçèðñòâîì, íiáè ñòðóïîì âêðèòèé . . . "Ìèðîí Çàðèöüêèé ïåðåæèâ äâi ñâiòîâi âiéíè, ñòàíîâëåííÿ i ëiêâiäàöiþ Çàõiäíî-Óêðà¨íñüêî¨ íàðîäíî¨ ðåñïóáëiêè, ãíiò ïàíñüêî¨ Ïîëüùi ïiñëÿ 1919 ð., íiìåöüêó îêó-ïàöiþ òà "âèçâîëåííÿ" Çàõiäíî¨ Óêðà¨íè �àäÿíñüêîþ âëàäîþ, ïîñòiéíi îáøóêè òàïåðåñëiäóâàííÿ, âáîëiâàâ çà äîëþ ñâîãî âíóêà Áîãäàíà, ÿêîãî âèõîâóâàâ ðàçîì içäðóæèíîþ Âîëîäèìèðîþ ç äåâ'ÿòèìiñÿ÷íîãî âiêó, ïåðåæèâàâ çà äîëþ äîíüêè Êàòå-ðèíè òà çÿòÿ Ìèõàéëà Ñîðîêè, ÿêi ÷åðåç ïiâðîêó ïiñëÿ îäðóæåííÿ áóëè àðåøòîâàíiâ áåðåçíi 1940 ð. îðãàíàìè ÍÊÂÑ i áiëüøå â æèòòi íå çóñòðiëèñÿ.Àëå ëþáîâ äî íàóêè, äî ïåäàãîãi÷íî¨ ïðàöi, äî ëþäåé, áàæàííÿ ïðèíåñòè êî-ðèñòü ðiäíîìó íàðîäîâi äîïîìàãàëè Ìèðîíó Çàðèöüêîìó çáåðiãàòè ðiâíîâàãó äóõó,äîïîìàãàëè òâîðèòè, íå ïîêëàäàþ÷è ðóê, çà áóäü-ÿêèõ îáñòàâèí.2. Áiîãðà�iÿ. Ìèðîí Çàðèöüêèé íàðîäèâñÿ 21 òðàâíÿ 1889 ðîêó â ñåëi Ìî-ãèëüíèöÿ Òåðåáîâëÿíñüêîãî ðàéîíó Òåðíîïiëüñüêî¨ îáëàñòi â ðîäèíi ñiëüñüêîãî ñâÿ-ùåíèêà. Áàòüêî, Îíó�ðié Çàðèöüêèé, ðîäîì iç ñåëà Ìîçîëiâêè Ïiäãà¹öüêîãî ðàéîíóÒåðíîïiëüñüêî¨ îáëàñòi, òåæ áóâ ñèíîì ñâÿùåíèêà Iâàíà Çàðèöüêîãî.Çà ðîäèííèìè ïåðåêàçàìè Iâàí Çàðèöüêèé áóâ øëÿõòè÷åì � ëèöàðåì ãåðáó "Íî-âèíà", ÿêèé áðàâ ó÷àñòü ó ïîëüñüêîìó ïîâñòàííi 1863 ð. ïðîòè �îñi¨. Ïiñëÿ ïîðàçêèöüîãî ïîâñòàííÿ âií ïåðå¨õàâ äî Ñõiäíî¨ �àëè÷èíè, ùî òîäi áóëà ïiä àâñòðiéñüêèìïàíóâàííÿì, îäðóæèâñÿ ç ãàëè÷àíêîþ Ìàði¹þ ×èðîâñüêîþ, âèñâÿòèâñÿ íà ãðåêî-êàòîëèöüêîãî ñâÿùåíèêà i îòðèìàâ ïàðîõiþ â ñåëi Ìîçîëiâêà.Â ñiì'¨ Iâàíà òà Ìàði¨ Çàðèöüêèõ áóëî äåâ'ÿòåðî äiòåé � ÷îòèðè ñèíè i ï'ÿòüäîíüîê. Îäèí iç ìîëîäøèõ ñèíiâ Îíó�ðié ïiøîâ áàòüêîâèì øëÿõîì i ñòàâ ãðåêî-êà-òîëèöüêèì ñâÿùåíèêîì. Îíó�ðié Çàðèöüêèé ïåðåä âèñâÿ÷åííÿì 30 ñåðïíÿ 1888 ð.îäðóæèâñÿ çi Ñî�i¹þ Ñëîíåâñüêîþ, äîíüêîþ ïàðîõà ñåëà Êðèâå, ùî áiëÿ Áåðåæàí,



ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î� ... 193Àíòîíà Ñëîíåâñüêîãî. Ñåëî Ìîãèëüíèöÿ áóëî ïåðøîþ ïàðîõi¹þ î. Îíó�ðiÿ. Ñî�iÿÑëîíåâñüêà áóëà äóæå åíåðãiéíîþ i çàðàäíîþ æiíêîþ. �àçîì âîíè âèõîâàëè òðüîõñèíiâ � Ìèðîíà, �îìàíà, ùî ñòàâ ïðàâíèêîì, òà �îäiîíà, ÿêèé çãîäîì ñòàâ iíæåíåðîìíà çàëiçíèöi.Ìèðîí áóâ ïåðâiñòêîì ó ñiì'¨, íàðîäèâñÿ êâîëîþ äèòèíîþ i çìàëêó ÷àñòî õâî-ðiâ, îäíàê ðîçóìîâî ðîçâèâàâñÿ äóæå øâèäêî. Âèÿâëÿâ âåëèêó çàöiêàâëåíiñòü äîïðèðîäè, äóæå ëþáèâ êâiòè. Íå ðàç, áóâàëî, çíèêàâ iç äîìó, òà çíàõîäèëè éîãî íàïîëi, ó ëàíi ïøåíèöi, äå âií çàëþáêè âòiøàâñÿ ÷åðâîíèìè ìàêàìè, ñèíiìè áëàâà-òàìè òà áiëèìè ðîìàøêàìè. Çãîäîì áàòüêè éîãî ïåðå¨õàëè äî Íîâîãî Ñåëà, òåïåðÏiäâîëî÷èñüêîãî ðàéîíó Òåðíîïiëüñüêî¨ îáëàñòi.Ïî÷àòêîâó øêîëó Ìèðîí çàêií÷èâ ó ñåëi Êðèâå ó ñâîãî äiäà Àíòîíà Ñëîíåâñü-êîãî, òà ùå äî íå¨ âií ñàìîòóæêè íàâ÷èâñÿ ÷èòàòè, ïèñàòè i ðàõóâàòè. Çàâäÿêè ïiêëó-âàííþ áàòüêiâ i áàáóñi Ìàði¨ Ñëîíåâñüêî¨ ïîâîëi ìiöíiëè �içè÷íi ñèëè þíàêà.Ó 1899 ð. âñòóïèâ äî ïåðøîãî êëàñó Öiñàðñüêî-Êîðîëiâñüêî¨ ãiìíàçi¨ â Áåðåæà-íàõ iç ïîëüñüêîþ ìîâîþ âèêëàäàííÿ. Ç Íîâîãî Ñåëà, ùî ïiä Çáàðàæåì, ïðèâiç éîãîñþäè áàòüêî Îíó�ðié Çàðèöüêèé. Ñïî÷àòêó âëàøòóâàâ ñèíà ó âèêëàäà÷à ãiìíàçi¨Ìèêîëè Áà÷èíñüêîãî, à çãîäîì, ïiñëÿ ñiìåéíî¨ ðàäè, âèðiøèâ ïåðåñåëèòè äî ñâî¹¨ìàòåði, ÿêà ìåøêàëà òàì ñàìî.Áàáóñÿ ñòâîðèëà äîáði óìîâè þíîìó ãiìíàçèñòó, êðiì òîãî, íàâ÷àííÿ äàâàëîñüéîìó äóæå ëåãêî, i ìàëèé Ìèðîí çàêií÷èâ íà "âiäìiííî"ïåðøi äâà êëàñè Áåðåæàíñü-êî¨ ãiìíàçi¨. Ó Áåðåæàíàõ âií óïåðøå ïîáà÷èâ âåëèêèé ñòàâ, ÿêèé äóæå éîãî çàöiêà-âèâ; íàâ÷èâñÿ ïëàâàòè i ïiðíàòè, ÷èì ñïðè÷èíÿâ áàãàòî òóðáîò áàáóñi, áî íå ðàç áåç¨¨ âiäîìà ïðîïàäàâ íà äîâãèé ÷àñ, ïåðåáóâàþ÷è íà ñòàâi, äå çìàãàâñÿ ç òîâàðèøàìè,õòî øâèäøå ïåðåïëèâå ñòàâ. Áàáóñÿ íå ìîãëà äîâãî ìèðèòèñü iç âèòiâêàìè îíóêà iíà òðåòüîìó ðîöi íàâ÷àííÿ Ìèðîíà ïåðåâåëè äî ãiìíàçi¨ â Òåðíîïîëi ç óêðà¨íñüêîþìîâîþ íàâ÷àííÿ, ÿêà íàçèâàëàñÿ òîäi "Öiñàðñüêî-Êîðîëiâñüêà �iìíàçiÿ Ôðàíöà Éî-ñè�à I â Òåðíîïîëi".Ïðàãíó÷è äî çíàíü, õëîïåöü áàãàòî ÷èòàâ (àëå òiëüêè òå, ùî éîãî öiêàâèëî),áàãàòî ïðàöþâàâ ñàìîòóæêè, çîêðåìà íàä ìàòåìàòèêîþ, çíà÷íî âèïåðåäæóþ÷è ñâî¨õòîâàðèøiâ. Òîìó íà áàãàòüîõ óðîêàõ ó ãiìíàçi¨ éîìó áóëî íåöiêàâî, ÷îãî íå ìîãëèçðîçóìiòè äåÿêi â÷èòåëi, i ç òîãî ÷àñòî òðàïëÿëèñÿ íåïîðîçóìiííÿ. Ïiñëÿ îäíîãî çòàêèõ êîí�ëiêòiâ Ìèðîíà âèêëþ÷èëè ç 5-ãî êëàñó Òåðíîïiëüñüêî¨ ãiìíàçi¨ i âií ïî¨-õàâ äîäîìó ó Íîâå Ñåëî, äå ïðîáóâ öiëèé ðiê. Âií ñàìîñòiéíî i íàïîëåãëèâî â÷èâñÿ,à â 1905 ð. áåç æîäíî¨ äîïîìîãè ïiäãîòóâàâ i ñêëàâ åêñòåðíîì ç äîáðèìè îöiíêàìèiñïèòè çà 6-é êëàñ Òåðíîïiëüñüêî¨ ãiìíàçi¨ òà âñòóïèâ äî 7-ãî êëàñó êëàñè÷íî¨ ãiìíàçi¨â Ïåðåìèøëi.Ó Ïåðåìèøëüñüêié ãiìíàçi¨ Ìèðîí Çàðèöüêèé çàöiêàâèâñÿ ãðåöüêîþ �iëîñî-�i¹þ, áàãàòî ÷àñó ïðèñâÿ÷óâàâ âèâ÷åííþ ãðåöüêèõ i ëàòèíñüêèõ êëàñèêiâ, àëå òâî-ðè, âêëþ÷åíi â ïðîãðàìó ãiìíàçi¨, âií âèâ÷àâ ïîâåðõîâî, i çíîâó áóëè ïåâíi êîí�-ëiêòè. Äåÿêi âèêëàäà÷i ãiìíàçi¨ âàãàëèñÿ, ÷è äîïóñêàòè Ì. Çàðèöüêîãî äî âèïóñêíèõiñïèòiâ, à âií çðîáèâ ¨ì íåñïîäiâàíêó i âñå ñêëàâ íà "âiäìiííî".Ñêëàâøè iñïèò íà çðiëiñòü, âiäïðàâèâ áàòüêàì òàêó òåëåãðàìó: "Ìàòóðà ç âiä-çíàêîþ, ïîðîæíié ãàìàíåöü ó êèøåíi". Áàòüêè âèñëàëè ãðîøåé íà äîðîãó òà ïðè¨õàëèäî Ëüâîâà éîãî çóñòði÷àòè. Çóñòðiëè â ñâî¨õ ðîäè÷iâ òà ùå äàëè ãðîøåé, íà ÿêi Ìèðîíêóïèâ áàãàòî êíèã iç ìàòåìàòèêè, òà öiëèé äåíü ïðîñèäiâ ó ïàðêó, ïåðå÷èòóþ÷è ¨õ.



194 Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊÓ 1907 ð. Ìèðîí Çàðèöüêèé âñòóïèâ äî Âiäåíñüêîãî óíiâåðñèòåòó íà �iëîñî�ñü-êèé �àêóëüòåò. Öå áóâ îäèí iç íàéáiëüøèõ óíiâåðñèòåòiâ �âðîïè. Òîäi òàì íàâ÷àëîñüïîíàä 7500 ñòóäåíòiâ. Íà �iëîñî�ñüêîìó �àêóëüòåòi øòàòíèõ ñòóäåíòiâ áóëî 1815,iç íèõ 135 ç �àëè÷èíè. Íà ïðèðîäíè÷îìó âiääiëåííi Ì. Çàðèöüêèé ñëóõàâ ëåêöi¨ çòàêèõ äèñöèïëií:çèìîâèé ñåìåñòð 1907/08 íàâ÷àëüíîãî ðîêó1. Âñòóï äî �iëîñî�i¨ � 4 ãîäèí òèæíåâî.2. Îñíîâíi ïðîáëåìè ìåòà�içèêè i òåîði¨ ïiçíàííÿ � 4 ãîäèí òèæíåâî.3. Àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ � 4 ãîäèí òèæíåâî.4. Íàöiîíàëüíà åêîíîìiÿ � 5 ãîäèí òèæíåâî.5. Ñèñòåìàòè÷íà áîòàíiêà � 5 ãîäèí òèæíåâî.6. Çàãàëüíà áiîëîãiÿ 5 � ãîäèí òèæíåâî.7. Ñòåíîãðà�iÿ äëÿ ïî÷àòêiâöiâ � 1 ãîäèí òèæíåâî.8. Àíãëiéñüêà ìîâà, 1-èé êóðñ � 2 ãîäèí òèæíåâî.ëiòíèé ñåìåñòð 1907/08 íàâ÷àëüíîãî ðîêó1. Îñíîâè ïñèõîëîãi¨ � 5 ãîäèí òèæíåâî.2. Çàãàëüíà áiîëîãiÿ � 5 ãîäèí òèæíåâî.3. Ñïåöiàëüíà çîîëîãiÿ, ìîëþñêè � 2 ãîäèí òèæíåâî.4. Çîîòîìi÷íèé êóðñ � 2 ãîäèí òèæíåâî.Ëåêöi¨ ÷èòàëè âiäîìi òîäi ó÷åíi, çîêðåìà, òàêi ïðî�åñîðè: �iõàðä Âåòøòàéí(Ri
hard Wetstein) (ñèñòåìàòè÷íà áîòàíiêà òà çàãàëüíà áiîëîãiÿ), äiéñíèé ÷ëåí Öi-ñàðñüêî¨ Àêàäåìi¨ íàóê ó Âiäíi, ÷ëåí ïðàâëiííÿ Ìiæíàðîäíî¨ àñîöiàöi¨ áîòàíiêiâ,äèðåêòîð áîòàíi÷íîãî ñàäó òà iíñòèòóòó, àâòîð ïîïóëÿðíîãî ïiäðó÷íèêà çi ñèñòåìà-òè÷íî¨ áîòàíiêè "Handbu
h der Systematishen Botanik"; Êàðë �ðîáåí (Karl Grobben)(çàãàëüíà áiîëîãiÿ, ñïåöiàëüíà çîîëîãiÿ òà çîîòîìi÷íèé êóðñ), äiéñíèé ÷ëåí Öiñàðñü-êî¨ Àêàäåìi¨ íàóê ó Âiäíi, ïî÷åñíèé ÷ëåí ïðèðîäíè÷îãî îá'¹äíàííÿ ó Âiäåíñüêîìóóíiâåðñèòåòi, äèðåêòîð iíñòèòóòó çîîëîãi¨, àâòîð ïiäðó÷íèêà çi çîîëîãi¨ "Lehrbu
hf�ur Zoologie"; Ôðiäðiõ Éîäëü (Fridri
h Jodl) (îñíîâè ïñèõîëîãi¨), äiéñíèé ÷ëåí Öi-ñàðñüêî¨ Àêàäåìi¨ íàóê ó Âiäíi; Âiëüãåëüì �ðóñàëåì (Wilhelm Jerusalem) (âñòóï äî�iëîñî�i¨), öiñàðñüêî-êîðîëiâñüêèé óðÿäîâèé ðàäíèê, ÷ëåí Ìiæíàðîäíîãî iíñòèòóòóñîöiîëîãi¨ â Ïàðèæi; Îé åí Ôiëiïîâi÷ (Eugen Philippovi
h) (íàöiîíàëüíà åêîíîìiÿ),÷ëåí-êîðåñïîíäåíò Öiñàðñüêî¨ Àêàäåìi¨ íàóê ó Âiäíi, öiñàðñüêî-êîðîëiâñüêèé ïðè-äâîðíèé ðàäíèê, ÷ëåí Ìiæíàðîäíîãî iíñòèòóòó ñîöiîëîãi¨ â Ïàðèæi.ßê âåëèêèé ëþáèòåëü ìóçèêè Ì. Çàðèöüêèé ÷àñòî âiäâiäóâàâ ó Âiäíi êîíöåðòèòà Îïåðó, âèòðà÷àþ÷è íà êâèòêè áàãàòî ãðîøåé ç òîãî, ùî áàòüêè âèñèëàëè éîìóíà ïðîæèòîê. Öå âiäáèëîñÿ íà éîãî çäîðîâ'¨, òîìó ïiñëÿ çàêií÷åííÿ ïåðøîãî êóðñóáàòüêè Ìèðîíà, ïîáà÷èâøè éîãî òàêèì çìàðíiëèì, âæå íå âiäïóñòèëè éîãî áiëüøåäî Âiäíÿ, i âií çìóøåíèé áóâ ïåðåâåñòèñÿ äî Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó. Òóò ÌèðîíÇàðèöüêèé ñòóäiþâàâ ïåðåâàæíî ìàòåìàòè÷íi òà �içè÷íi äèñöèïëiíè, à òàêîæ ïðî-äîâæóâàâ çàéìàòèñü �iëîñî�i¹þ, ñàìîòóæêè âèâ÷àâ �ðàíöóçüêó ìîâó.Ó Ëüâîâi Ì. Çàðèöüêèé ñòàâ ÷ëåíîì ñòóäåíòñüêîãî òîâàðèñòâà "Àêàäåìi÷íàãðîìàäà", äåùî ïiçíiøå ââiéøîâ äî ñêëàäó "Óêðà¨íñüêîãî ñòóäåíòñüêîãî ñîþçó".Òîäi ïðîâiäíèìè ìàòåìàòèêàìè Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó áóëè Þçå� Ïóçèíàòà Âàöëàâ Ñåðïiíñüêèé.



ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î� ... 195Þçå� Ïóçèíà (1856�1919) ïîõîäèâ iç äàâíüîãî óêðà¨íñüêîãî îïîëÿ÷åíîãî êíÿ-çiâñüêîãî ðîäó. Íàðîäèâñÿ â ñåëi Íîâèé Ìàðòèíiâ Ñòàíiñëàâñüêî¨ îáëàñòi (íèíi Iâàíî-Ôðàíêiâñüêà), â÷èâñÿ ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi, áóâ ó÷íåì ïðî�åñîðà Æìóðêà.Ìàòåìàòèêó â óíiâåðñèòåòi âèêëàäàâ ïðîòÿãîì 33 ðîêiâ, ïî÷èíàþ÷è ç 1884 ð. Ïóçèíàâïåðøå ÷èòàâ ó Ëüâîâi ñïåöiàëüíi ìàòåìàòè÷íi êóðñè, ç 1891 ð. çàïðîâàäèâ ïðàêòè÷-íi çàíÿòòÿ ç ìàòåìàòèêè, à â 1893 ð. çàñíóâàâ ìàòåìàòè÷íèé ñåìiíàð, ÿêèì êåðóâàâäî 1918 ð. �îëîâíèì íàïðÿìîì íàóêîâî¨ äiÿëüíîñòi Ïóçèíè áóëà òåîðiÿ àíàëiòè÷íèõ�óíêöié. Âàðòî ùå çãàäàòè, ùî Þ. Ïóçèíà áóâ îäíèì iç íå÷èñëåííèõ ïðî�åñîðiâËüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó, â ÿêîãî íå áóëî ïîëüñüêîãî øîâiíiçìó ñòîñîâíî ñòóäåíòiâ-óêðà¨íöiâ. Âií áóâ ëþäèíîþ äîñòóïíîþ äëÿ ìîëîäi, îõî÷å çàéìàâñÿ çi çäiáíèìè ñòó-äåíòàìè òà çàîõî÷óâàâ ¨õ äî íàóêîâî¨ ïðàöi.Âàöëàâ Ñåðïiíñüêèé (1882 � 1969) ïðèáóâ äî Ëüâîâà â 1908 ð. Âií íàðîäèâñÿ óÂàðøàâi, â÷èâñÿ ó Âàðøàâñüêîìó óíiâåðñèòåòi, áóâ ó÷íåì ãåíiàëüíîãî óêðà¨íñüêî-ãî ìàòåìàòèêà �åîðãiÿ Âîðîíîãî (1868 � 1908). �.Âîðîíèé íàðîäèâñÿ â ñåëi Æó-ðàâêà Âàðâèíñüêîãî ðàéîíó ×åðíiãiâñüêî¨ îáëàñòi (çà òåïåðiøíiì àäìiíiñòðàòèâíèìïîäiëîì), â÷èâñÿ ó Áåðäÿíñüêié òà Ïðèëóöüêié ãiìíàçiÿõ, çàêií÷èâ Ïåòåðáóðçüêèéóíiâåðñèòåò, ç 1894 ð. äî ñâî¨õ îñòàííiõ äíiâ ïðàöþâàâ ïðî�åñîðîì Âàðøàâñüêîãîóíiâåðñèòåòó; çà ñâî¹ êîðîòêå æèòòÿ çðîáèâ ïîìiòíèé âíåñîê â óñiõ òðüîõ ãîëîâíèõíàïðÿìàõ ñó÷àñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë � àíàëiòè÷íî¨, àëãåáðè÷íî¨ òà ãåîìåòðè÷íî¨, ñêðiçüðîâ'ÿçàâøè çàäà÷i ïðèíöèïîâîãî çíà÷åííÿ.Â. Ñåðïiíñüêèé ïåðøèì ó Ëüâîâi âèêëàäàâ òåîðiþ ìíîæèí, òåîðiþ �óíêöiéäiéñíî¨ çìiííî¨ òà àíàëiòè÷íó òåîðiþ ÷èñåë, ðàçîì ç Þ.Ïóçèíîþ êåðóâàâ ìàòåìà-òè÷íèì ñåìiíàðîì, ó ÿêîìó áðàâ ó÷àñòü ùå ñòóäåíòîì i Ì.Çàðèöüêèé.Êóðñè, ÿêi ÷èòàâ ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi Âàöëàâ Ñåðïiíñüêèé (1908 � 1910ðð. � ïðèâàò-äîöåíò, ç 1910 ð. � íàäçâè÷àéíèé ïðî�åñîð) ó ðîêè íàâ÷àííÿ òàì Ìè-ðîíà Çàðèöüêîãî ïîäàíî ó òàáë.Ñòóäåíòè ðîçìíîæóâàëè ëåêöi¨ Ñåðïiíñüêîãî ëiòîãðà�i÷íèì ñïîñîáîì, ïiçíiøåáàãàòî ç öèõ ëåêöié áóëè íàäðóêîâàíi i ìàëè âàãîìèé âïëèâ íà ìîëîäó ìàòåìàòè÷íóçìiíó. Éîãî ëåêöi¨ âíåñëè â òåìàòèêó òà çìiñò óíiâåðñèòåòñüêîãî íàâ÷àííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííi îñíîâè òà ñó÷àñíó ìàòåìàòè÷íó ñòðîãiñòü.Ïiä âïëèâîì ïðî�åñîðà Ñåðïiíñüêîãî Ìèðîí Çàðèöüêèé çàõîïèâñÿ òåîði¹þ ìíî-æèí i òåîði¹þ �óíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Öi ñòóäåíòñüêi çàõîïëåííÿ âèçíà÷èëè ïîäàëü-øèé íàïðÿì íàóêîâî¨ äiÿëüíîñòi Ì.Çàðèöüêîãî.Íàâ÷àííÿ ó Âiäåíñüêîìó óíiâåðñèòåòi òàêîæ çàëèøèëî ïîìiòíèé ñëiä ó äóøi éõàðàêòåði Ì.Çàðèöüêîãî. Íà ñòóäåíòñüêèõ êàíiêóëàõ âií ÷àñòî áóâàâ ó Êàðïàòàõ, äåçáèðàâ êàðïàòñüêi ðîñëèíè i çðîáèâ ãåðáàðié. Ëþáîâ äî ïðèðîäè, äî êàðïàòñüêèõ ãiði ëiñiâ íå ïîêèäàëà éîãî âïðîäîâæ óñüîãî æèòòÿ.Ó 1912 ð. Ì.Çàðèöüêèé óñïiøíî çàêií÷èâ Ëüâiâñüêèé óíiâåðñèòåò, à ÷åðåç ðiêñêëàâ ó÷èòåëüñüêi iñïèòè é îòðèìàâ çâàííÿ â÷èòåëÿ ñåðåäíiõ øêië ç ìàòåìàòèêè i�içèêè.Ìàþ÷è íàõèë äî íàóêîâî¨ ïðàöi, Ì. Çàðèöüêèé, ÿê i áàãàòî iíøèõ â÷åíèõ-óêðà¨íöiâ, â óìîâàõ àâñòðî-óãîðñüêî¨ ìîíàðõi¨ òà ìiæâî¹ííî¨ Ïîëüùi íå ìiã îòðè-ìàòè ðîáîòó ó âèùié øêîëi, òîìó ïî÷àâ ñâîþ ïðàöþ íà íèâi ïðîïàãóâàííÿ ìàòå-ìàòè÷íèõ çíàíü ïî ðiçíèõ ñåðåäíiõ øêîëàõ �àëè÷èíè. Âií ó÷èòåëþâàâ ó ïðèâàòíèõ



196 Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊóêðà¨íñüêèõ ãiìíàçiÿõ Áåëçà òà Çáàðàæà, ïîòiì, iç äåÿêèìè ïåðåðâàìè â ðîêè Ïåðøî¨ñâiòîâî¨ âiéíè, ó äåðæàâíèõ ãiìíàçiÿõ Êîëîìè¨ i Òåðíîïîëÿ.Êóðñè, ÿêi ÷èòàâ ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi Âàöëàâ ÑåðïiíñüêèéÍàâ÷àëüíèé ðiê Ñåìåñòð Íàçâà êóðñó ÊiëüêiñòüãîäèíòèæíåâîÒåîðiÿ ÷èñåë 2Çèìîâèé Ìàò. àíàëiç 31908/09 Ñåìiíàð (íèæ÷èé) 2Òåîðiÿ ÷èñåë 2Ëiòíèé Ìàò. àíàëiç 3Ñåìiíàð (íèæ÷èé) 2Àíàëiòè÷íà òåîðiÿ ÷èñåë 2Çèìîâèé Âñòóï äî àíàëiçó 31909/10 Ñåìiíàð (íèæ÷èé) 2Âèùèé àíàëiç 4Ëiòíèé Òåîðiÿ ìíîæèí 1Ñåìiíàð (íèæ÷èé) 2Âèùà àëãåáðà 4Êðèòè÷íèé àíàëiçÇèìîâèé �óíäàìåíòàëüíèõ 1ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü1910/11 Ñåìiíàð (íèæ÷èé) 2Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨Ëiòíèé ìíîæèí äî àíàëiçó 3Âèùà àëãåáðà 2Ñåìiíàð (íèæ÷èé) 2Òåîðiÿ íåñêií÷åííèõ ðÿäiâ 4Çèìîâèé Iððàöiîíàëüíîñòiäðóãîãî ñòåïåíÿ 1Ñåìiíàð (âèùèé) 21911/12 Òåîðiÿ �óíêöiéäiéñíî¨ çìiííî¨ 4Ëiòíèé Ïîíÿòòÿ ìiðèòî÷êîâèõ ìíîæèí 1Ñåìiíàð (âèùèé) 2Âîñåíè 1913 ð. Ìèðîí Çàðèöüêèé îäðóæèâñÿ ç Âîëîäèìèðîþ Çà�iéîâñüêîþ,äîíüêîþ ïîêiéíîãî ñâÿùåíèêà Iâàíà Çà�iéîâñüêîãî, à ÷åðåç ðiê ó ïîäðóææÿ Çàðè-öüêèõ íàðîäèëàñü äîíüêà Êàòåðèíà.Óæå òîäi Ì. Çàðèöüêèé ðîáèâ ïåðøi êðîêè â íàóêîâié ðîáîòi ç ìàòåìàòèêè.Áóëè òî ïðàöi íåâåëèêîãî ìàñøòàáó, àëå â íèõ óæå ìiñòèëèñÿ åëåìåíòè îðèãiíàëüíî¨òâîð÷îñòi. ×åðåç ïåâíèé ÷àñ Ì. Çàðèöüêèé ïîêàçàâ öi ðîáîòè âiäîìîìó ïîëüñüêîìó



ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î� ... 197ìàòåìàòèêîâi, ïðî�åñîðó Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó �. Øòåéíãàóçó, ÿêèé ñõâàëèâ ¨õi ïîòóðáóâàâñÿ ïðî ïåðå¨çä Ìèðîíà Çàðèöüêîãî äî Ëüâîâà.Ó 1925 ð. Ì. Çàðèöüêèé ïåðå¨õàâ ç Òåðíîïîëÿ äî Ëüâîâà, äå ïðàöþâàâ ñïî÷àòêóâ IÕ ïîëüñüêié äåðæàâíié ãiìíàçi¨, ç 1928 ð. äî 1934 ð. � ó Ôiëi¨ óêðà¨íñüêî¨ äåðæàâíî¨ãiìíàçi¨, à ç 1934 ð. äî 1939 ð. � ó II ïîëüñüêié äåðæàâíié ãiìíàçi¨. Ó Ëüâîâi âiíïðîäîâæóâàâ àêòèâíî çàéìàòèñÿ íàóêîâîþ ðîáîòîþ, âiäâiäóâàâ â óíiâåðñèòåòi ëåêöi¨ç ïñèõîëîãi¨ òà �iëîñî�i¨ � ïðî�åñîðà Ê. Òâàðäîâñüêîãî, ç ìàòåìàòèêè � ïðî�åñîðà�. Øòåéíãàóçà òà Ñ. �óç¹âi÷à, ç àñòðîíîìi¨ � Ì. Åðíñòà òà ií. Òèòóë ïðî�åñîðàãiìíàçi¨ Ì. Çàðèöüêîìó ïðèñâî¨ëè 3 ëþòîãî 1928 ð.24 áåðåçíÿ 1927 ð. Ì. Çàðèöüêîãî îáðàëè äiéñíèì ÷ëåíîì Íàóêîâîãî òîâàðèñò-âà iì. Øåâ÷åíêà, i âiäòîäi âií ñòàâ àêòèâíèì ñïiâðîáiòíèêîì éîãî ìàòåìàòè÷íî-ïðèðîäîïèñíî-ëiêàðñüêî¨ ñåêöi¨. Â 25-ìó òîìi "Çáiðíèêà" öi¹¨ ñåêöi¨ áóëà íàäðóêîâàíàïåðøà éîãî ïðàöÿ "Ìåòîä çàïðîâàäæåííÿ ïîâíîãî âïîðÿäêóâàííÿ ó òåîði¨ ìíîæèí"[1℄. Çà äðóãó ïðàöþ "Äåÿêi îñíîâíi ïîíÿòòÿ analysis situs ç òî÷êè çîðó àëãåáðè ëîãi-êè" [2℄ Ëüâiâñüêèé óíiâåðñèòåò 25 æîâòíÿ 1930 ð. ïðèñóäèâ Ì. Çàðèöüêîìó â÷åíèéñòóïiíü äîêòîðà �iëîñî�i¨.Ó öåé ÷àñ Ìèðîí Çàðèöüêèé çáëèçèâñÿ ç âèäàòíèìè ïîëüñüêèìè ìàòåìàòèêàìè�. Øòåéíãàóçîì, Ñ. Áàíàõîì, Â. Ñòîæåíêîì, Ñ. Ìàçóðîì, ÿêi ïðàöþâàëè ó Ëüâî-âi, áóâ ïðèéíÿòèé äî Ëüâiâñüêîãî âiääiëó Ïîëüñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî òîâàðèñòâà,éîãî îáðàëè òàêîæ ÷ëåíîì Íiìåöüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî òîâàðèñòâà. Äðóêóâàâ ñâî¨ïðàöi ó ëüâiâñüêèõ, ïîëüñüêèõ, íiìåöüêèõ i àìåðèêàíñüêèõ æóðíàëàõ, âiâ íàóêîâåëèñòóâàííÿ ç ìàòåìàòèêàìè áàãàòüîõ êðà¨í.ßê äåëåãàò Íàóêîâîãî òîâàðèñòâà iì. Øåâ÷åíêà Ì. Çàðèöüêèé áðàâ ó÷àñòü óðîáîòi I ïîëüñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî ç'¨çäó, ÿêèé âiäáóâñÿ ó Ëüâîâi 1927 ð., äå âèñòóïèâiç íàóêîâîþ äîïîâiääþ "Êîãåðåíöi¨ òà àäãåðåíöi¨ Êàíòîðà", òà I ìàòåìàòè÷íîãî ç'¨çäóêîëèøíüîãî �àäÿíñüêîãî Ñîþçó, ùî âiäáóâñÿ â 1930 ð. ó Õàðêîâi.Íà þâiëåéíîìó ñâÿòi ìàòåìàòè÷íî-ïðèðîäîïèñíî-ëiêàðñüêî¨ ñåêöi¨ Íàóêîâîãîòîâàðèñòâà iì. Øåâ÷åíêà, ïðèñâÿ÷åíîìó 30-ði÷÷þ ðîáîòè ñåêöi¨, 3 êâiòíÿ 1927 ð.Ìèðîí Çàðèöüêèé âèãîëîñèâ äîïîâiäü �iëîñî�ñüêîãî çìiñòó "Ïðàâäà, êðàñà i ìàòå-ìàòèêà" [3℄, äå, çîêðåìà, ãîâîðèâ òàêi ñëîâà: "Êîãî íå ìàíèòü êðàñà íi ìèñòåöòâî,õòî æèâå âáîãèì äóõîâíèì æèòòÿì, òîé íi÷îãî íå äàñòü ìàòåìàòèöi. Ïîåçiÿ íå ðiæ-íèòüñÿ âiä ìàòåìàòèêè âèùèì ëåòîì óÿâè, à ìàòåìàòèê ðiæíèòüñÿ âiä ïîåòà ëèøòèì, ùî âñå i âñþäè ðîçóìó¹. . . Àëå ÿê ó ìèñòåöòâi, òàê i â ìàòåìàòèöi ëèøå òâîðèãàðíi ïåðåæèâàþòü ñòîëiòòÿ i âèõîâóþòü öiëi ïîêîëiííÿ."Äî 1939 ð. Çàðèöüêèé íàäðóêóâàâ áëèçüêî 20 íàóêîâèõ ïðàöü ó ëüâiâñüêèõ òàiíîçåìíèõ âèäàííÿõ i â öåé ïåðiîä ñ�îðìóâàâñÿ ÿê ñåðéîçíèé ìàòåìàòèê ç �iëî-ñî�ñüêèì ñïðÿìóâàííÿì.Ïiñëÿ ïðè¹äíàííÿ Çàõiäíî¨ Óêðà¨íè äî Ó�Ñ� Ì. Çàðèöüêèé iç ãðóäíÿ 1939ð.ïî÷àâ ïðàöþâàòè ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi. Ó 1939 � 1941 ðð. áóâ ïðîäåêàíîì, àâ 1945 � 1947 ðð. � äåêàíîì �içèêî-ìàòåìàòè÷íîãî �àêóëüòåòó, çàâiäóâàâ êà�åäðîþòåîði¨ éìîâiðíîñòåé, à ç 1948 ð. � êà�åäðîþ çàãàëüíî¨ ìàòåìàòèêè. Â öåé ïåðiîäïðàöþâàâ (çà ñóìiñíèöòâîì) ñòàðøèì íàóêîâèì ñïiâðîáiòíèêîì Ëüâiâñüêîãî �iëiàëóÀÍ Ó�Ñ�. Ó 1941 ð. âèñòóïàâ ç äîïîâiäÿìè íà êîí�åðåíöiÿõ Àêàäåìi¨ íàóê Ó�Ñ� òà�ðóç�Ñ� ó Êè¹âi òà Òáiëiñi. 21 êâiòíÿ 1945 ð. Ì. Çàðèöüêîìó áóëî ïðèñâî¹íî çâàííÿïðî�åñîðà, à 6 ëèïíÿ 1946 ð. � â÷åíèé ñòóïiíü êàíäèäàòà �içèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê.



198 Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊ�îáîòó ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi Ìèðîí Çàðèöüêèé ïî¹äíóâàâ iç ÷èòàííÿìëåêöié ó Ëüâiâñüêîìó ïîëiòåõíi÷íîìó iíñòèòóòi (1944 � 1946) òà â íîâîñòâîðåíîìóÓæãîðîäñüêîìó óíiâåðñèòåòi (1950 � 1955), íàäàþ÷è çíà÷íó äîïîìîãó â îðãàíiçàöi¨ìàòåìàòè÷íèõ êà�åäð öüîãî óíiâåðñèòåòó.Â 1942 � 1944 ðð. Ì. Çàðèöüêèé ÷èòàâ ëåêöi¨ ç âèùî¨ ìàòåìàòèêè íà ïðî�åñiéíèõòåõíi÷íèõ êóðñàõ, îðãàíiçîâàíèõ íà áàçi Ëüâiâñüêî¨ ïîëiòåõíiêè.Íàóêîâi iíòåðåñè Ì. Çàðèöüêîãî îõîïëþþòü ãîëîâíî òåîðiþ ìíîæèí ç àëãåáðîþëîãiêè òà òåîðiþ �óíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨.Ìèðîí Çàðèöüêèé áóâ âåëèêèì çíàâöåì iñòîði¨ ìàòåìàòèêè, îñîáëèâî àíòè÷íî¨,÷èòàâ êóðñè ëåêöié ç iñòîði¨ ìàòåìàòèêè ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi, íàäðóêóâàâêiëüêà ïðàöü ç iñòîði¨ òî÷íèõ íàóê. Ñþäè íàëåæàòü "Õðåñòîìàòiÿ ãðåöüêî¨ ìàòåìà-òèêè" (ïîëüñüêîþ ìîâîþ) [4℄, ó ÿêié âìiùåíi íåâåëèêi óðèâêè ç òâîðiâ Åâêëiäà, Àðõi-ìåäà, Àïîëîíiÿ Ïåðãiéñüêîãî, Êëàâäiÿ Ïòîëîìåÿ òà Äiî�àíòà â ãðåöüêîìó îðèãiíàëiòà ëàòèíñüêîìó ïåðåêëàäi, íåâåëèêèé åòþä "Çàóâàæåííÿ äî ïðîáëåìè íàáëèæåíèõîá÷èñëåíü ó ãðåöüêié ìàòåìàòèöi" [5℄, íàðèñ "Àñòðîíîìiÿ â ñòàðîâèíó" (óêðà¨íñüêîþòà ïîëüñüêîþ ìîâàìè) [6,7℄.Àñòðîíîìiÿ çàöiêàâèëà Ì. Çàðèöüêîãî ùå ç ìîëîäèõ ëiò. Ùå â äèòèíñòâi íåáóëî áàéäóæèì äëÿ íüîãî âå÷iðí¹ çîðÿíå íåáî. Òîäi íà äîïîìîãó éîìó ïðèéøîâ éîãîäÿäüêî (ñâÿùåíèê), ÿêèé ìàâ âåëèêó àñòðîíîìi÷íó áiáëiîòåêó; âií íàâ÷èâ Ìèðîíàïåðøèõ àçiâ àñòðîíîìi¨, çáóäèâøè iíòåðåñ äî ãëèáîêîãî âèâ÷åííÿ öüîãî ïðåäìåòà.Ïðàöþþ÷è â ãiìíàçiÿõ, Ì. Çàðèöüêèé çàîõî÷óâàâ ó÷íiâ äî çàíÿòü àñòðîíîìi¹þ, äóæå÷àñòî ñàì õîäèâ âå÷îðàìè äî àñòðîíîìi÷íî¨ îáñåðâàòîði¨ Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòóñïîñòåðiãàòè çîðÿíå íåáî. Óæå ÿê âiäîìèé ìàòåìàòèê Ìèðîí Çàðèöüêèé çàäóìàâíàïèñàòè íàðèñ ïðî çàðîäæåííÿ àñòðîíîìi¨ ó ñòàðîäàâíiõ íàðîäiâ Áëèçüêîãî Ñõîäó.Ùîá îçíàéîìèòèñü iç ïåðøîäæåðåëàìè, éîìó äîâåëîñÿ âèâ÷èòè â ïîòðiáíîìó îáñÿçiñòàðî¹âðåéñüêó ìîâó.Öiêàâi òàêîæ éîãî íàðèñè ç ìåòîäèêè âèêëàäàííÿ ìàòåìàòèêè ó çâ'ÿçêó ç iñòî-ði¹þ òà ií. [8�11℄.ßê �iëîñî� Ì. Çàðèöüêèé öiêàâèâñÿ òåîði¹þ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íîþ ñòà-òèñòèêîþ [12℄. Éîãî ñòàòòÿ "Ñó÷èííèêè êîðåëÿöi¨ â òåîði¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè"[13℄ ïðèñâÿ÷åíà ñïðîái àíàëiçó áàëàíñiâ êîîïåðàòèâiâ Òåðíîïiëüñüêî¨ îáëàñòi.ßê ëþäèíà ç ãîñòðèì ïî÷óòòÿì ãðîìàäñüêîãî îáîâ'ÿçêó Ì. Çàðèöüêèé ïðîâîäèâàêòèâíó ïðîïàãàíäó íàóêîâèõ çíàíü ó ïðåñi [6, 14, 15℄.Âií ïiäãîòóâàâ äî äðóêó ìîíîãðà�iþ "Òåîðiÿ ìíîæèí", ÿêà, íà æàëü, íå áóëàíàäðóêîâàíà, à ðóêîïèñ ¨¨ çàãóáèâñÿ ó ñòiíàõ Ëüâiâñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòóiìåíi Iâàíà Ôðàíêà; ïåðåêëàâ iç �ðàíöóçüêî¨ ìîâè íà óêðà¨íñüêó êíèãó Ñ. Áàíàõà"Êóðñ �óíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (ëiíiéíi îïåðàöi¨)" [16℄. Â óêðà¨íñüêîìó ïåðåêëàäiöÿ êíèãà âèéøëà ç äðóêó ó âèäàâíèöòâi "�àäÿíñüêà øêîëà" â Êè¹âi 1948 ð. (÷åðåçòðè ðîêè ïiñëÿ ñìåðòi Ñ. Áàíàõà), õî÷ ïåðåêëàä êíèãè (çà óãîäîþ ç âèäàâíèöòâîì)ìàâ áóòè çàâåðøåíèé äî 1 ëèïíÿ 1940 ð. [17℄ Öå áóëà ïåðøà êíèãà ç �óíêöiîíàëüíîãîàíàëiçó, âèäàíà â êîëèøíüîìó �àäÿíñüêîìó Ñîþçi. Ïî íié âèâ÷àëè �óíêöiîíàëüíèéàíàëiç áàãàòî ìàòåìàòèêiâ, ÿêi íàâiòü íå âîëîäiëè óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ. Ïðiçâèùåïåðåêëàäà÷à (î÷åâèäíî, ç ïîëiòè÷íèõ ïðè÷èí) ó êíèçi íå áóëî çàçíà÷åíå.Ó äîìàøíüîìó àðõiâi Áîãäàíà i Ëþáè Ñîðîê çáåðåãëîñü áàãàòî íåîïóáëiêî-âàíèõ ðóêîïèñíèõ ìàòåðiàëiâ Ìèðîíà Çàðèöüêîãî. Ñåðåä íèõ ñòàòòi òà ðå�åðàòè



ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î� ... 199"Çàìêíåííÿ i ïîõiäíà � ÿê äâà ðiçíi îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ äâîõ ðiçíèõ òîïîëîãi÷íèõïðîñòîðiâ", "Äåÿêi çàóâàæåííÿ äî ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíîñòi â çàãàëüíîòîïîëîãi÷íîìóïðîñòîði", "Äåÿêi ïîìèëêè â ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði", "Äåâ'ÿòà i äåñÿòà òåîðåìèäðóãî¨ êíèãè åâêëiäîâèõ "Åëåìåíòiâ"", "Ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷íî¨ ïðàâäè i êðàñè ìà-òåìàòè÷íî¨ äóìêè", "Ïðî âñåñòîðîííå çíà÷iííÿ ìàòåìàòèêè äëÿ ðîçâèòêó ëþäèíè,ñóñïiëüíîñòè i äåðæàâè", "�åíåçà íàóê çîðÿíèõ êîíñòåëÿöié (ñóçið'¨â)", "Ìàòåìàòèêàÿê ïàðòiéíà íàóêà", "Ìàòåìàòèêà ç òî÷êè çîðó äiàëåêòè÷íîãî ìàòåðiàëiçìó", íåçà-âåðøåíi êíèãè "Àêñiîìàòè÷íèé ìåòîä ó ìàòåìàòèöi", "Ìàòåìàòè÷íèé ñâiòîãëÿä",à òàêîæ îáøèðíi ìàòåðiàëè äëÿ ïiäðó÷íèêà "Iñòîðiÿ ìàòåìàòèêè": à) ¹ãèïåòñüêà iâàâèëîíñüêà ìàòåìàòèêà; á) õðåñòîìàòiÿ âàâèëîíñüêèõ ìàòåìàòèêiâ; â) ãðåöüêà ìà-òåìàòèêà (÷îòèðè ðîçäiëè).Çi ñêàçàíîãî âèäíî, íàñêiëüêè ðiçíîìàíiòíèìè òà øèðîêèìè áóëè iíòåðåñè â÷å-íîãî.Êîëî çàöiêàâëåíü Ìèðîíà Çàðèöüêîãî íå çàìèêàëîñü ëèøå ìàòåìàòèêîþ. Âiíáóâ îáiçíàíèé ç ïðèðîäíè÷èìè íàóêàìè, ñâiòîâîþ ëiòåðàòóðîþ, �iëîñî�i¹þ, çà-õîïëþâàâñÿ ïîåçi¹þ. Ëþáèâ Øåêñïiðà i Ïóøêiíà. Îêðåìi ðîçäiëè ïîåìè Ïóøêiíà"�âãåíié Îí¹ãií" ïåðåêëàâ óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ.Âîëîäiâ âiëüíî ïîëüñüêîþ, íiìåöüêîþ i ðîñiéñüêîþ ìîâàìè. Êðiì òîãî, ïèñàâìàòåìàòè÷íi ñòàòòi àíãëiéñüêîþ òà �ðàíöóçüêîþ ìîâàìè, ÷èòàâ ëiòåðàòóðó íà ãðåöü-êié, ëàòèíñüêié i ñòàðî¹âðåéñüêié ìîâàõ.Îäíi¹þ ç ïðèêìåò, ùî õàðàêòåðèçóâàëè Ìèðîíà Çàðèöüêîãî, áóëà öiëêîâèòàáåçêîðèñëèâiñòü ñòîñîâíî íàóêè. �îëîâíèì äëÿ íüîãî áóâ ñàì ïðîöåñ ñòóäiþâàííÿ,âiäêðèâàííÿ é �îðìóâàííÿ íîâîãî, ïðè¹ìíiñòü çàãëèáèòèñü ó ïðåäìåò òà çáàãíóòèéîãî ñóòü. Íàóêà áóëà äëÿ Ì. Çàðèöüêîãî õëiáîì íàñóùíèì, ïîòðåáîþ i íàñîëî-äîþ, ïðàöåþ i âiäïî÷èíêîì. Íà íàóêó âií äèâèâñÿ ÿê íà ïðàâäó i êðàñó, ùî ïiäíî-ñèòü ëþäèíó íà âèùèé ùàáåëü ¨¨ äóõîâíîãî ðîçâèòêó. Íàóêà ó íüîãî � öå òâîð÷iñòü,íàòõíåííÿ i ðàäiñòü, êîòðîþ âií õîòiâ ïîäiëèòèñÿ ç êîæíèì, õòî öüîãî áàæàâ.Ìèðîíà Çàðèöüêîãî íàçèâàëè "ïîåòîì ìàòåìàòèêè". Éîìó áóëè âëàñòèâèìèãëèáèíà äóìêè, óìiííÿ ïåðåòâîðþâàòè ñêëàäíå â ïðîñòå. Ïåäàãîã âií áóâ íåïåðå-âåðøåíèé. Ñòóäåíòè çàâæäè ç âåëèêîþ öiêàâiñòþ ñëóõàëè éîãî ëåêöi¨. Çîêðåìà, âiíîäèí iç ïåðøèõ âèêîðèñòîâóâàâ ó ëåêöiÿõ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ñèìâîëiêó ëîãiêèïðåäèêàòiâ. Âàðòî çãàäàòè ñëîâà Ñ. Áàíàõà, ÿêi âií ñêàçàâ ïðî Ì. Çàðèöüêîãî: "ß íåçíàþ áiëüøå íiêîãî, õòî á òàê ëîãi÷íî òà ëàêîíi÷íî âèêëàäàâ ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç".Äî ãiìíàçèñòiâ, ñòóäåíòiâ i âñiõ íàâêîëèøíiõ Ì. Çàðèöüêèé ñòàâèâñÿ äîáðîçè÷-ëèâî i ùèðî. Éîìó áóâ ïðèòàìàííèé òîíêèé ãóìîð. Êîëîðèòíèé ïîðòðåò Ì. Çàðèöü-êîãî ÿê âèêëàäà÷à ãiìíàçi¨ çìàëþâàâ ó àâòîáiîãðà�i÷íié ïîâiñòi "Âèñîêèé çàìîê"[20℄ éîãî ó÷åíü � âiäîìèé ïîëüñüêèé ïèñüìåííèê Ñòàíiñëàâ Ëåì, à òåïëi ñïîãàäèïðî Ì. Çàðèöüêîãî ÿê ïðî�åñîðà óíiâåðñèòåòó çàëèøèëè éîãî ñòóäåíòè ÂëàäèñëàâËÿíöå, Ìèõàéëî Ñåíüêiâ (äèâ. [21℄) òà áàãàòî iíøèõ.Âiäiéøîâ iç æèòòÿ Ìèðîí Çàðèöüêèé 19 ñåðïíÿ 1961 ð. Éîãî ïîõîâàíî íà Ëè-÷àêiâñüêîìó öâèíòàði ó Ëüâîâi. Ïàì'ÿòü ïðî íüîãî ùå äîâãî îñâiòëþâàòèìå äîðîãóìîëîäèì åíòóçiàñòàì íàóêè.



200 Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊ3. Íàóêîâà ñïàäùèíà. Íàóêîâà ñïàäùèíà Ì. Çàðèöüíîãî îáøèðíà òà áàãà-òîãðàííà. Éîãî íàóêîâi iíòåðåñè ñòîñóâàëèñÿ çäåáiëüøîãî òåîði¨ ìíîæèí, òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òîïîëîãi¨ òà òåîði¨ �óíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Íàóêîâi ðåçóëüòàòè Ì. Çà-ðèöüêîãî áóëè íà ïåðåäíüîìó êðàþ ñâiòîâî¨ íàóêè. Íà íèõ ¹ ïîñèëàííÿ, çîêðåìà, ó âi-äîìèõ ìîíîãðà�iÿõ [18, 19℄. Ïîäàíèé äàëi îãëÿä íàóêîâèõ ðåçóëüòàòiâ Ì.Çàðèöüêîãî ðóíòó¹òüñÿ, çîêðåìà, íà ñòàòòi [33℄.Îäíà ç ãîëîâíèõ òåì íàóêîâî¨ òâîð÷îñòi Ì. Çàðèöüêîãî � òåîðiÿ áóëüîâèõ àë-ãåáð. Îïåðàòîð çàìèêàííÿ â áóëüîâèõ àëãåáðàõ ðîçãëÿíóâ âïåðøå Ê. Êóðàòîâñüêèé[31℄. Âií ñ�îðìóëþâàâ çàäà÷ó ïðî òå, ñêiëüêè ðiçíèõ åëåìåíòiâ ìîæíà îäåðæàòè,çàñòîñîâóþ÷è äî çàäàíîãî åëåìåíòà áóëüîâî¨ àëãåáðè îïåðàöi¨ çàìèêàííÿ r i äîïîâ-íåííÿ c. Âiäïîâiäü äà¹ âiäîìà òåîðåìà Êóðàòîâñüêîãî ïðî 14 ìíîæèí.Ó ñâî¨é ïåðøié íàóêîâié ïðàöi [1℄ Ìèðîí Çàðèöüêèé çàñòîñóâàâ îïåðàòîð r äîçàäàííÿ ïîâíîãî ïîðÿäêó íà ìíîæèíi. Ïðè öüîìó Çàðèöüêèé êîðèñòóâàâñÿ äåùîiíøîþ àêñiîìàòèêîþ, íiæ òó, ÿêó çàïðîâàäèâ Êóðàòîâñüêèé â [31℄. Öÿ íîâà àêñiîìà-òèêà âèõîäèòü çà ìåæi òåîði¨ áóëüîâèõ àëãåáð, îñêiëüêè àïåëþ¹ äî ïîíÿòòÿ "åëåìåíòìíîæèíè A".Ó ñòàòòi [2℄ ðîçãëÿíóòî îïåðàöiþ ìåæi f â òåîði¨ áóëüîâèõ àëãåáð. Öÿ îïåðàöiÿïîâ'ÿçàíà ç îïåðàöi¹þ çàìèêàííÿ r �îðìóëîþ Af = Ar ∩ Acr. Çàðèöüêèé íàâîäèòüó öié ñòàòòi àêñiîìàòèçàöiþ îïåðàöi¨ f , à òàêîæ iíøèõ îïåðàöié: i (âíóòðiøíîñòi,
Ai = Acrc), e (çîâíiøíîñòi, Ae = Arc), b (áåðåãà, Ab = A ∩Acr). Äëÿ çàçíà÷åíèõ îïå-ðàöié ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó, àíàëîãi÷íó äî çãàäàíî¨ âèùå çàäà÷i Êóðàòîâñüêîãî: ñêiëüêèðiçíèõ åëåìåíòiâ ìîæíà îäåðæàòè ïî÷åðãîâèì çàñòîñóâàííÿì òàêèõ îïåðàöié i äî-ïîâíåííÿ?Âàæëèâå ìiñöå â íàóêîâié òâîð÷îñòi Çàðèöüêîãî çàéìà¹ äîñëiäæåííÿ áóëüîâèõàëãåáð ç ïîõiäíîþ. Îïåðàöiÿ ïîõiäíî¨ d çàäà¹òüñÿ òàêèìè àêñiîìàìè: (1) (A ∪B)d =
= Ad ∪Bd; (2) Add ⊂ Ad; (3) 0d = 0; (4) 1d = 1.Ó ñòàòòi [27℄ äëÿ áóëüîâèõ àëãåáð ç ïîõiäíîþ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ àíàëîã çàäà÷i Êó-ðàòîâñüêîãî. Âiäïîâiäü äà¹òüñÿ ãðà�àìè, äå ñòðiëêà îçíà÷à¹ âêëþ÷åííÿ:
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>>}}}}}}}}}Ñõîæi ðåçóëüòàòè Çàðèöüêèé îäåðæàâ äëÿ iíøèõ óíàðíèõ îïåðàöié â òåîði¨ áó-ëüîâèõ àëãåáð: êîãåðåíöi¨, àäãåðåíöi¨ i ÿäðà ìíîæèíè â ñåíñi Êàíòîðà.Çàóâàæìî, ùî òåîðiþ áóëüîâèõ àëãåáð iíòåíñèâíî ðîçâèâàëè â 30-õ ðîêàõ ìè-íóëîãî ñòîëiòòÿ àìåðèêàíñüêi ìàòåìàòèêè, äèâ., íàïðèêëàä, [45℄-[47℄. �åçóëüòàòè Çà-ðèöüêîãî i Ñàíäåðñà [46℄ ÷àñòêîâî ïåðåêðèâàþòüñÿ.Áàãàòî ðåçóëüòàòiâ Ì. Çàðèöüêîãî ìà¹ ïðèðîäíó òîïîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ; öåçàñâiä÷èâ i ñàì Çàðèöüêèé ó [29℄.



ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î� ... 201Ó íåâåëèêié çàìiòöi [22℄ Ì. Çàðèöüêèé çíàéøîâ óìîâó, åêâiâàëåíòíó äî óìîâèçâ'ÿçíîñòi ïiäìíîæèíè M òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó â òåðìiíàõ âëàñòèâîñòåé îïåðàöi¨
f : íå iñíó¹ íåïîðîæíiõ ìíîæèí A i B òàêèõ, ùî AB + ABf + AfB = 0 i A + B = M .Ó ïðàöi [23℄ íàâåäåíî êiëüêà ðiâíîñèëüíèõ óìîâ ó òåðìiíàõ îïåðàöi¨ d òîãî, ùîïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó C íiäå íå ùiëüíà â C: Adcd = C; Adcdcd = 0;
A ⊂ Adcd; A ⊂ Adcdcdc; Adcdcd ⊂ Adcd, Adn

⊂ Adcd äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n.Ñòàòòÿ [26℄ ìiñòèòü òîïîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ îïåðàöi¨ m, Am = Adcd. Äîâå-äåíî, ùî ìíîæèíà Am ¹ ïîõiäíîþ äëÿ ìíîæèíè âñiõ çîâíiøíiõ òî÷îê ìíîæèíè A.Çàçíà÷ìî, ùî â òåðìiíàõ îïåðàöi¨ m ìîæíà òàêîæ âèðàçèòè ïîíÿòòÿ âñþäè ùiëüíî¨,íiäå íå ùiëüíî¨ òà ìåæåâî¨ ìíîæèíè.Â [28℄ Ì. Çàðèöüêèé ïèñàâ ïðî ìîæëèâiñòü "ñèñòåìàòè÷íî¨ i ïîñëiäîâíî¨ ïîáó-äîâè òåîði¨ òî÷êîâèõ ìíîæèí íà îñíîâi ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ ìíîæèíè" i âèðàçèâ ÷åðåçîïåðàöiþ d ðÿä çàãàëüíîòîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìíîæèíè, çîêðåìà, âëàñòèâîñòiáóòè äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ. Òóò òðåáà çàóâàæèòè, ùî îïåðàöiþ d ìîæíà iíòåð-ïðåòóâàòè ÿê ïîõiäíó ïiäìíîæèíè â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði ëèøå ó âèïàäêó, êîëèöåé ïðîñòið íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê; ùîáè äîçâîëèòè òàêó iíòåðïðåòàöiþ äëÿ äî-âiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè îïåðàöiþ δ. Òàêîæ â[28℄ çà äîïîìîãîþ ïîõiäíî¨ íàâåäåíî äâà îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ ϕòîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó C â ñåáå:(1) ϕ(Ad) ⊂ ϕ(A) + (ϕ(A))d;(2) ϕ(Ad) + (ϕ(Ad))d ⊂ ϕ(A) + (ϕ(A))däëÿ êîæíîãî A ⊂ C. Îáèäâà öi îçíà÷åííÿ ó âèïàäêó åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó âèÿâ-ëÿþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè äî çâè÷àéíî¨ íåïåðåðâíîñòi, îäíàê ó çàãàëüíîìó âèïàäêóïðèâîäÿòü äî ðiçíèõ ïîíÿòü; äëÿ ¨õíüî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïîòðiáíî íàêëàäàòè äîäàò-êîâi óìîâè íà îïåðàöiþ d.Áàãàòî ïðàöü Ì. Çàðèöüêîãî äåùî âiäõîäÿòü âiä îïèñàíî¨ âèùå òåìàòèêè. Â [24℄ïîáóäîâàíî ãîìåîìîð�içì äâîõ ïiäìíîæèí äiéñíî¨ ïðÿìî¨, îäíà ç ÿêèõ âèìiðíà çàËåáåãîì, à iíøà � íi. Êîíñòðóêöiÿ òàêîãî ãîìåîìîð�içìó  ðóíòó¹òüñÿ íà iíøié ïðàöiÇàðèöüêîãî [25℄, â ÿêié äîâåäåíi äåÿêi âëàñòèâîñòi ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë.Ùå ðàç ïîâåðíåìîñÿ äî âiäîìî¨ ñòàòòi Ìèðîíà Çàðèöüêîãî [2℄, îïóáëiêîâàíî¨ â1927 ðîöi, äå, çîêðåìà, íàâåäåíî àêñiîìàòèêó äëÿ ïîíÿòòÿ ìåæi ìíîæèíè â òîïîëî-ãi÷íîìó ïðîñòîði. Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ñàìå öþ àêñiîìàòèêó òà ¨¨ ðîëü ó ñòàíîâëåííiîñíîâ òîïîëîãi¨.Çàãàëüíîïðèéíÿòèìè çàðàç ¹ äâà ïiäõîäè äî çàïðîâàäæåííÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóê-òóðè � ÷åðåç ñèñòåìó âiäêðèòèõ ìíîæèí i ÷åðåç îïåðàòîð çàìèêàííÿ. Ìè çãàäóâàëèàêñiîìàòèçàöiþ Êóðàòîâñüêîãî îïåðàòîðà çàìèêàííÿ (äèâ. [31℄, äå öÿ àêñiîìàòèêàçàïðîâàäæåíà):(1) A ∪B = A ∪B;(2) A ⊂ A;(3) ∅ = ∅;(4) A = A(ùîáè íàáëèçèòè âèêëàäåííÿ äî ñó÷àñíîãî ñòèëþ ïîçíà÷åíü, ìè âæèâà¹ìî ïîçíà-÷åííÿ Ā çàìiñòü Ar, ÿê âèùå).



202 Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊÎçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ÷åðåç ñèñòåìó âiäêðèòèõ ìíîæèí, ÿêå, ÿê âiäîìî, åêâiâà-ëåíòíå äî çàäàííÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà çàìèêàííÿ, âåäå ñâîþ iñòîðiþ âiä Äå-äåêiíäà. Âîíî ìà¹ âèðàçíî ãåîìåòðè÷íèé õàðàêòåð i àïåëþ¹ äî iíòó¨òèâíîãî ïîíÿò-òÿ îêîëó, óçàãàëüíþþ÷è áëèçüêiñòü, ùî çàäà¹òüñÿ ÷èñëîâîþ �óíêöi¹þ (ìåòðèêîþ).Îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ ÷åðåç îïåðàòîð çàìèêàííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà iäåÿõ Êàíòîðà, âîíîàëãåáðè÷íå çà ñâî¹þ ñóòòþ. Ïî¹äíàííÿ ãåîìåòðè÷íîãî òà àëãåáðè÷íîãî àñïåêòiâ çà-áåçïå÷ó¹ ïîøèðåíiñòü ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó â ìàòåìàòèöi, ïîðiâíÿííî çiíøèìè òîïîëîãi÷íèìè ñòðóêòóðàìè, òà éîãî �óíäàìåíòàëüíiñòü.Çäåáiëüøîãî îçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó â óíiâåðñèòåòñüêèõ ïiäðó÷íèêàõïîäàþòü ñàìå â òåðìiíàõ òîïîëîãi¨, òîáòî ñèñòåìè âiäêðèòèõ ìíîæèí (iíîäi çàçíà-÷àþòü, ùî àâòîðîì òàêîãî îçíà÷åííÿ ¹ ðîñiéñüêèé ìàòåìàòèê Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ).Ó ñòàòòi [2℄ Ìèðîí Çàðèöüêèé çàïðîïîíóâàâ ïiäõiä äî çàäàííÿ òîïîëîãi¨ çà äî-ïîìîãîþ ïîíÿòòÿ ìåæi. Àêñiîìàòèêà Ì. Çàðèöüêîãî äëÿ îïåðàòîðà ìåæi ∂ âèãëÿäà¹òàê:(1) A ∩B ∩ ∂(A ∩B) = A ∩B ∩ (∂A ∪ ∂B);(2) ∂A = ∂(X \A);(3) ∂∅ = ∅;(4) ∂∂A ⊂ ∂A.Ìàþ÷è îïåðàòîð ìåæi ∂ íà ìíîæèíi, áåçïîñåðåäíüî òàêîæ îäåðæó¹ìî òîïîëîãiþíà íié: çà îçíà÷åííÿì, ïiäìíîæèíà âiäêðèòà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà íå ìiñòèòüæîäíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè ìåæi.Ñòàòòþ [2℄ íåîäíîðàçîâî öèòóâàëè â ëiòåðàòóði, íàñàìïåðåä, ó âiäîìié "Òîïî-ëîãi¨" Ê. Êóðàòîâñüêîãî [18℄. Â óíiâåðñèòåòñüêèõ ïiäðó÷íèêàõ ç òîïîëîãi¨ (äèâ., íà-ïðèêëàä, [32℄, [34℄) ñïîñiá çàäàííÿ òîïîëîãi¨ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ìåæi, ÿêùî éçãàäó¹òüñÿ, òî ùîíàéáiëüøå ó âïðàâàõ àáî çàóâàæåííÿõ. Ó [32℄ â iñòîðè÷íèõ ðåìàð-êàõ ó çâ'ÿçêó ç ïîíÿòòÿì ìåæi çãàäó¹òüñÿ íå îðèãiíàëüíà ñòàòòÿ Çàðèöüêîãî, à ñòàòòÿ[35℄, îïóáëiêîâàíà çíà÷íî ïiçíiøå. Çàóâàæèìî, ùî â [35℄ íàâîäèòüñÿ ìîäè�iêîâàíààêñiîìàòèêà îïåðàòîðà ìåæi; ó âñòóïi àâòîð íàïèñàâ "nous d�emontrons l'�equivalen
eentre 
ette axiomatique et 
elle bien 
onnue de M. Zary
ki".Ñòàòòÿ [36℄ (â ÿêié íå öèòó¹òüñÿ [2℄) ìiñòèòü äåùî iíøó àêñiîìàòèêó îïåðàòîðàìåæi.Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ñòàòòÿìè Ìèðîíà Çàðèöüêîãî öiêàâèëèñü íå ëèøå òîïîëî-ãè. Ó ñòàòòÿõ [37℄ òà [38℄ (äèâ. òàêîæ [39℄, [40℄) àêñiîìàòèêó Çàðèöüêîãî çàñòîñîâóþòüäî àíàëiçó ïðîáëåì îíòîëîãi¨ (õî÷à öåé òåðìií çàïîçè÷åíèé ç �iëîñî�i¨, ó öüîìó âè-ïàäêó éäåòüñÿ ïðî ií�îðìàòèêó, çîêðåìà, ïðî òåîðiþ øòó÷íîãî iíòåëåêòó; âòiì �iëî-ñî�ñüêi àñïåêòè ðîçãëÿäóâàíî¨ àêñiîìàòèêè ïîíÿòòÿ ìåæi òåæ íå çàëèøàþòüñÿ ïîçàóâàãîþ � ïðî öå ñâiä÷èòü, çîêðåìà, òîé �àêò, ùî ñòàòòÿ [37℄ ïîìiùåíà â �iëîñî�ñü-êå íàóêîâå âèäàííÿ [41℄). Öåé iíòåðåñ çóìîâëåíèé íàñàìïåðåä �óíäàìåíòàëüíiñòþñàìîãî ïîíÿòòÿ ìåæi, ÿêå, ïîïðè iíòó¨òèâíó çðîçóìiëiñòü, âèìàãà¹ ñòðîãîãî ìàòåìà-òè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ.Îäíå íåñïîäiâàíå çãàäóâàííÿ ñòàòòi Ì. Çàðèöüêîãî ìîæíà çíàéòè ó âñòóïíiéñòàòòi Ëîâåðà [42℄ äî êíèãè ñòàòåé ç òåîði¨ êàòåãîðié òà îñíîâ òåðìîìåõàíiêè êîí-òèíóóìiâ (si
!). Ëîâåð âiäçíà÷èâ âëàñòèâiñòü îïåðàòîðà ìåæi ∂, ùî ðiäíèòü éîãî çäè�åðåíöiþâàííÿì
∂(A ∩B) = (∂(A) ∩B) ∪ (A ∩ ∂(B));



ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î� ... 203àíàëîãiÿ ç äè�åðåíöiþâàííÿì ñòà¹ ùå î÷åâèäíiøîþ, ÿêùî âæèòè àðõà¨÷íó ñèñòåìóïîçíà÷åíü, ó ÿêié îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ïîçíà÷à¹òüñÿ çíàêîì ñóìè, à ïåðåòèí � çíàêîìäîáóòêó. Îäåðæó¹ìî "�îðìóëó Ëÿéáíiöà äëÿ ìåæi"
∂(A ·B) = ∂(A) · B + A · ∂(B). (1)Çàóâàæèìî, ùî äiàãðàìè Åéëåðà (äèâ. �èñ.) óíàî÷íþþòü öåé �àêò.

&%
'$

&%
'$

∂A→ A B ← ∂BÄëÿ òî÷íîñòi âàðòî çàçíà÷èòè, ùî �îðìóëó (1) âèêîðèñòàíî â ñòàòòi [2℄ ÿê àêñiî-ìó äëÿ iíøî¨ îïåðàöi¨, ÿêó Ì. Çàðèöüêèé íàçèâàâ "bord" (áåðåã), ∂̃A = ∂A ∩ A(ïðèðîäíî, â (1) ìà¹ìî çàìiíèòè ∂A íà ∂̃A).Çðîáèìî íåâåëèêèé âiäñòóï. Ëîâåð � îäèí ç àâòîðiâ ïîíÿòòÿ åëåìåíòàðíîãî òî-ïîñà. Iíòåðåñ äî òåîði¨ òîïîñiâ ó Ëüâiâñüêîìó óíiâåðñèòåòi iíiöiþâàâ Ì.ß. Êîìàð-íèöüêèé; ñåìiíàð "Òåîðiÿ òîïîñiâ", ÿêèì âií êåðóâàâ, óñïiøíî ïðàöþâàâ ïðîòÿãîìòðèâàëîãî ÷àñó. Îäèí ç àâòîðiâ öèõ ðÿäêiâ òåæ áóâ ó÷àñíèêîì öüîãî ñåìiíàðó i ñâîãî÷àñó îïóáëiêóâàâ íåâåëèêó ñòàòòþ [43℄, â ÿêié ðîçãëÿíóòî îïåðàòîð âíóòðiøíîñòi âòîïîñi æìóòêiâ íàä òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì. Ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à äîñëiäæåí-íÿ îïåðàòîðà ìåæi â öüîìó òîïîñi, îòîæ ¹ ñïîäiâàííÿ îäåðæàòè â öüîìó íàïðÿìióçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ Çàðèöüêîãî."Ôîðìóëà Ëÿéáíiöà" ïðàâèëüíà òàêîæ i äëÿ äåêàðòîâîãî ìíîæåííÿ
∂(A×B) = (∂(A)×B) ∪ (A× ∂(B)).Çâ'ÿçîê "�îðìóë Ëÿéáíiöà" äëÿ ìåæi i äè�åðåíöiþâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ÷åðåçòåîðåìó Ñòîêñà äëÿ ìíîãîâèäiâ ∫

M

dω =

∫
∂M

ωäëÿ çîâíiøíüî¨ äè�åðåíöiàëüíî¨ �îðìè ω íà ãëàäêîìó ìíîãîâèäi M ç êðà¹ì (ãåî-ìåòðè÷íîþ ìåæåþ) ∂M . Îäåðæó¹ìî ùå îäèí àðãóìåíò äëÿ ¹äíîñòi ìàòåìàòèêè,öiëêîì â äóñi âiäîìî¨ ñòàòòi [44℄ �iëäñiâñüêîãî ìåäàëiñòà Ìàéêëà Àòi¨.Àíàëîãiÿ ìiæ ïåðåõîäîì äî ìåæi i äè�åðåíöiþâàííÿì çäîáóâà¹ äèäàêòè÷íóâàðòiñíiñòü i ìàëà áè øèðøå çàïðîâàäæóâàòèñü â óíiâåðñèòåòñüêi ïiäðó÷íèêè.Îòîæ, çíà÷åííÿ ðîçãëÿäóâàíî¨ ïðàöi Çàðèöüêîãî [2℄, ùî, ÿê áà÷èìî, íå çìåí-øó¹òüñÿ ç ðîêàìè, ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi àëãåáðè÷íîãî îïèñó ïîíÿòòÿ ìåæi, ãåîìåò-ðè÷íîãî çà ñâî¹þ ñóòòþ. Íà íàøó äóìêó, ïðè âèêëàäàííi ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íîãîïðîñòîðó iì'ÿ Ìèðîíà Çàðèöüêîãî ïîâèííî çãàäóâàòèñü ïîðÿä iç iìåíàìè êëàñèêiâòîïîëîãi¨ Ïàâëà Àëåêñàíäðîâà òà Êàçèìèðà Êóðàòîâñüêîãî.Íà çàâåðøåííÿ êîðîòêî îïèøåìî ðîçâèòîê òåìàòèêè Ì. Çàðèöüêîãî ó Ëüâiâñü-êîìó óíiâåðñèòåòi i çà éîãî ìåæàìè. À.À. �îëüäáåðã [48℄ îäåðæàâ ðåçóëüòàòè, àíà-ëîãi÷íi äî ðåçóëüòàòiâ Çàðèöüêîãî, äëÿ áóëüîâèõ àëãåáð ç îïåðàöi¹þ δ; öþ îïåðàöiþ



204 Ìèõàéëî ÇÀ�I×ÍÈÉ, Áîãäàí ÏÒÀØÍÈÊîäåðæóþòü ç îïåðàöi¨ d âiäêèäàííÿì àêñiîìè (4) (äèâ. âèùå). Þ. �. �àéäà òà Î. �ðå-ìåíêî [49℄ îäíî÷àñíî ðîçãëÿäàëè â áóëüîâèõ àëãåáðàõ îïåðàöi¨ r i f , à Ë. Ïëàõòà[50℄ òàêîæ i îïåðàöiþ j (Aj � içîëüîâàíà ÷àñòèíà ìíîæèíè A). Âiäîìèé ìàòåìà-òèê Äæ. Îêñòîái ó ñâî¨é ñòàòòi [53℄ ðîçâ'ÿçóâàâ çàäà÷ó, ñ�îðìóëüîâàíó Çàðèöüêèìâ ñòàòòi [30℄, i âèïðàâèâ äåÿêi ¨¨ íåòî÷íîñòi. Ïðàöi Çàðèöüêîãî öèòóþòü ó ñó÷àñíèõïóáëiêàöiÿõ [51℄, [52℄.Ó ñòàòòi [33℄ ñ�îðìóëüîâàíî i äîòåïåð âiäêðèòó çàäà÷ó óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâó öüîìó íàïðÿìi íà âèïàäîê ãåéòií îâèõ àëãåáð.Àâòîðè âèñëîâëþþòü ïîäÿêó ß.�. Ïðèòóëi çà ÷èñëåííi çàóâàæåííÿ äî ïåðøîãîâàðiàíòó ñòàòòi.1. Zary
ki M. Une m
ethode d'introdu
tion de la notion de bon orde dans la Th
eorie desEnsembles / Zary
ki M. // Çá. ìàò.-ïðèðîäîïèñíî-ëiêàðñüê. ñåêöi¨ Íàóê. Ò-âà iì. Øåâ-÷åíêà ó Ëüâîâi. � 1926. � Ò. 25. � Ñ. 1-5.2. Zary
ki M.Quelques notions fondamentales de l'Analysis Situs aux point du vue de l'Alg�ebrede la Logique / Zary
ki M. //Fundamenta Mathemati
a. � 1927. � Vol. 9. � P. 3-15.3. Çàðèöüêèé Ì. Ïðàâäà, êðàñà i ìàòåìàòèêà. / Çàðèöüêèé Ì. Ìàòåìàòèêà ñåðåä íàóê. �Ëüâiâ, 1927. � Ñ. 25�37.4. Zary
ki M. Chrestomatja matematyki gre
kiej. / Zary
ki M. � Lw�ow: Filomata, 1934. �84 s.5. Çàðèöüêèé Ì. Çàóâàæåííÿ äî ïðîáëåìè íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü â ãðåöüêié ìàòåìàòèöi/ Çàðèöüêèé Ì. //Íàóê. çàï. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ �iç.-ìàò. � 1947. � Ò. 5, Âèï. 1. �Ñ. 74�79.6. Çàðèöüêèé Ì. Àñòðîíîìiÿ â ñòàðèíi / Çàðèöüêèé Ì. //Äiëî. � 1934. � 14, 15 êâiò.7. Zary
ki M. Astronomia w staro
zytno�s
i / Zary
ki M. //Kwartalnik klasy
zny. � Lwow,1934. � S. 287�294.8. Zary
ki M. Matematyka w klasy
znem gimnazjum / Zary
ki M. //Kwartalnik klasu
zny. �Lwow, 1931. � S. 153�158.9. Zary
ki M. Urywki z 
zy
ia szkolnego w zwi�azku z nau
zaniem matematyki. Nie
o historii /Zary
ki M. //Matematyka i szkola. � 1937. � Zesz. 1. � S. 51�53.10. Zary
ki M. Urywki z 
zy
ia szkolnego w zwi�azku z nau
zaniem matematyki: (Ci�ag dalszy).Bawmy si�e / Zary
ki M. //Matematyka i szkola. � 1938. � Zesz. 2�3. � S. 121�122.11. Zary
ki M. �Uber eine mathematis
he Unterhaltung / Zary
ki M. // Çá. ìàò.-ïðèðîäîïèñíî-ëiêàðñüê. ñåêöi¨ Íàóê. Ò-âà iì. Øåâ÷åíêà ó Ëüâîâi. � 1934. � Ò. 30. � Ñ. 129�134.12. Zary
ki M. �Uber die statistis
he Korrelationskonstante von M. Ste�ensen / Zary
ki M.//Ukrainis
he �Sev�
enko-Gesells
haft der Wissens
haften in Lemberg. Sitzungsberi
hte dermath.-naturwissens
haftli
h-�arztli
hen Sektion. � 1937. � Heft 24. � S. 5�6.13. Çàðèöüêèé Ì. Ñó÷èííèêè êîðåëÿöi¨ â òåîði¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè / Çàðèöüêèé Ì.// Çá. ìàò.-ïðèðîäîïèñíî-ëiêàðñüê. ñåêöi¨ Íàóê. Ò-âà iì. Øåâ÷åíêà ó Ëüâîâi. � 1937. �Ò. 36. � Ñ. 41�50.14. Çàðèöüêèé Ì. ×èñòà i ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà â õîäi ñòîëiòü / Çàðèöüêèé Ì. //Äiëî. �1933. � 11 òðàâ.15. Çàðèöüêèé Ì. Ïîòðåáè íàøî¨ åêîíîìi÷íî¨ ñòàòèñòèêè / Çàðèöüêèé Ì. //Äiëî. � 1937.� 23 òðàâ.16. Áàíàõ Ñ. Ñ. Êóðñ �óíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (ëiíiéíi îïåðàöi¨) / Áàíàõ Ñ. Ñ. � Êè¨â:Äåðæàâíå ó÷áîâî-ïåäàãîãi÷íå âèäàâíèöòâî �àäÿíñüêà Øêîëà, 1948. � 216 ñ.17. Ïëi÷êî À. Ì. Äî 60-ði÷÷ÿ ïóáëiêàöi¨ óêðà¨íñüêîãî ïåðåêëàäó êíèãè Ñ. Áàíàõà / Ïëi÷-êî À. Ì., Ïðèòóëà ß. �. //Ìàò. ñòóäi¨. � 2008. � Ò. 30, � 1. � Ñ. 107�112.



ÂÈÄÀÒÍÈÉ ÓÊ�À�ÍÑÜÊÈÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊ I ÏÅÄÀ�Î� ... 20518. Êóðàòîâñêèé Ê. Òîïîëîãèÿ / Êóðàòîâñêèé Ê. � Ì.: Ìèð, 1966. � Ò. I. � 595 ñ.19. Semadeni Z. Bana
h spa
es of 
ontinuous fun
tions / Semadeni Z. � Warszawa: PWN,1971. � 136 p.20. Ëåì Ñ. Âèñîêèé Çàìîê / Ëåì Ñ. � Ëüâiâ: ËÀ "Ïiðàìiäà", 2002. � Ñ. 79-81.21. Ïòàøíèê Á. É. Ïîåò ìàòåìàòèêè. Àêñiîìè äëÿ íàùàäêiâ: Óêðà¨íñüêi iìåíà ó ñâiòîâiéíàóöi / Ïòàøíèê Á. É. � Ëüâiâ: Ìåìîðiàë, 1992. � Ñ. 126�142.22. Çàðèöüêèé Ì. Êiëüêà çàìiòîê ïðî ñïiéíiñòü ïðîñòîðó / Çàðèöüêèé Ì. // Çá. ìàòåì.-ïðèðîäîïèñíî-ëiêàðñüêî¨ ñåêöi¨ Íàóê. Ò-âà iì. Øåâ÷åíêà ó Ëüâîâi. � 1927. � Ò. 26. �Ñ. 19-20.23. Çàðèöüêèé Ì.Äåÿêi åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ íåùiëüíî¨ ìíîæèíè / Çàðèöüêèé Ì. //Äîï.òà ïîâiäîìëåííÿ Ëüâiâ. óí-òó. � 1947. � Âèï. 1. � Ñ. 148.24. Çàðèöüêèé Ì. �îìåîìîð�íå íåâèìiðíå âiäîáðàæåííÿ / Çàðèöüêèé Ì. //Äîï. òà ïîâi-äîìëåííÿ Ëüâiâ. óí-òó. � 1953. � Âèï. 4, ÷. 2. � Ñ. 59-60.25. Çàðèöüêèé Ì. Äåÿêi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi / Çàðèöüêèé Ì. //Íàóê. çàï. Ëüâiâ. óí-òó.� 1957. � Ò. 44, âèï. 8. � Ñ. 39-46.26. Çàðèöüêèé Ì. Ïðî îäíó îïåðàöiþ â òåîði¨ òî÷êîâèõ ìíîæèí / Çàðèöüêèé Ì. //Íàóê.çàï. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. �iç.-ìàòåì. � 1949. � Ò. 12, Bèï. 3. � Ñ. 35-43.27. Çàðèöüêèé Ì. Ïîõiäíà i êîãåðåíöiÿ àáñòðàêòíî¨ ìíîæèíè / Çàðèöüêèé Ì. // Çáiðíèêìàòåì. ïðèðîäîïèñíî-ëiêàðñüêî¨ ñåêöi¨ ÍÒØ. Ëüâiâ. � 1928. � Ò. 27. � Ñ. 247-259.28. Çàðèöüêèé Ì. Î. Äåÿêi âëàñòèâîñòi ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ ìíîæèíè â àáñòðàêòíèõ ïðîñòî-ðàõ / Çàðèöüêèé Ì. Î. //Íàóê. çàï. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. �iç.-ìàòåì. � 1947. � Ò. 5, Âèï. 1.� Ñ. 22-23.29. Çàðèöüêèé Ì. Àëãåáðà Áóëÿ ç çàìêíåííÿì i àëãåáðà áóëÿ ç ïîõiäíîþ / Çàðèöüêèé Ì.//Äîï. ÀÍ Ó�Ñ�. � 1955. � � 1. � Ñ. 3-6.30. Zary
ki M. �Uber der Kern einer Menge / Zary
ki M. // Jahresberi
hte. Deuts
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