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Отримано факторизацiю вольтеррiвського iнтегрального оператора бi-
нарних перетворень елементарними операторами Вольтерра. Профактори-
зовано оператори Фредгольма скiнченного рангу фредгольмiвськими опе-
раторами рангу 1. Наведено застосування в теорiї нелiнiйних iнтегровних
систем.

Ключовi слова: iнтегральнi перетворення, факторизацiя операторiв
Вольтерра та Фредгольма з виродженим ядром.

1. Вступ. Для побудови точних розв’язкiв солiтонних систем важливу роль
вiдiграють “алгебризованi” методи, найбiльш вiдомими серед яких є метод одягання
Захарова-Шабата [1]-[3], метод В.О. Марченка [4], теорiя Сато-Вiльсона (див. нап-
риклад, [5, 6]), а також метод перетворень Дарбу-Крама-Матвєєва [7]-[11]. Побудова
широких класiв точних розв’язкiв нелiнiйних iнтегровних моделей теорiї солiтонiв та
їхнi (2+1)-вимiрнi узагальнення, якi отримують внаслiдок накладання нелокальних
редукцiй в iєрархiї рiвнянь Кадомцева-Петвiашвiлi, розглядали в багатьох працях
(див. наприклад, [12]-[22]). Як одягаючого оператора використовували класичний
диференцiальний оператор перетворень Дарбу-Крама-Матвєєва. Проблема факто-
ризацiї диференцiального оператора Дарбу-Матвєєва (матричного диференцiально-
го оператора першого порядку) за допомогою найпростiших диференцiальних опе-
раторiв типу Дарбу розглядали в [23]. Найцiкавiшi з погляду фiзичних застосувань
нелiнiйнi iнтегровнi системи (нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера, модифiкованi рiвняння
Кортевега-де Врiза, модель Яджими-Ойкави та iншi) не пiдпадають, безпосередньо,
пiд метод одягання за допомогою диференцiальних операторiв. Цi рiвняння отри-
мують пiсля накладання додаткових редукцiй типу ермiтового спряження. Усунення
цiєї прогалини досягається використанням як одягаючого оператора бiнарного пе-
ретворення типу Дарбу [24]-[26]. В [27]-[29] продемонстровано зв’язок iнтегрального
оператора бiнарних перетворень з операторами перетворень оберненої задачi для
деяких гiперболiчних систем. Мета нашої працi – дослiдити факторизацiю вольтер-
рiвського iнтегрального оператора бiнарних перетворень за допомогою iнтегральних
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операторiв Вольтерра першого порядку. Частково цю мету реалiзували в алгебрi
формальних символiв псевдодиференцiальних операторiв в [23]. Структура така. У
Роздiлi 1 подано деякi вiдомi теореми про диференцiальнi оператори перетворень
Дарбу-Крама для рiвняння Штурма-Лiувiлля. В Роздiлi 2 розглянуто факториза-
цiю операторiв бiнарних перетворень за допомогою елементарних вольтеррiвських
iнтегральних операторiв. У Роздiлi 3 дослiджено фредгольмiвськi оператори, якi
утворюються як композицiї вольтеррiвських операторiв з рiзними полярностями,
введеними в Роздiлi 2. Такi оператори цiкавi також тiсним зв’язком з операторами
розсiяння для деяких нестацiонарних систем диференцiальних рiвнянь з вироджени-
ми даними розсiяння (див., наприклад, [29]-[32]). В цьому ж роздiлi запропоновано
метод факторизацiї операторiв Фредгольма скiнченного рангу фредгольмiвськими
операторами першого рангу. Застосування операторiв бiнарних перетворень, вве-
дених у Роздiлi 2, для побудови розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля та деяких
нелiнiйних iнтегровних моделей математичної фiзики розглянуто у Роздiлi 4.

2. Теореми Дарбу-Крама та побудова розв’язкiв рiвнянь Штурма-

Лiувiлля. Розглянемо рiвняння Штурма-Лiувiлля (одновимiрне рiвняння Шредiн-
гера)

L{f} = λf, (1)

де L := −D2 + u(x), D := ∂
∂x

, D{f} = ∂f
∂x

:= fx, Df := fD + fx.
Для подальшої зручностi введемо позначення u(x) := u[1], f = f(x, λ) := f [1],

L := L[1].
Позначимо фiксований розв’язок рiвняння (1) при λ = λ1 через ϕ1[1],

ϕ1[1] = ϕ1[1](x, λ1) i визначимо оператор We[ϕ1[1]] так:

We[ϕ1[1]] := ϕ1[1]Dϕ
−1
1 [1] = D − ϕ1x[1]ϕ

−1
1 [1]. (2)

Тодi перетворення Дарбу (DT) f := f [1] → f [2] довiльного розв’язку (1) набуде
такого вигляду:

f [2] =We[ϕ1[1]]{f [1]} = fx[1]−
ϕ1x[1]

ϕ1[1]
f [1] =

W(ϕ1[1], f [1])

ϕ1[1]
, (3)

де W(ϕ1[1], f [1]) = ϕ1[1]fx[1]− ϕ1x[1]f [1] – звичайнi визначники Вронського.

Теорема 1 (Дарбу, 1882). Функцiя f [2] задовольняє диференцiальне рiвняння

L[2]{f [2]} = λf [2], (4)

де
L[2] := −D2 + u[2], u[2] = u[1]− 2(lnϕ1[1])xx. (5)

Розглянемо деякi застосування теореми Дарбу. Приймемо в рiвняннi Штурма-
Лiувiлля (1) u[1] = 0. Нехай λ1 = −χ2

1, χ1 > 0. Тодi розв’язки рiвняння (1) набудуть
вигляду

ϕ1[1] = cosh(χ1x), ϕ2[1] = sinh(χ1x). (6)

Подiявши перетворенням Дарбу (2), побудованим за розв’язком ϕ1[1] (6), на функцiї

f1[1] := eikx (λ = k2, k ∈ R); f2[1] := ϕ2[1] (λ = −χ2
1), (7)

отримаємо розв’язки рiвняння Штурма-Лiувiлля (4)

f1[2] :=We[ϕ1[1]]{f1[1]} = (ik − χ1 tanh(χ1x))e
ikx ∼ (ik ∓ χ1)e

ikx, x→ ±∞
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f2[2] :=We[ϕ1[1]]{f3[1]} = χ1 cosh
−1(χ1x) ∈ L2(R),

при λ = k2, λ = −χ2
1, вiдповiдно, з експоненцiйно спадним на обох нескiнченностях

потенцiалом u[2] (5)

u[2] = −2 ln(ϕ1[1])xx = −
2χ2

1

cosh2 χ1x
. (8)

Теорему Дарбу можна узагальнити для диференцiальних перетворень N -го по-
рядку. Нехай лiнiйно незалежнi функцiї ϕ1[1], . . . , ϕN [1] є розв’язками рiвняння (1)
з власними значеннями λ = λ1, . . . , λN , вiдповiдно. Визначимо функцiї

ϕj [2] =We[ϕ1[1]]{ϕj[1]}, j = 2, N. (9)

Тепер, використовуючи функцiї ϕ1[1], ϕ2[2], визначимо функцiї ϕj [3], j = 3, N

ϕj [3] :=We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{ϕj [1]}, j = 3, N. (10)

На k-му кроцi отримаємо функцiї

ϕj [k] :=We[ϕk−1[k − 1]] . . .We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{ϕj[1]}, j = k,N.

Правильна така теорема.

Теорема 2 (Крам, 1955). Нехай

ϕj [j] :=We[ϕj−1[j−1]]We[ϕj−2[j−2]]. . .We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{ϕj[1]}, j = 1, N. (11)

Тодi функцiя

f [N + 1] :=W [ϕ]{f [1]} := (D −
ϕNx[N ]

ϕN [N ]
) . . . (D −

ϕ2x[2]

ϕ2[2]
)(D −

ϕ1x[1]

ϕ1[1]
){f [1]} =

=We[ϕN [N ]] . . .We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{f [1]} =
W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1], f [1])

W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1])
, (12)

де W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1], f [1]) та W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1]) є визначниками Вронського, по-
будованими за функцiями ϕ1[1], . . . , ϕN [1], f [1] та ϕ1[1], . . . , ϕN [1], вiдповiдно, задо-
вольняє диференцiальне рiвняння

L[N + 1]{f} := −fxx[N + 1] + u[N + 1]f [N + 1] = λf [N + 1], (13)

з потенцiалом

u[N + 1] = u[1]− 2(lnW(ϕ1[1], . . . , ϕN [1]))xx. (14)

Для довiльного натурального N зафiксуємо дiйснi сталi χj , j = 1, N :
0 < χ1 < . . . < χN . Тодi функцiї

ϕ2k−1 = cosh(χ2k−1(x− x2k−1)), k = 1, ...,
[
N+1
2

]
,

ϕ2k = sinh(χ2k(x − x2k)), k = 1, ...,
[
N
2

]
,

(15)

f2k−1 = sinh(χ2k−1(x− x2k−1)), k = 1, ...,
[
N+1
2

]
;

f2k = cosh(χ2k(x − x2k)), k = 1, ...,
[
N
2

]
,

(16)

де R ∋ x2k, x2k−1 – фiксованi сталi (початковi фази), будуть розв’язками (лiнiйно
незалежними) задачi Штурма-Лiувiлля (1) з u = 0 та власними значеннями λ = −χ2

j .
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За теоремою Крама (при u[1] = 0) рiвняння (13) з регулярним потенцiалом
u[N + 1] = −2(lnW(ϕ1[1], . . . , ϕN [1]))xx при λ = λj = −χ2

j , j = 1, . . . , N отримаємо
такi розв’язки:

f2k[N + 1] =
W(ϕ1, . . . , ϕN , coshχ2k(x − x2k))

W(ϕ1, . . . , ϕN )
∼

∼
B1

B2
e−χ2kx = (−1)Ne−χ2kx

N∏

i=1

(χi + χ2k), x→ +∞,

f2k−1[N + 1] =
W(ϕ1, . . . , ϕN , sinhχ2k−1(x− x2k−1))

W(ϕ1, . . . , ϕN )
∼

∼ −
B1

B2
e−χ2k−1x = (−1)N−1e−χ2k−1x

N∏

i=1

(χi + χ2k−1), x→ +∞,

де B1 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 −1
χ1 χ2 . . . χN χj

χN
1 χN

2 . . . χN
N (−1)N−1χN

j

∣∣∣∣∣∣
, B2 =

∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
χ1 . . . χN

χN−1
1 . . . χN−1

N

∣∣∣∣∣∣
.

f2k[N + 1] ∼
B̃1

B̃2

eχ2kx ∼ (−1)Neχ2kx

N∏

i=1

(χi + χ2k), x→ −∞,

f2k−1[N + 1] ∼ −
B̃1

B̃2

eχ2k−1x ∼ (−1)N−1eχ2k−1x

N∏

i=1

(χi + χ2k−1), x→ −∞,

де B̃1 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
−χ1 −χ2 . . . −χN −χj

(−1)NχN
1 (−1)NχN

2 . . . (−1)NχN
N (−1)NχN

j

∣∣∣∣∣∣
,

B̃2 =

∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
−χ1 . . . −χN

(−1)N−1χN−1
1 . . . (−1)N−1χN−1

N

∣∣∣∣∣∣
.

3. Факторизацiя вольтеррiвських операторiв. Введемо деякi поняття та
означення, якi використовуватимемо надалi. Зафiксуємо довiльний iнтервал (a, b)
(−∞ 6 a < b 6 +∞) i точку x0 ∈ [a, b]. Розглянемо оператори Вольтерра i Фред-
гольма

A =

x∫

x0

A(x, s) · ds, F =

b∫

a

F (x, s) · ds, (17)

якi дiють на довiльну функцiю f(x) так:

A{f} =

x∫

x0

A(x, s)f(s)ds, F{f} =

b∫

a

F (x, s)f(s)ds. (18)
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Означення 1. Оператор Вольтерра A (17) називатимемо оператором Вольтерра
порядку K ∈ N, якщо його ядро можна подати у виглядi

A(x, s) =

K∑

i=1

pi(x)qi(s) =: p(x)q⊤(s), (19)

де p(x) = (p1(x), . . . , pK(x)), q(s) = (q1(s), . . . , qK(s)) – (1×K)-вектор-функцiї, кож-
на з яких складається з лiнiйно незалежних компонент pj(x), j = 1,K та ql(s),

l = 1,K.

Оператор Вольтерра A (17) з ядром (19) надалi позначатимемо так:

A := p

x∫

x0

q⊤ · ds. (20)

Означення 2. Оператор Фредгольма F (17) називатимемо оператором Фредголь-
ма рангу K ∈ N, якщо його ядро можна подати у виглядi

F (x, s) =

K∑

i=1

pi(x)qi(s) = p(x)q⊤(s), (21)

де p(x) = (p1(x), . . . , pK(x)), q(s) = (q1(s), . . . , qK(s)) – (1×K)-вектор-функцiї, кож-
на з яких складається з лiнiйно незалежних компонент pj(x), j = 1,K та ql(s),

l = 1,K.

Оператор Фредгольма F (17) з ядром (21) надалi позначатимемо аналогiчно до
формули (20)

F := p

b∫

a

q⊤ · ds. (22)

Означення 3. Оператори W = I + A i S = I + F , де A, F є вольтеррiвським
i фредгольмiвським операторами з ядрами вигляду (19), (21), ми називатимемо
операторами перетворень порядку K i рангу K, вiдповiдно.

В Означеннi 3 символом I позначено одиничний оператор (перетворення тото-
жностi).

Нехай функцiї ϕ1 =ϕ1(x) :=ϕ1[1], . . ., ϕK =ϕK(x) :=ϕK [1], ψ1 =ψ1(x) :=ψ1[1],
. . ., ψK = ψK(x) := ψK [1] – неперервнi та iнтегровнi з квадратом модуля на iнтервалi
(a, b) (−∞ 6 a < b 6 +∞) (тобто, належать простору C(a, b) ∩ L2(a, b)). Позначи-
мо простiр таких функцiй через L. Припустимо також, що функцiї ϕ1, . . . , ϕK та
ψ1, . . . , ψK лiнiйно незалежнi. c1, . . ., ck ∈ C. Розглянемо такi iнтегральнi оператори:

W11 =W [c1, ϕ1[1], ψ1[1]] := I − ϕ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ1[1](s) · ds,

W̃11 = W̃ [c1, ϕ1[1], ψ1[1]] := I − ψ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ1[1](s) · ds,

∆11 := c1 +
x∫

x0

ψ1[1]ϕ1[1]ds, x0 ∈ [a, b].

(23)
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Подiємо перетвореннями (23) на функцiї ϕ1[1], . . . , ϕK [1] та ψ1[1], . . . , ψK [1], вiдпо-
вiдно

ϕj [2] :=W11{ϕj [1]} = ϕj [1]− ϕ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ1[1](s)ϕj [1](s)ds,

ψj [2] := W̃11{ψj [1]} = ψj [1]− ψ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ1[1](s)ψj [1](s)ds, j = 1,K.
(24)

Далi будуємо перетворення за допомогою функцiй ϕ2[2], ψ2[2]

W22 =W [c2, ϕ2[2], ψ2[2]] := I − ϕ2[2]∆
−1
22

x∫
x0

ψ2[2](s) · ds,

W̃22 = W̃ [c2, ϕ2[2], ψ2[2]] := I − ψ2[2]∆
−1
22

x∫
x0

ϕ2[2](s) · ds,

∆22 := c2 +
x∫

x0

ψ2[2]ϕ2[2]ds.

(25)

На наступному кроцi за допомогою перетворень (25) отримуємо функцiї ϕj [3], ψj [3]

ϕj [3] :=W22{ϕj [2]}, ψj [3] := W̃22{ψj [2]}, j = 1,K. (26)

Зрозумiло, що попереднi мiркування можна повторювати K разiв. На k-му кроцi,
де 1 6 k < K, отримаємо функцiї ϕj [k], ψj [k], j = 1,K. За допомогою ϕk[k], ψk[k]
будуємо перетворення

Wkk =W [ck, ϕk[k], ψk[k]] := I − ϕk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ψk[k](s) · ds,

W̃kk = W̃ [ck, ϕk[k], ψk[k]] = I − ψk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ϕk[k](s) · ds, k = 1,K,

∆kk := ck +
x∫

x0

ψk[k](s)ϕk[k](s)ds.

(27)

На наступному кроцi будуємо функцiї ϕj [k + 1] та ψj [k + 1]

ϕj [k + 1] =Wkk{ϕj[k]} = ϕj [k]− ϕk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ψk[k](s)ϕj [k](s)ds,

ψj [k + 1] = W̃kk{ψj[k]} := ψj [k]− ψk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ϕk[k](s)ψj [k](s)ds, j = 1,K.
(28)

Позначимо
Wk :=Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11, (29)

W̃k := W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11. (30)

Оператори Wk та W̃k дiють на довiльну скалярну функцiю f = f(x) ∈ L так:

Wk{f} =Wkk{. . . {W11{f}}}, W̃k{f} = W̃kk{. . . {W̃11{f}}}. (31)

Твердження 1. Оператори Wk (29) та W̃k (30) можна подати у такому виглядi
(1 6 k 6 K):

Wk = I − ϕ̂k∆
−1
k

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds, (32)
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W̃k = I − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds, ∆k = Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds, ∆⊤

k = ∆̃k. (33)

де ϕ̂k = (ϕ1[1], . . . , ϕk[1]), ψ̂k = (ψ1[1], . . . , ψk[1]), Ck = diag(c1, . . . , ck). Оператори

Wk (32) та W̃k (33) дiють на скалярну функцiю f = f(x) так:

Wk{f} = f − ϕ̂k∆
−1
k

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)f(s)ds, (34)

W̃k{f} = f − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)f(s)ds. (35)

Доведення. Доведемо спочатку, що оператор W2 (29) можна зобразити у виглядi
(32). За означенням

W22 = I − ϕ2[2]∆
−1
22

x∫

x0

ψ2[2](s) · ds. (36)

Розглянемо добуток ψ2[2]ϕ2[2]

ψ2[2]ϕ2[2] =


ψ2[1]−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11 ψ1[1]


×

×


ϕ2[1]− ϕ1[1]∆

−1
11

x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


 =




x∫

x0

ψ2[1]ϕ2[1](s)ds −

−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds






x

. (37)

Отож,

∆22 = c2 +

x∫

x0

ψ2[2](s)ϕ2[2](s)ds = c2 +

x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ2[1](s)ds−

−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


 . (38)

Подiємо оператором W11 на функцiю f

f [2] :=W11{f} = f − ϕ1[1]∆
−1
11

x∫

x0

ψ1[1]f(s)ds. (39)
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Використавши рiвнiсть
x∫

x0

ψ2[2]f [2](s)ds =

x∫

x0

ψ2[1]f(s)ds−

−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)f(s)ds


 , (40)

яку отримуємо аналогiчно до формул (37), (38), одержуємо

W22{f [2]} =W22{W11{f}} = f [2]− ϕ2[2]∆
−1
22

x∫

x0

ψ2[2](s)f [2](s)ds =

= f − ϕ1[1]∆
−1
11

x∫

x0

ψ1[1]f(s)ds−


ϕ2[1]− ϕ1[1]∆

−1
11

x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


∆−1

22 ×

×




x∫

x0

ψ2[1]f(s)ds−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)f(s)ds




 =

= f − (ψ1[1], ψ2[1])A2(x)

x∫

x0

(
ϕ1[1](s)
ϕ2[1](s)

)
f(s)ds. (41)

Залишається зауважити, що для (2× 2)-матричної функцiї A2(x), де

A11(x) = ∆−1
11 +∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


∆−1

22




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11 ,

A12(x) = −∆−1
11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


∆−1

22 ,

A21(x) = −∆−1
22




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11 ,

A22(x) = ∆−1
22 , (42)

виконується рiвнiсть

A2(x) =




c1 +
x∫

x0

ψ1[1]ϕ1[1](s)ds
x∫

x0

ψ1[1]ϕ2[1](s)ds

x∫
x0

ψ2[1]ϕ1[1](s)ds c2 +
x∫

x0

ψ2[1]ϕ2[1](s)ds




−1

= ∆−1
2 . (43)

Отож,
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W2 :=W22 ◦W11 = I − ϕ̂2(x)∆
−1
2

x∫

x0

ψ̂⊤
2 (s) · ds, (44)

де ϕ̂2 = (ϕ1, ϕ2), ψ̂2 = (ψ1, ψ2), C2 = diag(c1, c2).
Аналогiчно можна довести, що

W̃2 := W̃22 ◦ W̃11 = I − ψ̂2(x)∆̃
−1
2

x∫

x0

ϕ̂⊤
2 (s) · ds. (45)

Тепер припустимо, що твердження виконується для деякого натурального k.
Доведемо, що тодi воно буде виконуватись для k + 1. За припущенням, одержимо

Wk :=Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11 = I − ϕ̂k(x)∆
−1
k

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds, (46)

W̃k := W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11 = I − ψ̂k(x)∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds. (47)

Розглянемо оператори

Wk+1 :=Wk+1 k+1 ◦Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11 =Wk+1 k+1Wk (48)

W̃k+1 := W̃k+1 k+1 ◦ W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11 = W̃k+1 k+1W̃k. (49)

Перевiримо припущення iндукцiї для оператора W̃k+1. Для Wk+1 перевiрка прово-
диться аналогiчно.

Введемо позначення

f [k + 1]:=W̃k{f}=f − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)fds, f ∈ L. (50)

Тодi

W̃k+1{f} = W̃k+1 k+1{f [k + 1]} =

= f [k + 1]− ψk+1[k + 1]∆̃−1
k+1 k+1

x∫

x0

ϕk+1[k + 1](s)f [k + 1](s)ds. (51)

Використавши те, що ϕk+1[k + 1] = Wk{ϕk+1}, а також формулу (50), отримаємо
рiвнiсть

x∫

x0

ϕk+1[k + 1](s)f [k + 1](s)ds =

x∫

x0

ϕk+1(s)f(s)ds−

−




x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds


 ∆̃−1

k




x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)f(s)ds


 . (52)
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Вiдповiдно, з рiвностей (51), (52) отримуємо, що

W̃k+1{f} = f − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)fds−


ψk+1 − ψ̂k(x)∆̃

−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds


×

×∆̃−1
k+1 k+1




x∫

x0

ϕk+1(s)f(s)ds−




x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds


 ∆̃−1

k




x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)f(s)ds




 =

= f −
(
ψ̂k, ψk+1

)
Ak+1(x)

x∫

x0

(
ϕ̂⊤
k (s)

ϕk+1(s)

)
f(s)ds, (53)

де Ak+1(x) – (k + 1)× (k + 1)-матрична функцiя, яка виглядає так:

Ak+1(x) =

(
A11(x) A12(x)
A21(x) A22(x)

)
, (54)

де A11(x), A12(x), A21(x), A22(x) – (k×k), (k×1), (1×k), (1×1)-блоки вигляду:

A11(x) = ∆̃−1
k + ∆̃−1

k

(
x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds

)
∆̃−1

k+1 k+1

(
x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds

)
∆̃−1

k ,

A12(x) = −∆̃−1
k

(
x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds

)
∆̃−1

k+1 k+1,

A21(x) = −∆̃−1
k+1 k+1

(
x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds

)
∆̃−1

k , A22(x) = ∆̃−1
k+1 k+1.

Зрештою, залишається зауважити, що

Ak+1(x) =




∆̃k

x∫
x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds

x∫
x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds ck+1 +
x∫

x0

ψk+1(s)ϕk+1(s)ds




−1

= ∆̃−1
k+1. (55)

Отож,

W̃k+1 := I − ψ̂k+1(x)∆̃
−1
k+1

x∫

x0

ϕ̂⊤
k+1(s) · ds.

Аналогiчно перевiряємо вигляд оператора Wk+1. �

Отже, довiвши Твердження 1 при k = K ми отримали факторизацiю операторiв

перетворень Вольтерра WK , W̃K (32)-(33) порядку K з дiагональною матрицею CK

у виглядi

WK :=WKK ◦WK−1 K−1 ◦ . . . ◦W11, W̃K := W̃KK ◦ W̃K−1 K−1 ◦ . . . ◦ W̃11, (56)

де оператори перетворень Вольтерра першого порядку Wkk, W̃kk визначають фор-
мулами (27)-(28).
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Нехай C = (cij)
K
i,j=1 – (K × K)-матриця рангу r 6 K, головнi мiнори якої до

порядку r включно вiдмiннi вiд нуля. Розглянемо тепер факторизацiю операторiв

W ′
k = I − ϕ̂k(x)


Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)




−1 x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds, (57)

W̃ ′
k = I − ψ̂k(x)


C⊤

k +

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds, (58)

де ϕ̂k = (ϕ1, . . . , ϕk), ψ̂k = (ψ1, . . . , ψk) – вектор-функцiї, компоненти яких лiнiйно
незалежнi, Ck = (cij)

k
i,j=1 – матриця, що вiдповiдає головному мiнору Dk порядку

k. Тобто, Dk := det(Ck). Позначимо

C

(
i1, i2, . . . , ip
k1, k2, . . . , kp

)
:=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ci1k1 ci1k2 . . . ci1kp

ci2k1 ci2k2 . . . ci2kp

...
...

. . .
...

cipk1 cipk2 . . . cipkp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (59)

де 1 6 i1 < i2 < . . . < ip 6 k, 1 6 k1 < k2 < . . . < kp 6 k. Для подальшого
застосування потрiбна буде теорема.

Теорема 3 ([33],с. 53). Для довiльної (K ×K)-матрицi C рангу r 6 K, в якої всi
головнi мiнори до порядку r включно вiдмiннi вiд нуля

Dj = det(Cj) 6= 0, j = 1, r, (60)

правильна така факторизацiя за допомогою трьох (K×K)-матриць F = (fsj)
K

s,j=1,

U та L = (lsj)
K

s,j=1

C = FUL =




1 0 . . . 0
f21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
fK1 fK2 . . . 1


 diag

(
D1,

D2

D1
, . . . ,

Dr

Dr−1
, 0, . . . , 0

)
×

×




1 l12 . . . l1K
0 1 . . . l2K
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 , (61)

де

fsj=

C

(
1, 2, . . . , j − 1, s
1, 2, . . . , j − 1, j

)

C

(
1, 2, . . . , j
1, 2, . . . , j

) , ljs=

C

(
1, 2, . . . , j − 1, j
1, 2, . . . , j − 1, s

)

C

(
1, 2, . . . , j
1, 2, . . . , j

) , (62)

j = 1, 2, . . . r, s = j + 1, . . . ,K, а fsj, ljs – довiльнi комлекснi числа при j = r + 1,
. . . , K, s = j + 1, . . . ,K.
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Позначатимемо через f−
sj елементи матрицi F−1, а через l−js – елементи матрицi

L−1. Тобто,

F−1 =




1 0 . . . 0
f−
21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
f−
K1 f−

K2 . . . 1


 , L−1 =




1 l−12 . . . l−1K
0 1 . . . l−2K
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 . (63)

Зауваження 1. Безпосередньо з вигляду матриць F , L, U випливає, що для матрицi
Ck = (cij)

k
i,j=1 (1 6 k 6 K) правильна формула

Ck = FkUkLk, (64)

де Uk, Fk, Lk – блоки розмiрностi k × k, що стоять у лiвому верхньому кутi вiдпо-
вiдних матриць U , F , L теореми 1.

Використовуючи теорему 1 та твердження 1, ми маємо на метi отримати алго-

ритм для факторизацiї операторiв W ′
k (57) та W̃ ′

k (58). Згiдно з теоремою 1 матрицю

C, що входить в оператори W ′
k, W̃ ′

k, можна профакторизувати: C = FUL (див. фор-
мулу (61)). Оберненi матрицi F−1 та L−1 набудуть вигляду (63).

На першому кроцi введемо позначення ϕ̃1[1] := ϕ1[1] та ψ̃1[1] := ψ1[1] i приймемо

W11 := I − ϕ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ̃1[1](s) · ds,

W̃11 := I − ψ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ̃1[1](s) · ds,

∆11 := c1 +
x∫

x0

ψ̃1[1]ϕ̃1[1]ds,

(65)

де c1 := D1 = c11. Тепер введемо двi новi функцiї ϕ̃2[1] := l−12ϕ1[1] + ϕ2[1],

ψ̃2[1] := f−
21ψ1[1] + ψ2[1], де коефiцiєнти l−12, f

−
21 визначають з формул (62) та (63).

Подiємо перетвореннями (65) на функцiї ϕ̃1[1], ϕ̃2[1] та ψ̃1[1], ψ̃2[1], вiдповiдно

ϕ̃j [2] :=W11{ϕ̃j [1]} = ϕ̃j [1]− ϕ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ̃1[1](s)ϕ̃j [1](s)ds,

ψ̃j [2] := W̃11{ψ̃j[1]} = ψ̃j [1]− ψ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ̃1[1](s)ψ̃j [1](s)ds, j = 1, 2,
(66)

де ∆11 = c1 +
x∫

x0

ψ̃1[1](s)ϕ̃1[1](s)ds.

Будуємо перетворення за допомогою функцiй ϕ̃2[2], ψ̃2[2]

W22 =W [c2, ϕ̃2[2], ψ̃2[2]] := I − ϕ̃2[2]∆̃
−1
22

x∫
x0

ψ̃2[2](s) · ds,

W̃22 = W̃ [c2, ϕ̃2[2], ψ̃2[2]] := I − ψ̃2[2]∆̃
−1
22

x∫
x0

ϕ̃2[2](s) · ds,

∆̃22 := c2 +
x∫

x0

ψ̃2[2]ϕ̃2[2]ds,

(67)
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де

c2 :=
D2

D1
=

det(C2)

c11
. (68)

Використовуємо двi новi функцiї ϕ̃3[1] := l−13ϕ1[1] + l−23ϕ2[1] + ϕ3[1],

ψ̃3[1] := f−
31ψ1[1] + f−

32ψ2[1] + ψ3[1] (коефiцiєнти l−13, l
−
32, f

−
31, f

−
32 визначаються з

формул (62) та (63)) та будуємо функцiї ϕ̃3[2], ψ̃3[2] за допомогою операторiв W11,

W̃11

ϕ̃3[2] :=W11{ϕ̃3[1]}, ψ̃3[2] := W̃11{ψ̃3[1]}. (69)

Одержавши функцiї ϕ̃j [2], ψ̃j [2], j = 1, 3, будуємо ϕ̃j [3], ψ̃j [3], j = 1, 3

ϕ̃j [3] :=W22{ϕ̃j [2]} =W22{W11{ϕ̃j [1]}},

ψ̃j [3] := W̃22{ψ̃j [2]} = W̃22{W̃11{ψ̃j[1]}}, j = 1, 3. (70)

Зрозумiло, що попереднi мiркування можна повторювати K разiв. На k-му кроцi,

де 1 6 k < K, отримаємо функцiї ϕ̃j [k], ψ̃j [k], j = 1, k. За допомогою ϕ̃k[k], ψ̃k[k]
будуємо перетворення

Wkk =W [ck, ϕ̃k[k], ψ̃k[k]] := I − ϕ̃k[k]∆̃
−1
kk

x∫
x0

ψ̃k[k](s) · ds,

W̃kk = W̃ [ck, ϕ̃k[k], ψ̃k[k]] = I − ψ̃k[k]∆̃
−1
kk

x∫
x0

ϕ̃k[k](s) · ds,

∆̃kk := ck +
x∫

x0

ψ̃k[k](s)ϕ̃k[k](s)ds, k = 1, . . . ,K,

(71)

де

ck =
det(Ck)

det(Ck−1)
=

Dk

Dk−1
, (72)

або ck = 0, якщо det(Ck−1) = 0. На наступному кроцi вводимо двi додатковi функ-

цiї ϕ̃k+1[1] := l−1kϕ1[1] + . . . + l−k−1 kϕk−1[1] + ϕk[1] та ψ̃k+1[1] := f−
k1ψ1[1] + . . .+

+f−
k k−1ψk−1[1] + ψk[1]. Використовуючи послiдовно оператори W11, . . ., Wk−1 k−1

та W̃11, . . ., W̃k−1 k−1, вводимо функцiї

ϕ̃k+1[2] :=W11{ϕ̃k+1[1]}, ϕ̃k+1[3] :=W22{ϕ̃k+1[2]}, . . . ,

ϕ̃k+1[k] :=Wk−1 k−1{ϕ̃k+1[k − 1]}; (73)

ψ̃k+1[2] :=W11{ψ̃k+1[1]}, ψ̃k+1[3] :=W22{ψ̃k+1[2]}, . . . ,

ψ̃k+1[k] :=Wk−1 k−1{ψ̃k+1[k − 1]}. (74)

Пiсля цього за допомогою операторiв (71) будуємо функцiї ϕ̃j [k + 1], ψ̃j [k + 1]

ϕ̃j [k + 1] :=Wkk{ϕ̃j [k]} =Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11{ϕ̃j [1]},

ψ̃j [k + 1] := W̃kk{ψ̃j [k]} = W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11{ψ̃j[1]}, j = 1, k + 1. (75)

Далi будуємо операториWk+1 k+1 та W̃k+1 k+1. Повторюємо такi мiркуванняK разiв.
Введемо позначення

Wk :=Wkk ◦ . . .W11, W̃k := W̃kk ◦ . . . ◦ W̃11. (76)
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Тепер доведемо, що операториWk та W̃k (76) збiгаються з вiдповiдними операторами

W ′
k, W̃

′
k (57), (58). Тобто, ми хочемо довести, що

Wk = I − ϕ̂k


Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds = W̃k, (77)

W̃k = I − ψ̂k(x)


C⊤

k +

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds = W̃ ′

k. (78)

За побудовою для вектор-функцiй ϕ̃ = (ϕ̃1, . . . , ϕ̃K), ψ̃ = (ψ̃1, . . . , ψ̃K) вико-
нуються рiвностi

ϕ̃ := ϕL−1, ψ̃⊤ := F−1ψ⊤. (79)

Застосувавши твердження 1 до операторiв (76), отримаємо, що

Wk = I − ˆ̃ϕk

(
Uk +

x∫
x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s)
ˆ̃ϕk(s)ds

)−1
x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds,

W̃k = I −
ˆ̃
ψk(x)

(
Uk +

x∫
x0

ˆ̃ϕ
⊤

k (s)
ˆ̃
ψk(s)ds

)−1
x∫

x0

ˆ̃ϕ
⊤

k (s) · ds.

(80)

Wk = I − ˆ̃ϕk


Uk +

x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s)
ˆ̃ϕk(s)ds




−1 x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds =

= ϕ̂kL
−1
k


Uk +

x∫

x0

F−1
k ψ̂⊤

k (s)ϕ̂k(s)dsL
−1
k




−1

F−1
k

x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds =

= I − ϕ̂k


Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds =W ′

k. (81)

Аналогiчно доводимо, що W̃ ′
k = W̃k. Отож, ми отримали факторизацiю опера-

торiв W ′
k (57), W̃ ′

k (58). Тобто,

W ′
k =Wk =Wkk ◦ . . .W11, W̃ ′

k = W̃k = W̃kk ◦ . . . ◦ W̃11. (82)

Зауваження 2. Отже, ми довели, що оператори перетворень Вольтерра порядку K

W ′
K , W̃ ′

K з матрицею CK рангу r 6 K (див. формули (57)-(58) при k = K) можна
профакторизувати у виглядi

W ′
K =WKK ◦ . . .W11, W̃ ′

K = W̃KK ◦ . . . ◦ W̃11, (83)

де оператори Wkk, W̃kk є операторами порядку 1 та визначаються формулами (71)-
(74). Факторизацiя (83) є аналогом факторизацiйної формули (56).
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4. Факторизацiя фредгольмiвських операторiв. Дослiджуватимемо рiзнi
факторизацiї операторiв перетворень Фредгольма скiнченного рангу. Розглянемо
оператори такого вигляду:

W+ = I − ϕ(x)(∆−(x))−1

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds, (84)

W− = I − ϕ(x)(∆+(x))−1

x∫

+∞

ψ⊤(s) · ds. (85)

де ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(x) – (1 ×K)-векторнi функцiї, кожна компонента яких є непе-
рервною та iнтегровною з квадратом на iнтервалi (a, b) (−∞ 6 a < b 6 +∞);

∆±(x) = C± +

x∫

±∞

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, (86)

C± – (K ×K)-сталi матрицi.
Оберненi оператори до W+ (84), W− (85) набувають вигляду

(W+)−1 = I + ϕ(x)

x∫

−∞

(∆−(s))−1ψ⊤(s) · ds. (87)

(W−)−1 = I + ϕ(x)

x∫

+∞

(∆+(s))−1ψ⊤(s) · ds. (88)

Надалi вважатимемо, що матрицi C± задовольняють рiвнiсть

C+ := C− +

+∞∫

−∞

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, (89)

наслiдком якої є рiвнiсть потенцiалiв: ∆+ = ∆− =: ∆.

Твердження 2. Нехай матрицi C± – невиродженi. Тодi композицiї операторiв
(84)-(88) набудуть такого вигляду:

S1 :=W+ ◦ (W−)−1 = I −H1 = I − ϕ(x)∆−1(x)

+∞∫

−∞

C−∆−1(s)ψ⊤(s) · ds,

S2 := (W−)−1 ◦W+ = I −H2 = I − ϕ(x)(C+)
−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s) · ds,

S3 := (W+)−1 ◦W− = I +H3 = I + ϕ(x)(C−)
−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s) · ds,
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S4 :=W− ◦ (W+)−1 = I +H4 = I + ϕ(x)∆−1(x)C+

+∞∫

−∞

∆−1(s)ψ⊤(s) · ds. (90)

Доведення. Перевiримо першу композицiю (90)

W+ ◦ (W−)−1 =


I−ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds


 ◦


I+ϕ(x)

x∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz


 =

= I − ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds+ ϕ(x)

x∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz−

−ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s)ϕ(s)




s∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz


 · ds =

= I − ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds+ ϕ(x)

x∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz−

−ϕ(x)∆−1(x)

x∫

+∞

(
∆(x)− C−

)
∆−1(z)ψ⊤(z) · dz + ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

(
∆(z)− C−

)
×

×∆−1(z)ψ⊤(z) · dz = I − ϕ(x)∆−1(x)C−

+∞∫

−∞

∆−1(z)ψ⊤(z)dz.

Подiбно перевiряємо решту композицiй (90). �

Тепер дослiдимо можливiсть факторизацiї фредгольмiвського оператора S2 пе-
ретворення (90) рангу K

S2 = I −H2 = I − ϕ(x)

+∞∫

−∞

(C+)
−1
ψ⊤(s) · ds, (91)

за допомогою фредгольмiвських операторiв перетворень рангу 1. Вважатимемо, що
матрицi C± – невиродженi i матриця C− = diag(c−1 , c

−
2 , . . . , c

−
K) – дiагональна. Позна-

чимо ϕ1[1] := ϕ1, . . . , ϕK [1] := ϕK . Далi розглянемо такий оператор перетворень
Фредгольма:

S11 := I − ϕ1[1](x)(c
+
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s) · ds, c+1 := c−1 +

+∞∫

−∞

ψ1[1](s)ϕ1[1](s)ds. (92)

Введемо функцiї ϕ1[2], . . . , ϕK [2] так:

ϕj [2] := S11{ϕj [1]} = ϕj [1](x)− ϕ1[1](x)(c
+
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s)ϕj [1](s)ds, j = 1,K. (93)
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Побудуємо новий оператор S22

S22 := I − ϕ2[2](x)(c
+
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ2[1](s) · ds, c
+
2 = c−2 +

+∞∫

−∞

ψ2[1](s)ϕ2[2](s)ds. (94)

Далi будуємо функцiї ϕj [3], j = 1,K

ϕj [3] := S22{ϕj [2]} = ϕj [2](x)− ϕ2[2](x)(c
+
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ2[1](s)ϕj [2](s)ds, j = 1,K. (95)

На k-му кроцi (1 6 k < K) одержуємо функцiї ϕ1[k], . . . , ϕK [k]. Будуємо пере-
творення Skk

Skk := I − ϕk[k](x)(c
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψk[1](s) · ds, c
+
k = c−k +

+∞∫

−∞

ψk[1](s)ϕk[k](s)ds. (96)

Далi будуємо новi функцiї

ϕj [k + 1] := Skk{ϕj [k]} = ϕj [k](x)− ϕk[k](x)(c
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψk[1](s)ϕj [k](s)ds, (97)

j = 1,K. Через K крокiв отримаємо оператори S11, . . . , SKK . Для композицiї
Ŝk := Skk ◦ Sk−1 k−1 ◦ S22 ◦ S11 правильне твердження.

Твердження 3. Оператор Ŝk := Skk◦Sk−1 k−1◦S22◦S11, де оператори Skk, k = 1,K
визначаються формулами (96)-(97), можна зобразити так:

Ŝk = I − ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (98)

де ϕ̂k := (ϕ1, . . . , ϕk), ψ̂k := (ψ1, . . . , ψk), C
+
k = diag(c−1 , . . . , c

−
k ) +

+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds.

Зокрема, при k = K отримаємо: ŜK = S2, де оператор S2 визначений формулою
(91).

Доведення. Припустимо, що твердження правильне для деякого k < K. Тобто,

Ŝk = I − ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (99)

де C+
k = diag(c−1 , . . . , c

−
k ) +

+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds. Тепер знайдемо композицiю оператора

Sk+1 k+1 = I − ϕk+1[k + 1](c+k+1)
−1

+∞∫

−∞

ψk+1[1](s) · ds, (100)



202
Юрiй СИДОРЕНКО, Олександр ЧВАРТАЦЬКИЙ

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

де ϕk+1[k + 1] = Ŝk{ϕk+1[1]} = ϕk+1[1]− ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1
+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕk+1[1](s)ds, та опе-

ратора Ŝk (99):

Sk+1 k+1 ◦ Ŝk=I− ϕk+1[k + 1](c+k+1)
−1

+∞∫

−∞

ψk+1[1](s) · ds− ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds+

+ϕk+1[k + 1](c+k+1)
−1




+∞∫

−∞

ψk+1(z)ϕ̂k(z)dz


 (C+

k )
−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds =

= I − (ϕ̂k, ϕk+1[1])Bk+1

+∞∫

−∞

(
ψ̂⊤
k (s)

ψk+1[1](s)

)
· ds. (101)

Тут Bk+1 – стала (k + 1)× (k + 1)-матриця вигляду:

Bk+1 =

(
B11 B12

B21 B22

)
, (102)

де B11, B12, B21, B22 – (k × k), (k × 1), (1 × k), (1× 1)-блоки такого вигляду:

B11=(C
+
k )

−1
+ (C+

k )
−1




+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (z)ϕk+1[1](z)dz


(c+k+1)

−1




+∞∫

−∞

ψk+1[1](z)ϕ̂k(z)dz


(C+

k )
−1
,

B12 = −(C+
k )

−1




+∞∫

−∞

ψ̂k(z)ϕk+1[1](z)dz


 (c+k+1)

−1
,

B21 = −(c+k+1)
−1




+∞∫

−∞

ψk+1(z)ϕ̂k(z)dz


 (C+

k )
−1
,

B22 = (c+k+1)
−1
.

Залишається зауважити, що

B−1 =




(C+
k )

+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕk+1[1](s)ds

+∞∫
−∞

ϕ̂k(s)ψk+1[1](s)ds c−k+1 +
+∞∫
−∞

ψk+1[1](s)ϕk+1[1](s)ds


 =

= diag(c−1 , . . . , c
−
k , c

−
k+1) +

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k+1(s)ϕ̂k+1(s)ds = C+

k+1. (103)

Вiдповiдно,

Ŝk+1 = Sk+1 k+1 ◦ Ŝk = I − ϕ̂k+1(C
+
k+1)

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k+1(s) · ds.

�
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Отже, ми отримали факторизацiю оператора Фредгольма S2 рангу K (91)

S2 = ŜK = SKK ◦ . . . ◦ S11, (104)

де оператори Skk є операторами Фредгольма рангу 1 i визначаються формулами
(96)-(97).

Використовуючи факторизацiю оператора S2 (91), можна профакторизувати
оператор S3 (90) з невиродженою дiагональною матрицею C−

S3 = I +

+∞∫

−∞

ϕ(x)(C−)−1ψ⊤(s) · ds. (105)

Тут ϕ, ψ – (1×K) – вектор-функцiї, C− = diag(c−1 , . . . , c
−
K).

Позначимо ϕ1[1] := ϕ1, . . ., ϕK [1] := ϕK , ψ1[1] := ψ1, . . ., ψK [1] := ψK та розгля-
немо такий оператор:

S11 := I + ϕ1[1](x)(c
−
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s) · ds. (106)

Для факторизацiї введемо допомiжний оператор S̃11

S̃11 := I − ψ1[1]


c−1 +

+∞∫

−∞

ψ1[1]ϕ1[1]ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ1[1] · ds (107)

i визначимо функцiї ψj [2], j = 1,K так:

ψj [2] := S̃11{ψ2[1]} = ψj [1](x)− ψ1[1](x)


c−1+

+∞∫

−∞

ψ1[1](s)ϕ1[1](s)ds


×

×

+∞∫

−∞

ϕ1[1](s)ψj [1](s)ds. (108)

Далi побудуємо оператор S22, використовуючи функцiї ϕ2[1], ψ2[2] та сталу c−2

S22 := I + ϕ2[1](x)(c
−
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ2[2](s) · ds (109)

i допомiжний оператор S̃22

S̃22 := I − ψ2[2]


c−2 +

+∞∫

−∞

ψ2[2](s)ϕ2[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ2[1](s) · ds, (110)

та визначаємо функцiю ψj [3], j = 1,K

ψj [3] := S̃33{ψ3[2]}. (111)
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На k-му кроцi (1 6 k < K) отримаємо набiр функцiй ψj [k], j = 1,K. Визначаємо
оператори

Skk = I + ϕk[1](c
−
k )

−1

+∞∫

−∞

ψk[k](s) · ds,

S̃kk := I − ψk[k]


c−k +

+∞∫

−∞

ψk[k](s)ϕk[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕk[1](s) · ds. (112)

Далi будуємо функцiї ψj [k + 1], j = 1,K,

ψj [k + 1] := S̃kk{ψj [k]}, (113)

та оператори

Sk+1 k+1=I+ϕk+1(c
−
k+1)

−1

+∞∫

−∞

ψk+1[k + 1](s) · ds,

S̃k+1 k+1 := I−

−ψk+1[k + 1]


c−k+1+

+∞∫

−∞

ψk+1[k + 1](s)ϕk+1[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕk+1[1](s) · ds. (114)

Через K крокiв отримаємо оператори Skk, k = 1,K. Правильне таке твердження.

Твердження 4. Оператор Sk := Skk◦Sk−1 k−1◦. . .◦S11, де Skk, k = 1,K, набувають
вигляду (112), можна зобразити так:

Sk = I + ϕ̂k(C
−
k )−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (115)

де C−
k = diag(c−1 , . . . , c

−
k ).

Доведення. Доведення проводимо як i у випадку твердження 14 за допомогою iн-
дукцiї по k. �

Використовуючи твердження 15 та теорему 1, проведемо факторизацiю опера-
тора S3

S3 = I + ϕ(x)(C−)−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s) · ds (116)
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з довiльною невиродженою матрицею C−, усi головнi мiнори якої вiдмiннi вiд нуля.
Нехай C− = (c−ij)

K
i,j=1, C

−
k := (c−ij)

k
i,j=1, det(C

−
k ) 6= 0, k = 1,K,

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕK) = (ϕ1[1], . . . , ϕK [1]), ψ = (ψ1, . . . , ψK) = (ψ1[1], . . . , ψK [1]) – (1×K)-
вектор-функцiї, компоненти яких лiнiйно незалежнi функцiї з простору L. Позна-
чимо ϕ̃1[1] := ϕ1[1] та введемо оператори

S11 := I + ϕ1[1](x)(c
−
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s) · ds, (117)

де c−1 = c−11, i допомiжний оператор S̃11

S̃11 := I − ψ̃1


c−1 +

+∞∫

−∞

ψ̃1[1]ϕ̃1[1]ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ̃1 · ds. (118)

Далi розглядаємо функцiї ϕ̃1[1] := ϕ1[1], ϕ̃2[1] := l−12ϕ1[1] + ϕ2[1], ψ̃1[1] := ψ1[1],

ψ̃2[1] := f−
21ψ1[1] + ψ2[1], де коефiцiєнти l−12, f

−
21 визначаються через матрицю C− з

формул (63) та (62) теореми 1. Означуємо функцiю ψ̃j [2], j = 1, 2 так:

ψ̃j [2] := S̃11{ψ̃j[1]} =

= ψ̃j [1]− ψ̃1[1]


c−1 +

+∞∫

−∞

ψ̃1[1]ϕ̃1[1]ds




+∞∫

−∞

ϕ̃1[1](s)ψ̃j [1](s)ds. (119)

Використовуючи функцiї ϕ̃2[1], ψ̃2[2] та сталу c−2 =
det(C−

2 )

det(C−

1 )
, побудуємо оператор S22

S22 := I + ϕ̃2[1](c
−
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ̃2[2](s) · ds. (120)

Оператор S̃22 визначимо так:

S̃22 := I − ψ̃2[2]


c−2 +

+∞∫

−∞

ψ̃2[2](s)ϕ̃2[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ̃2[1](s) · ds, (121)

та вводимо двi новi функцiї ϕ̃3[1] := l−13ϕ1[1] + l−23ϕ2[1] + ϕ3[1], ψ̃3[1] := f−
31ψ1[1]+

+f−
32ψ2[1] + ψ3[1]. Визначимо функцiю ψ̃3[2] так:

ψ̃3[2] := S̃11{ψ̃3[1]}. (122)

Функцiї ψ̃j [3], j = 1, 3 задаємо через функцiї ψ̃j [2], j = 1, 3 так:

ψ̃j [3] := S̃22{ψ̃j[2]} = S̃22{S̃11{ψ̃3[1]}}. (123)
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Далi продовжуємо аналогiчнi кроки. На k-му кроцi (1 6 k < K) отримаємо набори

функцiй ϕ̃j [1], ψ̃j [k], j = 1, k. Визначаємо оператори

Skk = I + ϕ̃k(c
−
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̃k[k](s) · ds,

S̃kk := I − ψ̃k[k]


c−k +

+∞∫

−∞

ψ̃k[k]ϕ̃kds




−1 +∞∫

−∞

ϕ̃k · ds. (124)

Далi вводимо функцiї
ϕ̃k+1[1] := l−1 k+1ϕ1[1] + . . .+ l−k k+1ϕk[1] + ϕk+1[1],

ψ̃k+1[1] := f−
k+11ψ1[1] + . . .+ f−

k+1 kψk[1] + ψk+1[1],

де коефiцiєнти l−1 k+1, . . ., l
−
k k+1, f

−
k+1 1, . . ., f

−
k+1 k знаходять з формул (62) i (63).

Тепер будуємо ψ̃k+1[j], j = 1, k так:

ψ̃k+1[2] := S̃11{ψ̃k+1[1]}, ψ̃k+1[3] := S̃22{ψ̃k+1[2]}, . . . ,

ψ̃k+1[k] := S̃k−1 k−1{ψ̃k+1[k − 1]}. (125)

Далi визначаємо функцiї ψ̃j [k + 1], j = 1, k + 1

ψ̃j [k + 1] := S̃kk{ψ̃j[k]} = S̃kk ◦ S̃k−1 k−1 ◦ S̃11{ψ̃j[1]}, (126)

та оператори

Sk+1 k+1 = I + ϕ̃k+1[1](c
−
k+1)

−1
+∞∫
−∞

ψ̃k+1[k + 1](s) · ds,

S̃k+1 k+1 := I − ψ̃k+1[k + 1]

(
c−k+1 +

+∞∫
−∞

ψ̃k+1[k + 1]ϕ̃k+1[1]ds

)−1
+∞∫
−∞

ϕ̃k+1[1](s) · ds,

(127)
де

c−k =
det(C−

k )

det(C−
k−1)

. (128)

Через K крокiв отримаємо оператори Skk, k = 1,K. Для оператора
Ŝk := Skk ◦ Sk−1 k−1 . . . ◦ S11 виконується таке твердження.

Твердження 5. Оператор Ŝk := Skk ◦ Sk−1, k−1 ◦ . . . ◦ S11, де оператори Skk визна-
чаються рiвностями (126)-(128), можна зобразити у виглядi

Ŝk = I + ϕ̂k(x)(C
−
k )−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (129)

де ϕ̂k = (ϕ1, . . . , ϕk), ψ̂k = (ψ1, . . . , ψk), C
−
k = (c−ij)

k
i,j=1.
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Доведення. За зауваженням 1 матриця C−
k факторизується так: C−

k = FkUkLk.

Згiдно з побудовою функцiй ˆ̃ϕk := (ϕ̃1 . . . , ϕ̃k) та
ˆ̃
ψk := (ψ̃1 . . . , ψ̃k) їх можна за-

писати у виглядi

ˆ̃ϕk = ϕ̂kL
−1
k ,

ˆ̃
ψ
⊤

k = F−1
k ψ̂⊤

k . (130)

Скориставшись твердженням 5, формулами (130), та факторизацiєю матрицi C−,
отримаємо рiвностi

Ŝk = I + ˆ̃ϕk(x)U
−1
k

+∞∫

−∞

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds = I + ϕ̂k(x)L
−1
k U−1

k

+∞∫

−∞

F−1
k ψ̂⊤

k (s) · ds =

= I + ϕ̂k(x)(C
−
k )−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds. (131)

Якщо k = K, то отримаємо, що ŜK = S3. �

Отож, одержали факторизацiю оператора Фредгольма S3 рангу K (90)

S3 = ŜK = SKK ◦ SK−1K−1 ◦ . . . ◦ S11, (132)

де оператори Skk – оператори Фредгольма рангу 1, визначаються рiвностями (124).
5. Iнварiантнi перетворення iнтегро-диференцiальних виразiв. Дослi-

димо застосування iнтегральних операторiв Роздiлу 2 для iнварiантних перетворень
лiнiйних диференцiальних та iнтегро-диференцiальних виразiв i побудови розв’язкiв
рiвнянь теорiї солiтонiв.

5.1. Перетворення еволюцiйних диференцiальних виразiв за допомогою воль-
террiвських операторiв скiнченного порядку. Розглянемо еволюцiйний диференцi-
альний вираз такого вигляду:

L = α∂t −

n∑

i=0

uiD
i, α ∈ C, D :=

∂

∂x
, (133)

коефiцiєнти ui = ui(x, t) якого є скалярними функцiями. Пiд формально транспо-
нованим розумiтимемо вираз такого вигляду:

Lτ = −α∂t −

n∑

i=0

(−1)iDiui. (134)

Нехай (1×K)-векторнi функцiї ϕ = ϕ(x, t), ψ = ψ(x, t) є розв’язками рiвнянь

L{ϕ} = ϕΛ, Lτ{ψ} = ψΛ̃, Λ, Λ̃ ∈MatK×K(C). (135)

Позначимо через W± оператори бiнарних перетворень порядку K (див. формули
(57) та (84), (85)) такого вигляду:

W± = I − ϕ(∆∓)−1

x∫

∓∞

ψ⊤(s) · ds, (136)
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де ∆± = C± +
∫ x

±∞
ψ⊤(s, t)ϕ(s, t)ds, а матрицi C+, C− задовольняють рiвнiсть (89),

наслiдком якої є те, що ∆+ = ∆−. В теоремi 4 отримуємо структуру операторiв
L±, одержаних пiсля одягання оператора L (133) за допомогою вольтеррiвських
iнтегральних перетворень вигляду (136).

Теорема 4. Нехай (1×K)-вектор-функцiї ψ, ϕ спадають на обох нескiнченностях
i задовольняють умову

+∞∫

−∞

(ψ⊤ϕΛ − Λ̃⊤ψ⊤ϕ)ds = 0. (137)

Тодi оператори L+ =W+L(W+)−1 та L− =W−L(W−)−1 набудуть вигляду

L± = (L±)>0 +ΦM

x∫

∓∞

Ψ⊤ · ds, (138)

де
Φ =W+{ϕ}(C−)−1 =W−{ϕ}(C+)−1,

Ψ = (W+)−1,τ{ψ}(C−)⊤,−1 = (W−)−1,τ{ψ}(C+)⊤,−1,

M = C+Λ− Λ̃⊤C+ = C−Λ− Λ̃⊤C−, (139)

а символом (L±)>0 позначили диференцiальну частину вiдповiдного оператора L±.
Причому диференцiальнi частини операторiв L+ та L− збiгаються: (L+)>0 =
= (L−)>0.

Доведення. Спочатку перевiримо еквiвалентностi рiзних зображень у формулi (139)
з використанням двох операторiв W+, W−. Прямими обчисленнями отримуємо, що

W+{ϕ}(C−)−1 = ϕ(∆−)−1 = ϕ(∆+)−1 =W−{ϕ}(C+)−1.

Еквiвалентнiсть зображень для вектор-функцiї Ψ перевiряємо аналогiчно

M = C+Λ− Λ̃⊤C+ = C−Λ− Λ̃⊤C− +

+∞∫

−∞

(ψ⊤ϕΛ− Λ̃⊤ψ⊤ϕ)ds = C−Λ− Λ̃⊤C−.

За Твердженням 2 отримуємо, що композицiя операторiв (W+)−1 та W− дає
оператор перетворень Фредгольма рангу K такого вигляду (див. формулу (90)):

S3 = (W+)−1W− = I + ϕ(C−)−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds (140)

Обчислимо комутатор

[L, S3] :=LS3 − S3L =L{ϕ}(C−)−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds− ϕ(C−)−1

+∞∫

−∞

(Lτ{ψ(s, t)})⊤ · ds =

= ϕ(Λ(C−)−1 − (C−)−1Λ̃⊤)

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds. (141)
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Отож, комутатор оператора Фредгольма S3 рангу K та диференцiального опера-
тора L дорiвнює знову оператору Фредгольма рангу K. Розглянемо перетворення
подiбностi для комутатора [L, S3] такого вигляду:

W+[L, S3](W
−)−1 =W+


ϕ(Λ(C−)−1 − (C−)−1Λ̃⊤)

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds


 (W−)−1 =

=W+{ϕ}(Λ(C−)−1 − (C−)−1Λ̃⊤)

+∞∫

−∞

((W+)−1,τ{ψ})⊤ · ds.

Використавши позначення Φ = W±{ϕ}(C∓)−1, Ψ = (W±)−1,τ{ψ}(C∓)⊤,−1,

M = C±Λ− Λ̃⊤C±, останню рiвнiсть можна записати так:

W+[L, S3](W
−)−1 = ΦM

+∞∫

−∞

Ψ⊤ · ds. (142)

Використавши формулу (142) та означення оператора S3 (140), отримаємо, що

W+L(W+)−1 −W−L(W−)−1 =W+[L, S3](W
−)−1 = ΦM

+∞∫

−∞

Ψ⊤ · ds. (143)

Скориставшись властивостями оператора Вольтерра та останньою рiвнiстю, одер-
жуємо формулу (138). �

Зауваження 3. В теоремi 4 можна розглядати функцiї ϕ та ψ iнтегровнi лише
на правiй (лiвiй) пiвосi. В цьому випадку для одягання оператора L використо-
вується оператор Вольтерра на вiдповiднiй пiвосi W− (W+). Зауважимо, що опера-
тори W± також можна використовувати для iнварiантного перетворення iнтегро-
диференцiального оператора L з вiдповiдною полярнiстю

L = α∂t −

n∑

i=0

uiD
i + q(x)M0

x∫

∓∞

r⊤(s) · ds, (144)

де q, r – (1×K)-вектор-функцiї;M0 – (K×K)-стала матриця. В алгебрi формальних
символiв iнварiантне перетворення для оператора L проводили в [26].

5.2. Побудова точних розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля та нелiнiйного
рiвняння Шредiнгера. Зафiксуємо довiльнi точки a, b (a < b) з R̄ = R ∪ {∞} i
позначимо через L1 лiнiйний iнтегро-диференцiальний вираз вигляду

L1 := L1[1] = D + qM0

x∫

x0

r⊤(s) · ds, x0 ∈ (a, b), (145)

де q = q(x) = q[1], r = r(x) = r[1] – (1 × K)-вектор-функцiї, якi неперервнi
та iнтегровнi з квадратом модуля на iнтервалi (a, b), тобто належать простору
L = C(a, b) ∩ L2(a, b).

Правильне таке твердження.
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Твердження 6. Нехай (1×K)-векторнi функцiї ϕ, ψ компоненти яких належать
простору L, є фiксованими розв’язками рiвнянь

L1{ϕ} := L1[1]{ϕ} = ϕx + q[1]M0

x∫

x0

r⊤[1](s)ϕ(s)ds = ϕΛ,

(Lτ
1{ψ})

⊤ := (Lτ
1 [1]{ψ})

⊤ = −ψ⊤
x −




x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds


M0r

⊤[1] = Λ̃⊤ψ⊤. (146)

з (K × K)-матрицями Λ, Λ̃, а функцiя f – довiльний скалярний розв’язок задачi
L1{f} := L1[1]{f} = fλ з параметром λ ∈ C. Тодi функцiя

F =W{f} = f−ϕ∆−1

x∫

x0

ψ⊤(s)f(s)ds, ∆ = C+

x∫

x0

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, det(C) 6= 0, (147)

де оператор W є оператором перетворень Вольтерра порядку K, є розв’язком
iнтегро-диференцiального рiвняння

L1[2]{F}=Fx + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)F (s)ds + q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)F (s)ds =

= Fλ− ΦK, (148)

деΦ = ϕ∆−1,M =CΛ−Λ̃⊤C−ψ⊤ϕ(x0), K =ψ⊤f(x0), q[2]=q[1]−ϕ∆−1
x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds,

r⊤[2] = r⊤[1]−




x∫

x0

r⊤[1](s)ϕ(s)ds


∆−1ψ⊤.

Функцiя Φ = ϕ∆−1 =W{ϕ}C−1 задовольнятиме таке рiвняння:

L1[2]{Φ} = Φx + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)Φ(s)ds+

+q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦCΛC−1 − Φ(ψ⊤ϕ(x0))C
−1. (149)

З останнього рiвняння отримуємо такий наслiдок:

Φx − ΦM∆−1 + q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦΛ̃⊤. (150)

Оператор L1 (145) використовують для побудови розв’язкiв деяких нелiнiйних
рiвнянь математичної фiзики (див [34]). Приймемо M0 = 0 в операторi L1 i розгля-
немо з ним в парi еволюцiйний оператор вигляду

M2 = i∂t2 −D2. (151)
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Використовуючи оператори L1, M2 та iнтегральнi перетворення аналогiчного вигля-
ду як у Роздiлi 2, можна отримати розв’язки нелiнiйного рiвняння Шредiнгера.
Правильне твердження.

Твердження 7. [34] Нехай функцiя ϕ є фiксованим розв’язком системи
{
L1{ϕ} := ϕx = ϕΛ,

M2{ϕ} := iϕt2 − ϕxx = 0.
(152)

Приймемо

∆2 = C +

x∫

−∞

ϕ∗ϕdx,

де ермiтову матрицю C визначаємо з рiвностi: CΛ + Λ∗C = 1⊤1, 1 – вектор-
стрiчка довжини K. Тодi функцiя вигляду

q = ϕ∆−1
2 1⊤ = −

det

(
∆2 1⊤

ϕ 0

)

det(∆2)
(153)

задовольнятиме нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

iqt2 = qxx + 2|q|2q. (154)

Зокрема, прийнявши у твердженнi 7 Λ1 = diag(λ1, . . . , λK), де λj ∈ C, j = 1,K,

C =
(

2
λs+λ̄j

)K
j,s=1

та вибравши як розв’язок системи (152) вектор-стрiчку

ϕ = (eλ1x−iλ2
1t2 , . . . , eλKx−iλ2

K t2),

отримаємо регулярний K-солiтонний розв’язок нелiнiйного рiвняння Шредiнгера
(154) вигляду (153).

5.3. Iнварiантнi перетворення iнтегро-диференцiальних виразiв другого поряд-
ку. Розглянемо iнтегро-диференцiальний вираз вигляду

L2 := L2[1] = −D2 + u+ qM0

x∫

x0

r⊤(s) · ds, x0 ∈ (a, b), (155)

де q := q[1](x), r := r[1](x) – (1 ×K)-вектор-функцiї, компоненти яких iнтегровнi з
квадратом модуля на iнтервалi (a, b); u = u[1](x) – скалярна функцiя, iнтегровна з
квадратом модуля на (a, b). Для виразу L2 (155) правильний аналог твердження 6.

Твердження 8. Нехай (1×K)-матричнi функцiї ϕ, ψ компоненти яких належать
простору L, є фiксованими розв’язками рiвнянь

L2{ϕ} = L2[1]{ϕ} = ϕΛ, (Lτ
2{ψ})

⊤ := (Lτ
2 [1]{ψ})

⊤ =

= −ψ⊤
xx + ψ⊤u[1]−




x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds


M0r

⊤[1] = Λ̃⊤ψ⊤, (156)
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з вiдповiдними (K×K)-матрицями Λ, Λ̃, а функцiя f – довiльний скалярний розв’я-
зок задачi L1{f} = L1[1]{f} = fλ з параметром λ ∈ C. Тодi функцiя

F :=W{f} = f−ϕ∆−1

x∫

x0

ψ⊤(s)f(s)ds, ∆ = C+

x∫

x0

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, det(C) 6= 0, (157)

де оператор W є оператором перетворень Вольтерра порядку K, є розв’язком
iнтегро-диференцiального рiвняння

L2[2]{F} := −Fxx + u[2]F + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)F (s)ds+

+q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)F (s)ds = Fλ− ΦK, λ ∈ C, (158)

з потенцiалом

u[2] = u[1]− 2(ϕ∆−1ψ⊤)x, (159)

де Φ = ϕ∆−1, M = CΛ− Λ̃⊤C + (ψ⊤ϕx − ψ⊤
x ϕ)(x0), K = (ψ⊤

x f − ψ⊤fx)(x0),

q[2] = q[1]−ϕ∆−1

x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds, r⊤[2] = r⊤[1]−




x∫

x0

r⊤[1](s)ϕ(s)ds


∆−1ψ⊤(s).

Функцiя Φ := ϕ∆−1 =W{ϕ}C−1 задовольнятиме таке рiвняння:

L2[2]{Φ} := −Φxx + u[2]Φ + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)Φ(s)ds+

+q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦCΛC−1 − Φ(ψ⊤
x ϕ− ψ⊤ϕx)(x0)C

−1.

З останнього рiвняння отримаємо такий наслiдок:

−Φxx + u[2]Φ− ΦM∆−1 + q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦΛ̃⊤. (160)

Нас цiкавитимуть два характернi випадки попереднього твердження. Тобто,
розглянемо випадок, коли вихiдний i перетворений оператори L2[1] (155) та L2[2]
(158) – чисто диференцiальнi. Це допоможе будувати розв’язки рiвнянь Штурма-
Лiувiлля з ненульовими потенцiалами. У випадку ненульової iнтегральної частини,
використовуючи в парi з оператором L2 еволюцiйний диференцiальний оператор
другого порядку, зможемо будувати розв’язки моделi Яджими-Ойкави (див. [34]).

3.2.1 Побудова розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля
Для побудови розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля ми використовуватимемо

зауваження 4.
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Зауваження 4. Приймемо в операторi L2 (155) M0 = 0. Завдяки симетричностi опе-
ратора Шредiнгера −D2+u у випадку дiйснозначного потенцiалу можемо накласти

додаткову редукцiю у Твердженнi 8: Λ = Λ̃, ψ = ϕ. Якщо M = CΛ − Λ⊤C = 0, то
функцiї F та Φ задовольнятимуть рiвняння (див. формули (158), (160))

−Fxx + u[2]F = Fλ− ΦK, −Φxx + u[2]Φ = ΦΛ⊤. (161)

Безпосередньо з рiвнянь (161) отримуємо, що функцiя

F̃ = F +Φ(Λ⊤ − IKλ)
−1K = f − ϕ∆−1(Λ⊤ − IKλ)

−1
(
ϕ⊤fx − ϕ⊤

x f
)
, (162)

де IK – одинична (K ×K)-матриця, за умови невиродженостi матрицi (Λ⊤ − IKλ)
буде розв’язком рiвняння

−F̃xx + u[2]F̃ = F̃ λ. (163)

Використовуючи твердження 8 та зауваження 3, можемо будувати розв’язки
рiвняння Штурма-Лiувiлля (163) з ненульовими потенцiалами. Приймемо в опера-
торi L2 (155) u = 0, M0 = 0. Тодi функцiя ϕ = eχ1x буде розв’язком рiвняння
Штурма-Лiувiлля L2{ϕ} = ϕΛ (156) з Λ = −χ2

1 ∈ R, χ1 > 0. За Твердженням 8 та
Зауваженням 3 для рiвняння Штурма-Лiувiлля (163) з потенцiалом u[2] (159)

u[2] = −
4χ1c1e

2χ1x

(
c1 +

1
2χ1

e2χ1x

)2 , (164)

де c1 = C− 1
2χ1

e2χ1x0 , отримаємо такi розв’язки з вiдповiдними власними значеннями

(див. формулу (162) при f = ekx та f = eikx, вiдповiдно ):

F̃ =





c1(k+χ1)e
kx+

k−χ1
2χ1

e(k+2χ1)x

(c1+
1

2χ1
e2χ1x)(k+χ1)

, λ = −k2,

c1(ik+χ1)e
ikx+

ik−χ1
2χ1

e(ik+2χ1)x

(c1+
1

2χ1
e2χ1x)(ik+χ1)

, λ = k2,

k ∈ R. (165)

При c1 = 1
2χ1

потенцiал u[2] (164) набуде вигляду

u[2] = −
χ2
1

cosh(χ1x)2
∈ L2(R). (166)

Функцiя F (165) при k = χ1, λ = −χ2
1 набуде такого вигляду:

F =
2

cosh(χ1x)
, (167)

i буде швидкоспадним розв’язком задачi Штурма-Лiувiлля з потенцiалом (166) i
λ = −χ2

1.
Розглянемо для рiвняння Штурма-Лiувiлля з потенцiалом (166) двi пари

розв’язкiв F1+, F2+ та F1−, F2− при λ = k2, якi мають таку поведiнку на безмеж-
ностях:

F1+ = e−ikx + 0(1), x→ +∞, F2+ = eikx + 0(1), x→ +∞,

F1− = e−ikx + 0(1), x→ −∞, F2− = eikx + 0(1), x→ −∞.



214
Юрiй СИДОРЕНКО, Олександр ЧВАРТАЦЬКИЙ

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

Матриця, яка переводить пару розв’язкiв F1+, F2+ в F1−, F2−, називається матрицею
монодромiї (

F1−

F2−

)
= T

(
F1+

F2+

)
. (168)

Як вiдомо з теорiї оберненої задачi розсiяння для оператора Шредiнгера −D2 + u,
матриця T має таку структуру:

T =

(
a(k) b(k)

b(k) a(k)

)
, (169)

де коефiцiєнт a(k) називається коефiцiєнтом проходження, а коефiцiєнт b(k) –

коефiцiєнтом вiдбиття. Введемо позначення для функцiї F̃ (165) при λ = k2:

F̃1 = F̃1(k, x) := F̃ =
c1(ik+χ1)e

ikx+
ik−χ1
2χ1

e(ik+2χ1)x

(c1+
1

2χ1
e2χ1x)(ik+χ1)

, та розглянемо в парi з нею функ-

цiю F̃2 = F̃1(−k, x). Безпосередньо з формули (165) випливає, що

F1+ =
−ik + χ1

−ik − χ1
F̃2, F2+ =

ik + χ1

ik − χ1
F̃1, F1− = F̃2, F2− = F̃1. (170)

З формул (170) ми отримуємо, що матриця T (169) – дiагональна i a(k) = −ik−χ1

−ik+χ1
.

Тобто, потенцiал (166) – так званий прозорий потенцiал, коефiцiєнт вiдбиття для
якого дорiвнює нулю.

3.2.2. Побудова розв’язкiв моделi Яджими-Ойкави
Тепер розглянемо оператор L2 (155) при u = 0, M0 = 0 в парi з оператором M2

(151). Розглянемо рiвняння

L2{ϕ} := −ϕxx = ϕΛ2, M2{ϕ} := iϕt2 − ϕxx = 0,

(Lτ
2{ψ})

⊤ = −ψ⊤
xx = Λ̃⊤

2 ψ
⊤, (M τ

2 {ψ}) =M2{ψ} = 0. (171)

Приймемо Λ2 = Λ̃2 = diag(λ21, . . . , λ
2
K), λj1 := Reλj , λj2 := Imλj , j = 1,K. Тодi

функцiї ψ = ϕ̄, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕK), де

ϕj = γje
λj1x+2λj1λj2t2+i(λj2x−(λ2

j1−λ2
j2)t2), γj = ekj+iθj , kj , θj ∈ R, j = 1,K, (172)

будуть розв’язками системи (171). В [34] доведено, що, використовуючи аналоги
iнтегральних перетворень, введених в роздiлi 2, отримаємо функцiї q, u

q = ϕ∆−1
2 1⊤ = −

det

(
∆2 1⊤

ϕ 0

)

det(∆2)
; (173)

u := (ϕ∆−1ϕ∗)x = −

[
det

(
∆2 ϕ∗

ϕ 0

)
(det∆2)

−1

]

x

= −
∂2

∂x2
ln det∆2,

∆2 =

(
1

λ2s − λ̄2j
((λs − λ̄j)ϕ̄jϕs + i)

)K

j,s=1

, (174)

якi будуть K-солiтонними розв’язками моделi Яджими-Ойкави
{
iqt2 = qxx + 2uq,
ut2 = (|q|2)x.

(175)
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6. Завершальнi зауваження. Iнтегральнi оператори перетворень Вольтерра
та Фредгольма, якi дослiджували в Роздiлах 2 та 3, тiсно пов’язанi з основними
об’єктами оберненої задачi розсiяння. В [31, 32] продемонстровано тiсний зв’язок
оператора S3 (90) з операторами розсiяння та операторiв W± (84)-(85) з операто-
рами перетворень оберненої задачi для нестацiонарної системи Дiрака, отриманих
Л.П. Нижником [30]. Твердження 1 для iнтегрального вольтеррiвського операто-
ра перетворень є аналогом теореми Крама про факторизацiю диференцiального
одягаючого оператора та теореми з [23] про оператор бiнарних перетворень i йо-
го факторизацiю в алгебрi формальних символiв. Застосування результатiв другого
та третього роздiлiв для iнтегрування конкретних iнтегровних систем наведено у
пунктах 1-3 Роздiлу 4. Теорема 4 – природне розширення вiдповiдної теореми про
одягаюче перетворення Захарова-Шабата з [1]. Без значних змiн отриманi результа-
ти можна узагальнити на випадок матричних операторiв перетворення Вольтерра
та Фредгольма, що зробимо в наступнiй працi.
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A factorization of the Volterra integral operator of binary transformations
by elementary Volterra operators is obtained. Finite rank Fredholm operators is
decomposed into the first rank Fredholm operators. Applications to the theory
of nonlinear integrable systems is demonstrated.
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ФАКТОРИЗАЦИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
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Получено факторизацию интегрального оператора Вольтерра бинар-
ных преобразований элементарными интегральными операторами Воль-
терра. Профакторизирован оператор Фредгольма конечного ранга опера-
торами Фредгольма ранга 1. Продемонстрировано применение в теории
нелинейных интегрируемых систем.

Ключевые слова: интегральные преобразования, факторизация опера-
торов Вольтерра и Фредгольма с вырожденным ядром.


