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ПРО ВIДНОСНО-ПСЕВДОРЕГУЛЯРНI СКРУТИ
В КАТЕГОРIЇ ПОЛIГОНIВ НАД МОНОЇДОМ З НУЛЕМ

Юлiя БIЛЯК

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: jbilyak@ukr.net

Введено поняття T -псевдорегулярного S-полiгону. Розглянуто тео-
рiї скруту, перiодичнi класи яких складаються з T -псевдорегулярних
S-полiгонiв, де T – власний пiдмоноїд моноїда S. Описано вiдповiднi
квазiфiльтри. Розглянуто питання про скiнченну аксiоматизовнiсть класу
точних S-полiгонiв.

Ключовi слова: T -псевдорегулярний полiгон, теорiя скруту, квазi-
фiльтр, аксiоматизовний клас.

1. Вступ. Узагальнено деякi конструкцiї для полiгонiв, якi вперше розглядав
Кьюi [2] i продовжено вивчення скрутiв у категорiї полiгонiв. Людеман у 1983 р.
[1] ввiв поняття скруту в категорiї лiвих S-полiгонiв за аналогiєю з поняттям скру-
ту у категорiї R-модулiв. Iншi пiдходи до вивчення скрутiв у категорiї полiгонiв
можна знайти в працях Занга, Гао, Шума (див. [3], [4]). Скрути в бiльш загальних
категорiях полiгонiв розглядали Вiгандт i Лекс.

В [2] Кьюi описав радикал, радикальний клас якого складається з усiх вiдносно-
псевдорегулярних S-полiгонiв i описав вiдповiдний квазiфiльтр, були доведенi його
властивостi.

Тут введено поняття вiдносно-псевдорегулярного S-полiгону та описано теорiї
скрутiв, радикальнi класи яких визначаються як класи вiдносно-псевдорегулярних
полiгонiв. Крiм того, ми описуємо вiдповiднi цим теорiям скруту квазiфiльтри.

Остання частина працi присвячена проблемi аксiоматизовностi класу точних
S-полiгонiв. Скорняков Л.А. [5] в 1978 р. знайшов умови, за яких клас точних
R-модулiв скiнченно аксiоматизовний. В останнiй частинi за аналогiєю описано умо-
ви скiнченної аксiоматизовностi класу точних S-полiгонiв, якi належать до класу
вiдносно-псевдорегулярних полiгонiв.

2. Попереднi данi. Нехай S мультиплiкативна пiвгрупа з 0 i 1, 0 6= 1.

Означення 1. Множину M назвемо лiвим S-полiгоном, якщо задано вiдображення
µ : S ×M → M ,

c© Бiляк Ю., 2012
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(s,m) → sm = µ(s,m)

таке, що для всiх s, t ∈ S та m ∈ M s(tm) = (st)m.

Лiвий S-полiгон називають унiтарним, якщо для всiх m ∈ M виконується
1m = m. Лiвий полiгон називають центрованим, якщо для довiльних m ∈ M та
s ∈ S правильне 0m = s0 = 0. Категорiю лiвих S-полiгонiв позначаємо S −Act.

Означення 2. Нехай M , N лiвi S-полiгони. Вiдображення f : M → N називають
гомоморфiзмом полiгонiв, якщо для всiх a ∈ S та m ∈ M виконується
f(am) = af(m).

Вiдношення еквiвалентностi ρ на S (ρ ⊆ S×S) називається лiвою конгруенцiєю
на S, якщо для всiх x, y, z ∈ S з того, що xρy випливає zxρzy. Сукупнiсть всiх лiвих
конгруенцiй на S позначаємо через L(S).

Лiвою конгруенцiєю на S-полiгонi M називають вiдношення еквiвалентностi ρ
на M ( ρ ⊂ M × M) таке, що (x1, x2) ∈ ρ ⇒ (sx1, sx2) ∈ ρ, ∀s ∈ S. Для кожного
a ∈ S визначаємо ρ-клас aρ = {b ∈ S | ∃m ∈ M : (am, bm) ∈ ρ}. Також приймемо
(ρ : a) = {(λ, µ) ∈ ρ | ∃b ∈ M : (aλ = bµ)}. Тотожну конгруенцiю на M позначимо
через idM .

Нагадаємо ще одне означення, пов’язане з псевдорегулярними S-полiгонами,
яке введене у [2].

Означення 3. Елемент m S-полiгону M називають псевдорегулярним, якщо iснує
s ∈ S \ {1} таке, що sm = m. Якщо в полiгонi всi ненульовi елементи псевдорегу-
лярнi, то його називають псевдорегулярним.

Нехай T пiдмоноїд S, що не мiстить нуля.

Означення 4. Елемент m S-полiгону M називають вiдносно-псевдорегулярним
(T -псевдорегулярним), якщо ∃t ∈ T \ {1} : tm = m.

Множину всiх T -псевдорегулярних елементiв позначають через MT0
. S-полiгон

M називають T -псевдорегулярним, якщо M = MT0
.

Приклад 1. Розглянемо моноїд S заданий таблицею Келi:

· 0 1 a d e
0 0 0 0 0 0
1 0 1 a d e
a 0 a a d d
d 0 d d a a
e 0 e d a a

Розглянемо пiдмоноїд T = {1, a, d} i множину L = {0, a, d}. Очевидно, що L є лiвим
T - псевдорегулярним S- полiгоном.

Означення 5. Пiд теорiєю скруту τ над S будемо розумiти впорядковану пару
класiв S-полiгонiв (Tτ , Fτ ) для яких виконуються умови:

1) HomS(M,N) = 0, ∀M ∈ Tτ , ∀N ∈ Fτ ;
2) HomS(M,N) = 0, ∀M ∈ Tτ , то N ∈ Fτ ;
3) HomS(M,N) = 0, ∀N ∈ Fτ , то M ∈ Tτ .
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Означення 6. Теорiя радикала τ на S є спадковою теорiєю скруту, якщо клас Tτ

є замкнутим стосовно пiдоб’єктiв.

Визначимо напередрадикал τ , задавши перiодичний Tτ i напiвпростий класи Tτ .
Приймемо Tτ – клас всiх T -псевдорегулярних S-полiгонiв i Tτ – клас тих S-полiгонiв,
якi не мiстять ненульових T -псевдорегулярних пiдполiгонiв.

Означення 7. Систему лiвих конгруенцiй Q на S називають квазiфiльтром S,
якщо виконуються такi умови:

1) якщо µ лiва конгруенцiя на S: ρ ∈ Q, ρ ⊆ µ, то µ ∈ Q;
2) якщо ρ ∈ Q, то (ρ : a) ∈ Q, ∀a ∈ S;
3) якщо µ лiва конгруенцiя, ρ ∈ Q i ∀(a, b) ∈ Q (µ : a) ∈ Q i (µ : b) ∈ Q, то

µ ∈ Q.

3. Теорiя скруту T -псевдорегулярних S-полiгонiв.

Теорема 1. τ = (Tτ , Tτ ) є спадковою теорiєю скруту.

Доведення. Спочатку доведемо, що τ є теорiєю радикала. Припустимо, що iснують
M ∈ Tτ , N ∈ TτHomS(M,N) 6= 0, тобто, що iснує f ∈ HomS(M,N). Тодi зрозумiло,
що f(M) = Im(f) є пiдполiгоном в N . Для довiльного n ∈ f(M) iснує m ∈ M таке,
що f(m) = n. M є T -псевдорегулярним S-полiгоном, тому з того, що m ∈ M iснує
елемент t з T \ {1}: tm = m. Звiдси n = f(m) = f(tm) = tf(m) = tn, тобто, n є
T -псевдорегулярним, як i всi елементи f(M). Але N ∈ Tτ i за визначенням не може
мiстити ненульових T -псевдорегулярних пiдполiгонiв. Тому f(M) = 0, звiдси f є
нульовим вiдображенням.

Нехай N -лiвий S-полiгон i HomS(M,N) = 0 для всiх M ∈ Tτ , треба довести,
що N ∈ Tτ . Припустимо, що N /∈ Tτ , тодi N мiстить ненульовий T -псевдорегулярний
пiдполiгон N ′. Тому вкладення i : N ′ → N – ненульовий морфiзм. Отримали супе-
речнiсть. Тому N ∈ Tτ .

Нехай HomS(M,N) = 0, ∀N ∈ Fτ , треба довести, що лiвий S-полiгон M лежить
у класi Tτ . Розглянемо два випадки:

1) M = 0, то доводити нiчого;
2) M 6= 0, тому M мiстить ненульовий T -псевдорегулярний пiдполiгон M ′.

Справдi, у протилежному випадку M ∈ Tτ , тому HomS(M,M) = 0. Звiдси M = 0,
а це суперечнiсть. Приймемо Ω = {L ∈ M | L ∈ Tτ , L 6= 0}. M ′ ∈ Ω, тому Ω 6= 0.
Зрозумiлим є той факт, що Ω частково впорядкована й iндуктивно впорядкована
(кожна повнiстю впорядкована пiдмножина має верхню грань). Тодi за лемою Цор-
на Ω мiстить максимальний член L ∈ Ω. Можемо припустити, що L = M .

Припустимо, що M 6= l, тодi M/L 6= 0 i нехай M = M/L /∈ Tτ (у протилежному
випадку ми отримали б Hom(M,M/L) = 0, звiдки M = 0). Отже, M/L мiстить не-
нульовий T -псевдорегулярний пiдполiгон K, нехай K = K/L – T -псевдорегулярний
пiдполiгон для якого виконується умова L ⊂ K ⊆ M . Далi для довiльного x ∈ N \L
(x 6= 0) з того, що N ∈ Tτ iснує t ∈ T \ {1}: tx = x, тому tx = x, оскiльки x /∈ L, то
tx = x. Звiдси x – T -псевдорегулярний елемент, тому N ∈ Tτ i у пiдсумку N ∈ Ω.
Це суперечить максимальностi L, тому M/L ∈ Tτ .

Розглянемо природний епiморфiзм η : M → M/L, вiн ненульовий, але
M/L ∈ Tτ , тому HomS(M,M/L) = 0. Отже, M = L ∈ Tτ .
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Отже, τ є теорiєю радикала. Зрозумiлим є той факт, що Tτ є замкненим стосовно
пiдоб’єктiв. Тому τ – теорiя скруту. �

Якщо τ = (Tτ , Tτ ) є теорiєю скруту, то з (2) Eτ = {ρ ∈ L(S) | S/ρ ∈ Tτ} є
вiдповiдним квазiфiльтром.

Нижченаведенi теореми доведенi для випадку, коли S \ T скiнченна. Варто
також зауважити, що |ρ| = ∞1 означає, що множина нескiнченна.

Теорема 2. Нехай τ = (Tτ , Tτ ) є теорiєю скруту. Приймемо χ = {ρ ∈ L(S) |
|1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S} i T = {M ∈ S −Act | (idM : m) ∈ χ, ∀m ∈ M}.

Тодi:
1) Tτ = T;
2) Cτ = χ.

Доведення. 2. ρ ∈ χ тодi i лише тодi, коли ∀a ∈ S ∃t ∈ T : (t, 1) ∈ (ρ : a), а це означає,
що taρa. Це має змiст тодi i лише тодi, коли S/ρ ∈ Tτ . Тому зрозумiло, що Cτ = χ.

1. Нехай M ∈ T, тодi ∀m ∈ M(idM : m) ∈ Cτ , звiдси |1(idM :m)| = ∞|. Це
означає, що ∃t ∈ T \ {1}: (t, 1) ∈ (idM : m), тобто, tm = m. Отже, елемент m є
T -псевдорегулярним i у пiдсумку M ∈ Tτ .

Тепер нехай M ∈ Tτ , тодi ∀m ∈ M∀a ∈ S∃t ∈ T \ {1}: tam = am. Звiдси
(ta, a) ∈ (idM : m), далi (t, 1) ∈ ((idM : m) : a). Отож, ||1((idM :m):a)| = ∞|, тобто,
(idM : m) ∈ Cτ . Отже, M ∈ T. Теорему доведено. �

Теорема 3. Нехай S – мультиплiкативна пiвгрупа з 0 i 1. Введемо позначення
ST = {b ∈ S|∃t ∈ T \ {1} : ta = a}. Тодi Cτ = {ρ ∈ L(S)||1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR}.

Доведення. L(S)|S/ρ ∈ Tτ} = {ρ ∈ L(S)||1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR}.
Отже, нехай ρ ∈ {ρ ∈ L(S)|S/ρ ∈ Tτ}, тому з попередньої теореми видно, що

|1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR. Тепер припустимо, що ρ ∈ L(S) i |1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR.

Залишилося перевiрити, що |1(ρ:a)| = ∞∀a ∈ SR. Нехай a ∈ SR, тодi ∃t ∈ T \ {1}:

ta = a. Звiдси (ta, a) ∈ idS ⊆ ρ, тодi (s, 1) ∈ (ρ : a). Отож, |1(ρ:a)| = ∞, тому ρ ∈ Cτ .
Теорему доведено. �

4. Скiнченна аксiоматизовнiсть класу точних S-полiгонiв. Цей роздiл
присвячений умовам скiнченної аксiоматизовностi класу точних S-полiгонiв. Нехай
S моноїд i M – унiтарний лiвий S-полiгон. Через ∆ позначатимемо тотожну кон-
груенцiю на S.

Означення 8. Лiвим анулятором елемента m ∈ M будемо розумiти множину
Ann(m) = {(s, t) ∈ S × S|sm = tm}.

Вiдповiдно лiвим анулятором S-полiгона M буде Ann(M) = {(s, t) ∈ S × S |
∀m ∈ Msm = tm}.

Означення 9. S-полiгон M називають точним, якщо Ann(M) = ∆.

Тепер нагадаємо деякi основнi поняття теорiї моделей. Ми використовуємо мову

SL-мову лiвих S- полiгонiв першого порядку. Множину всiх речень (замкнутих фор-
мул) мови, що є iстинними в класi полiгонiв Ψ, називаємо теорiєю класу i позначає-
мо Th(Ψ). Пiд моделлю теорiї T розумiємо клас полiгонiв, для яких справджуються
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аксiоми з цiєї теорiї, позначаємо через Mod(T ). Клас називають аксiоматизованим,
якщо Mod(Th(Ψ)) = Ψ. Аксiоматизований клас полiгонiв називають скiнченно ак-
сiоматизованим, якщо його можна задати скiнченною кiлькiстю формул.

Теорема 4. Для моноїда S нижченаведенi властивостi еквiвалентнi:
1) клас точних унiтарних лiвих S-полiгонiв скiнченно аксiоматизований;
2) ∃F ⊆ S×S – скiнченна множина така, що S-полiгон M точний, якщо ∀(a, b) ∈ F
∃x ∈ M : ax 6= bx;
3) ∃T ⊆ (S × S) \ ∆ – скiнченна множина, що має непорожнiй перетин з усiма
конгруенцiями на S;
4) S – мiстить таку скiнченну систему A мiнiмальних конгруенцiй, що довiльна
нетотожна конгруенцiя на S мiстить хоч одну конгруенцiю з A.

Доведення 1) ⇒2) Нехай Ψ – клас всiх точних лiвих S-полiгонiв i нехай вiн
описується скiнченною системою аксiом U. Зрозумiло, що клас Ψ можна описати
системою аксiом

U(λ,µ) = (∃x(λx 6= µx)), (λ, µ) ∈ S × S.

Далi систему U можна вивести зi скiнченної кiлькостi аксiом з {U(λ,µ)}, наприклад,
{U(λ1,µ1), ...,U(λm,µm)}. Тому приймемо F = {(λ1, µ1), ..., (λm, µm)}.

2) ⇒ 3) Нехай ρ ⊆ S × S – нетотожна конгруенцiя на S. Припустимо, що
ρ∩F = ∅. Розглянемо S/ρ як лiвий S-полiгон. Зрозумiло, що для всiх (λ, µ) ∈ F iснує
x ∈ S/ρ(λx = µx). Тому S/ρ – точний S-полiгон, але Ann(S/ρ) мiстить конгруенцiю
ρ. Отримали суперечнiсть. Тому приймемо T = F.

3) ⇒ 4) Нехай T = {(λ1, µ1), ..., (λm, µm)}. Приймемо ρi = ρ(λi, µi), де ρ(λi, µi)
– головна конгруенцiя породжена (λi, µi).

Зрозумiлий такий факт: якщо iснують рiзнi i, j: ρi ⊂ ρj , то система T без (λj , µj)
не втратить своїх властивостей. Тому всi конгруенцiї ρi можна вважати попарно
непорiвняними. Якщо ρ нетотожна конгруенцiя на S, що мiститься в деякому ρi, то
з властивостей T отримаємо (λi, µi) ∈ ρ. Звiдси ρ = ρi. Отож, зрозумiло, що ρi –
мiнiмальна конгруенцiя i можна прийняти A = {ρ1, ..., ρm}.

4) ⇒ 3) Множину T отримаємо, вибравши з кожної конгруенцiї по однiй парi
(λi, µi) /∈ ∆.

3) ⇒ 2) Нехай M – лiвий S-полiгон такий, що ∀(λ, µ) ∈ T ∃x ∈ M : λx 6= µx.
Припустимо, що M не є точним, тобто Ann(M) 6= ∆. Тому ∃(s, t) ∈ (S × S) \ ∆
∀m ∈ M : sm = tm. Зрозумiлим є той факт, що Ann(M) є конгруенцiєю, тому з (3)
∃(λ, µ) ∈ Ann(M) ∩ T: λx = µx ∀x ∈ X . Отримали суперечнiсть.

2) ⇒ 1) Випливає з побудови множини T.
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Введено понятие T -псевдорегулярного S-полигона. Рассмотрены теории
кручения, периодические классы которых состоят из T -псевдорегулярных
полигонов, где T – собственный подмоноид моноида S. Описаны соответ-
ствующие квазифильтры. Рассмотрен вопрос об конечной аксиоматизов-
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I НЕЛIНIЙНИХ ЕЛIПТИЧНО-ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ,
ЯКI ВИРОДЖУЮТЬСЯ В ПОЧАТКОВИЙ МОМЕНТ ЧАСУ
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Доведено iснування та єдинiсть узагальнених розв’язкiв задачi без
початкових умов для лiнiйних i нелiнiйних анiзотропних елiптично-пара-
болiчних рiвнянь другого порядку, якi заданi в необмежених за просто-
ровими змiнними областях i вироджуються в початковий момент часу.
Накладаються умови на поведiнку розв’язкiв задачi та зростання її ви-
хiдних даних в околi початкового моменту часу та на нескiнченностi за
просторовими змiнними. Рiвняння мають показники нелiнiйностi, якi за-
лежать вiд точок областi визначення рiвнянь i напряму диференцiювання,
а їхнi узагальненi розв’язки отримують з узагальнених просторiв Лебега-
Соболєва.

Ключовi слова: лiнiйне рiвняння, нелiнiйне рiвняння, елiптично-
параболiчне рiвняння, вироджене параболiчне рiвняння, задача без поча-
ткових умов, узагальнений простiр Лебега-Соболєва, необмежена область.

1. Вступ. Нехай Ω – необмежена область в арифметичному просторi Rn (n ∈ N)
з евклiдовою нормою | · | (|x| := (|x1|2 + ... + xn|2)1/2 для x = (x1, ..., xn) ∈ Rn).
Припускаємо, що межа ∂Ω областi Ω є C1 многовидом розмiрностi n− 1. Нехай Γ0 –
замикання вiдкритої множини на ∂Ω (зокрема, Γ0 може бути порожньою множиною
або збiгатися з ∂Ω), Γ1 := ∂Ω \ Γ0; ν = (ν1, ..., νn) – одиничний вектор зовнiшньої
до ∂Ω нормалi. Нехай S := (0, T ], де T > 0 – деяке число. Приймемо Q := Ω × S,

Q̃ := Ω× S, Σ0 := Γ0 × S, Σ1 := Γ1 × S.

Розглянемо питання про вiдшукання функцiї u : Q̃ → R, яка задовольняє (в
певному сенсi) рiвняння

ϕ(t)
∂

∂t
(b(x)u)−

n∑

i=1

d

dxi
ai(x, t, u,∇u) + a0(x, t, u,∇u) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

c© Бокало M., 2012
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та крайовi умови

u
∣∣∣
Σ0

= 0,
∂u

∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0, (2)

де ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q×R×R
n, f(x, t), (x, t) ∈ Q, – заданi дiйснозначнi фун-

кцiї, ∂u(y, t)/∂νa :=
n∑

i=1

ai(y, t, u,∇u) νi(y), (y, t) ∈ Σ1, – похiдна по “конормалi”, а

ϕ, b – функцiї, якi задовольняють умови

Φ: ϕ ∈ C([0, T ])∩C1((0, T ]), ϕ(t) > 0 при t > 0, ϕ(0) = 0 i
∫ T

0 [ϕ(t)]−1dt = +∞;
B: b ∈ L∞,loc(Ω), b > 0.
Зауважимо, що типовим прикладом функцiї ϕ, яка задовольняє умову Φ, є

ϕ(t) = tα, t ∈ [0, T ], де α > 1, а прикладом функцiї b, що задовольняє умову B, є
характеристична функцiя довiльної вимiрної пiдмножини Ω, тобто рiвнiсть b = 0
може виконуватися на будь-якiй вимiрнiй пiдмножинi Ω. Це разом з припущен-
ням, що просторова частина диференцiального виразу в лiвiй частинi рiвняння (1)
є елiптичною, дає пiдстави стверджувати, що рiвняння (1) елiптично-параболiчне з
виродженням у початковий момент часу [1]. Зазначимо, що параболiчнi рiвняння,
системи та варiацiйнi нерiвностi з виродженням у початковий момент розглядали,
зокрема, в [2] – [7].

Зауваження 1. Нехай Ω = (0,+∞), Γ0 = {0}, Γ1 = ∅ i задано рiвняння

tut − uxx = 0, (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ], (3)

та крайову умову

u|x=0 = 0. (4)

Очевидно, що функцiя uλ,A(x, t) = At−λ sin
√
λx, (x, t) ∈ (0,+∞)× (0, T ], де λ > 0, A

– довiльнi сталi, є розв’язком рiвняння (3), який задовольняє його в класичному
сенсi i для якого виконується умова (4). Також очевидно, що функцiя uA(x, t) = Ax,
де A – довiльна стала, теж є розв’язком рiвняння (3) i задовольняє умову (4). Звiдси
випливає, що для єдиностi розв’язку рiвняння (3) з крайовою умовою (4) потрiбнi
додатковi умови на його поведiнку при |x| → +∞ та t → +0, якi можна трактува-
ти як аналоги крайової умови на нескiнченностi та стандартної початкової умови.
Можна довести, що такими умовами може бути вимога обмеженостi розв’язку.

На пiдставi цього зауваження можна зробити такий висновок. Оскiльки умова
єдиностi розв’язку є визначальною для коректного формулювання задачi у випадку
еволюцiйних рiвнянь, то природно розглядати таку задачу: знайти розв’язок рiв-
няння (1) в областi Q, який задовольняє крайову умову (2) та деяку умову на його
поведiнку при |x| → +∞ i t → +0 [8]. Такою додатковою умовою може бути умова
належностi розв’язку до певного вагового функцiйного простору [2] – [4], [6], [7].
Однак серед нелiнiйних рiвнянь вигляду (1) є такi, для яких їхнi розв’язки визна-
чаються однозначно тiльки крайовими умовами вигляду (2) [9], [10]. Наприклад,
рiвняння

tut − uxx + |u|p−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q = (0,+∞)× (0, T ],

де p > 2 – яке-небудь число, з крайовою умовою (4) має не бiльше одного розв’язку.
Зауважимо, що задачi обох видiв називають задачами без початкових умов.
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Рiвняння вигляду (1) тiсно пов’язанi з рiвняннями, якi мають вигляд вiдмiнний
вiд (1) тiльки в тому, що ϕ = 1 i область задання необмежена знизу за часовою
змiнною, наприклад, має вигляд Ω × (−∞, 0] [1]. Детальнiше це розглядатимемо
пiзнiше. Для рiвнянь, заданих в необмежених знизу за часовою змiнною областях,
також розглядаються задачi без початкових умов або, як їх ще називають, задачi
Фур’є (див. [12] – [16] i бiблiографiю там) i цi задачi у вiдповiдному сенсi еквiвалентнi
згаданим вище. Ми, зробивши додатковi припущення на вихiднi данi, видiлили класи
елiптично-параболiчних рiвнянь вигляду (1), елементами яких є лiнiйнi та нелiнiйнi
анiзотропнi рiвняння, для яких задачi без початкових умов за певних обмежень на
поведiнку розв’язкiв при |x| → +∞ i t → +0 є однозначно розв’язними. Отриманi тут
результати є перенесенням на випадок рiвнянь вигляду (1) результатiв, отриманих
в [5] для слабко нелiнiйних параболiчних рiвнянь.

Прикладами рiвнянь типу (1), якi тут вивчають, є анiзотропнi рiвняння

ϕ(t)
∂

∂t
(b(x)u) −

n∑

i=1

(
âi(x, t)|uxi |pi(x)−2uxi

)
xi

+ â0(x, t)|u|p0(x)−2u = f(x, t), (5)

де âi (i = 0, n) – деякi вимiрнi додатнi та вiддiленi вiд нуля функцiї, pi > 1 (i = 0, n)
– вимiрнi обмеженi функцiї (так званi показники нелiнiйностi).

В останнi десятилiття дуже активно почали вивчати нелiнiйнi диференцiаль-
нi рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi, частковими випадками яких є
рiвняння (5) (див., наприклад, [11], [17], [18]). Це пов’язано з тим, що такi рiвнян-
ня виникають при математичному моделюваннi рiзних типiв фiзичних процесiв i,
зокрема, описують потоки електрореологiчних речовин, процеси вiдновлення зобра-
жень, електричний струм у кондукторi пiд впливом змiнного температурного поля
[19].

Ми розглядатимемо узагальненi розв’язки рiвняння (1), що задовольняють умо-
ви (2), а для їхнього означення та дослiдження нам будуть потрiбнi деякi лiнiйнi
локально опуклi простори. Тому спочатку подамо означення цих просторiв.

Нехай G – довiльна область в Rm, де m = n або m = n + 1. Для будь-якої
функцiї r ∈ L∞(G) такої, що r(z) > 1 для майже всiх z ∈ G, на просторi
Cc(G) := {v ∈ C(G) | supp v − обмежена множина} вводимо норму

‖v‖Lr(·)
:= inf{λ > 0 | ρG,r(v/λ) 6 1},

де ρG,r(v) :=
∫
G
|v(z)|r(z) dz. Зауважимо таке: коли r(z) = r0 ≡ const > 1 для м.в.

z ∈ G, то ‖ · ‖Lr(·)(G) = ‖ · ‖Lr0(G). Поповнення отриманого нормованого лiнiйного

простору – так званий узагальнений простiр Лебега (див., наприклад, [20], [21]) –
позначимо через Lr(·)(G). Зауважимо таке: ess inf

z∈Ω
r(z) > 1, то спряжений до Lr(·)(G)

можна ототожнити з Lr∗(·)(G), де r∗(z), z ∈ G – функцiя, яка визначена рiвнiстю
1

r(z) +
1

r∗(z) = 1, z ∈ G. Легко переконатися, що правильним є таке твердження: коли

G – обмежена множина, то Lr(·)(G) є пiдпростором простору L1(G).

Якщо G є необмеженою областю, то через Lr(·), loc(G) позначатимемо поповнен-

ня C(G) в топологiї, що породжена системою пiвнорм: {‖ ·‖Lr(·)(G′) |G′ ∈ Bd(G)}, де

пiд Bd(G) розумiємо множину всiляких можливих обмежених пiдобластей областi
G. Зрозумiло, що Lr(·),loc(G) ⊂ L1,loc(G).
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Визначимо

C(S;L2,loc(Ω)) := {v : S → L2,loc(Ω) | v ∈ C([σ, T ];L2(Ω
′)) ∀σ ∈ (0, T ), ∀Ω′ ∈ Bd(Ω)}

з системою пiвнорм {‖ · ‖C([σ,T ];L2(Ω′)) | σ ∈ (0, T ), Ω′ ∈ Bd(Ω) }.
Нехай p = (p0, . . . , pn) – вектор-функцiя, яка задовольняє умову
P: для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя pi : Ω → R – вимiрна,

ess inf
x∈Ω′

pi(x) > 1, ess sup
x∈Ω′

pi(x) < ∞ для будь-яких Ω′ ∈ Bd(Ω).

Позначимо через W 1
p(·), loc

(Ω,Γ0) поповнення простору C1(Ω,Γ0) :=
{
v ∈ C1(Ω)

∣∣
v
∣∣
Γ0

= 0
}

в топологiї, яка породжена системою пiвнорм

{
‖v‖Lp0(·)

(Ω′) +

n∑

i=1

‖vxi‖Lpi(·)
(Ω′) | Ω′ ∈ Bd(Ω)

}
.

Легко довести, що W 1
p(·),loc

(Ω,Γ0) ⊂ W 1
1,loc

(Ω).

Введемо лiнiйний локально опуклий простiр U
b,0
p,loc

як поповнення простору

C1,0(Q,Σ0) := {u ∈ C(Q)
∣∣ uxi ∈ C(Q) ( i = 1, n ), u|Σ0 = 0} за топологiєю, породже-

ною системою пiвнорм

{
‖u‖Lp0(·)

(Ω′×(σ,T )) +
n∑

i=1

‖uxi‖Lpi(·)
(Ω′×(σ,T )) + sup

t∈[σ,T ]

‖b1/2(·)u(·, t)‖L2(Ω′) |

σ ∈ (0, T ), Ω′ ∈ Bd(Ω)
}
.

Очевидно, якщо u – будь-який елемент простору U
b,0
p,loc

, то u ∈ (S → W 1
p(·), loc

(Ω,Γ0)),

b1/2u ∈ C(S;L2,loc(Ω)) та u ∈ Lp0(·), loc(Ω× (σ, T )), uxi ∈ Lpi(·), loc(Ω× (σ, T ))

( i = 1, n ) для довiльного σ ∈ (0, T ).

Позначимо через U 1,0
p,c простiр, складений з елементiв v ∈ U

b,0
p,loc

таких, що supp v
є обмеженою множиною, яка розташована на додатнiй вiдстанi вiд гiперплощини
{t = 0}, vt ∈ L2(Q), v(·, T ) = 0.

2. Формулювання задачi й основних результатiв. Спочатку введемо вiд-
повiднi обмеження на вихiднi данi задачi, а точнiше, визначимо класи вихiдних да-
них задачi, якi ми будемо розглядати.

Нехай p = (p0, p1, . . . , pn) – вектор-функцiя, яка задовольняє умову P.
Пiд Ap розумiтимемо множину впорядкованих наборiв дiйснозначних функцiй
(a0, a1, . . . , an), якi визначенi на Ω× R× Rn i задовольняють умови:

A1: для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} функцiя ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q× R× Rn,
є каратеодорiвською, тобто, для майже всiх (x, t) ∈ Q функцiя ai(x, t, ·, ·) : R1+n ≡
R× Rn → R – неперервна i для будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n функцiя ai(·, ·, s, ξ) : Q → R

– вимiрна;
A

∗

1
: ai(x, t, 0, 0) = 0 (i = 0, n) для майже всiх (x, t) ∈ Q;

A2: для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n}, будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n i майже всiх (x, t) ∈ Q
виконується нерiвнiсть

|ai(x, t, s, ξ)| 6 ha
1,i(x, t)

(
|s|p0(x)/p

∗

i (x) +

n∑

j=1

|ξj |pj(x)/p
∗

i (x)

)
+ ha

2,i(x, t),
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де ha
1,i ∈ L∞, loc(Q), ha

2,i ∈ Lp ∗

i (·), loc(Q), 1/pi(x) + 1/p∗i (x) = 1, x ∈ Ω.

Зауваження 2. Умова A
∗

1
не є принциповою, ми її вводимо лише для спрощення

викладення матерiалу.

Приймемо

F0,loc := L2, loc(Q).

Означення 1. Нехай (a0, a1, ..., an) ∈ Ap, f ∈ F0,loc. Скажемо, що функцiя

u ∈ U
b,0
p,loc є узагальненим розв’язком рiвняння (1), що задовольняє крайовi умови

(2), якщо виконується iнтегральна рiвнiсть
∫∫

Q

{ n∑

i=1

ai(x, t, u,∇u) vxi + a0(x, t, u,∇u) v − b u (ϕv)t

}
dxdt =

∫∫

Q

f v dxdt (6)

для будь-яких v ∈ U 1,0
p,c .

Мета нашої працi – за додаткових умов на вихiднi данi, якi не виключають
з розгляду лiнiйнi рiвняння, зазначити “аналоги крайової на нескiнченностi та по-
чаткової умов” такi, що задача, яка полягає у знаходженнi узагальненого розв’язку
рiвняння (1), який задовольняє крайовi умови (2) та цi “аналоги . . .”, є однозначно
розв’язною.

Нехай k ∈ {1, . . . , n} – число таке, що множина Ω∩{x ∈ Rn : x2
1 + . . .+ x2

k < τ2}
обмежена для будь-якого τ > 0. Зокрема, коли Ω = Ω1 × Ω2, де Ω1 – необмежена
область в Rk, Ω2 – обмежена область в Rn−k, то k – саме те, про яке тiльки що
говорилося.

Вважатимемо, що 0 ∈ Ω i позначимо для будь-якого τ > 0 через Ωτ зв’язну
компоненту множини Ω ∩ {x ∈ Rn : x2

1 + . . .+ x2
k < τ2}, що мiстить 0.

Стосовно вектор-функцiї p = (p0, . . . , pn) додатково до умови P припустимо, що
P

∗: p0(x) = p1(x) = . . . = pk(x) = 2 для м.в. x ∈ Ω.
Нехай K – множина впорядкованих наборiв (b, g, q, µ), де b з умови B,

g :=
(
(g1,1, g2,1), . . . , (g1,k, g2,k)) – вектор-функцiя, компонентами якої є пари не-

вiд’ємних функцiй з простору C
(
Q̃
)
, q := (q1, q2) – вектор-функцiя, компоненти якої

q1, q2 ∈ C
(
Q̃
)

такi, що q1(x, t) > 0 при (x, t) ∈ Q̃ i для дiйсного числа µ отримаємо

q2(x, t) + µb(x) > 0 для м.в. (x, t) ∈ Q.

Приймемо

Ek,µ(v) := q1

k∑

i=1

v2xi
+ (q2 + µb)v2.

Для кожних τ ∈ (0,+∞), t0 ∈ (0, T ) приймемо

Γj,τ := Γj ∩ ∂Ωτ (j = 0, 1), Γ∗,τ := Ω ∩ ∂Ωτ , Qτ,t0 := Ωτ × (t0, T ],

Σj,τ,t0 := Γj,τ × (t0, T ] (j = 0, 1), Σ∗,τ,t0 := Γ∗,τ × (t0, T ]

i визначимо

d1(τ, t0) := sup
Σ∗,τ,t0

( k∑

i=1

g21,i/q1

)1/2

, d2(τ, t0) := sup
Σ∗,τ,t0

( k∑

i=1

g22,i

)1/2

;



16
Микола БОКАЛО

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

λ(τ, t0) := inf
t,v

{[∫

Γ∗,τ

Ek,µ(v) dΓ
][ ∫

Γ∗,τ

v2 dΓ
]−1}

,

де iнфiмум беремо по всiх неперервно-диференцiйовних в околi Γ∗,τ функцiях v, якi
дорiвнюють нулю на ∂Γ∗,τ ∩ Γ0, i всiх t ∈ [t0, T ];

Θ(τ, t0) := sup
v

{[∫

Ωτ

Ek,µ(v)|t=t0 dx
]−1[ ∫

Ωτ

b v2 dx
]}

,

де супремум береться по всiх функцiях v ∈ C1(Ωτ ), якi дорiвнюють нулю в околi
Γ0,τ .

Через K∗ позначимо пiдмножину множини K, для кожного елемента (b, g, q, µ)
якої iснують неперервнi додатнi функцiї A1(τ, t0), A2(τ, t0), (τ, t0) ∈ Π := [1,+∞)×
(0, T/2] такi, що для будь-яких (τ, t0) ∈ Π виконуються нерiвностi

d1(τ, t0)λ
−1/2(τ, t0) + d2(τ, t0)λ

−1(τ, t0) 6 A1(τ, t0), (7)

Θ(τ, t0) 6 2A2(τ, t0), (8)

i задача Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

dτ

dα
= A1(τ, t0),

dt0
dα

= −ϕ(t0)A2(τ, t0), (9)

τ(0) = 1, t0(0) = T/2 (10)

має єдиний розв’язок τ(α), t0(α), α ∈ [0,+∞), i цей розв’язок задовольняє умову

τ(α) → +∞, t0(α) → +0 при α → +∞.

Далi всюди вважаємо, що (b, g, q, µ) – який-небудь елемент K
∗.

Нехай A1
p(b, g, q, µ) – пiдмножина Ap, будь-який елемент якої задовольняє ще

двi умови, якi ми зараз сформулюємо:
A3: для кожного i ∈ {1, . . . , k}, будь-яких (s1, ξ

1), (s2, ξ
2) ∈ R1+n i майже всiх

(x, t) ∈ Q

|ai(x, t, s1, ξ1)− ai(x, t, s2, ξ
2)| 6 g1,i(x, t)

k∑

i=1

|ξ1i − ξ2i |+ g2,i(x, t)|s1 − s2|;

A4: для будь-яких (s1, ξ
1), (s2, ξ

2) ∈ R1+n i майже всiх (x, t) ∈ Q
n∑

i=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2))(ξ1i − ξ2i ) + (a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2) >

> q1(x, t)
k∑

i=1

|ξ1i − ξ2i |2 + q2(x, t)|s1 − s2|2.

Нехай τ(α), t0(α), α ∈ [0,+∞), – розв’язок задачi (9), (10). Введемо ще такi
позначення:

Ωα := Ωτ(α), Qα := Qτ(α),t0(α) при α > 0.
Приймемо

〈v〉α :=

(∫∫

Qα

Ek,µ(v)e
−2µ

∫
t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1 dxdt

)1/2

≡
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≡
( T∫

t0(α)

e−2µ
∫

t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1dt

∫

Ωτ(α)

Ek,µ(v) dx

)1/2

для всiх α > 0.
Сформулюємо основнi результати роботи. Вони стосуються однозначної

розв’язностi задачi на знаходження узагальненого розв’язку рiвняння (1), яке задо-
вольняє умови (2) та

〈u〉R = o(1)eR/2 при R → +∞. (11)

Далi цю задачу коротко будемо називати задачею (1),(2),(11), а шукану функцiю u –
узагальненим розв’язком цiєї задачi (тут через o(1) позначено довiльну нескiнченно
малу при R → +∞ функцiю).

Детальнiше, умова (11) означає, що iснує (залежна вiд u) нескiнченно мала при
R → +∞ функцiя γ(R), R > 0, така, що для будь-яких R > 0

T∫

t0(R)

e−2µ
∫ t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1dt

∫

Ωτ(R)

[
q1(x, t)

k∑

i=1

|uxi |2+

+(q2(x, t) + µb(x))|u|2
]
dx = γ(R)eR/2.

Теорема 1 (єдинiсть розв’язку). Нехай (a0, . . . , an) ∈ A1(b, g, q, µ) для деякого на-
бору (b, g, q, µ) ∈ K∗. Тодi задача (1),(2),(11) має не бiльше одного узагальненого
розв’язку.

Перейдемо до формулювання теореми iснування розв’язку задачi (1), (2), (11).
Нехай A2

p(b, g, q, µ) – пiдмножина множини A1
p(b, g, q, µ), кожний елемент якої

(a0, a1, . . . , an) додатково задовольняє умову
A5: для будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n i майже всiх (x, t) ∈ Q

n∑

i=1

ai(x, t, s, ξ)ξi + a0(x, t, s, ξ)s > q1(x, t)

k∑

i=1

|ξi|2 + q2(x, t)|s|2 + qa3 (x, t)

n∑

i=k+1

|ξi|pi(x),

де qa3 ∈ L∞(Q), ess inf
x∈Qm

qa3 (x, t) > 0 для кожного m ∈ N.

Для кожного натурального m приймемо

Λm = inf
t,v

{[∫

Ωm

Ek,µ(v) dx
][ ∫

Ωm

v2 dx
]−1}

, (12)

де iнфiмум береться по всiх функцiях v з C1(Ωm), якi дорiвнюють нулю на Γ0,τ(m),
i всiх t ∈ [t0(m), T ].

Позначимо через F∗

0,loc
пiдмножину множини F0,loc, яка складається з тих функ-

цiй f , для яких iснують сталi C1 > 0, ε ∈ (0, 1) такi, що
∫∫

Qm

|f(x, t)|2e−2µ
∫

t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1 dxdt 6 C1 Λm e(1−ε)m, m ∈ N. (13)
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Теорема 2 (iснування розв’язку). Нехай (a0, a1, . . . , an) ∈ A
2
p(b, g, q, µ) для деякого

набору (b, g, q, µ) ∈ K∗ i припустимо, що f ∈ F∗

0,loc, тобто виконується нерiвнiсть

(13) з деякими сталими ε ∈ (0, 1), C1 > 0. Тодi iснує (єдиний) узагальнений розв’я-
зок задачi (1),(2),(11) i вiн задовольняє оцiнку

∫∫

Qm

Ek,m(u)e−2µ
∫

t
T
[ϕ(σ)]−1dσ[ϕ(t)]−1 dxdt 6 C2 e

(1−ε)m, m ∈ N, (14)

де C2 > 0 – стала, яка залежить тiльки вiд ε та C1.

Зауваження 3. Очевидно, що рiвняння

ϕ(t)(bu)t −
k∑

i=1

(âij(x, t)uxj )xi −
n∑

i=k+1

(âi(x, t)|uxi |pi(x)−2uxi)xi+

+â0(x, t)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

є частковим прикладом рiвняння (1). Для нього правильнi твердження теорем 1 i 2,
якщо âij ∈ L∞,loc(Q), âij = âji, |âij | 6 g1,i (i, j = 1, k) i для майже всiх (x, t) ∈ Q

k∑

i,j=1

âij(x, t)ηiηj > q1(x, t)

k∑

i=1

|ηi|2 ∀ηi ∈ R (i = 1, k),

â0 ∈ L∞,loc(Q), â0 > q2, âi ∈ L∞,loc(Q) (i = k + 1, n), ess inf
(x,t)∈Qm

âi(x, t) > 0 для кожного

i ∈ {k + 1, . . . , n} та m ∈ N, f ∈ F∗

0loc.

3. Обґрунтування основних результатiв. Нехай Ŝ := (−∞, 0]. Приймемо

Q̂ := Ω× Ŝ, Σ̂0 = Γ0 × Ŝ, Σ̂1 = Γ1 × Ŝ.
Визначимо лiнiйний локально опуклий простiр

C(Ŝ;L2,loc(Ω)) := {v̂ : Ŝ → L2,loc(Ω) | v̂ ∈ C([−l, 0];L2(Ω
′)) ∀ l ∈ N, ∀Ω′ ∈ Bd(Ω)}

iз системою пiвнорм {‖ · ‖C([−l,0];L2(Ω′)) | l ∈ N, Ω′ ∈ Bd(Ω) }.
Введемо лiнiйний локально опуклий простiр Ub

p,loc
як поповнення лiнiйного

простору C1,0
(
Q̂, Σ̂0

)
:= {v̂ ∈ C

(
Q̂
) ∣∣ v̂xi ∈ C

(
Q̂
)
( i = 1, n ), v̂|Σ̂0

= 0} за топологiєю,
породженою системою пiвнорм

{
‖v̂‖Lp0(·)

(Ω′×(−l,0)) +

n∑

i=1

‖v̂xi‖Lpi(·)
(Ω′×(−l,0)) + sup

t∈[−l,0]

‖b1/2(·)v̂(·, t)‖L2(Ω′)

∣∣∣∣

l ∈ N, Ω′ ∈ Bd(Ω)

}
.

Очевидно, що для будь-якого û ∈ Ub
p,loc

отримаємо û ∈ (Ŝ → W 1
p(·), loc

(Ω,Γ0)) ∩
Lp0(·), loc(Q̂), ûxi ∈ Lpi(·), loc(Q̂) ( i = 1, n ), b1/2û ∈ C(Ŝ;L2,loc(Ω)).

Визначимо ще два простори

U
∗

p,c :=
{
v̂ ∈ U

b
p,loc

| supp v̂ − обмежена множина, v̂t ∈ L2(Q̂), v̂(·, 0) = 0
}
.

Floc := L2, loc(Q̂).
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Нехай

θ(t) :=

t∫

T

ds

ϕ(s)
, t ∈ S, (15)

i позначимо через θ−1 функцiю, яка є оберненою до функцiї θ, заданої в (15).
Тепер введемо лiнiйний оператор Z, який взаємно однозначно переводить лiнiй-

ний простiр функцiй F := {h : Q̃ → R} на лiнiйний простiр функцiй F̂ := {ĥ : Q̂ → R

за правилом

Zh = ĥ, де ĥ(s) := h(t)|t=θ−1(s), s ∈ Ŝ, t ∈ S,

тобто оператор Z функцiї з простору F ставить у вiдповiднiсть функцiю з F̂ , отри-
ману з цiєї внаслiдок замiни змiнної

s = θ(t), t ∈ S, s ∈ Ŝ. (16)

Легко переконатися, що звуження оператора Z на простори U
b,0
p,loc

, U 1,0
p,c , F0,loc, F

∗

0,loc

взаємно однозначно переводить цi простори на простори, вiдповiдно, Ub
p,loc

, U∗

p,c,
Floc, F

∗

loc
.

Зробимо в iнтегральнiй тотожностi (6) замiну змiнної t за правилом (16).

У пiдсумку, прийнявши ũ := Zu ∈ Ub
p,loc

, f̃ := Zf ∈ Floc та позначивши через

âi(x, s, ξ, η), (x, s, ξ, η) ∈ Q̂ × R × Rn (i = 0, n), – функцiї, отриманi пiсля зазначеної
замiни змiнної t у функцiях, вiдповiдно, ai(x, t, ξ, η), (x, t, ξ, η) ∈ Q×R×Rn (i = 0, n),
одержимо

∫∫

Q̂

{ n∑

i=1

âi(x, s, û,∇û) v̂xi + â0(x, t, û,∇û) v̂ − b û v̂s

}
dxds =

∫∫

Q

f̂ v dxds (17)

для будь-яких v̂ ∈ U∗

p,c. Звiдси легко випливає, що функцiя ũ є узагальненим розв’яз-
ком рiвняння

∂

∂s
(b(x)û)−

n∑

i=1

d

dxi
âi(x, s, û,∇û) + â0(x, s, û,∇û) = f̂(x, s), (x, t) ∈ Q, (18)

що задовольняє крайовi умови

û
∣∣∣
Σ̂0

= 0,
∂û

∂νâ

∣∣∣
Σ̂1

= 0, (19)

де ∂û(y, s)/∂νâ :=
n∑

i=1

âi(y, s, u,∇u) νi(y), (y, s) ∈ Σ̂1.

Неважко переконатися, що внаслiдок замiни (16) змiнної t умова (11) перейде
в умову

T∫

t0(R)

∫

Ωτ(R)

[
q̂1(x, s)

k∑

i=1

|ûxi |2 + (q̂2(x, s) + µb(x))|û|2
]
e−2µs dxds = o(1)eR/2 (20)

при R → +∞, де q̃j := Zqj (j = 1, 2).
Очевидно, що правильним є таке твердження: якщо u є розв’язком задачi (1),

(2), (11), то û є розв’язком задачi (18)-(20), i навпаки. Задачу (18)-(20) розглядали (з
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точнiстю до позначень) в [16] i припущення щодо вихiдних даних задачi, якi зробленi
у згаданiй працi, вiдповiдають тим, що є в цiй працi. Тому правильнiсть теорем 1 i
2 випливає з теорем, вiдповiдно, 1 i 2 [16].

4. Iлюстрацiя основних результатiв. Отриманi результати проiлюструємо
на одному простому прикладi задачi (1),(2),(11).

Нехай n = 1, Ω := (0,+∞), Γ0 := {0}, Γ1 := ∅, T := 2. Тодi Q = (0,∞) × (0, 2],
Σ0 = {(0, t)

∣∣ t ∈ (0, 2]}, Σ1 = ∅. Приймемо b(x) := 1, якщо x ∈ (0, 1), i b(x) := 0,
якщо x ∈ [1,+∞), а також ϕ(t) := t, t ∈ [0, T ]. Припустимо, що для будь-яких
(x, t, s, ξ) ∈ Q × R

2 отримаємо a0(x, t, s, ξ) = s, a1(x, t, s, ξ) = ξ. Тодi рiвняння (1)
набуде вигляду

t(b(x)u)t − uxx + u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (21)

а умови (2) –

u
∣∣
x=0

= 0. (22)

Очевидно, що в такому випадку умови A1,A
∗

1,A2 виконуються з p0(x)=p1(x)=2,
x ∈ (0,+∞). Це, зокрема, означає, що виконуються умови P ∗.

Тепер конкретизуємо умову (11). Легко переконатися, що умови A3, A4, а також
A5, виконуються з g1,1 = 1, g2,1 = 0, q1 = 1, q2 = 1. Приймемо µ = 0. Очевидно, що

цей набiр (b, g, q, µ) належить K i E1,0(v) = v′
2
+ v2.

Далi зауважимо, що в цьому випадку k = 1, Ωτ = (0, τ), Γ0,τ = {0}, Γ1,τ = ∅,
Γ∗,τ = {τ} для всiх τ > 0. Отож, для будь-яких τ ∈ (0,+∞), t0 ∈ (0, 2) одержимо
Qτ,t0 = (0, τ)×(0, 2], Σ0,τ,t0 = {(0, t)

∣∣ t ∈ (0, 2]}, Σ1,τ,t0 = ∅, Σ∗,τ,t0 = {(τ, t)
∣∣ t ∈ (0, 2]}.

Неважко переконатися, що d1(τ, t0) = 1, d2(τ, t0) = 0, λ(τ, t0) = 1, Θ(τ, t0) 6 1
для довiльних (τ, t0) ∈ [1,+∞)× (0, 1]. Отже, в цьому випадку можна вважати, що
A1(τ, t0) = 1, A2(τ, t0) = 1/2, (τ, t0) ∈ [1,+∞)× (0, 1]. Зрозумiло, що задача Кошi

dτ

dα
= 1,

dt0
dα

= − t0
2
, τ(0) = 1, t0(0) = 1,

має єдиний розв’язок τ(α) = α + 1, t0(α) = e−α/2, α ∈ [0,+∞). Звiдси, зокрема,
випливає, що набiр (b, g, q, µ) належить множинi K∗. Зрозумiло, що Ωα = (0, α+ 1),
Qα = (0, α + 1) × (e−α/2, 2]. Отож, умову (11) в цьому випадку можна подати у
виглядi

2∫

e−R/2

t−1dt

R+1∫

0

[u2
x + u2] dx = o(1)eR при R → +∞. (23)

Тепер розглянемо умови iснування узагальненого розв’язку задачi (21)-(23). Не-
важко переконатися, що в цьому випадку отримаємо нерiвнiсть Λm > 1 для кожного
m ∈ N. Отож, на пiдставi теореми 2 для iснування узагальненого розв’язку зада-
чi (21)-(23) достатньо, щоб функцiя f задовольняла умову: iснують сталi C1 > 0 i
ε ∈ (0, 1) такi, що

2∫

e−m/2

t−1dt

m+1∫

0

f2 dx 6 C1 e
(1−ε)m, m ∈ N.
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У цьому випадку узагальнений розв’язок задачi (21)-(23) задовольняє, згiдно з тео-
ремою 2, оцiнку

2∫

e−m/2

t−1dt

m+1∫

0

[u2
x + u2] dx 6 C2 e

(1−ε)m, m ∈ N,

де C2 > 0 – стала, яка залежить тiльки вiд C1 i ε.
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PROBLEM WITHOUT INITIAL CONDITIONS FOR LINEAR
AND NONLINEAR ELLIPTIC-PARABOLIC EQUATIONS

DEGENERATED AT THE INITIAL TIME MOMENT
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We consider the problem without initial conditions for linear and nonlinear
anisotropic elliptic-parabolic second order equations. This equations defined
in unbounded domains with respect to spatial variables and degenerated in
initial time moment. It has been established the existence and uniqueness of the
weak solutions of the given problem. We put the restrictions on the behaviour
of the solutions of the considered problem and increasing of it’s data-in at
neighbourhoods of initial time moment and at spatial infinity. The equations
have the nonlinearity indices depending on points of the domain and direction
of differentiation. We consider the weak solutions out of general Lebesgue-
Sobolev spaces.

Key words: linear equation, nonlinear equation, elliptic-parabolic equa-
tion, degenerate parabolic equation, problem without initial conditions, general
Lebesgue-Sobolev space, unbounded domain.
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ЗАДАЧА БЕЗ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
И НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИ-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ, КОТОРЫЕ ВЫРОЖДАЮТСЯ
В НАЧАЛЬНЫЙ МОМЕНТ ВРЕМЕНИ

Николай БОКАЛО

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: mm.bokalo@gmail.com

Доказано существование и единственность обобщённых решений за-
дачи без начальных условий для линейных и нелинейных анизотропных
эллиптически-параболических уравнений второго порядка, которые за-
даны в неограниченных по пространственным переменным областях и
вырождаются в начальный момент времени. При этом накладываются
условия на поведение решений задач и возрастание их исходных данных
в окрестности начального момента времени и на бесконечности по прост-
ранственным переменным. Уравнение имеет показатели нелинейности,
которые зависят от точек области определения уравнений и направлений
дифференциирования, а их обобщённые решения берутся из обобщённых
пространств Лебега-Соболева.

Ключевые слова: линейное уравнение, нелинейное уравнение, еллипти-
чески-параболическое уравнение, вырождающееся параболическое урав-
нение, задача без начальных условий, обобщённое пространство Лебега-
Соболева, неограниченная область.
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ПРО ЄДИНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ ДЕЯКИХ НЕЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ

Тарас БОКАЛО

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000
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Вивчено мiшану задачу для одного класу деяких нелiнiйних парабо-
лiчних рiвнянь вигляду

∂

∂t

(

Pu
)

+ Au = f,

де P – нелiнiйна функцiя; A – лiнiйний оператор; f – деяка функцiя. Сте-
пенi нелiнiйностi є функцiями просторових змiнних. За певних умов на
коефiцiєнти та степенi нелiнiйностi доведено єдинiсть розв’язку в узагаль-
нених просторах Лебега i Соболєва.

Ключовi слова: єдинiсть розв’язку, узагальненi простори Лебега i Со-
болєва, нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння.

Нехай T > 0 – фiксоване число, Ω ⊂ R
n обмежена область з межею ∂Ω ⊂ C1,

Q0,T = Ω × (0, T ), Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}, τ ∈ (0, T ]. Розглянемо мiшану задачу
для нелiнiйного параболiчного рiвняння вигляду

(|u|r(x)−2u+ αu)t −

n
∑

i=1

(ai(x)uxi
)xi

+ c(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (1)

u|∂Ω×[0,T ] = 0, (2)

u|t=0 = 0. (3)

Вiдомо, що процеси дифузiї в пористому середовищi описуються рiвнянням

ut −△u = f,

яке можна узагальнити (див. [1]) до

(|u|r−2u+ αu)t −△u = f,

що потрапляє у клас рiвнянь, якi ми вивчаємо.
Ми знайшли умови єдиностi розв’язку розглядуваної задачi в узагальнених

просторах Лебега i Соболєва. Дослiдженню рiзних задач для подвiйно нелiнiйних
параболiчних рiвнянь зi сталим показником нелiнiйностi r присвячено працi [2]-[7]

c© Бокало Т., 2012
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(див. також [8] та бiблiографiю в цiй статтi). Iснуванню розв’язку задач з нелiнiй-
ною головною частиною, якi у модельному випадку мають вигляд (1)-(3) загалом,
r(x) 6≡ const присвячено працю [9] для α > 0 та працю [10] для α = 0. Мiшанi
задачi для iнших типiв нелiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнними показниками
нелiнiйностi вивчено в [11].

Позначатимемо L∞

+ (Ω) = {r ∈ L∞(Ω) : ess inf
x∈Ω

r(x) > 1}. Для кожної функцiї

r ∈ L∞

+ (Ω) через r0 та r0 позначатимемо числа r0 ≡ ess inf
x∈Ω

r(x) та r0 ≡ ess sup
x∈Ω

r(x),

а через r′ – таку функцiю, що 1
r(x) +

1
r′(x) = 1 для x ∈ Ω.

Узагальненi простори Лебега були введенi в [12]. Нагадаємо їхнi означення
та деякi властивостi. Нехай r ∈ L∞

+ (Ω). Визначимо функцiонал ρr(·,Ω) рiвнiстю

ρr(v,Ω) =
∫

Ω
|v(x)|r(x)dx, де v – деяка функцiя. Узагальненим простором Лебега

Lr(x)(Ω) називатимемо множину таких вимiрних функцiй v : Ω → R
1, для яких

ρr(v,Ω) < +∞. Вiдомо, що функцiонал ρr слабко напiвнеперервний знизу на Lr(x)(Ω)
(див. [12, c. 208]). Крiм того, Lr(x)(Ω) є рефлексивним банаховим простором з нор-
мою

||v;Lr(x)(Ω)|| = inf{λ > 0 : ρr(v/λ,Ω) ≤ 1}.

Зауважимо таке: якщо r(x) ≥ q(x), то Lr(x)(Ω) →֒ Lq(x)(Ω). Спряженим до Lr(x)(Ω)

є простiр Lr′(x)(Ω).
Позначимо

V = H1
0 (Ω), U(Q0,T ) = L2(0, T ;H1

0(Ω)).

Нехай виконуються умови

(A): ai,j ∈ L∞(Ω), i, j = 1, n,
n
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > a0|ξ|
2 для всiх ξ ∈ R

n i майже всiх

(x, t) ∈ Q0,T , де a0 > 0;
(C): c ∈ L∞(Ω).

Позначимо для спрощення

Pu = |u|r(x)−2u+ αu.

Означення 1. Функцiю u ∈ U(Q0,T ) ∩ Lr(x)(Q0,T ) називатимемо узагальненим
розв’язком (1)-(3), якщо вона задовольняє тотожнiсть

∫

Q0,T

[

−Puvt +

n
∑

i=1

ai(x)uxi
vxi

+ c(x)uv
]

dxdt =

∫

Q0,T

f(x, t)v dxdt (4)

для всiх v ∈ {w ∈ U(Q0,T ) : wt ∈ Lr(x)(Q0,T ), w(·, T ) = 0}.

Основнi результати цiєї працi подамо у виглядi теорем.

Теорема 1. Нехай r ∈ L∞

+ (Ω), α > 0 та виконуються умови (A), (C), c(x) > 0 для
майже всiх x ∈ Ω. Тодi задача (1)-(3) не може мати бiльше одного узагальненого
розв’язку.
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Доведення. Припустимо, що iснує два розв’язки u1, u2 задачi (1)-(3). Тодi з (4) отри-
маємо

∫

Q0,T

[

−Pu1vt +

n
∑

i=1

ai(x)u
1
xi
vxi

+ c(x)u1v
]

dxdt =

∫

Q0,T

f(x, t)vdxdt,

∫

Q0,T

[

−Pu2vt +

n
∑

i=1

ai(x)u
2
xi
vxi

+ c(x)u2v
]

dxdt =

∫

Q0,T

f(x, t)vdxdt.

Вiднiмаючи цi двi тотожностi, отримаємо

∫

Q0,T

[

−(Pu1 − Pu2)vt +
n
∑

i=1

ai(x)(u
1
xi

− u2
xi
)vxi

+ c(x)(u1 − u2)v
]

dxdt = 0. (5)

Приймемо в цiй тотожностi

v(x, t) =

T
∫

t

(u1(x, s)− u2(x, s))ds, (x, t) ∈ Q0,T .

З умов теореми одержимо

∫

Q0,T

[

n
∑

i=1

ai(x)(u
1
xi

− u2
xi
)vxi

+ c(x)(u1 − u2)v
]

dxdt =

=

∫

Q0,T

[

n
∑

i=1

ai(x)(u
1
xi

− u2
xi
)

T
∫

t

(u1
xi

− u2
xi
)ds+ c(x)(u1 − u2)

T
∫

t

(u1 − u2)ds
]

dxdt =

= −
1

2

∫

Q0,T

n
∑

i=1

ai(x)
d

dt

(

T
∫

t

(u1
xi

− u2
xi
)ds

)2

dxdt−
1

2

∫

Q0,T

c(x)
d

dt

(

T
∫

t

(u1 − u2)ds
)2

dxdt =

=
1

2

∫

Ω

n
∑

i=1

ai(x)
(

T
∫

0

(u1
xi

− u2
xi
)ds

)2

dx+
1

2

∫

Ω

c(x)
(

T
∫

0

(u1 − u2)ds
)2

dx > 0.

Врахувавши цю оцiнку та рiвнiсть vt = −(u1 − u2), з (5) отримаємо
∫

Q0,T

(Pu1 − Pu2)(u1 − u2)dxdt 6 0. (6)

Оскiльки функцiя u → Pu строго монотонна, то пiдiнтегральний вираз в (6) не-
вiд’ємний. Отже, з (6) отримаємо, що вiн дорiвнює нулю. Тому u1 = u2 майже
скрiзь в Q0,T . �

Зауважимо, що аналогiчний результат у випадку r(x) ≡ const отримано в [4].
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We study a mixed problem of one class nonlinear parabolic equations of
the form

∂

∂t

(

Pu
)

+ Au = f,

where P is a nonlinear function; A – linear operator; f – arbitrary function.
The exponent of nonlinearity is a function of spatial variable. Under some
conditions to the coefficients it is proven the uniqueness of solution in general
Lebesgue-Sobolev spaces.

Key words: uniqueness of solution, general Lebesgue-Sobolev space, nonli-
near partial differential equation.

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ
НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

Тарас БОКАЛО

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000
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Изучено смешанную задачу для одного класса нелинейных параболи-
ческих уравнений

∂

∂t

(

Pu
)

+ Au = f,

где P некоторая нелинейная функция; A – линейный оператор; f – некото-
рая функция. Степени нелинейности уравнения функции пространствен-
ных переменных. При определенных условиях на коэффициенты и степе-
ни нелинейности доказано единственность решения в обобщенных прост-
ранствах Лебега и Соболева.

Ключевые слова: единственность решения, обобщенные пространства
Лебега и Соболева, нелинейные дифференциальные уравнения.
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ON SOLVABILITY OF MODEL NONHOMOGENEOUS
PROBLEMS FOR SEMILINEAR PARABOLIC EQUATIONS

WITH VARIABLE EXPONENTS OF NONLINEARITY

Oleh BUHRII

Ivan Franko National University of Lviv,

Universytets’ka Str., 1, Lviv, 79000

e-mail: ol_buhrii@i.ua

The nonhomogeneous initial-boundary value Dirichlet problem for the
equation

ut −∆u+ g(x, t)|u|q(x,t)−2
u = f(x, t)

in cylinder domain is considered. If the condition 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < 2 is
satisfied, then the existence of the mild solution of this problem is proved.

Key words: nonlinear parabolic equation, nonhomogeneous problem,
initial-boundary value problem, variable exponent of nonlinearity, generalized
Lebesgue and Sobolev spaces, mild solution, Green function.

1. Introduction. In this paper, we continue our study of semilinear parabolic
equations from [1]. Let n ∈ N and T > 0 be fixed numbers, Ω ⊂ R

n be a bounded
domain with the boundary ∂Ω, Q0,T = Ω× (0, T ].

We seek the mild solution u of the following problem

ut −∆u + g(x, t)|u|q(x,t)−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (1)

u|∂Ω×(0,T ) = d(x, t), (2)

u|t=0 = u0(x). (3)

Here ∆u = ux1x1 + ux2x2 + . . . + ux1x1 is the Laplace operator, g, q, f are real valued
functions on Q0,T , d is a real valued function on ∂Ω× (0, T ), u0 is a real valued function
on Ω.

Under some conditions for data-in of problem (1)-(3), using the Green function
technique, we prove a solvability of these problems with variable exponents of nonlineari-
ty.

The existence of the Green function and its various properties it is well known
(see for instance [2], [3], [4], and the references given there). The various problems with
variable exponents of nonlinearity and homogeneous boundary conditions are investigate

c© Buhrii O., 2012
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in [5], [6], [7], [8], [9], [10]. The Green function technique for some semilinear parabolic
problems with variable exponents of nonlinearity and homogeneous boundary conditions
are investigated in [1], [11], [12]. The extensive literature is reviewed in [1].

This paper is organized as follows. In Part 2, we give some definitions and main
results. Auxiliary facts are given in Part 3. In Part 4, we prove the main theorem.

2. Motivation of the definition and main results.
2.1. Case of the linear problem. First we consider the problem

ut −∆u = h(x, t) in Q0,T , (4)

u|∂Ω×(0,T ) = 0, u|t=0 = 0. (5)

Recall that a function G = G(x, t, ξ, s) x, ξ ∈ Ω, t > s ≥ 0, is called the Green
function (see [13, p. 1118]) of the Dirichlet mixed problem for parabolic equation (4)
if for every (ξ, s) ∈ Q0,T the function G satisfies homogeneous equation (4), and the

boundary condition G|∂Ω×(0,T ) = 0 with respect to the variables x ∈ Ω, t > s ≥ 0, and

for every function ϕ ∈ C(Ω) we have

lim
t→s+0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)ϕ(ξ) dξ = ϕ(x).

It is well known that the solution of problem (4)-(5) is

u(x, t) =

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)h(ξ, s) dξds. (6)

Further we consider a problem with a nonhomogeneous initial condition, i.e.

ut −∆u = 0 in Q0,T , (7)

u|∂Ω×(0,T ) = 0, (8)

u|t=0 = u0(x). (9)

Its solution is

u(x, t) =

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)u0(ξ) dξ, (x, t) ∈ Q0,T . (10)

Now let us consider a problem with a nonhomogeneous boundary condition, i.e.

ut −∆u = 0 in Q0,T , (11)

u|∂Ω×(0,T ) = d(x, t), (12)

u|t=0 = 0. (13)

We assume that there exists a function d̂ = d̂(x, t) such that

d̂ ∈ C2,1
x,t (Q0,T ) ∩ C(Q0,T ), d̂|∂Ω×(0,T ) = d(x, t). (14)

If we replace u by d̂+ u∗, we obtain a new problem
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u∗t −∆u∗ = h∗(x, t) in Q0,T , (15)

u∗|∂Ω×(0,T ) = 0, (16)

u∗|t=0 = u∗0(x), (17)

where h∗ = −d̂t +∆d̂, u∗0 = −d̂|t=0. According to (6), (10), we have

u∗(x, t) =

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)u∗0(ξ) dξ +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)h∗(ξ, s) dξds. (18)

Therefore the solution of problem (11)-(13) is

u(x, t) = d̂(x, t) −

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)d̂(ξ, 0) dξ −

−

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)(d̂t(ξ, s)−∆d̂(ξ, s)) dξds, (x, t) ∈ Q0,T . (19)

Finally let us consider the general Dirichlet mixed problem for the model equation

ut −∆u = h(x, t) in Q0,T , (20)

u|∂Ω×(0,T ) = d(x, t), (21)

u|t=0 = u0(x). (22)

Let again G = G(x, t, ξ, s) be the Green function of the homogeneous Diriclet problem

(4)-(5); d̂ = d̂(x, t) be a function such that d̂|∂Ω×(0,T ) = d(x, t);

d∗(x, t) = d̂(x, t) −

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)d̂(ξ, 0) dξ −

−

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)(d̂t(ξ, s)−∆d̂(ξ, s)) dξds. (23)

Clearly if we replace (20)-(22) by three problems, i.e. (4)-(5), (7)-(9), and (11)-(13),
then, using formulas (6), (10), (19), we get a solution of problems (20)-(22) such that

u(x, t) = d∗(x, t) +

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)u0(ξ) dξ +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)h(ξ, s) dξds. (24)

Let p ≥ 1 be a fixed number. We introduce the following notion (see for comparison
[14], [15]). A function u is called a mild solution of problem (20)-(22) if u ∈ Lp(Q0,T ), u
satisfies equality (24) for a.e. (x, t) ∈ Q0,T . In the same manner we define a mild solution
of the mixed problem for parabolic equation (1). More precisely, we replace the function h
by f −g|u|q(x,t)−2u and consider equality (24) as nonlinear integral equations. A solution
of this integral equation is a solution for problem (1)-(3).
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2.2. Main results. Suppose that the following conditions hold:
(G): g ∈ L∞(Q0,T );
(Q): q ∈ L∞(Q0,T ), 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < +∞, where

q0 ≡ ess inf
(x,t)∈Q0,T

q(x, t), q0 ≡ ess sup
(x,t)∈Q0,T

q(x, t);

(DFU): for some p > 1 we take u0 ∈ Lp(Ω), f ∈ Lp(Q0,T ), d̂ ∈ W 1,p(Q0,T ) ∩
Lp(0, T ;W 2,p(Ω)) ∩ C([0, T ];Lp(Ω)) such that

d̂|∂Ω×(0,T ) = d(x, t).

Let G(x, t, ξ, s) be the Green function of the mixed problem (4)-(5) such that the
Gaussian estimate

|G(x, t, ξ, s)| ≤
M1 χ(0,+∞)(t− s)

(t− s)
n
2

e−M2
|x−ξ|2

t−s (25)

holds. Here M1,M2 > 0 are constants, χ(0,+∞)(z) is the indicator function of the segment

(0,+∞). Let d∗ be given by (23), where d̂ is taken from condition (DFU).
Now we provide Definition of the solution and the main theorem.

Definition 1. A real valued function u ∈ Lp(Q0,T ) is called a mild solution of problems
(1)-(3) if for a.e. (x, t) ∈ Q0,T the equality

u(x, t) = d∗(x, t) +

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)u0(ξ) dξ +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)f(ξ, s) dξds−

−

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)g(ξ, s)|u(ξ, s)|q(ξ,s)−2u(ξ, s) dξds (26)

holds.

Theorem 1. Suppose that conditions (Q) with q0 < 2, (DFU) with p ∈ (1 + n
2 ,+∞),

and (G) are satisfied. If there exists the Green function of problem (1)-(3) such that the
Gaussian estimate (25) is executed, then problem (1)-(3) has a mild solution.

In particular, the conditions of Theorem 1 are the conditions on ∂Ω. For example,
we recall some facts from [4]. First let us consider a nondecreasing bounded half-additive
function ω : R+ → R+ such that

ω(t)

t
≤ 2

ω(s)

s
,

ω(t)

tγ
≤ C̃

ω(s)

sγ
, 0 < s < t,

where γ ∈ (12 , 1), C̃ > 0. By definition, put

F (t) =

t∫

0

ω(s)

s
ds, t ≥ 0, Φ(τ) =

τ∫

0

ω(t)

t
dt, τ ≥ 0.
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Suppose that there exist constants σ > 0, Ĉ > 0 such that

F (σ) < +∞, Φ(σ) < +∞,

σ∫

t

ω(s)

s2
ds ≤ Ĉ

F (t)

t
, 0 < t < σ.

Let m,N ∈ N be fixed numbers, O ⊂ R
N . Let Cm(O) be the space of all functions ϕ

which, together with all their partial derivatives Dαϕ of orders |α| ≤ m, are continuous
on O. The set of all functions ψ ∈ Cm(O) such that

|ψ|ωm :=
∑

|α|≤m

sup
y∈O

|Dαψ(y)|+
∑

|β|=m

sup
y,z∈O

|Dβψ(y)−Dβψ(z)|

ω(|y − z|)
< +∞,

is called the Dini space and is denoted by C(m,ω)(O).
Further for our domain Ω ⊂ R

n we put S = ∂Ω. We say that the surface S belongs

to the Dini sets C(m,ω) if S =
ℓ⋃

k=1

Sk, where for every k ∈ {1, . . . , ℓ} the open surface

Sk is given by the rule xj = ϕk
j (x

′
j), x

′
j = (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) ∈ Ok, and the

following conditions hold:
1) Ok is a bounded domain from R

n−1; 2) ϕk
j ∈ C(m,ω)(Ok).

Finally we recall Theorem.

Example 1 (see Theorem 2.8 [4, p. 136]). If ∂Ω ∈ C(2,ω), then there exists the Green
function of problem (1)-(3) such that the Gaussian estimate (25) is executed.

3. Auxiliary facts.
3.1. A fixed point theorem. First we recall some definitions. Let X,Y be normed

spaces, A : X → Y . A subset M of a normed space X is called a compact set if every
sequence of points in M has a subsequence converging in X to an element of M (see [16,
p. 6]). M is called a precompact set if its closure M (in the norm topology) is compact
(see [16, p. 7]).

An operator A : X → Y is called a compact operator if A(M) is precompact in Y
whenever M is bounded in X (see [16, p. 8]). A is a completely continuous operator if it
is continuous and compact (see [16, p. 9]). Every bounded linear operator is continuous.
Hence every compact linear operator is completely continuous.

Further let us consider some examples.

Example 2. 1) Clearly if A,B : X → Y are completely continuous operators, and
α, β ∈ R, then the operator αA+ βB also is completely continuous.

2) (see Lemma 1 [1, p. 81]) Let X , Y , Z be Banach spaces, A : Y → Z, B : X → Y .
If A is completely continuous, and B is bounded continuous, then the composition of the
operators A ◦B : X → Z is a completely continuous operator.

3) Clearly, every constant operator, i.e. an operator C : X → X such that

∃ y ∈ X ∀ x ∈ X : Cx = y (27)

is a nonlinear (if y 6= 0) completely continuous operator.

Suppose that G is a measurable on Q0,T ×Q0,T real valued function such that almost

everywhere in Q0,T ×Q0,T we have Gaussian estimate (25). In particular, G = 0 if t ≤ s.
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By Lp(Ω), where p ≥ 1, we denote the standard Lebesgue space with respect to the norm

||u;Lp(Ω)|| =
(∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

.

In the same manner we define the space Lp(Q0,T ).

Example 3. (Lemma 3 [1, p. 83]). Suppose the measurable real valued function G

satisfies Gaussian estimate (25), the integral operator J is given by equality

(J z)(x, t) =

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)z(ξ, s) dξds, (x, t) ∈ Q0,T . (28)

If p > 1 + n
2 , then the operator J : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) is completely continuous.

The following theorem plays main role in the proof of our results.

Proposition 1 (the Schauder fixed point theorem). ( [17, p. 229]). Let X be a Banach
space, A : X → X be a completely continuous operator, M ⊂ X be a nonempty bounded
closed convex set. If A(M) ⊂ M, then A has a fixed point.

3.2. Some properties of the integral operators. We will need the following Proposition
and Lemmas.

Proposition 2. (Lemma 2 [1, p. 83]). Suppose that r ∈ [1,+∞) is a fixed number, G is
a measurable real valued function such that Gaussian estimate (25) holds,

Jr(x, t, s) =

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)|r dξ, Ĵr(ξ, t, s) =

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)|r dx (29)

for a.e. x, ξ ∈ Ω, 0 ≤ s < t. Then there exists a constant C(r) > 0 such that

0 ≤ Jr(x, t, s) ≤
C(r)

(t− s)
n
2 (r−1)

, 0 ≤ Ĵr(ξ, t, s) ≤
C(r)

(t− s)
n
2 (r−1)

. (30)

Remark 1. From (29), (30) it follows that if the measurable real valued function G

satisfies Gaussian estimate (25), then there exists a constant M > 0 such that

ess sup
(x,t)∈Q0,T

s∈(0,T )

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)| dξ ≤ M, ess sup
t∈(0,T )

(ξ,s)∈Q0,T

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)| dx ≤ M. (31)

Lemma 1. Suppose that the measurable real valued function G satisfies Gaussian esti-
mate (25) and the integral operator J0 is given by the equality

(J0v)(x, t) =

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)v(ξ) dξ, (x, t) ∈ Q0,T . (32)

Then for every p ∈ (1,+∞) the linear operator J0 : Lp(Ω) → Lp(Q0,T ) is bounded
(therefore it is a continuous operator). In addition, there exists a constant L0 > 0 such
that for every v ∈ Lp(Ω) the estimate

||J0v;L
p(Q0,T )|| ≤ L0||v;L

p(Ω)|| (33)

holds (notice that L0 depends on p but does not depend on v).
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Proof. Clearly the complete proof of this Lemma follows from estimate (33). Let
p, p′ ∈ (1,+∞), 1

p + 1
p′ = 1. Using the Hölder inequality, we obtain

||J0v;L
p(Q0,T )||

p =

∫

Q0,T

∣∣∣
∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)v(ξ) dξ
∣∣∣
p

dxdt ≤

≤

∫

Q0,T

∣∣∣
∫

Ω

|G|s=0|
1
p′

|G|s=0|
1
p |v| dξ

∣∣∣
p

dxdt ≤

∫

Q0,T

(∫

Ω

|G|s=0| dξ
) p

p′
(∫

Ω

|G|s=0| |v|
p dξ

)
dxdt.

Taking into account estimates (31), the equality p
p′ = p− 1, and the Fubini theorem, we

get

||J0v;L
p(Q0,T )||

p ≤ M

p
p′

∫

Q0,T

dxdt

∫

Ω

|G|s=0| |v|
p dξ = M

p−1 ×

×

T∫

0

dt

∫

Ω

dx

∫

Ω

|G(x, t, ξ, 0)| |v(ξ)|p dξ = M
p−1

∫

Ω

( T∫

0

dt

∫

Ω

|G(x, t, ξ, 0)| dx
)
|v(ξ)|p dξ ≤

≤ M
p−1

∫

Ω

( T∫

0

M dt
)
|v(ξ)|p dξ ≤ T M p

∫

Ω

|v(ξ)|p dξ.

Therefore (33) is true, and the Lemma is proved. �

Lemma 2. Suppose that the measurable real valued function G satisfies Gaussian esti-
mate (25), the integral operator J is given by equality (28). Then for every p ∈ (1,+∞)
the linear operator J : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) is bounded (therefore it is a continuous
operator). In addition, there exists a constant L > 0 such that for every z ∈ Lp(Q0,T )
the estimate

||J z;Lp(Q0,T )|| ≤ L||z;Lp(Q0,T )|| (34)

holds (notice that the constant L depends on p but does not depend on z).

Proof. Again it is enough to show only estimate (34). Let p, p′ ∈ (1,+∞), 1
p + 1

p′ = 1.

Using the methods of Lemma 1, we obtain

||J z;Lp(Q0,T )||
p =

∫

Q0,T

∣∣∣
∫

Q0,t

G(x, t, ξ, s)z(ξ, s) dξds
∣∣∣
p

dxdt ≤

≤

∫

Q0,T

∣∣∣
∫

Q0,t

|G|
1
p′

|G|
1
p |z| dξds

∣∣∣
p

dxdt ≤

≤

∫

Q0,T

( ∫

Q0,t

|G| dξds
) p

p′
( ∫

Q0,t

|G| |z|p dξds
)
dxdt.

Using estimate (31), equality p
p′ = p− 1, and the Fubini theorem, we get

||J z;Lp(Q0,T )||
p ≤ (T M)

p
p′

∫

Q0,T

dxdt

∫

Q0,t

|G| |z|p dξds =
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= (T M)p−1

T∫

0

dt

∫

Ω

dx

t∫

0

ds

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)| |z(ξ, s)|p dξ =

= (T M)p−1

T∫

0

ds

∫

Ω

( T∫

s

dt

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)| dx
)
|z(ξ, s)|p dξ ≤

≤ (T M)p−1

T∫

0

ds

∫

Ω

( T∫

s

M dt
)
|z(ξ, s)|p dξ ≤ (T M)p

∫

Q0,T

|z(ξ, s)|p dξds.

This inequality yields (34). The Lemma is proved. �

3.3. Generalized Lebesgue spaces and Nemytskii operator with the variable exponent
of nonlinearity. First let us introduce some notation and functional spaces. Suppose that
q ∈ L∞(Q0,T ) satisfies condition (Q). Consider a linear subspace Lq(x,t)(Q0,T ) of the
space L1(Q0,T ) which consists of v such that ρq(v,Q0,T ) <∞, where

ρq(v,Q0,T ) :=

∫

Q0,T

|v(x, t)|q(x,t) dxdt.

It is the Banach space with respect to the Luxemburg norm

||v;Lq(x,t)(Q0,T )|| := inf{λ > 0 | ρq(v/λ,Q0,T ) ≤ 1}

(see [19, p. 599]) and it is called a generalized Lebesgue space. This space was first
introduced by W. Orlicz in [18]. Note that if q(x, t) = q0 = const for a.e. (x, t) ∈
Q0,T , then ||·;Lq(x,t)(Q0,T )|| equals to the standard norm ||·;Lq0(Q0,T )|| of the Lebesgue

space Lq0(Q0,T ). According to [19, p. 599], the conjugate space [Lq(x,t)(Q0,T )]
∗ equals

Lq′(x,t)(Q0,T ), where the function q′ is defined by the equality 1
q(x,t) +

1
q′(x,t) = 1 for a.e.

(x, t) ∈ Q0,T . Note also that the set C(Q0,T ) is dense in Lq(x,t)(Q0,T ) (see [19, p. 603]). In

addition, the continuous embedding Lq(x,t)(Q0,T ) 	 Lr(x,t)(Q0,T ) holds if q(x, t) ≥ r(x, t)
(see [19, p. 599-600]).

Suppose that the function q satisfies condition (Q),

Sq(s) =

{
sq0 , s ∈ [0, 1],

sq
0

, s > 1,
S1/q(s) =

{
s1/q

0

, s ∈ [0, 1],
s1/q0, s > 1,

(35)

where the constant q0, q
0 are given by (Q) (see Lemma 1 [8, p. 168], Remark 3.1 [10, p.

453]). We will need the following Propositions.

Proposition 3. (Lemma 4 [1, p. 85]). Suppose that conditions (Q) with q0 < 2, (G),
are satisfied, the Nemytskii operator N is defined by the formula

(N z)(x, t) = g(x, t)|z(x, t)|q(x,t)−2z(x, t), (x, t) ∈ Q0,T . (36)

Then for every number p ∈ [1,+∞) the operator N : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) is bounded
and continuous. In addition, there exists a constant Np > 0 such that for every
u, v ∈ Lp(Q0,T ) we have

||Nu−Nv;Lp(Q0,T )|| ≤ Np

{
S1/h

(
||u− v;Lp(Q0,T )||

p
)}1/p

, (37)



ON SOLVABILITY OF MODEL NONHOMOGENEOUS PROBLEMS ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77 37

||Nu;Lp(Q0,T )|| ≤ Np

{
S1/h

(
||u;Lp(Q0,T )||

p
)} 1

p
, (38)

where S1/h is a continuous function from (35), and h(x, t) = 1
q(x,t)−1 .

4. Proof of Theorem 1. We define the operators D, K, N , J , A by the following
identities. D is a constant (see (27)) operator such that

(Dz)(x, t) = d∗(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (39)

where d∗ is given by (23), d̂ is taken from (DFU). K is a constant operator such that

(Kz)(x, t) =

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)u0(ξ) dξ +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)f(ξ, s) dξds. (40)

The nonlinear Nemytskii operator N is given by (36). The linear integral operator J is
given by (28). The operator A is a combination of the operators D, K, N , J , namely

A = D +K − J ◦ N . (41)

Taking into account these notation, we rewrite equality (26) as

u = Au. (42)

Then the existence of the solution to problems (1)-(3) means the existence of the fixed
point of the operator A. We will show that conditions of the Schauder theorem are
satisfied.

Step 1. Lemmas 1, 2 mean that K(Lp(Q0,T )) ⊂ Lp(Q0,T ), and

||Kz;Lp(Q0,T )|| ≤ L0||u0;L
p(Ω)||+ L||f ;Lp(Q0,T )||, (43)

where L0 > 0 is taken from (33), L > 0 is taken from (34). Similarly D(Lp(Q0,T )) ⊂
⊂ Lp(Q0,T ), and the estimate

||Dz;Lp(Q0,T )|| ≤

≤ ||d̂;Lp(Q0,T )||+ L0||d̂|t=0;L
p(Ω)||+ L||d̂t −∆ d̂;Lp(Q0,T )|| (44)

holds. Recall that the constant operators are completely continuous.
Step 2. From Proposition 3 it follows that N : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) is continuous

and bounded operator. In addition, we have estimates (37), (38).
From Example 2 it follows that the operator J : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) is completely

continuous. In addition, estimate (34) holds.
Using Example 1 and the properties of the operators N , J , we see that J ◦N is a

completely continuous operator as a composition of completely continuous and bounded
continuous operators. Consequently, A is a completely continuous operator as a sum of
the completely continuous operators D, K, and J ◦ N (see Example 1).

Step 3. Take a sufficiently small ε ∈ (0,min{ 1
2 , 2 − q0}), where q0 ∈ (1, 2) is taken

from condition (Q). Then ε < 1
2 , that is 1 − 2ε > 0. In addition, ε < 2 − q0, i.e.

2− q0 − ε > 0.
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Let R > 0 be a sufficiently large number such that




Rε ≥ max{
√
||d̂;Lp(Q0,T )||, ||d̂|t=0;L

p(Ω)||, ||d̂t −∆ d̂;Lp(Q0,T )||,

||u0;Lp(Ω)||, ||f ;Lp(Q0,T )||, L0, L, 1},

5

R1−2ε
+

Np

R2−q0−ε
≤ 1,

(45)

where the constants L0,L are taken from (33), (34), and the constant Np is taken from
(38). By definition, put

BR = {u ∈ Lp(Q0,T ) | ||u;Lp(Q0,T )|| ≤ R}.

We will show that A(BR) ⊂ BR. Take a function u ∈ BR. Using the monotonicity of the
function S1/h, from estimations (34), (43), (38), (44), and (45), we have

||Au;Lp(Q0,T )|| ≤ ||(D +K − J ◦ N )(u);Lp(Q0,T )|| ≤

≤ ||Du;Lp(Q0,T )||+ ||Ku;Lp(Q0,T )||+ ||J (Nu);Lp(Q0,T )|| ≤

≤ ||Du;Lp(Q0,T )||+ ||Ku;Lp(Q0,T )||+ L||Nu;Lp(Q0,T )|| ≤

≤ ||d̂;Lp(Q0,T )||+ L0||d̂|t=0;L
p(Ω)||+ L||d̂t −∆ d̂;Lp(Q0,T )||+

+ L0||u0;L
p(Ω)||+ L||f ;Lp(Q0,T )||+ LNp

{
S1/h

(
||u;Lp(Q0,T )||

p
)} 1

p
≤

≤ 5R2ε +Rε
Np

{
S1/h

(
Rp

)} 1
p
,

where h(x, t) = 1
q(x,t)−1 . Taking into account (35), from inequality R > 1 it follows that

S1/h

(
Rp

)
=

(
Rp

) 1
ess infh(x,t)

=
(
Rp

) 1
ess inf

1
q(x,t)−1 =

(
Rp

) 1
1

q0−1 = Rp(q0−1).

By the choice of R, we get

||Au;Lp(Q0,T )|| ≤ 5R2ε + NpR
ε+q0−1 =

( 5

R1−2ε
+

Np

R2−q0−ε

)
R ≤ R,

i.e. A(BR) ⊂ BR. Therefore, the operator A satisfies the conditions of the Schauder
theorem (see Proposition 1), and has a fixed point. Theorem is proved. �

Remark 2. Using monotonicity method, and the additional condition g(x, t) ≥ 0 it is
easy to show the uniqueness of the solution u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) of
problem (1)-(3) (notice that Theorem 1 does not show that the solution u belongs to
L2(0, T ;H1

0(Ω)) ∩C([0, T ];L
2(Ω))).

Remark 3. The results of Theorem 1 can be extended on to the second and third mixed
problems for equation (1) and its generalization.



ON SOLVABILITY OF MODEL NONHOMOGENEOUS PROBLEMS ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77 39

References

1. Бугрiй О. Про iснування слабкого розв’язку мiшаної задачi для модельного пiвлiнiйно-
го параболiчного рiвняння зi змiнним степенем нелiнiйностi / О. Бугрiй // Вiсн. Львiв.
ун-ту. Сер. мех.-мат. – 2011. – Вип. 75. – С. 79-90.

2. Эйдельман С.Д. Параболические системы. / С.Д. Эйдельман – М., 1964.
3. Ивасишен С.Д. Матрицы Грина параболических граничных задач / С.Д. Ивасишен –

К.: Вища школа, 1990.
4. Матiйчук М.I. Параболiчнi та елiптичнi крайовi задачi з особливостями. / М.I. Ма-

тiйчук – Чернiвцi: Прут, 2003.
5. Алхутов Ю.А. Параболические уравнения с переменным порядком нелинейности

/ Ю.А. Алхутов, С.Н. Антонцев, В.В. Жиков //Збiрник праць Iн-ту математики
НАН України. – 2009. – Т. 6, № 1. – С. 23-50.

6. Zhikov V.V. Lemmas on compensated compactness in elliptic and parabolic equations
/ V.V. Zhikov, S.E. Pastukhova //Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics.
– 2010. – Vol. 270. – P. 104–131.

7. Bokalo M.M. The unique solvability of a problem without initial conditions for linear and
nonlinear elliptic-parabolic equations / M.M. Bokalo // J. Math. Sciences. – 2011. – Vol.
178, №1. – P. 41-64.

8. Бугрiй О.М. Скiнченнiсть часу стабiлiзацiї розв’язку нелiнiйної параболiчної варiацiй-
ної нерiвностi зi змiнним степенем нелiнiйностi / О.М. Бугрiй // Мат. студiї. – 2005. –
Т. 24, №2. – C. 167-172.

9. Buhrii O.M. Uniqueness of solutions of the parabolic variational inequality with variable
exponent of nonlinearity / O.M. Buhrii, R.A. Mashiyev //Nonlinear Analysis: Theory,
Methods and Appl. – 2009. – Vol. 70, №6. – P. 2335-2331.

10. Mashiyev R.A. Existence of solutions of the parabolic variational inequality with variable
exponent of nonlinearity / R.A. Mashiyev, O.M. Buhrii // J. Math. Anal. Appl. – 2011. –
Vol. 377. – P. 450-463.

11. Pinasco J.P. Blow-up for parabolic and hyperbolic problems with variable exponents
/ J.P. Pinasco // Nonlinear Analysis. – 2009. – Vol. 71. – P. 1094-1099.

12. Sawangtong P. Blow-up solutions of degenerate parabolic problems / P. Sawangtong,

W. Jumpen // WSEAS Transactions on Mathematics. – 2010. – Vol. 9, Issue 9. – P. 723-
733.

13. Математическая энциклопедия. В 5 т. / гл. ред. И. М. Виноградов, Т. 1. – М.: Советская
энциклопедия, 1984. — 1140 с.

14. Лопушанская Г.П. О решении с помощью матрицы Грина параболеской граничной
задачи в пространстве обобщенных функций / Г.П. Лопушанская //Укр. мат. журн. –
1986. – Т. 38, №6. – C. 795-798.

15. Agase S.B. Existence of mild solutions of semilinear differential equations in Banach spaces
/ S.B. Agase, V. Raghavendra // Indian J. Pure Appl. Math. – 1990. – Vol. 21 (9). – P. 813-
821.

16. Adams R.A. Sobolev spaces. / R.A. Adams – New York, San Francisco, London: Academic
press, 1975.

17. Хатсон В. Приложения функционального анализа и теории операторов / В. Хатсон,

Дж. Пим – М.: Мир, 1983.
18. Orlicz W. Uber Konjugierte Exponentenfolgen / W. Orlicz // Studia Mathematica (Lwów).

– 1931. – Vol. 3. – P. 200-211.
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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ МОДЕЛЬНИХ НЕОДНОРIДНИХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ПIВЛIНIЙНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

ЗI ЗМIННИМИ СТЕПЕНЯМИ НЕЛIНIЙНОСТI

Олег БУГРIЙ

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000
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Дослiджено неоднорiдну мiшану задачу Дiрiхле для рiвняння

ut −∆u+ g(x, t)|u|q(x,t)−2
u = f(x, t)

в цилiндричнiй областi. За умови 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < 2 доведено
iснування слабкого розв’язку цiєї задачi.

Ключовi слова: нелiнiйне параболiчне рiвняння, неоднорiдна задача,
мiшана задача, змiнний показник нелiнiйностi, узагальненi простори Ле-
бега i Соболєва, слабкий розв’язок, функцiя Грiна.

О РАЗРЕШИМОСТИ МОДЕЛЬНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С ПЕРЕМЕННЫМИ СТЕПЕНЯМИ НЕЛИНЕЙНОСТИ

Олег БУГРИЙ

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: ol_buhrii@i.ua

Исследовано смешанную задачу Дирихле для уравнения

ut −∆u+ g(x, t)|u|q(x,t)−2
u = f(x, t)

в цилиндрической области. При условии 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < 2 доказано
существование слабого решения этой задачи.

Ключевые слова: нелинейное параболическое уравнение, смешанная
задача, переменный степень нелинейности, обобщённые пространства Ле-
бега и Соболева, слабое решение, функция Грина.
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ГIПЕРБОЛIЧНI ВАРIАЦIЙНI НЕРIВНОСТI ДРУГОГО
ПОРЯДКУ ЗI ЗМIННИМ ПОКАЗНИКОМ НЕЛIНIЙНОСТI

Олег БУГРIЙ1, Iван ГУРНЯК1, Петро ПУКАЧ2,
Оксана ХОЛЯВКА3

1Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, 79000 Львiв, Україна
2Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”,

вул. Степана Бандери, 12, 79013 Львiв, Україна
3Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України,

вул. Наукова, 3-б, 79060 Львiв, Україна
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В обмежених областях доведено iснування розв’язкiв деяких задач для
варiацiйних нерiвностей другого порядку з нелiнiйним молодшим додан-
ком, степiнь якого є функцiєю вiд просторових змiнних.

Ключовi слова: нелiнiйнi гiперболiчнi варiацiйнi нерiвностi другого
порядку, змiнний показник нелiнiйностi.

Нехай n ∈ N, T > 0 – фiксованi числа, Ω ⊂ R
n – обмежена область з кусково-

гладкою межею ∂Ω, Q0,τ = Ω × (0, τ), τ ∈ (0, T ]. Нехай Lq(x)(Ω) – узагальнений

простiр Лебега, V = H1
0 (Ω) ∩ L

q(x)(Ω), K ⊂ V – замкнена опукла множина, 0 ∈ K.
В областi Q0,T розглядається гiперболiчна варiацiйна нерiвнiсть

∫

Q0,τ

[
utt(v−ut)+

n∑

i,j=1

aij(x, t)uxi(vxj −utxj)+

n∑

i=1

bi(x, t)uxi(v−ut)+c(x, t)ut(v−ut)+

+ d(x, t)u(v − ut) + h(x, t)|u|q(x)−2u(v − ut)− f(x, t)(v − ut)
]
dxdt ≥ 0, (1)

де v – пробна функцiя; v(·, t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ), τ ∈ (0, T ], з початковими
умовами

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω. (3)

Задача (1)-(3) цiкава тим, що варiацiйна нерiвнiсть (1) мiстить молодший до-
данок, степiнь якого є функцiєю вiд просторових змiнних. Такi задачi ранiше не

c© Бугрiй О., Гурняк I., Пукач П. та iн., 2012
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розглядали. Нелiнiйним варiацiйним нерiвностям зi сталими показниками нелiнiй-
ностей, зокрема, присвячена монографiя [1] та статтi [2], [3] (див. також бiблiог-
рафiю до цих праць). У працi [4] дослiджено задачi для нелiнiйних гiперболiчних
варiацiйних нерiвностей другого порядку з нелiнiйностями вигляду |ut|

p−2ut, де по-
казник нелiнiйностi p – деяке число. У випадку p > 2 знайдено умови однозначної
розв’язностi таких задач у необмежених за просторовими змiнними областях. Працi
[5], [6], [7] присвячено вивченню варiацiйних нерiвностей зi змiнними показниками
у нелiнiйних доданках. Так у [5], [6] знайдено умови iснування та єдиностi розв’яз-
кiв параболiчних варiацiйних нерiвностей, а в працi [7] – умови єдиностi розв’язку
деякої гiперболiчної варiацiйної нерiвностi третього порядку в необмежених за прос-
торовими змiнними областях.

Мета нашої працi – довести теореми iснування розв’язку задачi (1)-(3). Перш
нiж сформулювати означення розв’язку нашої задачi та основнi результати, наведе-
мо деякi допомiжнi факти.

Нехай Qt1,t2 = Ω × (t1, t2), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ},
τ ∈ [0, T ], Γ1 ⊂ ∂Ω – кусково-гладка гiперповерхня. Норму банахового простору B
позначимо || · ;B||, а спряжений до B простiр – B∗. Скалярний добуток мiж B∗ та
B позначатимемо 〈·, ·〉B. Для спрощення замiсть, наприклад, u(·, t) писатимемо u(t).

Нехай L∞
+ (Ω) = {r ∈ L∞(Ω) | ess inf

x∈Ω
r(x) > 1}, q ∈ L∞

+ (Ω). Для цiєї функцiї q

через q0 та q0 позначатимемо такi числа, що q0 ≡ ess inf
x∈Ω

q(x) та q0 ≡ ess sup
x∈Ω

q(x), а

через q′ – таку функцiю, що 1
q(x) +

1
q′(x) = 1 майже для всiх x ∈ Ω.

Визначимо функцiонал ρq(·,Ω) рiвнiстю ρq(v,Ω) =
∫
Ω
|v(x)|q(x)dx, де v – деяка

функцiя. Узагальненим простором Лебега Lq(x)(Ω) називатимемо множину таких
вимiрних функцiй v : Ω → R

1, для яких ρq(v,Ω) < +∞. Вiдомо, що функцiонал ρq
слабко напiвнеперервний знизу на Lq(x)(Ω) (див. [8, c. 208]). Крiм того, Lq(x)(Ω) є
рефлексивним банаховим простором з нормою (див. [9])

||v;Lq(x)(Ω)|| = inf
{
λ > 0 : ρq(v/λ,Ω) ≤ 1

}
.

Зазначимо таке: якщо s(x) ≤ q(x), то Lq(x)(Ω) 	 Ls(x)(Ω), де символ 	 означає

неперервне вкладення. Спряженим до Lq(x)(Ω) є простiр Lq′(x)(Ω).
Аналогiчно до Lq(x)(Ω) вводимо простiр Lq(x)(Q0,T ), ввiвши замiсть ρq(·,Ω)

функцiонал ρq(·, Q0,T ).
Припустимо, що виконуються умови:
(A): aij , (aij)t, (aij)tt ∈ L∞(Q0,T ), aij = aji (i, j = 1, n), для всiх ξ ∈ R

n та
майже для всiх (x, t) ∈ Q0,T виконуються оцiнки

a0

n∑

i=1

|ξi|
2 ≤

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤ a0
n∑

i=1

|ξi|
2,
∣∣∣

n∑

i,j=1

aij,t(x, t)ξiξj

∣∣∣ ≤ a1
n∑

i=1

|ξ|2,

|aij,tt(x, t)| ≤ a2 (i, j = 1, n), де a0, a
1, a2 > 0;

(B): bi, bi,t ∈ L∞(Q0,T );
(C): c, ct ∈ L∞(Q0,T ), |c(x, t)| ≤ c0, |ct(x, t)| ≤ c1 майже для всiх (x, t) ∈ Q0,T ;
(D): d, dt ∈ L∞(Q0,T ), 0 < d0 ≤ d(x, t) ≤ d0, |dt(x, t)| ≤ d1 майже для

всiх (x, t) ∈ Q0,T ;
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(H): h, ht ∈ L∞(Q0,T ), 0 < h0 ≤ h(x, t) ≤ h0, |ht(x, t)| ≤ h1 майже для всiх
(x, t) ∈ Q0,T ;

(Q): q ∈ L∞(Ω), 2 < q0 ≤ q0 < +∞ при n = 1, 2, 2 < q0 ≤ q0 ≤ 2 + 2
n−2 при

n ≥ 3;
(U): u0 ∈ V ∩H2(Ω), i, крiм того, або u1 ∈ H1

0 (Ω) ∩ intK, або u1 ≡ 0;
(F): f, ft ∈ L2(Q0,T ).
Подамо означення розв’язку нашої задачi.

Означення 1. Функцiю u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ C([0, T ];H1
0 (Ω)) називаємо розв’язком

задачi (1)-(3), якщо ut ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)),

ut(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ), u задовольняє умови (2), (3) i гiперболiчну
варiацiйну нерiвнiсть (1) для всiх τ ∈ (0, T ] та v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ Lq(x)(Q0,T ),
v(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ).

Тепер перейдемо до формулювання основного результату. Для цього введемо
сiм’ї операторiв A1(t) : L

2(Ω) → L2(Ω), A2(t) : V → V ∗, t ∈ [0, T ], так:

< A1(t)y, z >=

∫

Ω

c(x, t)y(x)z(x) dx, y, z ∈ L2(Ω),

< A2(t)w, v >=

∫

Ω

[ n∑

i,j=1

aij(x, t)wxivxj +

n∑

i=1

bi(x, t)wxiv + d(x, t)wv +

+ h(x, t)|w|q(x)−2wv
]
dx, w, v ∈ V, t ∈ [0, T ].

Теорема 1. Якщо виконуються умови (A)-(F), A2(0)u0 ∈ L2(Ω),

K = {v ∈ V | v(x) ≥ ϕ(x) майже для всiх x ∈ Ω},

де ϕ ∈ V , ϕ ≤ 0, то iснує єдиний розв’язок задачi (1)-(3).

Перш нiж перейти до доведення цiєї теореми, нагадаємо кiлька вiдомих фактiв,
якi використовуватимемо далi.

Зауваження 1. Нехай r ∈ L∞
+ (Ω),

Sr(l) =

{
lr0 , l ∈ [0, 1],

lr
0

, l > 1,
S1/r(l) =

{
l1/r

0

, l ∈ [0, 1],
l1/r0 , l > 1.

Тодi (див. [10]) для довiльної функцiї v : Ω → R
1 виконуються такi твердження:

1) якщо ρr(v,Ω) < +∞, то ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤ S1/r(ρr(v,Ω));

2) якщо ||v;Lr(x)(Ω)|| < +∞, то ρr(v,Ω) ≤ Sr

(
||v;Lr(x)(Ω)||

)
.

Зрозумiло, що умову r0 > 1 в цьому зауваженнi можна замiнити на r0 ≥ 1.

Зауваження 2. Якщо r ∈ L∞
+ (Ω), то для всiх ε > 0 i для всiх α, β ∈ R виконується

нерiвнiсть

αβ ≤ ε|α|r(x) + Yr(ε)|β|
r′(x) майже для всiх x ∈ Ω, (4)

де 1
r(x) + 1

r′(x) = 1, Yr(ε) = r0−1
r0(εr0)1/(r

0
−1)

при εr0 ≤ 1, i Yr(ε) = r0−1
r0(εr0)1/(r0−1) при

εr0 > 1. Зазначимо, що Yr(ε) −→
ε→+0

+∞, Yr(ε) −→
ε→+∞

+0.
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Зауваження 3. Якщо s ∈ [1,+∞), 1
2 − 1

n ≤ 1
s , то H1(Ω) 	 Ls(Ω).

Наведемо одне допомiжне твердження.

Лема 1. Розглянемо вимiрнi невiд’ємнi функцiї s : Ω → R+, z : Ω → R+ i множини
A = {x ∈ Ω | z(x) < 1}, B = {x ∈ Ω | s(x) < 1}. Якщо

ŝ(x) =

{
s(x), x ∈ Ω \ (A ∪B),
1, x ∈ A ∪B,

(5)

то ŝ(x) ≥ 1 майже для всiх x ∈ Ω та виконується нерiвнiсть
∫

Ω

|z(x)|s(x) dx ≤ 2mesΩ +

∫

Ω

|z(x)|ŝ(x) dx. (6)

Доведення. Очевидно, що Ω = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪A4 i Ai ∩ Aj = ∅ (1 ≤ i, j ≤ 4), де

A1 = Ω \ (A ∪B), A2 = A \B, A3 = A ∩B, A4 = B \A.

Тодi
∫

Ω

|z(x)|s(x) dx =

∫

A1

|z(x)|s(x) dx+

∫

A2

|z(x)|s(x) dx+

∫

A3

|z(x)|s(x) dx+

∫

A4

|z(x)|s(x) dx ≤

≤

∫

A1

|z(x)|s(x) dx+

∫

A2

dx+

∫

A3

dx+

∫

A4

|z(x)| dx =

=

∫

A1

|z(x)|ŝ(x) dx+mesA2 +mesA3 +

∫

A4

|z(x)|ŝ(x) dx ≤ 2mesΩ +

∫

Ω

|z(x)|ŝ(x) dx.

Лему доведено. �

Наслiдок 1. Нехай s : Ω → R+ – вимiрна невiд’ємна функцiя, r ∈ L∞
+ (Ω). Якщо

s(x) ≤ r(x) майже для всiх x ∈ Ω, то для всiх вимiрних v : Ω → R виконується
оцiнка ∫

Ω

|v(x)|s(x) dx ≤ C1 + C2||v;L
r(x)(Ω)||max{1,s0}, (7)

де сталi C1, C2 > 0 не залежать вiд v, s0 = ess sup
x∈Ω

s(x).

Доведення. Якщо s(x) ≥ 1 майже для всiх x ∈ Ω, то s ∈ L∞
+ (Ω) i нерiвнiсть (7)

випливає з вкладення просторiв Lr(x)(Ω) 	 Ls(x)(Ω).
Нехай mesB > 0, де B = {x ∈ Ω | s(x) < 1}. Тодi s 6∈ L∞

+ (Ω). Розглянемо
довiльну вимiрну функцiю v : Ω → R. Нехай z(x) = |v(x)| (x ∈ Ω) i ŝ взяте з (5).
Тодi 1 ≤ ŝ(x) ≤ r(x) майже для всiх x ∈ Ω i Lr(x)(Ω) 	 Ls(x)(Ω). Звiдси на пiдставi
оцiнки (6) та зауваження 1 отримаємо, що

I :=

∫

Ω

|v(x)|s(x) dx =

∫

Ω

|z(x)|s(x) dx ≤ 2mesΩ+

∫

Ω

|z(x)|ŝ(x) dx = 2mesΩ+ρŝ(v,Ω) ≤

≤ 2mesΩ + Sŝ

(
||v;Lŝ(x)(Ω)||

)
≤ 2mesΩ + Sŝ

(
||v;Lr(x)(Ω)||

)
.
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Очевидно, що ŝ0 = ess inf
x∈Ω

ŝ(x) = 1, ŝ0 = ess sup
x∈Ω

ŝ(x) = max{1, s0}. Якщо виконується

нерiвнiсть ||v;Lr(x)(Ω)|| > 1, то

I ≤ 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||ŝ
0

= 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||max{1,s0}.

Якщо ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤ 1 i max{1, s0} = 1 = ŝ0, то

I ≤ 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||ŝ0 = 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||max{1,s0}.

Якщо ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤ 1 i max{1, s0} > 1, то з (4) при ε = 1 отримуємо оцiнку

I ≤ 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)||ŝ0 = 2mesΩ + ||v;Lr(x)(Ω)|| ≤

≤ 2mesΩ + Ymax{1,s0}(1) + ||v;Lr(x)(Ω)||max{1,s0}.

Наслiдок доведено. �

Для доведення теореми iснування розв’язку нашої варiацiйної нерiвностi роз-
глянемо допомiжну задачу зi штрафом для функцiї ũ

utt(t) +A1(t)ut(t) + A2(t)u(t)−m(ut(t)− ϕ)− = f(t), t ∈ (0, T ), (8)

u|t=0 = u0, (9)

ut|t=0 = u1, (10)

де m ∈ N – числовий параметр.

Означення 2. Функцiю u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) називаємо розв’язком
задачi (8)-(10), якщо ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), utt ∈ L2(0, T ;V ∗), u задовольняє умови
(9), (10) та для всiх v ∈ V i всiх ψ ∈ C∞

0 (0, T ) задовольняє рiвнiсть
∫

Q0,T

[
−utvψ

′ +

n∑

i,j=1

aijuxivxjψ +

n∑

i=1

biuxivψ + cutvψ + duvψ + h|u|q(x)−2uvψ −

−m(ut − ϕ)−vψ
]
dxdt =

∫

Q0,T

fv ψ dxdt. (11)

Теорема 2. Нехай q ∈ L∞
+ (Ω), виконуються умови (A)-(H), (U), i, крiм того,

ϕ ∈ L2(Ω), ϕ ≤ 0, f ∈ L2(Q0,T ). Тодi для кожного m ∈ N задача (8)-(10) має
розв’язок.

Доведення. Використаємо метод Фаедо-Гальоркiна. Нехай z− = max{−z, 0},
{wl}l∈N – ортонормована в L2(Ω) база простору V ,

ũk(x, t) =

k∑

l=1

Ck
l (t)w

l(x), k ∈ N, (x, t) ∈ Q0,T ,

де функцiї Ck
1 , . . . , C

k
k є розв’язками задачi Кошi

< ũktt(t), w
l > + < A1(t)ũ

k
t (t), w

l > + < A2(t)ũ
k(t), wl > − < m(ũkt (t)− ϕ)−, wl >=

=< f(t), wl >, t ∈ (0, T ), (12)

Ck
l (0) = αk

l , (Ck
l )t(0) = βk

l , l = 1, k, (13)
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сталi αk
1 , . . . , α

k
k, β

k
1 , . . . , β

k
k вибрано так, щоб

||ũk0 − u0||V −→
k→∞

0, ||ũk1 − u1||L2(Ω) −→
k→∞

0. (14)

Тут ũk0(x) ≡
k∑

l=1

αk
l w

l(x), ũk1(x) ≡
k∑

l=1

βk
l w

l(x), x ∈ Ω. Зрозумiло, що введенi функцiї

задовольняють умови

ũk(0) = ũk0 , ũkt (0) = ũk1 . (15)

На пiдставi теореми Каратеодорi (див. [11, с. 54]) iснує розв’язок задачi (12)-
(13) на iнтервалi [0, t0]. З оцiнок, отриманих нижче, випливатиме, що t0 = T . Тому
зразу вважатимемо, що функцiї Ck

1 , . . . , C
k
k визначено на [0, T ].

Отримаємо допомiжнi оцiнки. Домножимо (12), вiдповiдно, на функцiї Ck
l,t, пiд-

сумуємо за l вiд 1 до k та зiнтегруємо по промiжку (0, τ) ⊂ (0, T ). Отримаємо таке:
∫

Q0,τ

[
ũkttũ

k
t +

n∑

i,j=1

aij ũ
k
xi
ũktxj

+

n∑

i=1

biũ
k
xi
ũkt + c|ũkt |

2 + dũkũkt + h|ũk|q(x)−2ũkũkt −

−m(ũkt − ϕ)−ũkt

]
dxdt =

∫

Q0,τ

fũkt dxdt. (16)

Оскiльки
n∑

i=1

αiβiγ ≤
1

2

( n∑

i=1

αiβi

)2
+

1

2
γ2 ≤

1

2

( n∑

i=1

α2
i

)( n∑

i=1

β2
i

)
+

1

2
γ2, (17)

де α1, . . . , αn, β1, . . . , βn, γ ∈ R
1, то

∣∣∣∣∣

∫

Q0,τ

n∑

i=1

biũ
k
xi
ũkt dxdt

∣∣∣∣∣ ≤
1

2

∫

Q0,τ

(
B1|∇ũ

k|2 + |ũkt |
2
)
dxdt.

Тут B1 = ess sup
(x,t)∈Q0,T

n∑
i=1

b2i (x, t). Крiм того,

−

∫

Q0,τ

m(ũkt − ϕ)−ũkt dxdt ≥ 0.

Тодi, використовуючи умови (A)-(H), зауваження 2 при r = 2, ε = 1/2, з рiвностi
(16) одержимо

∫

Ωτ

[
|ũkt |

2 + a0|∇ũ
k|2 + d0|ũ

k|2 +
2h0
q0

|ũk|q(x)
]
dx ≤

≤

∫

Q0,τ

|f |2 dxdt +

∫

Ω

[
|ũk1 |

2 + a0|∇ũk0 |
2 dx+

2h0

q0
|ũk0 |

q(x) + d0|ũk0 |
2
]
dx+

+

∫

Q0,τ

[(
2c0 + 2

)
|ũkt |

2 +
(
B1 + a1

)
|∇ũk|2 + d1|ũk|2 +

2h1

q0
|ũk|q(x)

]
dxdt. (18)
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На пiдставi (14) та леми Гронуолла-Белмана з (18) отримуємо оцiнку
∫

Ωτ

[
|ũkt |

2 + |∇ũk|2 + |ũk|2 + |ũk|q(x)
]
dx ≤ C3, τ ∈ (0, T ], (19)

звiдки ∫

Q0,τ

[
|ũkt |

2 + |∇ũk|2 + |ũk|2 + |ũk|q(x)
]
dxdt ≤ C4, τ ∈ (0, T ], (20)

i сталi C3, C4 не залежать вiд k, τ . Крiм того,
∫

Q0,τ

∣∣∣ |ũk|q(x)−2ũk
∣∣∣
q′(x)

dx dt ≤

∫

Q0,τ

|ũk|q(x) dx dt ≤ C5. (21)

З оцiнок (19)-(21) випливає, що iснує пiдпослiдовнiсть {ũks}ks∈N ⊂ {ũk}k∈N

така, що
ũks −→

s→∞
ũ ∗ −слабко в L∞(0, T ;V (Ω)),

ũks −→
s→∞

ũ слабко в H1(Q0,T ) ∩ L
q(x)(Q0,T ),

ũks −→
s→∞

ũ сильно в L2(Q0,T ) i майже скрiзь в Q0,T ,

ũks
t −→

s→∞
ũt ∗ −слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)) i слабко в L2(Q0,T ),

|ũks |q(x)−2ũks −→
s→∞

χ слабко в Lq′(x)(Q0,T ). (22)

Тому

(ũks
t − ϕ)− −→

s→∞
(ũt − ϕ)− слабко в L2(Q0,T )

i χ = |ũ|q(x)−2ũ.
Розглянемо (12) при k = ks, домножимо на функцiю ψ ∈ C∞([0, T ]) таку, що

ψ(0) = ψ(T ) = 0, та зiнтегруємо за t ∈ [0, T ]. Далi спрямуємо ks до безмежностi i
тодi на пiдставi збiжностей (22) отримаємо рiвнiсть

−

∫

Q0,T

ũtw
lψ′ dxdt+

∫

Q0,T

n∑

i,j=1

aij ũxiw
l
xj
ψ dxdt+

∫

Q0,T

[ n∑

i=1

biũxi + cũt + dũ+

+h|ũ|q(x)−2ũ−m(ũt − ϕ)−
]
wlψ dxdt =

∫

Q0,T

fwlψ dxdt, l = 1, k.

Звiдси, завдяки довiльностi ψ, отримаємо

< ũtt(t) +A1(t)ũt(t) +A2(t)ũ(t)−m(ũt(t)− ϕ)−, wl >=< f(t), wl >, t ∈ (0, T ).

Далi стандартно доводимо, що замiсть wl (l = 1, k) тут можна прийняти довiльну
функцiю v ∈ V . Отже, функцiя ũ є шуканим розв’язком задачi (8)-(10). �

Зауваження 4. Якщо виконуються умови (A)-(H), (Q), то задача (8)-(10) не може
мати бiльше одного розв’язку.

Зауважимо також, що результати теореми 2 та попереднього зауваження можна
отримати i за слабших умов, проте ми цього не робитимемо.
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Теорема 3 (про гладкiсть розв’язку задачi зi штрафом). Нехай виконуються умови
теореми 2 i, крiм того, умова (Q) та ft ∈ L2(Q0,T ). Тодi розв’язок задачi (8)-(10)
додатково задовольняє включення ut ∈ L∞(0, T ;H1

0(Ω)) ∩ C([0, T ];H
1
0 (Ω)),

utt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)).

Доведення. Нехай {ũk}k∈N – функцiї з теореми 2, якi задовольняють (12) i для яких
виконуються оцiнки (19)-(21). Щоб одержати додатковi оцiнки для цiєї послiдовнос-
тi, диференцiюємо (12) за змiнною t, множимо, вiдповiдно, на функцiї Ck

l,tt, пiдсумо-

вуємо за l вiд 1 до k та iнтегруємо по промiжку (0, τ) ⊂ (0, T ). Отримаємо рiвнiсть

∫

Q0,τ

[
ũktttũ

k
tt +

n∑

i,j=1

aij,tũ
k
xi
ũkttxj

+

n∑

i,j=1

aij ũ
k
txi
ũkttxj

+

n∑

i=1

bi,tũ
k
xi
ũktt +

n∑

i=1

biũ
k
txi
ũktt +

+ ctũ
k
t ũ

k
tt + c|ũktt|

2 + dtũ
kũktt + dũkt ũ

k
tt + ht|ũ

k|q(x)−2ũkũktt + h(q − 1)|ũk|q(x)−2ũkt ũ
k
tt −

−m((ũkt − ϕ)−)tũ
k
tt

]
dxdt =

∫

Q0,τ

ftũ
k
tt dxdt. (23)

Доданки з ũkttt, aij , bi оцiнимо аналогiчно, як доданки з ũktt, aij , bi у теоремi 2.
Оскiльки для всiх αij , βi, γi ∈ R

1 (i, j = 1, n), δ > 0 можемо записати нерiвнiсть

n∑

i,j=1

αijβiγj ≤ nαi∗j∗

(
Y2(δ)

n∑

i=1

β2
i + δ

n∑

i=1

γ2i

)
,

де αi∗j∗ = max
i,j=1,n

|αij |, а Y2 – функцiя з (4), то на пiдставi умови (A) та формули

iнтегрування частинами отримаємо оцiнку
∣∣∣∣∣

∫

Q0,τ

n∑

i,j=1

aij,tũ
k
xi
ũkttxj

dxdt

∣∣∣∣∣ ≤ A1

∫

Ωτ

(
δ|∇ũkt |

2 + Y2(δ)|∇ũ
k|2
)
dx+

+A1

∫

Ω0

(
|∇ũk1 |

2 + |∇ũk0 |
2
)
dx+

(A2

2
+ a1

) ∫

Q0,τ

|∇ũkt |
2 dxdt +

A2

2

∫

Q0,τ

|∇ũk|2 dxdt,

де A1 = n max
i,j=1,n

ess sup
Q0,T

|aij,t(x, t)|, A2 = n max
i,j=1,n

ess sup
Q0,T

|aij,tt(x, t)|.

На пiдставi (17)
∣∣∣∣∣

∫

Q0,τ

n∑

i=1

bi,tũ
k
xi
ũkttdxdt

∣∣∣∣∣ ≤
1

2

∫

Q0,τ

(
B2|∇ũ

k|2 + |ũktt|
2
)
dxdt,

де B2 = ess sup
(x,t)∈Q0,T

n∑
i=1

b2i,t(x, t).

Для оцiнки доданкiв з ct, d, dt, ht, ft використаємо (4) при r = 2, ε = 1/2. Тодi

I1 :=

∫

Q0,τ

ht|ũ
k|q(x)−2ũkũktt dxdt ≤

h1

2

∫

Q0,τ

[
|ũk|2(q(x)−1) + |ũktt|

2
]
dxdt.
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Оцiнимо iнтеграл
∫
Q0,τ

|ũk|2(q(x)−1) dxdt. Враховуючи умови на q0, зауваження 3 га-

рантує вкладення просторiв H1
0 (Q0,τ ) 	 L2(q0−1)(Q0,τ ), τ ∈ (0, T ]. Тодi на пiдставi

зауваження 1 одержимо, що
∫

Q0,τ

|ũk|2(q(x)−1) dxdt ≤ S2(q−1)

(
||ũk||L2(q(x)−1)(Q0,τ )

)
≤

≤ C6S2(q−1)

(
||ũk||L2(q0−1)(Q0,τ )

)
≤ C7S2(q−1)

(
||∇ũk||L2(Q0,τ )

)
.

Отже,

I1 ≤
h1C7

2
S2(q−1)

(
||∇ũk||L2(Q0,τ )

)
+
h1

2

∫

Q0,τ

|ũktt|
2 dx dt ≤ C8 +

h1

2

∫

Q0,τ

|ũktt|
2 dx dt,

де стала C8 – додатна i не залежить вiд k, τ .

Оскiльки
1

2
+

1

n
+

1
2n
n−2

= 1, то з нерiвностi Гельдера, зауваження 1 та оцiнки

(7) запишемо перетворення:
∫

Ω

h(q − 1)|ũk|q(x)−2ũkt ũ
k
tt dx ≤ h0(q0 − 1)

∣∣∣∣ |ũk|q(x)−2
∣∣∣∣
Ln(Ω)

||ũkt ||L
2n

n−2 (Ω)
||ũktt||L2(Ω),

а також
∣∣∣∣ |ũk|q(x)−2

∣∣∣∣
Ln(Ω)

=
(∫

Ω

|ũk|n(q(x)−2) dx
)1/n

≤

≤
(
C9 + C10||ũ

k;Ln(q(x)−2)(Ω)||max{1,n(q0−2)}
)1/n

≤

≤
(
C9 + C11||ũ

k;Ln(q0−2)(Ω)||max{1,n(q0−2)}
)1/n

≤

≤
(
C9 + C12||∇ũ

k;L2(Ω)||max{1,n(q0−2)}
)1/n

≤ C13.

Крiм того, на пiдставi зауваження 3 при s = 2n
n−2 правильне вкладення просторiв

H1
0 (Ω) 	 L

2n
n−2 (Ω) i виконується нерiвнiсть

||ũkt ||L
2n

n−2 (Ω)
≤ C14||∇ũ

k
t ||L2(Ω),

де C14 > 0. Отже,
∫

Q0,τ

h(q − 1)|ũk|q(x)−2ũkt ũ
k
tt dxdt ≤ C15

∫

Q0,τ

[
|∇ũkt |

2 + |ũktt|
2

]
dxdt,

де стала C15 – додатна i не залежить вiд k, τ .
Можна довести, що

−

∫

Q0,τ

m((ũkt − ϕ)−)tũ
k
tt dxdt ≥ 0.
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Враховуючи одержанi оцiнки, рiвнiсть (23) перепишемо у виглядi
∫

Ωτ

[
|ũktt|

2 + (a0 − 2A1δ)|∇ũ
k
t |

2
]
dx ≤

∫

Ω

[
|ũktt(0)|

2 + (a0 + 2A1)|∇ũ
k
1 |

2+

+2A1|∇ũ
k
0 |

2
]
dx+ 2A1Y2(δ)

∫

Ωτ

|∇ũk|2 dx+ 2C8 +

∫

Q0,τ

|ft|
2 dxdt+

+

∫

Q0,τ

[
(2c0 + c1 + d0 + d1 + h1 +2C15 +3)|ũktt|

2 + (A2 +3a1 +B1 +2C15)|∇ũ
k
t |

2
]
dxdt+

+

∫

Q0,τ

[
(c1 + d0)|ũkt |

2 + (A2 +B2)|∇ũ
k|2 + d1|ũk|2

]
dxdt. (24)

Оскiльки ũ1 ∈ intK чи ũ1 = 0, то можна вважати, що ũk1 ∈ K. Тодi одержимо,
що ũktt(0) = f(0) − A1(0)ũ

k
1 − A2(0)ũ

k
0 . З того, що f, ft ∈ L2(Q0,T ) випливає таке:

f ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Тому f(0) ∈ L2(Ω) i
∫
Ω |ũktt(0)|

2 dx ≤ C16, де стала C16 не зале-
жить вiд k. Враховуючи це, оцiнки (19), (20) та вибираючи в (24) δ > 0 – достатньо
малим, на пiдставi леми Гронуолла-Белмана, пiсля нескладних перетворень, отри-
маємо нерiвнiсть∫

Ωτ

[
|ũktt|

2 + |∇ũkt |
2
]
dx+

∫

Q0,τ

[
|ũktt|

2 + |∇ũkt |
2
]
dxdt ≤ C17, (25)

де стала C17 не залежать вiд k, τ . Теорему доведено. �

Перейдемо тепер до доведення основного результату.
Доведення теореми 1. Розв’язок задачi (1)-(3) отримаємо як границю розв’яз-

кiв мiшаних задач зi штрафом, а саме задач типу (8)-(10). Отож, для кожного m ∈ N

розглянемо функцiю um – розв’язок задачi

umtt (t) +A1(t)u
m
t (t) +A2(t)u

m(t)−m(umt (t)− ϕ)− = f(t), t ∈ (0, T ), (26)

um|t=0 = u0, (27)

umt |t=0 = u1. (28)

З теореми 2 випливає iснування цього розв’язку. Враховуючи умови теореми 1, отри-
маємо послiдовнiсть {um}m∈N, для якої так само, як при доведеннi теорем 2 та 3,
одержуємо аналоги оцiнок (19)-(21), (25). Зокрема, отримаємо нерiвнiсть

∫

Ωτ

[
|umt |2 + |∇um|2 + |um|2 + |um|q(x) + |umtt |

2 + |∇umt |2
]
dx+

+

∫

Q0,τ

[
|umt |2 + |∇um|2 + |um|2 + |um|q(x)+ |umtt |

2 + |∇umt |2
]
dx ≤ C18, τ ∈ (0, T ], (29)

де стала C18 не залежить вiд m, τ . Крiм того,∫

Q0,τ

−(umt − ϕ)−umt dxdt ≤
C18

m
. (30)
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На пiдставi (29) iснує послiдовнiсть чисел {mj}j∈N, lim
j→+∞

mj = +∞ й iснує

функцiя u така, що

umj −→
j→∞

u ∗ − слабко в L∞(0, T ;V ) та слабко в H1(Q0,T ) ∩ L
q(x)(Q0,T ),

u
mj

t −→
j→∞

ut ∗ − слабко в L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) та слабко в H1(Q0,T ),

u
mj

tt −→
j→∞

utt ∗ − слабко в L∞(0, T ;L2(Ω)) та слабко в L2(Q0,T ).

Крiм того,

umj −→
j→∞

u сильно в H1(Q0,T ) i майже скрiзь в Q0,T ,

u
mj

t −→
j→∞

ut сильно в L2(Q0,T ) i майже скрiзь в Q0,T ,

|umj |q(x)−2umj −→
j→∞

|u|q(x)−2u слабко в Lq′(x)(Q0,T ). (31)

Зауважимо таке: з (30) випливає, що ut(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ).
Перепишемо (8) для umj , одержану рiвнiсть помножимо на v(t) − u

mj

t (t), де
v ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L
q(x)(Q0,T ), v(t) ∈ K майже для всiх t ∈ (0, T ), та зiнтегруємо

по Q0,τ , τ ∈ (0, T ]. Оскiльки

mj

∫

Q0,τ

(u
mj

t − ϕ)− (v − u
mj

t ) dxdt =

= mj

∫

Q0,τ

(
− (v − ϕ)− −

[
− (u

mj

t − ϕ)−
] )

(v − u
mj

t ) dxdt ≥ 0,

то одержимо нерiвнiсть
τ∫

0

< u
mj

tt (t) +A1(t)u
mj

t (t) +A2(t)u
mj (t)− f(t), v(t) − u

mj

t (t) > dt ≥ 0. (32)

Пiсля нескладних перетворень i застосування формули iнтегрування частинами,
спрямуємо в (32) mj до безмежностi та вiзьмемо нижню границю. На пiдставi збiж-
ностей (31) та леми Фату отримуємо, що функцiя u є шуканим розв’язком задачi
(1)-(3). Теорему доведено. �
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In the paper we study some properties of pretorsion and torsion classes
in the category of all modules over different rings and state the relations
between these classes and idempotent preradical, radical, pretorsion and torsi-
on functors.
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on functor, torsion functor, pretorsion class, torsion class.

1. Introduction. An intensive studying of hereditary torsions began due to the
papers of P. Gabriel [1] and J.-M. Maranda [2], where there was stated a bijective
correspondence between hereditary torsions and radical filters of rings. In 1966 S.E. Dick-
son established the correspondence between the classes of objects of an abelian category
and the idempotent preradicals [3]. Also, the torsion theory was used in the theory of
rings of quotients. All these results were summarized and unified in the monographs of
A.I. Kashu [4] and B. Stenström [5].

In 1967, (on the International conference in Riga) L.A. Skorniakov posed the problem
of constructing the radical in the category of all modules over different rings. In 1971,
O.L. Horbachuk solved this problem and established connection between this radical and
radicals in the concrete categories of modules. These investigations were continued by
O.L. Horbachuk and N.Yu. Burban in 2008 [6].

In this paper we carry some theorems proved by A.I. Kashu in [4] (for a module
category) over the category of all modules over different rings (which is not abelian).

2. Main result. Throughout the whole text, all rings are considered to be asso-
ciative with 1 6= 0 and all modules are left unitary [7, 8]. Let R be a ring. The category
of left R–modules will be denoted by R−Mod. All necessary definitions and theorems of
the Torsion theory and Category theory can be found in [4, 5, 9, 10].

A pair of mappings (ϕ, ψ) : (R1,M1) → (R2,M2), where ϕ : R1 → R2 is an onto
ring homomorphism, and ψ : M1 → M2 is a homomorphism of abelian groups, is called

c© Burban N., 2012
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a semilinear transformation if ∀r ∈ R1, ∀m1 ∈M1

ψ(r1m1) = ϕ(r1)ψ(m1).

Let
⋃
R−Mod be a category of all left modules over all rings. More precisely,

the objects of the category
⋃
R−Mod are the pairs (R,M), where R is a ring, M is

a left module; the set of morphisms Hom((R1,M1), (R2,M2)) is defined as a quotient
set of a collection of all semilinear transformations (ϕ, ψ) : (R1,M1) → (R2,M2) by
the equivalence relation ∼ such that (ϕ, ψ) ∼ (ϕ′, ψ′), if ψ = ψ′, and the product of
morphisms is defined naturally. The class, determined by the semilinear transformation

(ϕ, ψ) will be denoted by (ϕ̃, ψ), or, more frequently, (ϕ, ψ). It is easy to verify that⋃
R−Mod is a category.

A class (ϕ̃, ψ) is a monomorphism (resp., an epimorphism) in the category⋃
R−Mod if ψ is a monomorphism (resp., an epimorphism) in the category of abelian

groups. The objects (R, 0) and the morphisms (ϕ̃, 0) are zero objects and zero morphisms
in the category

⋃
R−Mod, respectively (see [6]).

Now recall some definitions [5, 9, 10].

Definition 1. Let A be a category with zero object and zero morphisms, and let α :A→B.
We will call a morphism u : K → A the kernel of α if αu = 0, and if for every morphism
u′ : K ′ → A such that αu′ = 0 we have a unique morphism γ : K ′ → K such that uγ = u′.
The object K is denoted by Ker α and the morphism u is denoted by ker α.

A morphism v : B → E is called the cokernel of α if vα = 0, and if for every
morphism v′ : B → E′ such that v′α = 0 we have a unique morphism δ : E → E′ such
that δv = v′. The object E is denoted by Coker α and the morphism v is denoted by
coker α.

Definition 2. If A′ → A is the kernel of some morphism then we call A′ a normal
subobject of A (or an ideal). Dually, if A → A′′ is the cokernel of some morphism, then
we call A′′ a conormal quotient object of A.

Definition 3. A category A is abelian if
A0. A has the zero object.
A1. For every pair of objects there is a direct product and
A1*. a direct sum.
A2. Every map has the kernel and
A2*. the cokernel.
A3. Every monomorphism is the kernel of a map.
A3*. Every epimorphism is the cokernel of a map.

In the paper [6] some properties of the category
⋃
R−Mod were be stated:

1. For arbitrary objects (Ri,Mi), i ∈ I, of the category
⋃
R−Mod there exists

the direct product belonging to
⋃
R−Mod. In particular, the object (R,M), where

R =
∏
i∈I

Ri, is a direct product of the rings Ri and M =
∏
i∈I

Mi is a direct product of the

abelian groups Mi, and the morphisms (si, πi) : (
∏
i∈I

Ri,
∏
i∈I

Mi) → (Ri,Mi), where si is

the projection of
∏
i∈I

Ri onto Ri and πi is the projection of
∏
i∈I

Mi onto Mi determine a

direct product of the objects (Ri,Mi), i ∈ I, in the category
⋃
R−Mod.
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2. Every morphism of
⋃
R−Mod has the kernel. In particular, let (ϕ, ψ) : (R1,M1)

→ (R2,M2) be a morphism of the category
⋃
R−Mod. Then the object (R1,Kerψ)

with a monomorphism (1R1
, i) : (R1,Kerψ) → (R1,M1), where i is a canonical mono-

morphism, is the kernel of the morphism (ϕ, ψ).
3. Every morphism of

⋃
R−Mod has the cokernel. In particular, let (ϕ, ψ) :

(R1,M1) → (R2,M2) be a morphism of the category
⋃
R−Mod. Then the object

(R2,M2/ψ(M1)) with an epimorphism (1R2
, π) : (R2,M2) → (R2,M2/ψ(M1)), where π

is a canonical epimorphism of R2–modules, is the cokernel of the morphism (ϕ, ψ) in the
category

⋃
R−Mod.

We want to verify whether the category
⋃
R−Mod is abelian or not, and if it is

not abelian, then what axioms are not satisfied.
We know that the category

⋃
R−Mod satisfies axioms A0, A1, A2 and A2*.

Now, consider the objects (Z2,M1) and (Z3,M2) of the category
⋃
R−Mod (e. g.

M1 = Z2, M2 = Z3). Suppose that (R,M) is the direct sum of these objects. In such
a case we must have onto ring homomorphisms ϕ1 : Z2 → R and ϕ2 : Z3 → R. Hence
R = Imϕ1 = Z2 and R = Imϕ2 = Z3 (R 6= 0). Thus we obtain a contradiction. It means
that in the category

⋃
R−Mod there exist two objects for which the direct sum does

not exist. Therefore, axiom A1* is not satisfied.
We want to show that no monomorphism (ϕ, ψ) : (Z,Z2) → (Z2,Z2) is the kernel

of any morphism. Let (α, β) : (Z2,Z2) → (R,M) be an arbitrary morphism, then
Ker(α, β) = (Z2,Kerβ). But all kernels are isomorphic. This provides a contradiction.
Hence axiom A3 is not satisfied.

Similarly we can show for example that no epimorphism (ϕ, ψ) : (Z,Z4) → (Z6,Z2)
is the cokernel of any morphism. Hence axiom A3* is not satisfied.

In the category
⋃
R−Mod we shall state the following theorem which holds for

abelian categories.

Theorem 1. Let (ϕ, ψ) : (R,M) → (R′,M ′) be a morphism in
⋃
R−Mod. Then

1). ker(coker(ker(ϕ, ψ))) = ker(ϕ, ψ);
2). coker(ker(coker(ϕ, ψ))) = coker(ϕ, ψ).

Proof. 1). ker(coker(ker(ϕ, ψ))) = ker

(
coker

(
(R,Kerψ)

(1R,i)
−−−−→ (R,M)

))
=

= ker

(
(R,M)

(1R,π)
−−−−→ (R,M/Kerψ)

)
= (R,Kerψ)

(1R,i)
−−−−→ (R,M) = ker(ϕ, ψ).

2). coker(ker(coker(ϕ, ψ))) = coker

(
ker

(
(R′,M ′)

(1
R′ ,π)

−−−−−→ (R′,M ′/Im ψ)

))
=

= coker

(
(R′, Im ψ)

(1
R′ ,i)

−−−−→ (R′,M ′)

)
= (R′,M ′)

(1
R′ ,π)

−−−−−→ (R′,M ′/Im ψ) =

= coker(ϕ, ψ). �

Let A be an arbitrary concrete category with zero objects and zero morphisms.
Recall that a category is called concrete if all objects are (structured) sets, morphisms
from A to B are (structure preserving) mappings from A to B, the composition of morphi-
sms is the composition of mappings, and the identities are the identity mappings [12].

Definition 4. A preradical functor (or simply a preradical) on A is a subfunctor of the
identity functor on A. In other words, a preradical functor T assigns to each object A a
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subobject T (A) in such a way that the diagram

A
α

−−−−→ B

i1

x i2

x

T (A)
T (α)

−−−−→ T (B)

,

where i1, i2 are monomorphisms, is commutative.

Definition 5. A preradical functor T is called idempotent if
T (T (A)) = T (A) for every A ∈ Ob(A).

To a preradical functor T one can associate two classes of objects of A, namely

TT = {A | T (A) = A},

FT = {A | T (A) = 0}.

Remark 1. Throughout the whole text, all preradical functors on the category⋃
R−Mod are considered to be such that theirs restrictions on every category R−Mod

are preradical functors, i. e. T (R,M) = (R, TR(M)), where TR is the restriction of the
functor T on the category R−Mod.

Theorem 2. Let T be a preradical functor on the category
⋃
R−Mod, then

1) The class TT is closed under quotient objects and direct sums (if they exist).
2) The class FT is closed under subobjects and direct products.
3) TT

⋂
FT = {(R, 0)}.

4) Hom((R1,M1), (R2,M2)) = (ϕ, 0) for every (R1,M1) ∈ TT , (R2,M2) ∈ FT .

Proof. 1) Let (R1,M1) ∈ TT , (ϕ, ψ) : (R1,M1) → (R2,M2) be an epimorphism ((R2,M2)
be a quotient object of (R1,M1)). Consider the commutative diagram

(R1,M1)
(ϕ,ψ)

−−−−→ (R2,M2)x
x

T (R1,M1)
T (ϕ,ψ)
−−−−→ T (R2,M2)

.

Since (ϕ, ψ) is an epimorphism in the category
⋃

R−Mod, it means that ϕ is a surjecti-
ve ring homomorphism and ψ is a surjective homomorphism of abelian groups. Hence
(ϕ, ψ)(R1,M1) = (R2,M2). Since (R1,M1) ∈ TT , it follows that T (R1,M1) = (R1,M1).
By the definition of a preradical functor we obtain T (R2,M2) = (R2,M2), i. e. (R2,M2) ∈
TT .

Let (Ri,Mi), i ∈ I, be an arbitrary family of objects in TT , for which the direct sum
exists. Consider the canonical monomorphisms (ϕi, ψi) : (Ri,Mi) →

⊕
i∈I

(Ri,Mi) and the
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commutative diagram

(Ri,Mi)
(ϕi,ψi)
−−−−−→

⊕
i∈I

(Ri,Mi)

x
x

T (Ri,Mi)
T (ϕi,ψi)
−−−−−−→ T

(⊕
i∈I

(Ri,Mi)

)
.

We obtain that (ϕi, ψi)(Ri,Mi) ⊆ T

(⊕
i∈I

(Ri,Mi)

)
for every i ∈ I, and by the definition

of the direct sum
⊕
i∈I

(Ri,Mi) = T

(⊕
i∈I

(Ri,Mi)

)
.

2) Let (ϕ, ψ) : (R1,M1) → (R2,M2) be a monomorphism, (R2,M2) ∈ FT . Consider
the commutative diagram

(R1,M1)
(ϕ,ψ)

−−−−→ (R2,M2)x
x

T (R1,M1)
T (ϕ,ψ)
−−−−→ T (R2,M2)

.

Since T (R2,M2) = (R2, 0), and by the definition of a preradical functor

(ϕ, ψ) (T (R1,M1)) ⊆ T (R2,M2),

it follows that (ϕ, ψ) (T (R1,M1)) ⊆ (R2, 0). Furthermore, (ϕ, ψ) is a monomorphism in⋃
R−Mod (ϕ is a surjective ring homomorphism and ψ is an injective homomorphism

of abelian groups), thereby T (R1,M1) = (R1, 0), i. e. (R1,M1) ∈ FT .
Let (Ri,Mi), i ∈ I, be an arbitrary family of objects in FT , i. e. T (Ri,Mi) = (Ri, 0)

∀i ∈ I. Consider the canonical epimorphisms (ϕi, ψi) :
∏
i∈I

(Ri,Mi) → (Ri,Mi) and the

commutative diagram

∏
i∈I

(Ri,Mi)
(ϕi,ψi)
−−−−−→ (Ri,Mi)

x
x

T

(∏
i∈I

(Ri,Mi)

)
T (ϕi,ψi)
−−−−−−→ T (Ri,Mi) (Ri, 0)

.

Hence (ϕi, ψi)

(
T

(∏
i∈I

(Ri,Mi)

))
⊆ T (Ri,Mi) for every i ∈ I. Thus T

(∏
i∈I

(Ri,Mi)

)

⊆
∏
i∈I

(T (Ri,Mi)) =
∏
i∈I

(Ri, 0), i. e. T

(∏
i∈I

(Ri,Mi)

)
∈ FT .

3) Suppose that (R,M) ∈ TT
⋂
FT . It means that T (R,M) = (R,M) and

T (R,M) = (R, 0). Therefore TT
⋂
FT = (R, 0).
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4) Let (R1,M1) ∈ TT , (R2,M2) ∈ FT , (ϕ, ψ) : (R1,M1) → (R2,M2). Consider the
commutative diagram

(R1,M1)
(ϕ,ψ)

−−−−→ (R2,M2)x
x

T (R1,M1)
T (ϕ,ψ)
−−−−→ T (R2,M2)

.

Since T (R1,M1) = (R1,M1) and T (R2,M2) = (R2, 0), we obtain the commutative diag-
ram

(R1,M1)
(ϕ,ψ)

−−−−→ (R2,M2)x
x

(R1,M1)
T (ϕ,ψ)
−−−−→ (R2, 0)

.

Thus (ϕ, ψ) = (ϕ, 0). Hence Hom ((R1,M1), (R2,M2)) = (ϕ, 0) for every (R1,M1) ∈ TT ,
(R2,M2) ∈ FT . �

Definition 6. A class P of objects of the category
⋃
R−Mod is called a pretorsion

class if it is closed under quotient objects and direct sums (if they exist).

Theorem 3. There is a bijective correspondence between the idempotent preradical func-
tors of

⋃
R−Mod and the pretorsion classes of objects of

⋃
R−Mod.

Proof. (=⇒) Let T be an idempotent preradical functor, TT = {(R,M) | T (R,M) =
= (R,M)}. By Theorem 2, the class TT is closed under quotient objects and direct sums
(if they exist), hence TT is a pretorsion class for the preradical functor T .

(⇐=) Let P be a pretorsion class, (R,M) be an arbitrary object of P . Consider
tR(R,M) =

∑
i∈I

{(R,Mi)}, where (R,Mi) are normal subobjects of (R,M), (R,Mi) ∈ P .

We know that tR is a preradical functor on every categoryR−Mod (see e. g. [4]). Since the
pretorsion class P is closed under quotient objects it follows that the preradical functors
tR generate a preradical functor T on

⋃
R−Mod (see [6]). �

Let A and B be arbitrary concrete categories with zero objects and zero morphisms.

Definition 7. Let T1 and T2 be functors from a category A to a category B. The functor
T1 is called a subfunctor of the functor T2 (denote T1 6 T2) if T1(A) is a subobject of
T2(A) (denote T1(A) ⊆ T2(A)) for every A ∈ Ob(A) and the following diagram

T1(A1)
T1(ϕ)
−−−−→ T1(A2)

i1

y i2

y

T2(A1)
T2(ϕ)
−−−−→ T2(A2)

is commutative for every morphism ϕ : A1 → A2, A1, A2 ∈ Ob(A).

Definition 8. A functor T1 is called a normal subfunctor of the functor T2 if T1(A) is
a normal subobject of T2(A) for every A ∈ Ob(A).

As a rule we will consider the cases, when the categories A and B coincide.
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Definition 9. Let A be a category, T1 and T2 be functors on A such that T1 is a
normal subfunctor of T2. A factor-functor T2/T1 is a functor such that (T2/T1)(A) =
= T2(A)/T1(A) ∀A ∈ Ob(A) and the following diagram is commutative

T1(A1)
T1(ϕ)
−−−−→ T1(A2)

i1

y i2

y

T2(A1)
T2(ϕ)
−−−−→ T2(A2)

π1

y π2

y

T2(A1)/T1(A1) −−−−→ T2(A2)/T1(A2),

where i1, i2 are normal monomorphisms, π1, π2 are conormal epimorphisms.

Definition 10. A preradical functor T on a category A is called a radical functor if
T (I/T ) = 0, where I is an identity functor.

Definition 11. A class TT is said to be closed under extensions if for every exact sequence
(R′, 0) → (R′,M ′) → (R,M) → (R′′,M ′′) → (R′′, 0) with (R′,M ′) and (R′′,M ′′) in TT ,
also (R,M) ∈ TT . A class TT is said to be closed under normal extensions if it is closed
under extensions and R′ = R = R′′.

Theorem 4. Let T be an idempotent radical functor on the category
⋃
R−Mod, then

1) The class TT is closed under quotient objects, direct sums (if they exist) and
normal extensions.

2) The class FT is closed under subobjects, direct products and normal extensions.
3) TT = {(R,M) ∈ Ob(

⋃
R−Mod) | Hom ((R,M), (R′,M ′)) = (ϕ, 0)

∀ (R′,M ′) ∈ FT }
4) FT = {(R′,M ′) ∈ Ob(

⋃
R−Mod) | Hom ((R,M), (R′,M ′)) = (ϕ, 0)

∀ (R,M) ∈ TT }

Proof. 1) The class TT is closed under quotient objects and direct sums (if they exist)
(see theorem 2).

Since we want to prove that TT is closed under normal extensions, it is sufficient to
work in the category R −Mod. But in every category R −Mod the class TT is closed
under extensions (see [4]).

2) Apply Theorem 2 (2), and the proof of the closure under normal extensions is
the same as previous.

3) (=⇒) Let (R,M) ∈ TT , then by Theorem 2 Hom ((R,M), (R′,M ′)) = (ϕ, 0) for
every (R′,M ′) ∈ FT .

(⇐=) Now let (R,M) be a such object that Hom ((R,M), (R′,M ′)) = (ϕ, 0) for
every (R′,M ′) ∈ FT . By the condition, T is a radical functor, so

T ((R,M)/T (R,M)) = (R, 0),

i. e. (R,M)/T (R,M) ∈ FT . Consider the morphism (ϕ, ψ) : (R,M) → (R,M)/T (R,M).
Since (R,M)/T (R,M) ∈ FT and (ϕ, ψ) is an surjective homomorphism it follows that
(R,M)/T (R,M) = (R, 0). Hence T (R,M) = (R,M), i. e. (R,M) ∈ TT .
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4) (=⇒) Let (R′,M ′) ∈ FT , then Hom ((R,M), (R′,M ′)) = (ϕ, 0) for every
(R,M) ∈ TT (by Theorem 2).

(⇐=) Conversely, let (R′,M ′) be a such object that Hom ((R,M), (R′,M ′)) = (ϕ, 0)
for every (R,M) ∈ TT . Assume that T (R′,M ′) = (R′,M∗). Consider a morphism
(ϕ, ψ) : (R,M) → (R′,M ′), and the commutative diagram

(R,M)
(ϕ,ψ)

−−−−→ (R′,M ′)
x

x

T (R,M)
T (ϕ,ψ)
−−−−→ T (R′,M ′)

.

T (R,M) ∈ TT because T is an idempotent, i. e. T (T (R′,M ′)) = T (R′,M ′). Since
(ϕ, ψ)(R,M) = (R, 0), then there exists a nonzero monomorphism T (R′,M ′) → (R′,M ′).
This provides a contradiction. �

Definition 12. A class P of objects of the category
⋃
R−Mod is called a torsion class

if it is closed under quotient objects, direct sums (if they exist), and normal extensions.

Theorem 5. There is a bijective correspondence between idempotent radical functors of⋃
R−Mod and torsion classes of objects of

⋃
R−Mod.

Proof. (=⇒) Let T be an idempotent radical functor,

TT = {(R,M) | T (R,M) = (R,M)}.

By Theorem 4, the class TT is closed under quotient objects, direct sums (if they exist),
and normal extensions, hence TT is a torsion class for the radical functor T .

(⇐=) Let P be a torsion class. We know that the class P generates the preradical
functor T on the category

⋃
R−Mod(see Theorem 3). Since the torsion class P is closed

under normal extensions it follows that on every category R−Mod the restriction of T
is a radical functor. But in the paper [6] it was proved that a preradical functor on⋃
R−Mod is a radical functor if and only if its restriction in every category R−Mod is

a radical functor. �

Definition 13. Let T be an idempotent preradical functor of the category
⋃
R−Mod,

(R,M) ∈ TT . If every normal subobject of (R,M) belongs to TT , then T is called a
pretorsion functor.

Definition 14. A pretorsion functor is called a torsion functor if it is a radical one.

Theorem 6. There is a bijective correspondence between pretorsion functors of⋃
R−Mod and pretorsion classes of objects of

⋃
R−Mod, closed under normal

subobjects.

Proof. (=⇒) Let T be a pretorsion functor, TT = {(R,M) | T (R,M) = (R,M)}. By
Theorem 2 the class TT is closed under quotient objects and direct sums (if they exist).
By the definition of a pretorsion functor the class TT is closed under normal subobjects,
hence TT is a pretorsion class, closed under normal subobjects.

(⇐=) Let P be a pretorsion class, closed under normal subobjects. In every category
R−Mod the class P generates a pretorsion functor (see e. g. [4]). By Theorem 3, if a class is
closed under quotient objects and direct sums (if they exist), then it generates a preradical
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functor of the category
⋃
R−Mod. But if a preradical functor of

⋃
R−Mod is a

pretorsion functor on every R−Mod, then it is a pretorsion functor of
⋃
R−Mod. �

Theorem 7. There is a bijective correspondence between the torsion functors of⋃
R−Mod and the torsion classes of objects of

⋃
R−Mod, closed under normal

subobjects.

Proof. (=⇒) See the proofs of Theorems 5 and 6.
(⇐=) Let P be a torsion class, closed under normal subobjects. We know that the

class P generates a radical functor T on the category
⋃
R−Mod (see the proof of the

theorem 5). Since P is closed under normal subobjects, it follows that P is closed under
subobjects in every category R−Mod. Thus, on every R−Mod it generates a torsion
functor. And we know that if a radical functor of

⋃
R−Mod is a torsion functor on

every R−Mod, then it is a torsion functor of
⋃
R−Mod. �
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ВЗАЄМНО ОДНОЗНАЧНI ВIДПОВIДНОСТI МIЖ КЛАСАМИ
ОБ’ЄКТIВ КАТЕГОРIЇ

⋃
R−Mod I РАДИКАЛЬНИМИ

ФУНКТОРАМИ

Наталiя БУРБАН

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: n.burban@mail.ru

Вивчено деякi властивостi прерадикальних i радикальних класiв у ка-
тегорiї всiх модулiв над рiзними кiльцями, а також є зв’язок мiж цими
класами та iдемпотентними прерадикальними, радикальними, преперiо-
дичними та перiодичними функторами.

Ключовi слова: категорiя, функтор, прерадикальний функтор, ради-
кальний функтор, преперiодичний функтор, перiодичний функтор, прера-
дикальний клас, радикальний клас.

ВЗАИМНО ОДНОЗНАЧНЫЕ СООТВЕТСТВИЯ
МЕЖДУ КЛАССАМИ ОБЬЕКТОВ КАТЕГОРИИ

⋃
R−Mod

И РАДИКАЛЬНЫМИ ФУНКТОРАМИ

Наталия БУРБАН

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: n.burban@mail.ru

Изучено некоторые свойства предрадикальных и радикальных классов
в категории всех модулей над разными кольцами, а также устанавливается
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У випадку одиничного круга K доведено теорему регулярностi L(3)-
слiду та теорему iснування розв’язку задачi з трьома крайовими умовами
для елiптичних рiвнянь четвертого порядку в просторi Соболєва H

θ(K),
з деяким показником регулярностi θ, який залежить вiд поведiнки комп-
лексних характеристик рiвняння, тобто вiд його коефiцiєнтiв.

Ключовi слова: елiптичнi диференцiальнi рiвняння четвертого порядку,
крайовi задачi, L−слiди, рекурентнi рiвняння, асимптотика коефiцiєнтiв
ряду Фур’є.

1. Вступ. Розглядатимемо питання iснування розв’язку задачi з трьома гра-
ничними умовами для елiптичних диференцiальних рiвнянь четвертого порядку зi
сталими комплексними коефiцiєнтами в просторi Соболєва Hθ(K) з деяким показ-
ником регулярностi θ, який залежить вiд поведiнки комплексних характеристик рiв-
няння.

Основний апарат дослiджень – метод формули Грiна, метод L-слiдiв, тобто
слiдiв, асоцiйованих з лiнiйною безтипною диференцiальною операцiєю L зi сталими
комплексними коефiцiєнтами та розроблений автором метод дослiдження рекурент-
них рiвнянь зi змiнними (якi залежать вiд n) коефiцiєнтами.

Умови iснування розв’язку деяких граничних задач, якi формулюються в термi-
нах L-слiдiв, виникали ще пiд час дослiдження задачi Неймана для рiвняння Лап-
ласа ∆u = f(x), u′ν |∂Ω = ψ(x) :

∫

∂Ω ψ(x) dsx =
∫

Ω f(x)dx. Враховуючи, що для
оператора L = ∆ цi слiди набули вигляду L(0)u = −u|∂Ω, L(1)u = u′ν |∂Ω, останню

умову можна переписати в термiнах L-слiдiв:
∫

∂Ω L(1)u dsx =
∫

Ω f(x)dx. Поширен-
ню цього результату на випадок деяких крайових задач для загального безтипного
диференцiального оператора четвертого порядку присвячена праця [7].
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В [5] було розроблено метод формули Грiна для загальної безтипної лiнiйної
диференцiальної операцiї L зi сталими комплексними коефiцiєнтами

L(Dx) =
∑

|α|6m

aαD
α,

а також введено означення асоцiйованих з цiєю операцiєю слiдiв (L−слiдiв). Це по-
няття виникло в зв’язку з вивченням граничних властивостей розв’язкiв з простору
L2(Ω) диференцiальних рiвнянь з максимальним оператором Lu = f(x) ∈ L2(Ω).

Як показано в [5], в загальному випадку звичайнi слiди u|∂Ω, u′ν|∂Ω, ..., u
(m−1)
ν |∂Ω

розв’язкiв цього рiвняння з простору L2(K) не iснують навiть у сенсi узагальнених

функцiй. У випадку L = ∂2

∂x∂y в одиничному крузi K функцiя

u(x, y) =
1

(1 − x2)5/8
∈ L2(K)

є розв’язком рiвняння Lu = 0, але < u|∂K , 1 >= ∞, позаяк

lim
|r|→1−0

∫

x2+y2=r2
u(x, y)ds = ∞.

Однак у кожного L2−розв’язку рiвняння Lu = 0 iснують L-слiди.
Проблемам регулярностi розв’язку крайових задач для рiвнянь другого поряд-

ку присвячена, зокрема, праця [6]. Iснування розв’язку задачi Дiрiхле в просторi
C4(K)∩C1,α(∂K) для деяких частинних випадкiв (з обмеженням на значення коре-
нiв характеристичного рiвняння) елiптичних рiвнянь четвертого порядку (правиль-
но та неправильно елiптичних) довiв А.О. Бабаян [1], [2].

Отож, питання iснування та регулярностi розв’язку крайових задач для елiп-
тичних рiвнянь четвертого порядку з довiльними сталими комплексними коефiцiєн-
тами не вивчали. Цiй проблемi присвячена наша стаття: доведено теорему iснування
розв’язку деякої крайової задачi в просторi Соболєва Hθ(K).

В [7] було доведено необхiднi, а у випадку елiптичностi оператора, i достатнi
умови iснування розв’язкiв декiлькох граничних задач у довiльнiй областi Ω ⊂ R2:
граничної задачi типу Кошi, задачi з трьома граничними умовами та задачi Дiрiхле
для лiнiйних неоднорiдних диференцiальних рiвнянь четвертого порядку зi сталими
комплексними коефiцiєнтами. Ми використовуємо результат цiєї працi у випадку
одиничного круга K для доведення теореми регулярностi L(3)−слiду та теореми
iснування розв’язку задачi з трьома крайовими умовами для елiптичних рiвнянь
четвертого порядку в просторi Соболєва Hθ(K), з деяким показником регулярностi
θ, який залежить вiд поведiнки комплексних характеристик рiвняння, тобто вiд
його коефiцiєнтiв. Наведено приклад, який iлюструє, що розробленi автором методи
допомагають дослiджувати також iншi крайовi задачi, зокрема, задачу Дiрiхле для
елiптичних рiвнянь другого порядку, результати для якої отримали в [6] iншими
методами.

2. Iснування та регулярнiсть розв’язку задачi. В одиничному крузi K ⊂
R2 розглянемо елiптичне диференцiальне рiвняння четвертого порядку зi сталими
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комплексними коефiцiєнтами

L(∂x)u = a0
∂4u

∂x41
+ a1

∂4u

∂x31∂x2
+ a2

∂4u

∂x21∂x
2
2

+ a3
∂4u

∂x1∂x
3
2

+ a4
∂4u

∂x42
= 0. (1)

Для рiвняння (1) розглянемо задачу з трьома крайовими умовами

u|∂K = ϕ(x), u′ν |∂K = ψ(x), u′′νν |∂K = σ(x). (2)

Вважатимемо ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂K), ψ(x) ∈ Hm−3/2(∂K), σ(x) ∈ Hm−5/2(∂K), m > 4,
ν – вектор зовнiшньої нормалi, |ν| = 1, ∂x = ( ∂

∂x1

, ∂
∂x2

), ai ∈ C, i = 0, 1, ..., 4.

Розв’язком задачi (1), (2) з класу Hm(K), m > 4, називатимемо функцiю u ∈
Hm(K), m > 4, яка задовольняє рiвняння (1) та умови на межi (2).

Зауважимо, що символ оператора L(Dx) допускає зображення

L(ξ) = a0ξ
4
1 + a1ξ

3
1ξ2 + a2ξ

2
1ξ

2
2 + a3ξ1ξ

3
2 + a4ξ

4
2 =< ξ, a1 >< ξ, a2 >< ξ, a3 >< ξ, a4 >,

отже, рiвняння (1) можна переписати у виглядi

< ∇, a1 >< ∇, a2 >< ∇, a3 >< ∇, a4 > u = 0, (1∗)

де aj ∈ C
2, j = 1, . . . , 4−комплекснi вектори, якi визначають коефiцiєнтами рiв-

няння (1), < a, b >= a1b̄1 + a2b̄2− скалярний добуток. Розглядатимемо далi також

вектори ãj = (−āj2, ā
j
1), j = 1, . . . , 4.

2.1. Методи дослiдження. Основним апаратом дослiджень є метод асоцiйова-
них з оператором L слiдiв (L- слiдiв).

В обмеженiй областi Ω ∈ Rn розглянемо лiнiйну диференцiальну операцiю L та
формально спряжену до неї L+

L(Dx) =
∑

|α|6m

aαD
α, L+(Dx) =

∑

|α|6m

Dα(āα·), (3)

де aα ∈ C, α = (α1, ..., αn), |α| = α1 + ...+ αn, D
α = (−i)|α| ∂|α|

∂x
α1

1
∂x

α2

2
...∂xαn

n
.

Означення 1. Нехай L00− оператор, породжений операцiєю L(Dx) на C∞
0 (Ω). Мi-

нiмальним оператором L0 називається розширення оператора L00 на множину
D(L0) := C∞

0 (Ω). (Замикання вiдбувається за нормою графiка: ||u||2L = ||u||2L2(Ω) +

||Lu||2L2(Ω)).

Означення 2. Максимальним оператором L називається звуження L(Dx)|D′(Ω)

на множину D(L) := {u ∈ L2(Ω) : Lu ∈ L2(Ω)}.

Визначимо розширення L̃ мiнiмального оператора, що мiститься в максималь-
ному L0 ⊂ L̃ ⊂ L.

Означення 3. Оператором L̃ будемо називати розширення оператора L0 на мно-

жину D(L̃) := C∞(Ω). (За нормою графiка).

Означення 4. Максимальний оператор L називається правильним, якщо D(L) =

= D(L̃).
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Означення 5. Нехай для деякої функцiї u ∈ D(L̃) iснують лiнiйнi неперервнi функ-
цiонали L(p)u над простором Hm−p−1/2(∂Ω), p = 0, 1, ...,m−1, такi, що виконуєть-
ся рiвнiсть

(Lu, v)− (u, L+v) =

m−1
∑

j=0

(L(m−1−j)u, γjv), (4)

де γj = pjγ, γ : u ∈ Hm(Ω) → (u|∂Ω, ..., u
(m−1)
ν |∂Ω) ∈ H(m), pj : H(m) →

Hm−j−1/2(∂Ω). Функцiонал L(p)u називатимемо L(p)-слiдом функцiї u ∈ D(L̃).

Аналогiчно мoжна побудувати оператори L+
0 , L

+, L̃+, пов’язанi з формально
спряженою операцiєю L+(Dx).

В [7] отримали достатнi умови iснування розв’язку задачi з трьома граничними
умовами (1), (2) у випадку довiльної обмеженої областi Ω ⊂ R2 з гладкою межею
∂Ω.

Теорема 1. [7] Нехай iснує функцiя P (x) ∈ Hm−7/2(∂Ω), яка однозначно ви-
значається за допомогою даних задачi (1), (2): функцiй ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂Ω),

ψ(x) ∈ Hm−3/2(∂Ω), σ(x) ∈ Hm−5/2(∂Ω), i четвiрка (P, R, S, T ) ∈ Hm− 7

2 (∂Ω)×

×Hm− 5

2 (∂Ω)×Hm− 3

2 (∂Ω)×Hm− 1

2 (∂Ω), m > 4, задовольняє такi умови:

∫

∂Ω

{P (x) ·Q(−ãj · x) +R(x) · (−ãj · x)Q′(−ãj · x)+

+ S(x) · (−ãj · x)2Q′′(−ãj · x) + T (x) · (−ãj · x)3Q′′′(−ãj · x)}dsx = 0, (5)

для довiльного полiнома Q ∈ C[z].
Тодi в просторi Соболєва Hm(Ω), m > 4, iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2),

граничнi данi якого пов’язанi з функцiями R,S, T за допомогою спiввiдношень

T (x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂Ω),

S(x) = L(1)u = L(ν)ψ(x) + α1ϕ
′
s(x) + α2ϕ(x) ∈ Hm−3/2(∂Ω),

R(x) = L(2)u = −L(ν)σ(x) + β1ψ
′
s(x) + β2ψ(x) + β3ϕ

′′
ss(x) + β4ϕ

′
s(x)+

+ β5ϕ(x) ∈ Hm−5/2(∂Ω),

P (x) = L(3)u = L(ν)u′′′ν |∂Ω + δ1ϕ
′′′
sss(x) + δ2σ(x) + δ3ψ

′′
ss(x) + δ4ψ

′
s(x) + δ5ψ(x)+

+ δ6ϕ
′′
ss(x) + δ7ϕ

′
s(x) + δ8ϕ(x) ∈ Hm−7/2(∂Ω). (6)

Тут s – натуральний параметр ∂Ω, αi, i = 1, 2, βj , j = 1, . . . , 5, δk, k = 1, ..., 8 –
функцiї, гладкi за змiнною x та якi залежать вiд коефiцiєнтiв рiвняння (1).

Використаємо результат теореми 1 для доведення iснування розв’язку задачi
(1), (2) у випадку одиничного круга K. Для цього достатньо довести, що зi спiввiд-
ношення (5) можна однозначно знайти невiдому функцiю P (x) через вiдомi функцiї
R, S, T , якi визначаються даними задачi за допомогою (6).
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2.2. Розв’язання спiввiдношень (5). Як полiном Q(−ãj · x) пiдставимо в (5)
функцiю Q(z) =

∫ z

0
dy

∫ y

0
dx

∫ x

0
Tn dt або

Q(z) = 1
8(n+1)(n+2)(n+3)Tn+3(z)−

1
8(n−1)(n−2)(n−3)Tn−3(z)−

− 3
8(n+1)(n−1)(n+2)Tn+1(z) +

3
8(n+1)(n−1)(n−2)Tn−1(z), n = 4, . . .

де Tn(t) – полiноми Чебишова першого роду n-го порядку [3] та розвинення функ-
цiй P (x), R(x), S(x), T (x) в ряд за тригонометричною системою {cosn(τ + ϕj),
sinn(τ + ϕj)}

∞
n=0 :

P (τ) =
∞
∑

n=0
{jP

T
n cosn(τ + ϕj) +j P

U
n sinn(τ + ϕj)},

R(τ) =
∞
∑

n=0
{jR

T
n cosn(τ + ϕj) +j R

U
n sinn(τ + ϕj)},

S(τ) =
∞
∑

n=0
{jS

T
n cosn(τ + ϕj) +j S

U
n sinn(τ + ϕj)},

T (τ) =
∞
∑

n=0
{jT

T
n cosn(τ + ϕj) +j T

U
n sinn(τ + ϕj)}.

(7)

Тут ϕj – деякий кут нахилу характеристики (розв’язок рiвняння − tgϕj = λj , λj
– коренi характеристичного рiвняння L(1, λ) = 0). Зауважимо, що ϕj ∈ C, для всiх
j = 1, 2, 3, 4, оскiльки ми розглядаємо випадок елiптичних диференцiальних рiвнянь
(1).

Зауваження 1. Зауважимо, що коефiцiєнти iX
T
n , iX

U
n розвинення деякої функцiї

X(τ) в ряд за тригонометричною системою {cosn(τ + ϕi), sinn(τ +ϕi)}
∞
n=0 пов’яза-

нi з коефiцiєнтами jX
T
n , jX

U
n розвинення в ряд за тригонометричною системою

{cosn(τ + ϕj), sinn(τ + ϕj)}
∞
n=0, i 6= j, i, j = 1, 2, 3, 4, за допомогою таких спiввiдно-

шень:
jX

T
n =i X

T
n cosn(ϕi − ϕj) +i X

U
n sinn(ϕi − ϕj),

jX
U
n = −iX

T
n sinn(ϕi − ϕj) +i X

U
n cosn(ϕi − ϕj).

Отже, отримуємо систему неоднорiдних рекурентних рiвнянь зi змiнними кое-
фiцiєнтами стосовно невiдомої послiдовностi {jP

T
n }∞n=7

1
(n+3)(n+2)(n+1) j

PT
n+3 −

3
(n+2)(n2−1) j

PT
n+1 +

3
(n−2)(n2−1) j

PT
n−1−

− 1
(n−1)(n−2)(n−3) j

PT
n−3 =

= −1
(n+2)(n+1) j

RT
n+3 +

(n+5)
(n2−1)(n+2) j

RT
n+1 +

(n−5)
(n2−1)(n−2) j

RT
n−1−

− 1
(n−1)(n−2) j

RT
n−3 −

1
n+1 j

ST
n+3−

− n−3
n2−1 j

ST
n+1 +

n+3
n2−1 j

ST
n−1 +

1
n−1 j

ST
n−3 −j T

T
n+3 − 3jT

T
n+1 − 3jT

T
n−1 −j T

T
n−3,

(8)

j = 1, 2, 3, 4, n > 4. З цiєї системи можна визначити коефiцiєнти jP
T
7 , jP

T
8 , .... роз-

винення невiдомої функцiї P (x) через вiдповiднi коефiцiєнти розвинення вiдомих
функцiй R(x), S(x), T (x). Знаходження молодших коефiцiєнтiв jP

T
0 , jP

T
1 , ..., _jPT

6

вiдбувається так. Спочатку пiдставляємо в (5) Q(−ãj · x) = const 6= 0, звiдки
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1P
T
0 =2 P

T
0 =3 P

T
0 =4 P

T
0 ≡ 0. Потiм приймаємо Q(−ãj ·x) = (−ãj ·x), що призводить

до jP
T
1 =j R

T
1 , j = 1, 2, 3, 4. Якщо прийняти Q(−ãj · x) = (−ãj · x)2, то отримаємо

jP
T
2 = −R0 − S0 − 2jR

T
2 − 2jS

T
2 , j = 1, 2, 3, 4. Для знаходження jP

T
3 приймаємо

Q(−ãj · x) = (−ãj · x)3: jPT
3 = −6jR

T
1 − 18jS

T
1 − 18jT

T
1 − 3jR

T
3 − 6jS

T
3 − 6jT

T
3 . Якщо

Q(−ãj · x) = (−ãj · x)4, то

jP
T
4 = −4jR

T
4 −12jS

T
4 −24jT

T
4 −jR

T
2 −10jS

T
2 −24jT

T
2 −2R0−8S0−18T0, j = 1, 2, 3, 4.

Нарештi, для визначення jP
T
5 i jP

T
6 пiдставляємо в (5) Q(−ãj · x) = (−ãj · x)5 та

Q(−ãj · x) = (−ãj · x)6, вiдповiдно.
2.3. Дослiдження асимптотики послiдовностi jP

T
n , n = 0, 1, .... Для визначен-

ня регулярностi функцiї P (x), поданої за допомогою ряду в (7), нам знадобиться
дослiдити асимптотику послiдовностi коефiцiєнтiв цього ряду.

Означення 6. Будемо казати, що деяка послiдовнiсть Xn ∈ hθ, якщо

∞
∑

n=0

|Xn|
2(1 + n2)θ <∞.

Також казатимемо, що деяка послiдовнiсть Xn ∈ hθρ, якщо

∞
∑

n=0

ρ2n|Xn|
2(1 + n2)θ <∞.

Значення ρ = ρ(n) = ρn називатимемо вагою.

Правильне таке твердження.

Твердження 1. [4] Нехай функцiя X(τ) визначена на межi ∂K одиничного круга
K i

X(τ) =

∞
∑

n=0

{XT
n cosnτ +XU

n sinnτ}, τ ∈ [0, 2π].

Функцiя X(τ) належатиме простору Hθ(∂K) тодi i лише тодi, коли XT
n , X

U
n ∈ hθ,

тобто
∞
∑

n=0

(|XT
n |

2 + |XU
n |2)(1 + n2)θ <∞.

Функцiя X(τ) належатиме ваговому простору Hθ
ρ (∂K) тодi i лише тодi, коли

XT
n , X

U
n ∈ hθρ, тобто

∞
∑

n=0

ρ2n(|X
T
n |

2 + |XU
n |2)(1 + n2)θ <∞.

Нехай ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K), ψ(x) ∈ H

m−3/2
ρ (∂K), σ(x) ∈ H

m−1/2
ρ (∂K), тодi

(див. формулу (6)) R(x) ∈ H
m−5/2
ρ (∂K), S(x) ∈ H

m−3/2
ρ (∂K), T (x) ∈ H

m−1/2
ρ (∂K),

ρ = ρn = en Imϕj , j = 1, ..., 4, n = 1, ..., отже, RT
n , R

U
n ∈ h

m−5/2
ρ , ST

n , S
U
n ∈ h

m−3/2
ρ ,
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T T
n , T

U
n ∈ h

m−1/2
ρ з вагою ρ = ρn = en Imϕj , j = 1, ..., 4, n = 1, ..., тобто

∞
∑

n=0
ρ2n(|R

T
n |

2 + |RU
n |

2)(1 + n2)m−5/2 <∞,

∞
∑

n=0
ρ2n(|S

T
n |

2 + |SU
n |2)(1 + n2)m−3/2 <∞,

∞
∑

n=0
ρ2n(|T

T
n |2 + |TU

n |2)(1 + n2)m−1/2 <∞,

(9)

де

R(τ) =
∞
∑

n=0
{RT

n cosnτ + RU
n sinnτ},

S(τ) =
∞
∑

n=0
{ST

n cosnτ + SU
n sinnτ},

T (τ) =
∞
∑

n=0
{T T

n cosnτ + TU
n sinnτ},

P (τ) =
∞
∑

n=0
{PT

n cosnτ + PU
n sinnτ}.

(10)

Лема 1. Нехай

X(τ) =

∞
∑

n=0

{jX
T
n cosn(τ + ϕj) +j X

U
n sinn(τ + ϕj)}.

Тодi така оцiнка правильна:

1
C2

∞
∑

n=0
ρ−2
n (|XT

n |
2 + |XU

n |2)(1 + n2)θ 6
∞
∑

n=0
(|jX

T
n |

2 + |jX
U
n |2)(1 + n2)θ 6

6 C1

∞
∑

n=0
ρ2n(|X

T
n |

2 + |XU
n |2)(1 + n2)θ,

ρn = en Imϕj .

Згiдно з зауваженням 1

jX
T
n = XT

n cosnϕj −XU
n sinnϕj , jX

U
n = XT

n sinnϕj +XU
n cosnϕj , j = 1, 2, 3, 4.

Доведення. Для доведення леми користуємося спiввiдношеннями

jX
T
n = XT

n cosnϕj −XU
n sinnϕj , jX

U
n = XT

n sinnϕj +XU
n cosnϕj , j = 1, 2, 3, 4,

для отримання оцiнки

|jX
T
n |

2 + |jX
U
n |2 6 C1

(

|XT
n |

2 + |XU
n |2

)

ρ2n, ρn = en Imϕj .

Аналогiчно з рiвностей

XT
n =j X

T
n cosnϕj +j X

U
n sinnϕj , X

U
n = −jX

T
n sinnϕj +j X

U
n cosnϕj , j = 1, 2, 3, 4,

отримуємо

|XT
n |

2 + |XU
n |2 6 C2

(

|jX
T
n |

2 + |jX
U
n |2

)

ρ2n, ρn = en Imϕj .

�



ТЕОРЕМИ IСНУВАННЯ ТА РЕГУЛЯРНОСТI РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77 71

Отже, враховуючи формулу (9), за допомогою цiєї леми визначаємо асимпто-
тику послiдовностей – правої частини системи (8): jR

T
n ∈ hm−5/2, jS

T
n ∈ hm−3/2,

jT
T
n ∈ hm−1/2. Визначимо показник θ регулярностi розв’язку jP

T
n ∈ hθ цiєї системи.

Розглянемо новi послiдовностi

jS̃
T
n = 1

n jS
T
n , jS̃

U
n = 1

n jS
U
n ∈ hm−1/2,

jR̃
T
n = 1

n2 jR
T
n , jR̃

U
n = 1

n2 jR
U
n ∈ hm−1/2,

jP̃
T
n = 1

n3 jP
T
n , jP̃

U
n = 1

n3 jP
U
n , j = 1, . . . , 4.

(11)

Тодi система (8) набуде вигляду

(n+3)2

(n+2)(n+1) jP̃
T
n+3 −

3(n+1)2

(n+2)(n−1) jP̃
T
n+1 +

3(n−1)2

(n+1)(n−2) jP̃
T
n−1−

− (n−3)2

(n−2)(n−1) jP̃
T
n−3 = − (n+3)2

(n+2)(n+1) jR̃
T
n+3 +

(n+5)(n+1)
(n+2)(n−1) jR̃

T
n+1−

− (n−5)(n−1)
(n+1)(n−2) jR̃

T
n−1 −

(n−3)2

(n−2)(n−1) jR̃
T
n−3−

−n+3
n+1 jS̃

T
n+3 −

n−3
n−1 jS̃

T
n+1 +

n+3
n+1 jS̃

T
n−1 +

n−3
n−1 jS̃

T
n−3−

−jT
T
n+3 − 3 jT

T
n+1 − 3 jT

T
n−1 − jT

T
n−3,

(8∗)

n > 4, j = 1, . . . , 4. Завдяки (11) права частина цiєї системи

fn = (n+3)2

(n+2)(n+1) jR̃
T
n+3 +

(n+5)(n+1)
(n+2)(n−1) jR̃

T
n+1 −

(n−5)(n−1)
(n+1)(n−2)

jR̃
T
n−1 −

(n−3)2

(n−2)(n−1) jR̃
T
n−3−

−n+3
n+1 jS̃

T
n+3 −

n−3
n−1 jS̃

T
n+1 +

n+3
n+1 jS̃

T
n−1 +

n−3
n−1 jS̃

T
n−3−

−jT
T
n+3 − 3 jT

T
n+1 − 3 jT

T
n−1 − jT

T
n−3 ∈ hm−1/2.

(12)

Дослiджувати систему (8*) будемо за допомогою такого твердження.

Лема 2 (про граничний перехiд). [9]. Нехай маємо рекурентне рiвняння зi змiн-
ними (якi залежать вiд n) коефiцiєнтами

un+3 + αnun+1 + βnun−1 + γnun−3 = δngn, (13)

де αn → α, βn → β, γn → γ, δn → δ, n→ ∞. Поряд з рiвнянням (13) розглянемо

un+3 + αun+1 + βun−1 + γun−3 = δgn. (14)

Якщо розв’язок рiвняння (14) належить простору hθ, то i розв’язок рiвняння (13)
належатиме простору hθ.

Вперше цю лему (з повним доведенням) опублiкували в [9].
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Зрозумiло, що кожне рекурентне рiвняння системи (8*) задовольняє умови леми
2, отже, розглянемо вiдповiдну до (8*) систему граничних рекурентних рiвнянь

jP̃
T
n+3 − 3 jP̃

T
n+1 + 3 jP̃

T
n−1 −j P̃

T
n−3 =

− jR̃
T
n+3 + jR̃

T
n+1 + jR̃

T
n−1 − jR̃

T
n−3−

− jS̃
T
n+3 − jS̃

T
n+1 + jS̃

T
n−1 + jS̃

T
n−3−

−jT̃
T
n+3 − 3 j T̃

T
n+1 − 3 j T̃

T
n−1 − j T̃

T
n−3

(15)

або

jP̃
T
n+3 − 3 jP̃

T
n+1 + 3 jP̃

T
n−1 −j P̃

T
n−3 = fn ∈ hm−1/2,

i дослiдимо регулярнiсть розв’язку системи (15). Домножимо (15) на cosnτ i пiдсу-
муємо за n = 0, 1, . . .

sin2 τ
∞
∑

n=0
jP̃

T
n sinnτ sin τ = − sin2 τ cos τR̃T+

+sin τ cos2 τ
∞
∑

n=0
jS̃

T
n sinnτ + cos3 τT T ,

(16)

де R̃T =
∞
∑

n=0
jR̃

T
n cosnτ , T T =

∞
∑

n=0
jT

T
n cosnτ . З твердження 1 та формул (11)

отримаємо, T T , R̃T ∈ Hm−1/2(∂K), m > 4.

Твердження 2. [8] Для гладкої функцiї ϕ(x(τ)) ∈ Hm−1/2(∂K) парна частина
T T (τ) функцiї T (τ) = −L(ν)ϕ(x(τ)) в точцi τ = 0 має нуль другого порядку.

Позначимо через F̃T (τ) результат дiлення правої частини (16) на sin2 τ . Тодi

F̃T (τ) ∈ Hm− 1

2 (∂K), отже,

jP̃
T
n+1 − jP̃

T
n−1 = jF̃

T
n , (17)

де jF̃
T
n ∈ hm− 1

2 – коефiцiєнти розвинення функцiї F̃T (τ) за системою {cosnτ}∞n=0.
Домножимо тепер (17) на sinnτ i пiдсумуємо за n = 1, . . ..

∞
∑

n=0

jP̃
T
n cosnτ = −

1

2 sin τ

∞
∑

n=0

jF̃
T
n sinnτ.

Тобто P̃T (τ) =
∞
∑

n=0
jP̃

T
n cosnτ ∈ Hm− 1

2 (∂K) або jP̃
T
n ∈ hm− 1

2 . Позаяк

jP̃
T
n = 1

n3 jP
T
n , то jP

T
n ∈ hm− 7

2 , j = 1, 2, 3, 4.

2.4. Асимптотика послiдовностi jP
U
n , n = 0, 1, .... Визначимо тепер асимпто-

тику послiдовностi jP
U
n . Враховуючи зауваження 1,

jP
T
n =i P

T
n cosn(ϕj − ϕi)−i P

U
n sinn(ϕj − ϕi), i 6= j, i, j = 1, 2, 3, 4.

Отже, iP
U
n sinn(ϕj − ϕi) ∈ hm− 7

2 , i за умови

| sinn(ϕi − ϕj)| > Cij
1

nℓ
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iP
U
n ∈ hm−ℓ− 7

2 для деякого ℓ > 0. Отож, з леми 1, (див. також (10)),

PT
n ∈ h

m− 7

2

ρ , PU
n ∈ h

m−ℓ− 7

2

ρ , i, враховуючи твердження 1, P (x) ∈ H
m−ℓ− 7

2

ρ (∂K),
для деякого ℓ > 0.

2.5. Теорема регулярностi L(3)−слiду розв’язку задачi (1), (2). З результатiв
попереднiх пiдроздiлiв таке твердження правильне.

Теорема 2. Розглянемо крайову задачу (2) в одиничному крузi K для елiптичного
рiвняння (1), кути нахилу ϕj , j = 1, 2, 3, 4, характеристик якого задовольняють
умову

| sinn(ϕi − ϕj)| > Cij
1

nℓ
,

для деяких ℓ > 0 та Cij > 0, i 6= j, i, j = 1, ..., 4. Вважатимемо, що цi зада-

чi ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K), ψ(x) ∈ H

m−3/2
ρ (∂K), σ(x) ∈ H

m−5/2
ρ (∂K), m > 4, з вагою

ρ = ρn = e−n Imϕj , j = 1, 2, 3, 4, n = 1, .... Тодi iснує функцiя P (x) := L(3)u−слiд

розв’язку задачi (1),(2), яка належить простору H
m−ℓ−7/2
ρ (∂K), m > 4 та задо-

вольняє умову
∫

∂K

{P (x) ·Q(−ãj · x) +R(x) · (−ãj · x)Q′(−ãj · x)+

+ S(x) · (−ãj · x)2Q′′(−ãj · x) + T (x) · (−ãj · x)3Q′′′(−ãj · x)}dsx = 0, (18)

для довiльного полiнома Q ∈ C[z]. Функцiї R,S, T− це L−слiди розв’язку задачi (1),
(2), якi визначаються граничними даними ϕ(x), ψ(x), σ(x) за допомогою спiввiдно-
шень

T (x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x),

S(x) = L(1)u = L(ν)ψ(x) + α1ϕ
′
s(x) + α2ϕ(x),

R(x) = L(2)u = −L(ν)σ(x) + β1ψ
′
s(x) + β2ψ(x) + β3ϕ

′′
ss(x) + β4ϕ

′
s(x)+

+β5ϕ(x),

P (x) = L(3)u = L(ν)u′′′ν |∂Ω + δ1ϕ
′′′
sss(x) + δ2σ(x) + δ3ψ

′′
ss(x) + δ4ψ

′
s(x)+

+δ5ψ(x) + δ6ϕ
′′
ss(x) + δ7ϕ

′
s(x) + δ8ϕ(x),

(19)

з натуральним параметром s та гладкими за змiнною x функцiями αi, i = 1, 2,
βj, j = 1, . . . , 5, δk, k = 1, ..., 8, якi залежать вiд коефiцiєнтiв рiвняння (1).

Зауваження 2. У випадку, коли всi характеристики рiвняння дiйснi, ϕj ∈ R
1,

∀j = 1, 2, 3, 4, вага ρ = 1 i всi простори з вагою Hθ
ρ (∂K) перетворюються в зви-

чайнi простори Соболєва Hθ(∂K) функцiй, заданих на межi ∂K одиничного круга
K.

2.6. Теорема iснування розв’язку задачi. Результат теореми 2 можна застосу-
вати для розв’язностi крайової задачi (1), (2) для елiптичних рiвнянь четвертого
порядку. Отже, враховуючи теореми 1 та 2, отримуємо теорему.

Теорема 3. Нехай данi задачi з умови (2) такi, що

ϕ(x) ∈ Hm−1/2
ρ (∂K), ψ(x) ∈ Hm−3/2

ρ (∂K), σ(x) ∈ Hm−5/2
ρ (∂K), m > 4,
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з вагою ρ = ρn = e−n Imϕj , j = 1, 2, 3, 4, n = 1, 2...., а кути ϕj нахилу характеристик
рiвняння (1) задовольняють умову

| sinn(ϕi − ϕj)| > Cij
1

nℓ
,

для деяких ℓ > 0 та Cij > 0, i 6= j, i, j = 1, ..., 4. Тодi в просторi Соболє-

ва Hm−ℓ−7/2(K), m > 4, iснує розв’язок u(x) задачi (1), (2) такий, що

u′′′ν |∂K ∈ H
m−ℓ−7/2
ρ (∂K), m > 4.

Приклад 1. Розробленi в попереднiх пiдроздiлах методи проiлюструємо на прикла-
дi знаходження L−слiдiв розв’язку задачi Дiрiхле в крузi для елiптичних рiвнянь
другого порядку з подальшим дослiдженням їхньої регулярностi.

В одиничному крузi K розглянемо задачу Дiрiхле для елiптичних рiвнянь дру-
гого порядку зi сталими комплексними коефiцiєнтами

L(∂x)u = a0
∂2u

∂x21
+ a1

∂2u

∂x1∂x2
+ a2

∂2u

∂x22
= 0, (20)

u|∂K = ϕ(x). (21)

В [5] було доведено такий результат.

Твердження 3. [5] Нехай iснує функцiя P (x) ∈ Hm−3/2(∂K), яка однозначно
визначається за допомогою функцiї ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂K), i задовольняє такi умови:

∫

∂K

{P (x) ·Q(−ãj · x) +R(x) · (−ãj · x)Q′(−ãj · x)}dsx = 0, (22)

для довiльного полiнома Q ∈ C[z].
Тодi в просторi Соболєва Hm(K), m > 2, iснує єдиний розв’язок задачi Дiрiхле

(20), (21), граничнi данi якого пов’язанi з функцiєю R(x) := L(0)u(x) за допомогою
спiввiдношень

R(x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x) ∈ Hm−1/2(∂K),

P (x) = L(1)u = L(ν)u′ν |∂K + [(ν21 − ν22 ) sin(ϕ1 + ϕ2) + 2ν1ν2 cos(ϕ1 + ϕ2)]ϕ
′
s+

+ [(ν21 − ν22) cos(ϕ1 + ϕ2)− 2ν1ν2 sin(ϕ1 + ϕ2)]ϕ(x). (23)

Тут s – натуральний параметр.

Розв’яжемо спiввiдношення (22) стосовно невiдомої функцiї P (x). Вважатиме-

мо, що в (21) ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K), m > 2, отже, R(x) = L(0)u = −L(ν)ϕ(x) ∈

∈ H
m−1/2
ρ (∂K). Пiсля пiдстановки в (22) Q(z) = 1

2(n+1)Tn+1(z)−
1

2(n−1)Tn−1(z) та

P (τ) =
∞
∑

n=0
{jP

T
n cosn(τ + ϕj) +j P

U
n sinn(τ + ϕj)},

R(τ) =
∞
∑

n=0
{jR

T
n cosn(τ + ϕj) +j R

U
n sinn(τ + ϕj)},

отримаємо таку рекурентну систему:

1

2(n+ 1)
jP

T
n+1 −

1

2(n− 1)
jP

T
n−1 =j R

T
n . (24)
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Приймемо jP̃
T
n := 1

2n j
PT
n . Тодi (24) набуде вигляду

jP̃
T
n+1 −j P̃

T
n−1 =j R

T
n . (25)

Домножимо (25) на sinnτ i пiдсумуємо за n = 1, . . ..

sin τ

∞
∑

n=0

jP̃
T
n cosnτ = −

∞
∑

n=0

jR
T
n sinnτ.

Тобто P̃T (τ) =
∞
∑

n=0
jP̃

T
n cosnτ ∈ Hm− 1

2 (∂K) або jP̃
T
n ∈ hm− 1

2 . Позаяк

jP̃
T
n = 1

2n jP
T
n , то jP

T
n ∈ hm− 3

2 , j = 1, 2.

Визначимо тепер асимптотику послiдовностi jP
U
n . Враховуючи зауваження 1,

jP
T
n =i P

T
n cosn(ϕj − ϕi)−i P

U
n sinn(ϕj − ϕi), i 6= j, i, j = 1, 2.

Отже, iP
U
n sinn(ϕj − ϕi) ∈ hm− 3

2 , i за умови

| sinn(ϕ1 − ϕ2)| > C
1

nℓ
.

iP
U
n ∈ hm−ℓ− 3

2 для деякого ℓ > 0. Отож, з леми 1, PT
n ∈ h

m− 3

2

ρ , PU
n ∈ h

m−ℓ− 3

2

ρ , i,

враховуючи твердження 1, P (x) := L(1)u(x) ∈ H
m−ℓ− 3

2

ρ (∂K), для деякого ℓ > 0.
Отже, доведено iснування та дослiджено регулярнiсть L(1)− слiду розв’язку

задачi Дiрiхле (20), (21), який задовольняє умову (22).

Теорема 4. Нехай кути нахилу ϕj , j = 1, 2, характеристик рiвняння (20) задо-
вольняють умову

| sinn(ϕ1 − ϕ2)| > C
1

nℓ
,

для деяких ℓ > 0 та Cij > 0, i 6= j, i, j = 1, ..., 4. Вважатимемо, що

ϕ(x) ∈ H
m−1/2
ρ (∂K). Тодi iснує функцiя P (x) := L(1)u(x)−слiд розв’язку u(x) задачi

Дiрiхле (20),(21), яка належить простору H
m−ℓ−3/2
ρ (∂K), m > 2 та задовольняє

умову (22).

Зауваження 3. Враховуючи твердження 3, результат теореми 4 можна застосувати
для доведення iснування розв’язку задачi Дiрiхле (20), (21) в соболiвських просто-
рах.

3. Висновки. У випадку одиничного круга K доведено теорему регулярностi
L(3)−слiду та теорему iснування розв’язку задачi з трьома крайовими умовами для

елiптичних рiвнянь четвертого порядку в просторi Соболєва Hθ(K), з деяким по-
казником регулярностi θ, який залежить вiд поведiнки комплексних характеристик
рiвняння, тобто вiд його коефiцiєнтiв. Наведено приклад, який iлюструє, що розроб-
ленi методи допомагають дослiджувати також iншi крайовi задачi, зокрема, задачу
Дiрiхле для елiптичних рiвнянь другого порядку.
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In the present paper, for the case of unit disk K, it is proved the regularity
theorem of L(3)−trace and existence theorem for the solution of the problem

with three conditions on the boundary in Sobolev space H
θ(K), where θ

depends on behavior of complex characteristics or from coefficients of the
equation.

Key words: elliptic fourth order differential equations, boundary value
problems, L−traces, recurrence equations, asymptotic of Fourier coefficients.
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ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ И РЕГУЛЯРНОСТИ
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ С ТРЕМЯ ГРАНИЧНЫМИ

УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА В КРУГЕ

Катерина БУРЯЧЕНКО

Донецкий национальный университет,

ул. Университетская, 24, Донецк, 83001

e-mail: katarzyna_@ukr.net

В случае единичного круга K доказано теорему регулярности L(3)-сле-
да и теорему существования решения задачи с тремя граничными усло-
виями для эллиптических уравнений четвертого порядка в пространстве
Соболева H

θ(K), с некоторым показателем регулярности θ, который за-
висит от поведения комплексных характеристик уравнения, тоесть от его
коэффициентов.

Ключевые слова: эллиптические уравнения четвертого порядка,
краевые задачи, L−следы, рекуррентные уравнения, асимптотика коэф-
фициентов ряда Фурье.
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ХАРАКТЕРИСТИКИ ЗРОСТАННЯ δ-СУБГАРМОНIЙНИХ
У СИМЕТРИЧНИХ КУЛЬОВИХ ПРОШАРКАХ ФУНКЦIЙ

Оксана ГНАТЮК

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000,

e-mail: oksanka.gnatyuk@gmail.com

Введено характеристику Неванлiнни T0(r, u) для δ-субгармонiйних у
симетричних кульових прошарках BLR = {x : 1

R
< |x| < R} функцiй. До-

слiджено деякi її властивостi та доведено аналог першої основної теореми
Неванлiнни для δ-субгармонiйних функцiй в BLR. Крiм того, введено i
вивчено поняття порядку зростання δ-субгармонiйних в R

m\{0} функцiй.

Ключовi слова: δ-субгармонiйна функцiя, мiра Рicа, характеристика
Неванлiнни, порядок зростання.

1. Вступ. Наша мета – вивчити функцiї вигляду u := u1 − u2, де u1 i u2 –
субгармонiйнi функцiї в областi G ⊂ Rm; Rm – m-вимiрний евклiдовий простiр.
Функцiї такого вигляду називаються δ-субгармонiйними. Рiзниця зi значеннями в R

визначена поза пiдмножиною з G, на якiй функцiї u1 та u2 одночасно дорiвнюють
−∞. Вiдтак δ-субгармонiйнi функцiї утворюють лiнiйний простiр.

Теорiя δ-субгармонiйних функцiй тiсно пов’язана з теорiєю потенцiалу i комп-
лексним аналiзом. Дослiджували властивостi функцiй такого класу Арсов М.
(Arsove M.) [1], Брело М. (Brelot M.) [2], Привалов I. [3] та iн. Недавнi публiкацiї
([4] – [8] та iншi) свiдчать, що зацiкавлення вивченням δ-субгармонiйних функцiй у
рiзних галузях не зменшується.

У [9]-[10] ми вивчали субгармонiйнi функцiї в довiльних кульових прошарках
BL = {x : s < |x| < r}, s < 1 < r, i, зокрема, в симетричних стосовно одиничної
сфери кульових прошарках BLR = {x : 1

R < |x| < R}. Це сприяло вивченню δ-
субгармонiйних функцiй в BLR, що i стало об’єктом дослiдження цiєї статтi, яку
можна вважати доповненням до [9]-[10]. Зокрема, вводиться характеристика Не-
ванлiнни та дослiджуються її властивостi. Крiм того, доводиться аналог Першої
Основної Теореми Неванлiнни для δ-субгармонiйних функцiй в BLR. Вводиться i
вивчається поняття порядку зростання δ-субгармонiйних функцiй у проколеному
просторi Rm\{0}.

2. Характеристика Неванлiнни δ-субгармонiйних в BLR функцiй та

її властивостi. Нехай функцiя u(x) – δ-субгармонiйна в BLR, i µu – мiра Рiса

c© Гнатюк О., 2012
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(довiльного знака), визначена так:

µu =
1

(m− 2)σm
△u,

де σm – площа поверхнi одиничної сфери; m > 3, △ – оператор Лапласа в сенсi
узагальнених функцiй.

Нехай µu = µ+
u −µ−

u – розвинення Жордана мiри µu [3], де µ+
u та µ−

u – невiд’ємнi
борелевi мiри. Зображення u(x)=u1(x)−u2(x) називають канонiчним, якщо µu1

=µ+
u ,

µu2
= µ−

u . Таке зображення неоднозначне, функцiї u1 та u2 визначаються з точнiстю
до гармонiйного доданка.

Позначимо

n+
0 (t, u) = µ+

u = µ+

{

x :
1

t
< |x| 6 t

}

, 1 < t < R,

n−

0 (t, u) = µ−

u = µ−

{

x :
1

t
< |x| 6 t

}

, 1 < t < R,

n+
0 (1, u) = n+(1 + 0, u), n−

0 (1, u) = n−(1 + 0, u)

i

N+
0 (r, u) := (m− 2)

r
∫

1

n+
0 (t, u)

tm−1
dt−

m− 2

rm−2

1
∫

1

r

n+
0 (t, u)

tm−1
dt, 1 6 r < R,

N−

0 (r, u) := (m− 2)

r
∫

1

n−

0 (t, u)

tm−1
dt−

m− 2

rm−2

1
∫

1

r

n−

0 (t, u)

tm−1
dt, 1 6 r < R,

N0(r, u) := N+
0 (r, u)−N−

0 (r, u).

Теорема А (наслiдок 1 [10]). Нехай u(x)- субгармонiйна функцiя в BLr, r > 1,
u не дорiвнює −∞ тотожно i µ – мiра Рiса функцiї u. Тодi

N0(r, u) = N+
0 (r, u) =

1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u(x)dσ(x). (1)

Формула (1) є аналогом формули Йенсена для субгармонiйних функцiй у симет-
ричних кульових прошарках BLr. Зокрема, якщо функцiя h гармонiйна в BLr, то
µh = µ+

h = 0 i спiввiдношення (1) набуває вигляду

0 =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

h(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

h(x)dσ(x)−



80
Оксана ГНАТЮК

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

h(x)dσ(x).

Нехай u – δ – субгармонiйна функцiя в BLR, u = u1 − u2 – деяке її канонiчне
зображення. Застосовуючи теорему А до функцiй u1 та u2 i враховуючи останнє
спiввiдношення, одержимо

N+
0 (r, u) =

1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u1(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u1(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u1(x)dσ(x), 1 6 r < R, (2)

N−

0 (r, u) =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u2(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u2(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u2(x)dσ(x), 1 6 r < R. (3)

Вiднiмаючи почленно (2) i (3), отримаємо

N0(r, u) =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u(x)dσ(x), 1 6 r < R, (4)

незалежно вiд канонiчного зображення функцiї u. Спiввiдношення (4) – це аналог
формули Йенсена для δ-субгармонiйних в BLR функцiй.

Означення 1. Нехай u – δ-субгармонiйна в BLR функцiя, вiдмiнна вiд тотожних

−∞ чи +∞, m > 3. Характеристикою Неванлiнни функцiї u називається функцiя

T0(r, u) := N−

0 (r, u) +
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u+(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u+(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u+(x)dσ(x), 1 6 r < R, (5)

де u+ = max{u, 0}.

Зауважимо таке: коли функцiя u субгармонiйна в BLr, то N−

0 (r, u) = 0 i T0(r, u)
збiгається з введеною в [10] характеристикою Неванлiнни. Попри неоднозначнiсть
канонiчного зображення δ-субгармонiйної функцiї u одержимо таке твердження.
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Теорема 1. Якщо u = u1 − u2 – канонiчне зображення функцiї u, то

T0(r, u) :=
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

max(u1, u2)(x)dσ(x)+
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

max(u1, u2)(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

max(u1, u2)(x)dσ(x). (6)

Доведення. Застосовуючи Теорему А до функцiї u2, отримаємо

N−

0 (r, u) =
1

cmrm−1

∫

S(0,r)

u2(x)dσ(x) +
r2−m

cm
(

1
r

)m−1

∫

S(0, 1
r
)

u2(x)dσ(x)−

−(1 + r2−m)
1

cm

∫

S(0,1)

u2(x)dσ(x). (7)

Пiдставляючи (7) в (5) i враховуючи, що u++u2 = max(u1, u2), одержимо (6). �

Властивостi характеристики Неванлiнни T0(r, u), 1 6 r < R, подано в такiй
теоремi.

Теорема 2. Нехай u(x)- δ-субгармонiйна функцiя в BLR, вiдмiнна вiд тотожних

−∞ чи +∞. Тодi правильнi такi властивостi:

1) функцiя T0(r, u) є невiд’ємною, неспадною i опуклою стосовно r2−m на [1, R),
T0(1, u) = 0;

2) T0(r, u) = T0(r,−u), 1 6 r < R;

3) якщо функцiя v є δ – субгармонiйною в BLR, вiдмiнна вiд тотожних −∞
чи +∞, то

T0(r, αu + βv) 6 |α|T0(r, u) + |β|T0(r, v) +O(1), r → R,

де α, β ∈ R.

Зауважимо, що властивiсть 2 є аналогом Першої Основної Теореми для δ-суб-
гармонiйних функцiй в BLR;

Доведення. Оскiльки u⋆(x) = max(u1, u2)(x) є субгармонiйною функцiєю, то з Тео-
реми 1 i (1) випливає, що

T0(r, u) := N0(r, u
⋆).

Функцiя N0(r, u
⋆) є невiд’ємною та неспадною, що випливає з її означення. Крiм

того, її похiдна справа

dN0(r, u
∗)

dr2−m
= −(n1(r) − n1(

1

r
))− (m− 2)

1
∫

1/r

n1(t)− n1(
1
t )

tm−1
dt,

де n1(t) – функцiя розподiлу мiри Рiса функцiї u∗ не спадає, коли r2−m зростає,
тому вона опукла щодо r2−m. Отож, такою є i характеристика T0(r, u).

Рiвнiсть T0(1, u) = 0 є негайним наслiдком спiввiдношення (5). Властивiсть 1
доведена.
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Властивiсть 2 є безпосереднiм наслiдком Теореми 1.
Доведемо, що

T0(r, |α|u) = |α|T0(r, u). (8)

Справдi, якщо α > 0, то зi спiввiдношення (6) одержимо T0(r, αu) = αT0(r, u). Якщо
ж α < 0, то з властивостi 2 отримаємо (8).

Доведемо, що

T0(r, u+ v) 6 T0(r, u) + T0(r, v) +O(1). (9)

Оскiльки (u+v)+ 6 u++v+ i N−

0 (r, u+v) ≤ N−

0 (r, u)+N−

0 (r, v), то зi спiввiдношення
(5) отримаємо (9). З (8) та (9) одержимо властивiсть 3. �

3. Порядок зростання δ-субгармонiйних в R
m\{0} функцiй.

Означення 2. Нехай v(x) – δ-субгармонiйна в Rm\{0} функцiя, вiдмiнна вiд то-

тожних −∞ чи +∞. Порядком зростання функцiї v називається порядок зрос-

тання її Неванлiннової характеристики, тобто

ρ[v] := lim
r→∞

logT0(r, v)

log r
.

Теорема 3. Нехай v1, v2 – δ-субгармонiйнi функцiї в Rm\{0}, вiдмiннi вiд тотож-

них −∞ чи +∞. Тодi при α 6= 0 i β 6= 0 виконується

ρ[αv1 + βv2] 6 max(ρ[v1], ρ[v2]). (10)

Доведення. Приймемо v := v1 + v2. З властивостi 3 Теореми 2 одержимо

T0(r, v) 6 T0(r, v1)+T0(r, v2)+O(1) 6 (|α|+|β|)max(T0(r, v1), T0(r, v2))+O(1), r → R.

З означення порядку зростання отримуємо (10). �
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Nevanlinna characteristic T0(r, u) for δ-subharmonic in symmetric ball
layers BLR = {x : 1

R
< |x| < R} functions is introduced. Some properties

of T0(r, u) are investigated and a counterpart of the first fundamental theorem
for δ-subharmonic in BLR functions is proved. Furthermore, a growth order of
δ-subharmonic functions in R

m\{0} is defined and investigated.

Key words: δ-subharmonic function, Riesz measure, Nevanlinna characteri-
stics, growth order.

ХАРАКТЕРИСТИКИ РОСТА δ-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ В
СИММЕТРИЧЕСКИХ ШАРОВЫХ ПРОСЛОЙКАХ ФУНКЦИЙ

Оксана Гнатюк

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: oksanka.gnatyuk@gmail.com

Введена характеристика Неванлинны T0(r, u) для δ-субгармонических
в симметрических шаровых прослойках BLR = {x : 1

R
< |x| < R} функ-

ций. Исследованы некоторые её свойства и доказан аналог первой основной
теоремы для δ-субгармонических в BLR функций. Кроме того, введено и
изучено понятие порядка роста δ-субгармонических в R

m\{0} функций.

Ключевые слова: δ-субгармоническая функция, мера Рисса, характе-
ристика Неванлинны, порядок роста.
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АЛЬТЕРНАТИВА ПОНТРЯГIНА ДЛЯ ЛОКАЛЬНО
КОМПАКТНИХ МОНОЇДIВ ЗI СКОРОЧЕННЯМИ

Iгор ГУРАН, Марiя КIСIЛЬ

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: topology@franko.lviv.ua

Доведено, що локально компактний монотетичний моноїд зi скорочен-
нями i вiдкритими зсувами або компактний або дискретний.

Ключовi слова: монотетична пiвгрупа, локально компактна пiвгрупа,
вiдкритi зсуви.

1. Вступ. Пiд топологiчною пiвгрупою ми розумiтимемо гаусдорфовий топо-
логiчний простiр, на якому задана асоцiативна сукупно неперервна операцiя. Якщо
топологiчна пiвгрупа мiстить двосторонню одиницю, то вона називається топологiч-

ним моноїдом. Кажуть, що топологiчна пiвгрупа S монотетична, якщо вона мiстить
всюди щiльну циклiчну пiдпiвгрупу, тобто S = {an|n ∈ ω} для деякого a ∈ S, який
називається генератором пiвгрупи S. Вiдомо, що компактнi монотетичнi топологiч-
нi групи – це компактнi абелевi групи, групи характерiв яких є пiдгрупами кола
в дискретнiй топологiї. Для локально компактних монотетичних груп виконується
альтернатива Понтрягiна [1]: локально компактна монотетична група або дискретна
або компактна. Компактнi монотетичнi пiвгрупи описав Е. Хьюiт в [2]. Стосовно ло-
кально компактних монотетичних моноїдiв залишається вiдкритим питання Р. Коха
[3]: чи виконується альтернатива Понтрягiна для локально компактних монотетич-
них моноїдiв? Є. Зеленюк в [4] побудував приклад злiченної локально компактної
монотетичної пiвгрупи зi скороченням, яка не дискретна i не компактна. Легко ба-
чити, що монотетичний локально компактний злiченний моноїд – дискретний, тому
приєднати одиницю до пiвгрупи Зеленюка неможливо.

2. Надалi моноїд S задовольняє умову: для довiльних a, x, y ∈ S з того, що
ax = ay випливає x = y i з xa = ya випливає x = y. Такi моноїди називаються мо-

ноїдами зi скороченням. Вiдомо, що комутативна пiвгрупа зi скороченнями S може
бути вкладеною в групу дробiв пiвгрупи S [5]. Нехай S така пiвгрупа, то множи-
на S × S є знову такою пiвгрупою з покоординатним множенням, прийнятим як
пiвгрупова операцiя. В S × S означимо вiдношення R, прийнявши (a, b)R(c, d), де
(a, b) ∈ S × S i (c, d) ∈ S × S тодi i тiльки тодi, коли ad = bc. Легко перевiрити,

c© Гуран I., Кiсiль M., 2012
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що R є конгруенцiєю на S × S. Нехай G – множина класiв еквiвалентностi за вiдно-
шенням R. Тодi G є групою, яка називається групою дробiв, породженою S. Нехай
π : S × S → G – природне вiдображення, яке кожному елементу (a, b) ∈ S × S ста-
вить у вiдповiднiсть клас еквiвалентностi в G, що мiстить елемент (a, b). Очевидно,
що π є гомоморфiзмом пiвгрупи S × S в групу G. Для довiльного елемента b ∈ S

визначимо вiдображення P : S → G, P (x) = π(xb, b). Легко бачити, що P коректно
визначений гомоморфiзм S в G i не залежить вiд вибору елемента b. Вiдображення
P є вкладенням S в групу, породжену пiвгрупою S.

Якщо S – топологiчна пiвгрупа, то на S × S визначена топологiя декартового
добутку, стосовно якої S × S є топологiчною пiвгрупою. На групi G можна задати
фактор-топологiю за вiдображенням π: множина O є вiдкритою в G тодi i тiльки
тодi, коли π−1(O) є вiдкритою множиною в S × S.

Означення 1. Пiвгрупа S вкладена в G, якщо G є гаусдорфовою топологiчною

групою i P є гомеоморфiзмом на P (S) у топологiї iндукованiй з S.

Теорема 1. Якщо S – комутативна пiвгрупа зi скороченням i I – iдеал в S, то

група H, породжена пiвгрупою I i група G, породжена пiвгрупою S топологiчно

iзоморфнi.

Доведення. Розглянемо дiаграму

G←−π1
S × S−→

f
I × I−→π2

H ,

де π1 i π2 – природнi вiдображення i f(x, y) = (xt, yt), де t – фiксований елемент в
I. Нехай f∗ : G → H – вiдображення, означене так: f∗(g) = π2(f(π

−1

1 (g))). Легко
бачити, що f∗ є алгебричним iзоморфiзмом G на H .

Доведемо, що f∗ – неперервний iзоморфiзм. Нехай g ∈ G i нехай U – вiдкрита
множина в H , що мiстить f∗(g). Оскiльки π2 – неперервне вiдображення за означен-
ням, π−12 (U) – вiдкрита множина в I × I. Вiдображення f є неперервним, оскiльки

множення неперервне, тому f−1(π−12 (U)) є вiдкрита в S×S. Нехай (x, y) ∈ S×S така
точка, що для деякої точки (a, b) ∈ f−1(π−12 (U)), (x, y)R(a, b), тобто xb = ya, тому
xtbt = ytat i (x, y) ∈ f−1(π−1

2
(U)), для f(x, y)R(a, b). Тодi π−1

1
(π1f

−1(π−1
2

(U))) ⊂
⊂ f−1(π−12 (U)) – вiдкрита множина в S × S, f∗(π1(f

−1(π−12 (U)))) ⊂ U i
g ∈ π1(f

−1(π−12 (U))) – вiдкрита множина.
Для доведення неперервностi (f∗)−1 розглянемо g = (f∗)−1(h), де g ∈ G i h ∈ H .

Нехай V – вiдкрита множина, що мiстить g. Множина π−11 (V ) є вiдкритою в S × S.
Нехай W ={множина всiх точок в I × I, для яких iснує точка R-еквiвалентна в
f(π−11 (V ))}. Оскiльки W = (I × I) ∩ π−11 (V )), то W – вiдкрита множина в I × I.
Отож, вiдображення (f∗)−1 є неперервним: π−12 (π2(W )) = W , (f∗)−1(π2(W )) ⊂ V i
h ∈ (π2(W )). �

Приклад 1. Нехай S = (0, 1] – iнтервал числової прямої у звичайнiй топологiї. S
є пiвгрупою зi скороченням стосовно операцiї множення дiйсних чисел. Очевидно
G = R+ = {x ∈ R, x > 0} – топологiчна група породжена S. Для довiльного t ∈ (0, 1)
позначимо iдеал в S через It = (0, t). Тодi кожен iдеал It породжує групу G.
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Означення 2 ([6]). Пiвгрупа S має властивiсть F , якщо для довiльних x, y ∈ S

i довiльного V – околу точки x, то iснує окiл W точки y такий, що xy ∈ ∩{V y′|
y′ ∈ W} i yx ∈ ∩{y′V |y′ ∈ W}

Приклад 2. Нехай S – вiдкрита пiдпiвгрупа топологiчної групи G. Якщо x, y ∈ S i
x ∈ V , де V – вiдкрита в S, то V – також вiдкрита множина в G i x = y−1yx. Iснують
вiдкритi пiдмножини U i W в S такi, що yx ∈ W i y ∈ U , U−1W ⊂ V . Тому yx ∈ y′V

для всiх y′ ∈ U , тому S має властивiсть F . Отож, будь-яка вiдкрита пiдпiвгрупа
топологiчної групи має властивiсть F .

Теорема 2. Нехай S – комутативна пiвгрупа зi скороченням. Якщо S має влас-

тивiсть F , тодi для довiльної вiдкритої множини V в S i довiльного елемента

y ∈ S, множини V y та yV є вiдкритими. Пiвгрупу S, що має цю властивiсть,

називатимемо пiвгрупою з вiдкритими зсувами.

Доведення. Нехай V – вiдкрита пiдмножина в S i y ∈ S. Для x ∈ V y, x = ay для
деякого a ∈ V ; тому iснує вiдкрита множина U , що мiстить y така, що ay ∈ V y′

для всiх y′ ∈ U . Оскiльки U – вiдкрита множина, що мiстить y, то iснує вiдкрита
множина W , що мiстить x така, що xy ∈ x′U для всiх x′ ∈ W . Якщо {xd} – напрям-
ленiсть в S така, що xd → x, то iснує d0 таке, що з d > d0 випливає xd ∈ W . Тодi
для d > d0 iснує yd ∈ U , таке, що xy = xdyd. Отже, x ∈ V yd, для d > d0, тому iснує
елемент ad ∈ V такий, що x = adyd. Отож, xdyd = xy = adydy i за законом скоро-
чення xd = ady ∈ V y для всiх d > d0. Звiдси випливає, що кожна напрямленiсть,
що збiгається до точки з V y починаючи з d0 мiститься в V y. Отже, V y – вiдкрита
множина. �

Теорема 3. Нехай S – топологiчний комутативний моноїд зi скороченням, що

має властивiсть F , тодi максимальна група H(e), що мiстить iдемпотент e,

вiдкрито-замкнена топологiчна група в S.

Доведення. Оскiльки e2 = e, то для довiльної вiдкритої пiдмножини V , що мiстить
e за властивiстю F iснує вiдкрита множина W , що мiстить e така, що e ∈ V w для
всiх w ∈ W . Далi з w ∈ W випливає iснування x ∈ V такого, що xw = e. Тому кожен
елемент з W має обернений стосовно e i W ⊂ H(e). Iнверсiя неперервна в e, позаяк
W є вiдкритою множиною, що мiстить e й iснує окiл U iдемпотента e такий, що
U−1 ⊂ W за властивiстю F . Тому максимальна група H(e) є топологiчною групою
i мiстить вiдкриту пiдмножину W з S, тому H(e) – вiдкрита в S.

Нехай тепер x ∈ H(e). Тодi iснує напрямленiсть {xα} ⊂ H(e) така, що {xα} → x.
Оскiльки xαe = xα для всiх α i xαe → xe, то x = xe. Оскiльки H(e) – вiдкритий окiл
точки e, то за властивiстю F iснує окiл V (x) такий, що x ∈ vH(e), для всiх v ∈ V (x).

Однак V (x)∩H(e) 6= ∅. Нехай y ∈ V (x)∩H(e), тодi x ∈ yH(e) = H(e) i H(e) = H(e).
Отже, H(e) – замкнена множина. �

Наслiдок 1. Нехай комутативний топологiчний моноїд S зi скороченням i з оди-

ницею 1 задовольняє умову F . Тодi максимальна група H(1), що мiстить 1 –

вiдкрито-замкнена.

Нехай S – комутативний моноїд зi скороченнями й одиницею 1. Легко бачи-
ти, що кожен такий моноїд є прямою сумою максимальної групи H(1) i, можливо,
максимального не порожнього iдеалу T = S \H(1).
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Надалi нам потрiбний факт з теорiї комутативних топологiчних напiвгруп.

Теорема 4 (Росман Н. [6]). Нехай S – комутативна топологiчна пiвгрупа зi скоро-

ченнями. Необхiдною i достатньою умовою того, що S вкладається як вiдкрита

пiдмножина в топологiчну групу G є те, що S має властивiсть F .

А також такi теореми.

Теорема 5 (Церпес Н.А. i Мухерджеа А. [7]). Реверсивна справа локально ком-

пактна топологiчна пiвгрупа S зi скороченням вкладається у топологiчну групу

як вiдкрита пiднапiвгрупа тодi i тiльки тодi, коли S є з вiдкритими зсувами.

Теорема 6 (Еллiс Р. [8]). Нехай G – група, на якiй задано локально компактну

пiвгрупову топологiю. Тодi G – топологiчна група.

Теорема 7. Нехай S – зв’язний локально компактний комутативний моноїд з

вiдкритими зсувами та скороченнями. Тодi S – топологiчна група.

Доведення. За теоремою 5, моноїд S вкладається як вiдкрита пiдпiвгрупа в деяку
топологiчну групу G. З прикладу 2 випливає, що тодi S має властивiсть F . Тодi за
наслiдком 1 отримуємо, що H(1) – максимальна пiдгрупа в S є вiдкрито- замкненою
пiдгрупою в G. Iз зв’язностi S випливає, що H(1) = S i S є локально компактним
за умовою теореми. Тому S – топологiчна група за теоремою Елiса. �

Теорема 8. Нехай S – монотетичний топологiчний локально компактний моноїд

з вiдкритими зсувами та скороченнями. Тодi S або дискретний моноїд, або S –

компактна топологiчна група.

Доведення. Розглянемо розклад S на максимальну групу H(1) i максимальний iдеал
T . Припустимо, що T 6= ∅. За теоремою 5, моноїд S вкладається у топологiчну групу.
Тодi, з прикладу 2 випливає, що S має властивiсть F . Тодi, за наслiдком 1, H(1) –
вiдкрита пiдгрупа в S.

Нехай a – генератор моноїда S. Якщо a ∈ T , то {an|n ∈ N} ⊂ T = T = S \H(1).

Якщо ж a ∈ H(1), то з замкненостi H(1) випливає, що {an|n ∈ N} ⊂ H(1), тодi
T = ∅. Кожен з цих випадкiв суперечить припущенню, що T 6= ∅. Отже, S = H(1), а
з локальної компактностi випливає, що S – локально компактна топологiчна група.
Залишається застосувати альтернативу Понтрягiна. �
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Доказано, что локально компактный монотетический моноид, удовлет-
воряющий законы сокращения с открытыми сдвигами либо компактен ли-
бо дискретен.
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КОЛИВНI СИСТЕМИ З ВАЖКИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ
МАЛОЇ ЖОРСТКОСТI: АСИМПТОТИКА СПЕКТРА

Вiталiй Гут

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: v.hut@ukr.net

Вивчено модель композитного середовища, яке мiстить скiнченну кiль-
кiсть важких включень малої жорсткостi. Вiдношення коефiцiєнтiв жорст-
костi компонент є порядку O(ε−1) при ε → 0, а вiдношення густин маси
– порядку O(εκ), де κ ∈ N. Дослiджено асимптотичну поведiнку власних
значень i власних функцiй сингулярно збуреної спектральної задачi Ней-
мана. Гранична задача мiстить iнтегральну крайову умову, яка описує
нетривiальну взаємодiю усiх включень. Побудовано та обґрунтовано повнi
асимптотичнi розвинення власних значень i власних функцiй задачi.

Ключовi слова: сингулярно збурена задача, асимптотика власних зна-
чень, сильно неоднорiдне середовище, важкi включення.

1. Вступ. Ми дослiджували спектральнi властивостi крайової задачi для
елiптичного оператора другого порядку зi сингулярно збуреними коефiцiєнтами.
Задача моделює власнi коливання системи зi скiнченною кiлькiстю гнучких i одно-
часно важких включень довiльної форми. Такi моделi виникають у рiзноманiтних
роздiлах фiзики та технiки, їх вивчають у рамках математичної теорiї сильно
неоднорiдних середовищ [1]-[3].

За останнi чотири десятилiття з’явилось багато праць, присвячених дослiджен-
ню рiзноманiтних моделей, в яких фiзичнi характеристики середовища чи його гео-
метрiя сингулярно залежать вiд параметрiв. Задачi зi скiнченною кiлькiстю жорст-
ких включень розглянуто в [4, 5]. Коливнi системи з концентрованими масами вив-
чали в [6]-[9], див. також огляд результатiв в [10]. Зокрема, в [7] розглянуто ви-
падок великої кiлькостi тонких важких включень, за припущення, що включення
виконують жорсткi перемiщення. В працi [11] дослiджували механiчнi властивостi
систем з масами, якi концентруються в околi одновимiрних многовидiв. Моделi се-
редовищ складної геометричної структури з одночасним збуренням густини маси
та жорсткостi вивченi в [12, 13]. Припускали, що жорсткiший матерiал має бiль-
шу густину. Деякi одновимiрнi моделi контрастних структур, якi ми дослiджуємо,
вивчали в [14, 15].

c© Гут В., 2012
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У [16, 17] розглянуто модель пружної коливної системи зi скiнченною кiлькiстю
жорстких, водночас i легких включень. Вивчено асимптотичну поведiнку власних
значень i власних функцiй сингулярно збуреної крайової задачi для елiптичного опе-
ратора другого порядку. Основнi результати праць – теореми збiжностi спектрiв i
власних пiдпросторiв. У [18] вивчено власнi коливання композитного середовища,
яке мiстить скiнченну кiлькiсть м’яких важких включень. Для такої моделi отрима-
ли аналогiчнi результати про асимптотичну поведiнку власних елементiв. Обґрун-
тування асимптотичних формул опирається на рiвномiрну резольвентну збiжнiсть
деякої сiм’ї необмежених самоспряжених операторiв.

Ми будуємо та обґрунтовуємо повнi асимптотичнi розвинення власних значень
i власних функцiй задачi, розглянутої в [18], у випадку власного значення граничної
задачi довiльної кратностi. Асимптотику кратних власних значень, якi при збуреннi
розщеплюються на простi власнi значення, побудовано, зокрема, в [19, 20].

2. Формулювання задачi та допомiжнi факти. Нехай Ω – обмежена гладка
область в R

d, d > 2, а ω – її строго внутрiшня пiдмножина з гладкою межею ∂ω.
Вважатимемо, що ω має K компонент зв’язностi ω1, . . . ωK . Введемо позначення
Ω0 = Ω \ ω. В областi Ω розглянемо задачу на власнi значення

−div(aε∇u
ε) = λεrεu

ε в Ω, ∂νuε = 0 на ∂Ω, (1)

де ε – малий додатний параметр, а ∂ν – зовнiшня нормальна похiдна. Коефiцiєнти
aε та rε мають вигляд

aε(x) =

{

εa(x), коли x ∈ ω,

α(x), коли x ∈ Ω0,
rε(x) =

{

r(x), коли x ∈ ω,

εκρ(x), коли x ∈ Ω0.

Тут функцiї a, α, r та ρ – неперервнi i додатнi в замиканнi своїх областей визна-
чення, κ – натуральне число. На межi ∂ω контакту двох середовищ потрiбно, щоб
виконались умови спряження

[

uε
]

∂ω
= 0,

[

aε ∂νu
ε
]

∂ω
= 0. (2)

Тут
[

·
]

∂ω
– стрибок функцiї при переходi через поверхню ∂ω.

При кожному фiксованому ε > 0 спектр задачi (1), (2) складається зi злiченної
кiлькостi невiд’ємних власних значень скiнченної кратностi. Перенумеруємо власнi
значення задачi з врахуванням кратностi

0 = λε0 < λε1 6 · · · 6 λεn 6 · · · → ∞, n→ ∞.

Власнi функцiї {uεn}
∞

n=0 можна вибрати так, що вони утворюватимуть ортонор-
мований базис у ваговому просторi L2(rε,Ω) зi скалярним добутком

(u, v)ε =

∫

Ω

rεuv dx =

∫

ω

ruv dx+ εκ
∫

Ω0

ρuv dx

та нормою ‖u‖ε = (u, u)
1/2
ε . Зрозумiло, що число λε = 0 є власним значенням iз

сталою власною функцiєю при всiх ε ∈ (0, 1). Вивчатимемо асимптотичну поведiнку
при ε→ 0 вiдмiнних вiд нуля власних значень i вiдповiдних власних функцiй.
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Розглянемо також спектральну задачу










− div(a∇w) = µrw в ω,

w – стала функцiя на ∂ωj, j = 1, . . . ,K, w|∂ω1
= . . . = w|∂ωK

,
∫

∂ω1

a ∂νw ds+ . . .+
∫

∂ωK

a ∂νw ds = 0.

(3)

Зауважимо, що значення w на межах ∂ωj невiдоме. Надалi для зручностi, пишучи
“w – стала на ∂ω”, розумiтимемо, що звуження w на кожну з меж ∂ωj дорiвнює
тiй самiй сталiй c. Ця задача має дискретний невiд’ємний спектр {µn}

∞

n=0, де власнi
значення перенумерованi в порядку зростання i з врахуванням кратностi.

У [18] доведено, що власнi значення λεn збуреної задачi є неперервними функцiя-
ми параметра ε ∈ (0, 1). Крiм того, для кожного натурального n вiдношення ε−1λεn
збiгається при ε→ 0 до власного значення µn задачi (3).

Асимптотично близькими є i власнi функцiї. Нехай µ – m-кратне власне значен-
ня задачi (3), тобто µk−1 < µk = . . . = µk+m−1 < µk+m. Через Sµ позначимо власний
пiдпростiр, що вiдповiдає µ, а через S0

µ – пiдпростiр в L2(Ω), отриманий продовжен-
ням кожного елемента Sµ за неперервнiстю сталою на всю область Ω. Нехай також
Sε
µ – пiдпростiр в L2(Ω), породжений такими власними функцiями uεn задачi (1), (2),

для яких ε−1λεn → µ при ε→ 0. Зокрема, сумарна кратнiсть таких власних значень
λεn дорiвнює m. В [18] також доведено, що для кожної точки µ спектра задачi (3)
розхил мiж пiдпросторами Sε

µ та S0
µ стає нескiнченно малим при ε→ 0.

Зауваження 1. Якщо ж µ – просте власне значення, то власна функцiя uε збуреної
задачi збiгається в L2(Ω) до власної функцiї w граничної задачi (3), яка продовжена
за неперервнiстю сталою в область Ω0. Нехай задача Дiрiхле

− div(a∇v) = µrv в ω, v = 0 на ∂ω,

має простий спектр, а вiдповiднi власнi функцiї задовольняють умову
∫

ω
a ∂νv ds 6= 0,

тодi спектр задачi (3) також простий i спектри цих задач не перетинаються.

Вибiр крайових умов Неймана в задачi (1), (2) зумовлений тим, що в цьому ви-
падку виникає нетривiальна взаємодiя включень ωj, що виражається iнтегральною
умовою в граничнiй задачi (3). Для iнших типiв крайових умов можна отримати
аналогiчнi результати про збiжнiсть власних значень i власних пiдпросторiв.

Мета нашої працi – побудувати повнi асимптотичнi розвинення власних значень
λε, якi лежать в околi точки εµ, де µ – власне значення граничної задачi довiльної
скiнченної кратностi.

3. Формальна асимптотика. Асимптотичнi розвинення власних значень λε i
власних функцiй uε задачi (1), (2) шукатимемо у виглядi

λε ∼ ε(µ+ µ1ε+ · · ·+ µnε
n + . . .), (4)

uε(x) ∼ w0(x) + εw1(x) + · · ·+ εnwn(x) + . . . , x ∈ ω, (5)

uε(x) ∼ v0(x) + εv1(x) + · · ·+ εnvn(x) + . . . , x ∈ Ω0. (6)

Крiм того, власну функцiю uε додатково пiдпорядкуємо умовi

(uε, w0)L2(r,ω) = 1. (7)
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Пiдставивши ряди у (1), (2) та прирiвнявши члени при однакових степенях ε в
кожному з розвинень, отримаємо рiвняння та крайовi умови для wn i vn

−div(α∇vn) =

n−κ−1
∑

j=0

µjρvn−κ−j−1 в Ω0, (8)

−div(a∇wn) = µrwn +
n
∑

j=1

µjrwn−j в ω; (9)

wn = vn на ∂ω, α ∂νvn = a∂νwn−1 на ∂ω, ∂νvn = 0 на ∂Ω. (10)

Тут i надалi функцiї з вiд’ємними iндексами вважаємо нульовими, а µ0 = µ.
3.1. Головнi члени асимптотики. Iз рiвностей (8) та (10) отримаємо, що

div(α∇v0) = 0 в Ω0, ∂νv0 = 0 на ∂Ω0, (11)

div(α∇v1) = 0 в Ω0, α ∂νv1 = a∂νw0 на ∂ω, ∂νv1 = 0 на ∂Ω. (12)

Позаяк задача Неймана для оператора div(α∇ · ) має нульове власне значення,
то розв’язок задачi (11) v0 є сталим в Ω0. Далi, згiдно з альтернативою Фредгольма,
розв’язок v1 iснуватиме лише у разi виконання умови

∫

∂ω

α∂νw0 ds = 0, де ds –

елемент об’єму на ∂ω. Звiдси та з рiвностей (9) та (10) для n = 0 отримаємо

−div(a∇w0) = µrw0 в ω, w0 – стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw0 ds = 0. (13)

Отже, µ i w0 повиннi бути власним значенням та власною функцiєю задачi (3),
як i передбачалося. Нехай µ – власне значення задачi (13) кратностi m, а Sµ –
вiдповiдний власний пiдпростiр. Через u1, . . . , um позначимо ортонормований базис в
Sµ. Нехай ‖w0‖L2(r,ω) = 1, тодi функцiя w0, як елемент простору Sµ, має зображення

w0 = c0,1u1 + . . .+ c0,mum = (с0,u),

де u = (u1, . . . , um), c0 ∈ R
m i ‖c0‖ = 1. Тут (·, ·) – скалярний добуток в R

m. Нехай
також v1,j – розв’язки задач

div(α∇v) = 0 в Ω0, α ∂νv = a ∂νuj на ∂ω, ∂νv = 0 на ∂Ω0 (14)

такi, що
∫

Ω0

ρv1,j dx = 0. Тодi v1 = (c0,v1) + β1, де v1 = (v1,1, . . . , v1,m), а β1 – стала

функцiя.
Розглянемо задачi на такi члени асимптотичних рядiв (4)–(6). Для v2 отримаємо

−div(α∇v2) = µρv1−κ в Ω0, α ∂νv2 = a ∂νw1 на ∂ω, ∂νv2 = 0 на ∂Ω. (15)

Розв’язок v2 iснує тодi i лише тодi, коли
∫

∂ω

a ∂νw1 ds = −µ
∫

Ω0

ρv1−κ dx. З рiвностi

w1 = v1 та зображення для v1 одержимо, що w1 − (c0,v1) = β1, тобто ця рiзниця є
сталою на ∂ω. Тому для w1 отримаємо задачу

− div(a∇w1)− µrw1 = µ1r(с0,u) в ω, (16)

(w1 − (c0,v1))− стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw1 ds = −µ

∫

Ω0

ρv1−κ dx. (17)
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Згiдно з домовленiстю про вiд’ємнi iндекси iнтеграл в (17) дорiвнює нулю при κ > 2.
Надалi через Hp(U) позначатимемо простори Соболєва на многовидi U .

Лема 1. Нехай µ – власне значення задачi (13) кратностi m, а u1, . . . , um – орто-

нормований базис в Sµ. Неоднорiдна задача

− div(a∇w) = µrw + f в ω, (w − ϕ)− стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw ds = g, (18)

де f ∈ L2(ω), ϕ ∈ H3/2(∂ω), а g – задане число, має розв’язок тодi i лише тодi,

коли виконуються умови
∫

ω

fuj dx+

∫

∂ω

aϕ∂νuj ds− g uj
∣

∣

∂ω
= 0, j = 1, . . . ,m. (19)

Цей розв’язок належить до класу H2(ω) i визначений з точнiстю до довiльного

елемента з Sµ.

Доведення. Припустимо, що розв’язок задачi (18) iснує. Щоб довести необхiднiсть
умов (19), домножимо рiвняння (18) почергово на uj i проiнтегруємо частинами

∫

∂ω

auj ∂νw ds−

∫

∂ω

aw ∂νuj ds =

∫

ω

fuj dx, j = 1, . . . ,m.

Позаяк функцiя uj є сталою на ∂ω i виконуються рiвнiсть
∫

∂ω

a ∂νuj ds = 0, отримаємо

(19).
Згiдно з альтернативою Фредгольма цi умови є також i достатнiми для iснуван-

ня розв’язку, бо задачi (13) в просторi L2(r, ω) вiдповiдає самоспряжений оператор
з компактною резольвентою [18]. �

Згiдно з доведеною лемою розв’язок задачi (16)–(17) при κ = 1 iснує, коли
∫

∂ω

a(c0,v1) ∂νujds+ µM(с0, uju)
∣

∣

∂ω
= −µ1

∫

ω

r(с0,u)uj dx, j = 1, . . . ,m. (20)

де M =
∫

Ω0

ρ dx. Для κ > 2 одержимо

∫

∂ω

a(c0,v1) ∂νujds = −µ1

∫

ω

r(с0,u)uj dx, j = 1, . . . ,m, (21)

бо в цьому випадку права частина iнтегральної рiвностi (17) є нульовою.
Через B(κ) позначимо квадратну матрицю порядку m з елементами

blj(κ) = −

∫

∂ω

a v1,l ∂νujds− δ1κµM(uluj)
∣

∣

∂ω
, (22)

де δlj – символ Кронекера. Тодi умови (20) та (21) можна записати у виглядi задачi
на власнi значення для матрицi B(κ) зi спектральним параметром µ1, тобто

B(κ)c0 = µ1c0.
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Отже, розв’язок задачi (16)–(17) iснуватиме лише у випадку, коли µ1 – власне
значення матрицi B(κ), а c0 – вiдповiдний власний вектор.

Лема 2. Всi власнi значення матрицi B(κ) дiйснi.

Доведення. Матриця B(κ) є симетричною, тому має дiйсний спектр. Справдi, до-
множивши рiвняння (14) на v1,l i проiнтегрувавши частинами, для l 6= j отримаємо
∫

∂ω

αv1,l ∂νv1,jds =
∫

∂ω

αv1,j ∂νv1,lds. Врахувавши крайовi умови α∂νv1,j = a ∂νuj на

∂ω, одержимо рiвнiсть
∫

∂ω

a ∂νujv1,l ds =
∫

∂ω

a ∂νulv1,j ds, тобто bjl = blj . �

Припустимо надалi, що всi власнi значення µj
1 матрицi B(κ) простi, тобто m-

кратне власне значення при збуреннi розпадається на m простих власних значень
λjε, j = 1, . . . ,m. Зауважимо, що такi асимптотичнi розвинення можна побудувати й
у випадку кратних власних значень матрицi B(κ). Такi асимптотики описуватимуть
iншу бiфуркацiйну картину спектра в околi точки µ. Нормованi власнi вектори, якi
вiдповiдають власним значенням µj

1, позначимо через c
j
0. Приймемо

wj
0 = cj0,1u1 + . . .+ cj0,mum, j = 1, . . . ,m. (23)

Функцiя v0 стала на Ω0, тому з (10) одержуємо

vj0 = wj
0|∂ω в Ω0. (24)

Отже, ми отримали m формальних асимптотик

λjε ∼ εµ+ ε2µj
1, j = 1, . . . ,m

таких власних значень збуреної задачi, для яких вiдношення ε−1λjε близьке до µ.
3.2. Першi коректори асимптотичних розвинень власних функцiй. Зафiксуємо

µj
1, вiдповiднi функцiї vj0 i wj

0, та продовжимо побудову асимптотики, опускаючи
надалi верхнiй iндекс j. Запишемо функцiю w1 у виглядi

w1 = ŵ1 + (c1,u), (25)

де ŵ1 – розв’язок задачi (16)–(17), ортогональний до Sµ в просторi L2(r, ω),
c1 ∈ R

m. Нагадаємо, що w1 − (c0,v1) = β1 на поверхнi ∂ω, тому

β1 = (ŵ1(x) − (c0,v1(x)) + (c1,u(x)))
∣

∣

∂ω
. (26)

Отже, визначивши вектор c1, ми однозначно знайдемо w1 та v1. Вибiр вектора c1
продиктовано умовами iснування розв’язку w2.

Iнтегральна умова (17) забезпечує iснування розв’язку задачi (15), який має
зображення v2 = v̂2 + (c1,v1) + β2, де β2 стала. Тут v̂2 є таким розв’язком задачi

−div(α∇v2) = µρv1−κ в Ω0, α ∂νv2 = a ∂νŵ1 на ∂ω, ∂νv2 = 0 на ∂Ω,

що
∫

Ω0

ρv̂2 dx = 0. Далi, задача

−div(α∇v3) = ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) в Ω0, α ∂νv3 = a ∂νw2 на ∂ω, ∂νv3 = 0 на ∂Ω

має розв’язок тодi i лише тодi, коли
∫

∂ω

a ∂νw2 ds = −

∫

Ω0

ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) dx.
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Звiдси для w2 отримаємо










−div(a∇w2)− µrw2 = µ1rw1 + µ2rw0 в ω,

(w2 − v̂2 − (c1,v1))− стала на ∂ω,

∫

∂ω

a ∂νw2 ds =

∫

Ω0

ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) dx.

Згiдно з лемою 1 розв’язок попередньої задачi iснуватиме лише тодi, коли
∫

∂ω

av̂2 ∂νulds + ul
∣

∣

∂ω

∫

Ω0

ρ(µv2−κ + µ1v1−κ) dx = −

∫

ω

r(µ1w1 + µ2w0)ul dx, (27)

для всiх l = 1, . . . ,m. Врахувавши зображення функцiй w1, v1 та v2, умови (27)
можна переписати у виглядi

(B(κ) − µ1)c1 = µ2c0 + b2(κ), (28)

де вектор b2(κ) має компоненти b2,l(κ) = −
∫

∂ω

av̂2 ∂νulds−Mg2(κ)ul
∣

∣

∂ω
, а також

g2(κ) =







(µ(ŵ1 − (c0,v1)) + µ1v0)
∣

∣

∂ω
, κ = 1,

µv0
∣

∣

∂ω
, κ = 2,

0, κ > 2.

Позаяк µ1 – просте власне значення матрицi B(κ) з власним вектором c0, то
умова µ2 = −(b2(κ), c0) гарантує iснування розв’язку системи (28). З умови нор-
мування w0 та (7) випливає, що (wk, w0)L2(r,ω) = 0 для всiх k > 1. Врахувавши
зображення для w0 та w1, з попередньої рiвностi при k = 1 отримаємо

(ŵ1, w0)L2(r,ω) + ((c1,u), (c0,u))L2(r,ω) = 0.

З останньої рiвностi випливає умова (c1, c0) = 0, яка однозначно визначає вектор
c1. Далi однозначно знаходимо функцiю w1 та сталу β1 за формулами (25) та (26),
тому i функцiю v1.

Отже, ми знайшли функцiї v1 та w1, а також число µ2. Крiм того, функцiю v2
знайдено з точнiстю до сталого доданка, а w2 – з точнiстю до елемента простору Sµ.

3.3. Загальнi члени асимптотичних розвинень. Аналогiчно можна побудувати
загальнi члени асимптотичних розвинень (5), (6). Припустимо, що коректори µl, wl

та vl для l 6 n− 2 вiдомi. Функцiю wn−1 знайшли з точнiстю до елемента простору
Sµ i вона має зображення wn−1 = ŵn−1 + (cn−1,u), де ŵn−1 – розв’язок цiєї самої
задачi ортогональний до Sµ. Функцiя vn−1 визначена з точнiстю до сталого доданка
βn−1.

Для функцiй vn та wn отримаємо такi задачi:






div(α∇vn) = −
n−κ−2
∑

l=0

µlρvn−κ−2 в Ω0,

α ∂νvn = a ∂ν(ŵn−1 + (cn−1,u)) на ∂ω, ∂νvn = 0 на ∂Ω.

(29)



















div(a∇wn) + µrwn = −µ1rwn−1 −
n
∑

l=2

µlrwn−l в ω,

(wn − v̂n − (cn−1,v1))− стала на ∂ω,

∫

∂ωk

a ∂νwnds =
n−κ
∑

l=0

µl

∫

Ω0

ρvn−κ−l dx,
(30)
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Розв’язок vn задачi (29) iснує, що гарантується виборомwn−1 на попередньому кроцi.
Цей розв’язок має зображення vn = v̂n + (cn−1,v1) + βn. Як i вище, v̂n – розв’язок
задачi (29) з крайовою умовою α ∂νvn = a ∂νŵn−1 на ∂ω такий, що

∫

Ω0

ρv̂n dx = 0.

Умови iснування розв’язку задачi (30) можна записати у виглядi системи алгебрич-
них рiвнянь

(B(κ) − µ1)cn−1 = µnc0 + bn(κ), (31)

з невiдомим параметром µn. Тут bn(κ) – вектор з координатами

bn,l(κ) = −

∫

∂ω

av̂n ∂νulds−Mgn(κ)ul
∣

∣

∂ω
+

n−1
∑

j=2

µjcn−j,l,

gn(κ) =















µ(ŵn−1 − v̂n−1)
∣

∣

∂ω
+

n−κ
∑

j=1

µjβn−κ−j, коли κ = 1,

n−κ
∑

j=0

µjβn−κ−j, коли κ > 2.

Розв’язок системи (31) iснуватиме тодi i лише тодi, коли

µn = −(bn(κ), c0), (32)

яка одночасно визначає коректор µn розвинення (4). Крiм того, розв’язок cn−1 сис-
теми (31) вибираємо ортогональним до c0.

Отже, на цьому кроцi ми однозначно вибрали коректори wn−1 та vn−1, якi
задаються рiвностями

wn−1 = ŵn−1 + (cn−1,u), vn−1 = v̂n−1 + (cn−2,v1) + βn−1, (33)

де стала βn−1 має зображення

βn−1 = (ŵn−1 − v̂n−1 + (cn−1,u)− (cn−2,v1))
∣

∣

∂ω
. (34)

Для розв’язкiв задач (29) i (30) отримали зображення

wn = ŵn + (cn,u), vn = v̂n + (cn−1,v1) + βn,

де невiдомi βn та cn знайдемо на наступному кроцi побудови асимптотики. За
допомогою цього алгоритму можна побудувати всi члени асимптотичних розвинень
(5), (6).

Нагадаємо, що наведений алгоритм залежить вiд вибору власного значення µj
1

матрицi B(κ). Тому, повертаючись до верхнього iндекса j, зафiксуємо натуральне
число N i введемо такi позначення:

Λj
ε,N = µ+ µj

1ε+ · · ·+ µj
Nε

N , (35)

W j
ε,N (x) = wj

0(x) + εwj
1(x) + · · ·+ εNwj

N (x), x ∈ ω, (36)

V j
ε,N (x) = vj0(x) + εvj1(x) + · · ·+ εNvjN (x), x ∈ Ω0, (37)

де j = 1, . . . ,m, а m – кратнiсть власного значення µ. Функцiї w1
0 , . . . , w

m
0 визначенi

в (23), а функцiї vj0 заданi рiвностями (24). Для l > 1 функцiї vjl та wj
l є розв’язками

задач (29), (30), вiдповiдно, а числа µj
l заданi рiвнiстю (32) для l > 2. Всi члени

частинних сум (36) i (37) двiчi неперервно диференцiйовнi на вiдповiдних областях
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визначення. Через U j
ε,N позначимо функцiю, яка збiгається з W j

ε,N на ω та з V j
ε,N на

Ω0. Для зручностi надалi опускатимемо нижнiй iндекс N , якщо це не призводитиме
до непорозумiнь.

4. Обґрунтування асимптотики. Нехай H – гiльбертiв простiр з нормою
‖ · ‖. Нехай U та V – пiдпростори гiльбертового простору H .

Означення 1. Розхилом мiж пiдпросторами U та V в просторi H називатиме-

мо величину δH(U, V ) = ‖PU − PV ‖, де PU i PV – ортогональнi проектори на цi

пiдпростори.

Твердження 1 (лема 1.3 [6]). Нехай U та V – пiдпростори гiльбертового простору

H i dimU = dimV . Якщо для кожного v ∈ V , ‖v‖H = 1, iснує нормований елемент

u ∈ U такий, що ‖u − v‖H 6 γ, то виконується нерiвнiсть δH(U, V ) 6 Mγ, де

стала M залежить лише вiд розмiрностi пiдпросторiв.

У просторi розглянемо необмежений самоспряжений оператор A з областю
визначення D(A). Нехай також A має дискретний спектр.

Означення 2. Квазiмодою оператора A з похибкою δ називатимемо таку пару

(µ, v) ∈ R×D(A), що ‖Av − µv‖ 6 δ i ‖v‖ = 1.

Твердження 2 ([21]). Якщо (µ, v) – квазiмода оператора A iз похибкою δ, то для

довiльного d > δ iснує пара (λ, u) така, що

|λ− µ| 6 δ, ‖u− v‖ 6 2d−1δ,

де λ – власне значення оператора A, а u – нормована лiнiйна комбiнацiя власних

функцiй оператора A, яким вiдповiдають власнi значенням з iнтервалу [µ−d, µ+d].

Означення 3. Нехай (µ, v1), . . . , (µ, vs) – квазiмоди оператора A. Говоритимемо,

що вони утворюють сiм’ю квазiмод з похибкою δ та вiдхиленням вiд ортогональ-

ностi τ , якщо ‖Avj − µvj‖ 6 δ та |(vj , vk)− δjk| 6 τ для всiх j, k = 1, . . . , s.

Твердження 3 ([22]). Нехай {(µ, vj)}
s
j=1 – сiм’я квазiмод оператора A з похибкою

δ та вiдхиленням вiд ортогональностi τ . Якщо δh−1 + τ < s−1, то оператор A на

вiдрiзку [µ− h, µ+ h] має власнi значення сумарної кратностi не менше s.

Задачi (1), (2) у просторi L2(rε,Ω) вiдповiдає оператор Aε = − 1
rε

div(aε∇ ·) з
областю визначення

D(Aε) =
{

u ∈ H2(Ω \ ∂ω) : ∂νu = 0 на ∂Ω, [u]∂ω = 0, [aε ∂νu]∂ω = 0
}

.

Цей оператор самоспряжений, додатний i має компактну резольвенту.
Використовуючи формальнi асимптотики (35) – (37), побудуємо сiм’ю квазiмод

оператора Aε, яка апроксимує спектр цього оператора, зосереджений в околi точ-
ки εµ. Загалом, функцiї U j

ε не належать до D(Aε). Хоча за побудовою функцiї U j
ε

неперервнi на ∂ω, проте умова [aε ∂νU
j
ε ]∂ω = 0 може i не виконуватись, бо

α∂νV
j
ε − εa ∂νW

j
ε = −a ∂νw

j
Nε

N+1 на ∂ω.

Пiдкорегуємо U j
ε до елементiв з D(Aε). Введемо функцiї ϕj ∈ C2(Ω\∂ω)

⋂

C(Ω) такi,

що ϕj = 0 в ω, ∂νϕ
j = 0 на ∂Ω i α∂νϕ

j = a ∂νw
j
N на ∂ω. Тодi U j

ε + εN+1ϕj ∈ D(Aε).
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Нехай Û j
ε = Θj

ε(U
j
ε + εN+1ϕj), де Θj

ε = ‖U j
ε + εN+1ϕj‖−1

ε . Крiм того, Θj
ε → 1

при ε→ 0, бо

lim
ε→0

(Θj
ε)

−2 = lim
ε→0

‖U j
ε + εN+1ϕj‖2ε = lim

ε→0

(

εκ‖V j
ε + εN+1ϕj‖2L2(ρ,Ω0)

+ ‖W j
ε ‖

2
L2(r,ω)

)

=

= lim
ε→0

‖wj
0 +

N
∑

n=1

εnwj
n‖

2
L2(r,ω) = ‖wj

0‖
2
L2(r,ω) = 1. (38)

Надалi через CN , C̃N , C
∗

N тощо позначатимемо сталi, якi не залежать вiд ε,
проте можуть залежати вiд N .

Лема 3. Пари {(εΛj
ε, Û

j
ε )}

m
j=1 утворюють сiм’ю квазiмод оператора Aε з похибкою

O(εN+1−κ/2) та вiдхиленням вiд ортогональностi порядку O(εN−1−κ/2) при ε→ 0.

Доведення. Пiдставимо числа εΛj
ε i функцiї U j

ε + εN+1ϕj в рiвняння (1) та оцiнимо
залишки у правих частинах. В областi Ω0 отримаємо

div(α∇(V j
ε + εN+1ϕj)) + ε1+κΛj

ερ(V
j
ε + εN+1ϕj) = F j

ε

з правою частиною

F j
ε = εN+1ρ

[

κ
∑

n=0

εn
N−κ+n
∑

l=0

µj
l v

j

Ñ+n−l
+

N
∑

n=1

εn+κ

N
∑

l=n

µj
l v

j
N+n−l+

+ ρ−1div(α∇ϕj) + ε1+κΛj
εϕ

j

]

.

На множинi ω одержимо εdiv(a∇W j
ε ) + εrΛj

εW
j
ε ) = Gj

ε, де

Gj
ε = εN+2r

N
∑

n=1

εn−1
N
∑

l=n

µj
lw

j
N+n−l.

Отже, врахувавши зображення Û j
ε , отримаємо AεÛ

j
ε − εΛj

εÛ
j
ε = f j

ε , з правою части-
ною f j

ε = −ε−κΘj
ερ

−1F j
ε в Ω0 та f j

ε = −Θj
εr

−1Gj
ε в ω.

Позаяк всi члени частин сум (36) i (37) є обмеженими функцiями на вiдповiдних

множинах, то ‖F j
ε ‖C(Ω0) 6 Ĉj

Nε
N+1 i ‖Gj

ε‖C(ω) 6 C̃j
Nε

N+2. Тому

‖AεÛ
j
ε − εΛj

εÛ
j
ε ‖

2
ε = εκ

∫

Ω0

ρ(f j
ε )

2 dx+

∫

ω

r(f j
ε )

2 dx 6

6 c
(

ε−κ

∫

Ω0

(F j
ε )

2 dx+

∫

ω

(Gj
ε)

2 dx
)

6 Cj
Nε

2N+2−κ. (39)

Отже, ‖AεÛ
j
ε − εΛj

εÛ
j
ε ‖ε 6 CNε

N+1−κ/2. Доведемо, що сiм’я функцiй {Û j
ε}

m
j=1

майже ортогональна в просторi L2(rε,Ω). Справдi, для довiльних j, l = 1, . . . ,m
виконуються рiвностi

(AεÛ
j
ε , Û

l
ε)ε − εΛj

ε(Û
j
ε , Û

l
ε)ε = (f j

ε , Û
l
ε)ε, (AεÛ

l
ε, Û

j
ε )ε − εΛl

ε(Û
l
ε, Û

j
ε )ε = (f l

ε, Û
j
ε )ε.

Вiднявши їх i скориставшись самоспряженiстю оператора Aε, отримаємо

ε(Λl
ε − Λj

ε)(Û
j
ε , Û

l
ε)ε = (f j

ε , Û
l
ε)ε − (f l

ε, Û
j
ε )ε. (40)
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Врахувавши, що |Λl
ε − Λj

ε| > ε|µl
1 − µj

1|, а також оцiнку |(f j
ε , Û

j
ε )ε| 6 CNε

N+1−κ/2,
яка випливає з (39), для j 6= l одержимо

|(Û j
ε , Û

l
ε)ε| 6 C∗

Nε
N−1−κ/2.

Отже, набiр {(εΛj
ε, Û

j
ε )}

m
j=1 утворює сiм’ю квазiмод Aε з похибкою CNε

N+1−κ/2 та

вiдхиленням вiд ортогональностi C∗

Nε
N−1−κ/2. �

Нагадаємо, що через Sε
µ ми позначали пiдпростiр в L2(Ω), породжений такими

власними функцiями uεn задачi (1), (2), для яких ε−1λεn → µ при ε → 0. Через Ŝε
µ

позначимо пiдпростiр в L2(Ω), породжений елементами Û j
ε,N .

Теорема 1. Нехай µ – власне значення задачi (13) кратностi m, а всi власнi

значення матрицi B(κ) простi. Тодi в околi точки εµ iснує m простих власних

значень збуреної задачi, якi позначатимемо λε,j i для них виконуються оцiнки
∣

∣

∣
ε−1λε,j − Λj

ε,N

∣

∣

∣
6 ĈNε

N+1, j = 1, . . . ,m,

де стала ĈN не залежить вiд ε.
Розхил мiж пiдпросторами Ŝε

µ та Sε
µ прямує до нуля при ε→ 0, а саме

δL2(Ω)(Ŝ
ε
µ, S

ε
µ) 6 C̃Nε

N+1,

зi сталою C̃N не залежною вiд ε.

Доведення. З доведеного в лемi 3 одержимо, що пара (εΛj
ε,N , Û

j
ε,N) є квазiмодою Aε

з похибкою CNε
N+1−κ/2. З твердження 2 випливає, що для кожного j = 1, . . . ,m

iснує власне значення λε,j оператора Aε, для якого |λε,j − εΛj
ε,N | 6 CNε

N+1−κ/2.
Тодi

|λε,j −εΛj
ε,N | 6 |λε,j −εΛj

ε,Ñ
|+ |εΛj

ε,Ñ
−εΛj

ε,N | 6 CÑε
N+2+

Ñ
∑

k=N+1

|µj
k|ε

k+1 6 ĈNε
N+2,

де Ñ = N+1+[κ/2], а [·] – цiла частина вiд числа. Крiм того, всi власнi значення λε,j

– рiзнi. Справдi, перенумеруємо власнi значення матрицi B(κ) в порядку зростання,
тодi для достатньо малих ε отримаємо

λε,j+1 − λε,j =ε(Λj+1
ε,N − Λj

ε,N ) + (λε,j+1 − εΛj+1
ε,N ) + (εΛj

ε,N − λε,j) >

>ε(Λj+1
ε,N − Λj

ε,N )− 2ĈNε
N+1

> ε2c(µj+1
1 − µj

1), 1 6 j 6 m− 1.

Виберемо h таким, щоб окiл ∆h(µ) = (µ − h, µ + h) не мiстив iнших точок
спектра задачi (13), крiм µ. Згiдно з твердженням 3 сумарна кратнiсть власних
значень оператора Aε в iнтервалi ε∆h(µ) не менша m, як тiльки CNε

N+1−κ/2h−1 +
C∗

Nε
N−1−κ/2 < m−1. Позаяк ∆h(µ) мiстить лише одну точку спектра µ, то всi цi

власнi значення, подiленi на ε, збiгаються до µ i їх є тiльки m.
Отже, твердження першої частини теореми доведено.
З леми 3 випливає, що dim Ŝε

µ = dimSε
µ = m для достатньо малих ε. Згiдно з

твердженням 2 для всiх достатньо малих ε iснує нормований вектор ujε ∈ Sε
µ такий,

що ‖Û j
ε,N − ujε‖ε 6

2CN

h εN+1−κ/2. Розглянувши таку оцiнку для номера Ñ = N + κ
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та врахувавши, що для f ∈ L2(Ω) виконується нерiвнiсть ‖f‖ε > εκ/2c−1‖f‖L2(Ω),
отримаємо

‖Û j

ε,Ñ
− ujε‖L2(Ω) 6 cε−κ/2‖Û j

ε,Ñ
− ujε‖ε 6

2cCÑ

h
εN+1.

Введемо позначення ψj
ε,N = U j

ε,Ñ
− U j

ε,N =
N+κ
∑

k=N+1

εkuk, де uk = vk в Ω0 та uk = wk в

ω. Далi, отримаємо

‖Û j

ε,Ñ
− Û j

ε,N‖L2(Ω) = ‖Θj

ε,Ñ

(

U j
ε,N +ψj

ε,N +εÑ+1ϕj

Ñ

)

−Θj
ε,N

(

U j
ε,N +εN+1ϕj

N

)

‖L2(Ω) 6

6 |Θj

ε,Ñ
−Θj

ε,N |‖U j
ε,N‖L2(Ω) +Θj

ε,Ñ
‖ψj

ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ

∥

∥

L2(Ω)
+

+Θj
ε,Nε

N+1‖ϕj
N‖L2(Ω) 6 cNε

N+1,

бо виконується умова (38), а для рiзницi Θj

ε,Ñ
та Θj

ε,N одержимо оцiнку

|Θj

ε,Ñ
−Θj

ε,N | 6 c̃
∣

∣‖U j
ε,N + ψj

ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ

∥

∥

ε
− ‖U j

ε,N + εN+1ϕj
N

)

‖ε
∣

∣ 6

6 c̃‖ψj
ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ
− εN+1ϕj

N

∥

∥

ε
6 c̃‖ψj

ε,N + εÑ+1ϕj

Ñ
− εN+1ϕj

N

∥

∥

L2(Ω)
6 c̃Nε

N+1.

Врахувавши отриманi оцiнки, одержуємо

‖Û j
ε,N − ujε‖L2(Ω) 6 ‖Û j

ε,Ñ
− ujε‖L2(Ω) + ‖Û j

ε,Ñ
− Û j

ε,N‖L2(Ω) 6 C̃Nε
N+1,

звiдси згiдно з твердженням 1 випливає, що δL2(Ω)(Ŝ
ε
µ, S

ε
µ) 6 C̃Nε

N+1, що завершує
доведення. �
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5. Gómez D. Asymptotics for the spectrum of the Wentzell problem with a small parameter
and other related stiff problems / D. Gómez, M. Lobo, S.A. Nazarov, E. Pérez // J. Math.
Pure Appl. – 2006. – Vol. 86. – P. 369-402.

6. Головатый Ю.Д. Спектральные свойства колебательных систем с присоединенными
массами: эффект локальных колебаний / Ю.Д. Головатый //Тр. Моск. мат. о-ва. –
1992. – Т. 54 - С. 29-72.

7. Rybalko V. Vibrations of elastic systems with a large number of tiny heavy inclusions
/ V. Rybalko //Asymptotic Analysis. – 2002. – Vol. 32. – P. 27-62.

8. Mel’nyk T.A. Vibrations of a thick periodic junction with concentrated masses
/ T.A. Mel’nyk //Math. Models Methods. Appl. Sci. – 2001. – Vol. 11, №6. – P.1001-1029.



КОЛИВНI СИСТЕМИ З ВАЖКИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77 101

9. Chechkin G.A. Homogenization of a model spectral problem for the Laplace operator in a
domain with many closely located “heavy” and “intermediate heavy” concentrated masses
/ G.A. Chechkin // J. Math. Sci. – 2006. – Vol. 135, №6. – P. 3485-3521.

10. Lobo M. Local problems for vibrating systems with concentrated masses: a review / M. Lobo,
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OSCILLATION SYSTEMS WITH HEAVY SOFT INCLUSIONS:
ASYMPTOTICS OF SPECTRUM

Vitalii Hut

Ivan Franko National University of L’viv,

Universytetska Str., 1, L’viv, 79000
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A model of a composite material with a finite number of heavy soft inclu-
sions is studied. The ratio of stiffness of components is of order ε

−1 as ε → 0
and the ratio of densities is of order ε

κ , κ ∈ N. We study asymptotic behavior
of the eigenvalues and eigenfunctions as ε → 0 of the corresponding spectral
Neumann problem. The limit spectral problem involves the non-local boundary
condition which arises from the non trivial coupling of the inclusions. Complete
asymptotic expansions of eigenvalues and eigenfunctions are constructed and
justified.

Key words: singularly perturbed problem, asymptotics of eigenvalues,
strongly inhomogeneous medium, heavy inclusion.

КОЛЕБЛЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ С ТЯЖЕЛЫМИ
ВКЛЮЧЕНИЯМИ МАЛОЙ ЖЕСТКОСТИ:

АСИМПТОТИКА СПЕКТРА

Виталий Гут

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000
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Изучена модель композитной среды, содержащая конечное число тяже-
лых включений малой жесткости. Отношение коэффициентов жесткости
компонент является порядка O(ε−1) при ε → 0, а отношение плотностей
массы – порядка O(εκ), где κ ∈ N. Исследовано асимптотическое пове-
дение собственных значений и собственных функций сингулярно возму-
щенной спектральной задачи Неймана. Предельная задача содержит ин-
тегральное краевое условие, описывающие нетривиальное взаимодействие
всех включений. Построены и обоснованы полные асимптотические разло-
жения собственных значений и собственных функций задачи.

Ключевые слова: сингулярно возмущенная задача, асимптотика собст-
венных значений, сильно неоднородные среды, тяжелые включения малой
жесткости.
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An inverse problem for nonlocal diffusion equation is considered. The exi-
stence and uniqueness conditions of the solution to the problem are obtained.

Key words: inverse problem, nonlocal diffusion equation.

1. The statement of the problem and the main results. We consider a
nonlocal inverse problem for the diffusion equation with an unknown coefficient a(s) > 0

ut = a





h
∫

0

u(x, t)dx



 uxx+f(x, t), (x, t) ∈ QT ≡ {(x, t) : 0 < x < h, 0 < t < T }, (1)

subject to the initial condition

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h], (2)

the boundary conditions

u(0, t) = µ1(t), u(h, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (3)

and the additional condition

a





h
∫

0

u(x, t)dx



 ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ]. (4)

In the case where the function a = a(s) is known, problem (1)-(3) may be considered
as a mathematical model of the migration of a population when the velocity of migration
depends on the total population in the considered domain [1], [2]. The inverse problem
(1)-(4) corresponds to the situation when the velocity of migration is unknown.

Conditions for existence and uniqueness of solution for problem (1)-(4) are given in
the following theorems.

c© Ivanchov М., 2012
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Theorem 1. Suppose that the following assumptions hold:
1) ϕ ∈ C2[0, h], µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, µ3 ∈ C[0, T ], f ∈ C1,0(QT );
2) ϕ′(x) > 0, x ∈ [0, h]; µ′

1(t)− f(0, t) ≤ 0, µ′

2(t)− f(h, t) ≥ 0, µ3(t) > 0,
h
∫

0

f(x, t)dx − µ3(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ]; fx(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ QT ;

3) ϕ(0) = µ1(0), ϕ(h) = µ2(0).
Then there exists a solution (a, u) for problem (1)-(4) from the space C[0, S]×C2,1(QT )
such that a(s) > 0, s ∈ [0, S], where the number S > 0 is determined by the problem data.

Theorem 2. Under the condition

µ3(t) 6= 0, t ∈ [0, T ],

problem (1)-(4) cannot have more than one solution in the space C[0, S] × C2,1(QT ),
where the number S > 0 is determined by the problem data.

2. Existence of solution. In order to reduce problem (1)-(4) to an equation wi-
th respect to a(·), we suppose, for instant, that a solution (a(s), u(x, t)) ∈ C(R+) ×
C2,1(QT ) ∩ C1,0(QT ), a(s) > 0, s > 0 is known. Denote

b(t) := a





h
∫

0

u(x, t)dx



 , θ(t) :=

t
∫

0

b(τ)dτ, t ∈ [0, T ].

Using the Green function G1(x, t, ξ, τ ;u) we find the solution of problem (1)-(3) [3]:

u(x, t) =

h
∫

0

G1(x, t, ξ, 0;u)ϕ(ξ)dξ +

t
∫

0

G1ξ(x, t, 0, τ ;u)b(τ)µ1(τ)dτ−

−
t

∫

0

G1ξ(x, t, h, τ ;u)b(τ)µ2(τ)dτ +

h
∫

0

t
∫

0

G1(x, t, ξ, τ ;u)f(ξ, τ)dξdτ, (x, t) ∈ QT , (5)

where the Green functions are defined as follows:

Gk(x, t, ξ, τ ;u) =
1

2
√

π(θ(t) − θ(τ))

∞
∑

n=−∞

(

exp

(

− (x− ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

)

+

+ (−1)k exp

(

− (x− ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

))

, k ∈ {1, 2}.

It is easy to verify the equality

G1x(x, t, ξ, τ ;u) = −G2ξ(x, t, ξ, τ ;u).
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Taking it into account, we find from (5) the derivative ux :

ux(x, t) =

h
∫

0

G2(x, t, ξ, 0;u)ϕ
′(ξ)dξ −

t
∫

0

G2(x, t, 0, τ ;u)(µ
′

1(τ) − f(0, τ))dτ+

+

t
∫

0

G2(x, t, h, τ ;u)(µ
′

2(τ)− f(h, τ))dτ +

h
∫

0

t
∫

0

G2(x, t, ξ, τ ;u)fξ(ξ, τ)dξdτ,

(x, t) ∈ QT . (6)

Since
h
∫

0

G2(x, t, ξ, 0;u)ϕ
′(ξ)dξ ≥ min

[0,h]
ϕ′(x) > 0,

under the assumptions 2) of the Th.1 we have

ux(x, t) > 0, (x, t) ∈ QT .

Hence, we obtain from (4) the following equation with respect to b(t) :

b(t) = µ3(t)

(

h
∫

0

G2(0, t, ξ, 0;u)ϕ
′(ξ)dξ −

t
∫

0

G2(0, t, 0, τ ;u)(µ
′

1(τ) − f(0, τ))dτ+

+

t
∫

0

G2(0, t, h, τ ;u)(µ
′

2(τ)− f(h, τ))dτ +

h
∫

0

t
∫

0

G2(0, t, ξ, τ ;u)fξ(ξ, τ)dξdτ

)

−1

,

t ∈ [0, T ]. (7)

In order to prove the existence of solution of the equation (7) we apply the Schauder
fixed-point theorem. Firstly we establish a priori estimates of solutions of equation (7).

It is evident that from the assumptions 2) of Th.1 we have

ux(0, t) ≥
h
∫

0

G2(0, t, ξ, 0;u)ϕ
′(ξ)dξ ≥ min

[0,h]
ϕ′(x) > 0, t ∈ [0, T ].

Thus we obtain

b(t) ≤ B1, t ∈ [0, T ], (8)

where the constant B1 > 0 is determined by the problem data.
In order to evaluate solutions of equation (7) from above, we use the inequalities [3]

G2(0, t, 0, τ ;u) ≤ C1 +
C2

√

θ(t)− θ(τ)
, G2(0, t, h, τ ;u) ≤ C3, t ∈ [0, T ],

where the constants Ck, k ∈ {1, 2, 3}, do not depend on b(t). Taking into account these
inequalities we find

ux(0, t) ≤ C4 + C5

t
∫

0

dτ
√

θ(t) − θ(τ)
, t ∈ [0, T ].
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Thus, we obtain from (7) the following inequality:

b(t) ≥ C6

C4 + C5

t
∫

0

dτ
√

θ(t)− θ(τ)

, t ∈ [0, T ]. (9)

Denote bmin := min
[0,T ]

b(t). It is easy to deduce from (9) the inequality

bmin ≥ C6

C4 +
C7√
bmin

.

Solving it, we obtain

bmin ≥ B0 > 0,

where the constant B0 is determined by the given constants. It means that we have the
estimation of b(t) from below:

b(t) ≥ B0, t ∈ [0, T ]. (10)

Rewrite equation (7) as follows

b(t) = Pb(t), t ∈ [0, T ], (11)

where the operator P is determined by the right-hand side of equation (7). Denote
N := {b ∈ C([0, T ]) : B0 ≤ b(t) ≤ B1}. In view of estimates (8) and (10), it is evi-
dent that the operator P maps N into itself. It is shown in [3] that the operator P is
compact on the set N . Applying the Schauder fixed-point theorem, we deduce the exi-
stence of a solution b = b(t) of equation (7) such that b ∈ C([0, T ]) and b(t) > 0, t ∈ [0, T ].
Substituting into (5) the function b(t), found from (11), we obtain the known function
u = u(x, t).

To finish the proof of the existence of solution for problem (1)-(4), we have to
determine the function a = a(s). Denote

q(t) =

h
∫

0

u(x, t)dx.

Note that the function q = q(t) is known. From the definition of b(t) we have

b(t) = a(q(t)), t ∈ [0, T ].

Find the derivative

q′(t) =

h
∫

0

ut(x, t)dx.

Using equation (1) and taking into account the assumptions of Th.1, we find

q′(t) = b(t)ux(1, t)− µ3(t) +

h
∫

0

f(x, t)dx > 0, t ∈ [0, T ].
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It means that there exists a continuous function q−1(s) defined on the interval [0, S] such
that

q(q−1(s)) ≡ s, s ∈ [0, S],

where S = max
[0,T ]

q(t). From this we find the function a(s) :

a(s) = b(q−1(s)), s ∈ [0, S]. (12)

Thus, the proof of Theorem 1 is complete.
3. Uniqueness of solution. Suppose that there exist two solutions (ak, uk),

k ∈ {1, 2}, of problem (1)-(4). Denote

bk(t) := ak





h
∫

0

uk(x, t)dx



 , k ∈ {1, 2}, b(t) := b1(t)−b2(t), u(x, t) := u1(x, t)−u2(x, t).

The functions (b(t), u(x, t)) verify the following system

ut = b1(t)uxx + b(t)u2xx(x, t), (x, t) ∈ QT , (13)

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, h], (14)

u(0, t) = 0, u(h, t) = 0, t ∈ [0, T ], (15)

b1(t)ux(0, t) = −b(t)u2x(0, t), t ∈ [0, T ]. (16)

Find the solution of problem (13)-(15):

u(x, t) =

t
∫

0

h
∫

0

G
(1)
1 (x, t, ξ, τ)b(τ)u2ξξ(ξ, τ)dξdτ, (x, t) ∈ QT , (17)

where G
(1)
1 (x, t, ξ, τ) is the Green function for the equation

ut = b1(t)uxx

with boundary conditions (15). After substituting (17) into (16) we obtain the following
equation with respect to unknown b(t) :

b(t) = −b1(t)b2(t)

µ3(t)

t
∫

0

h
∫

0

G
(1)
1x (0, t, ξ, τ)b(τ)u2ξξ(ξ, τ)dξdτ, (x, t) ∈ QT . (18)

This is a second kind homogeneous Volterra integral equation with integrable kernel.
Consequently, b(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. It follows from (17) that u(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ QT . The
proof of Theorem 2 is complete.
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Получены условия существования и единственности её решения.
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Для аналiтичних в DR = {z : |z| < R}, 0 < R 6 +∞, характеристич-
них функцiй ϕ ймовiрнiсних законiв F у термiнах узагальнених порядкiв
знайдено зв’язок мiж зростанням M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| = r < R} i
спаданням WF (x) = 1− F (x) + F (−x).

Ключовi слова: аналiтична функцiя, характеристична функцiя, ймо-
вiрнiсний закон, узагальнений порядок.

1. Вступ. Неспадна неперервна злiва на (−∞,∞) функцiя F називається [1,
c. 10] ймовiрнiсним законом, якщо lim

x→+∞
F (−x) = 0 i lim

x→+∞
F (x) = 1, а характерис-

тичною функцiєю закону F називається [1, c. 12] функцiя

ϕ(z) = ϕ(z;F ) =

∞
∫

−∞

eizxdF (x), z ∈ (−∞,∞). (1)

Якщо функцiя ϕ допускає аналiтичне продовження на круг DR = {z : |z| < R},
0 < R 6 +∞, то вона називається аналiтичною в DR. Надалi вважатимемо, що DR є
найбiльшим кругом аналiтичностi функцiї ϕ. Вiдомо [1, c. 37-38] таке: для того, щоб
характеристична функцiя ϕ була аналiтичною в DR, необхiдно i достатньо, щоб для
кожного r ∈ [ 0, R )

WF (x) =: 1− F (x) + F (−x) = O(e−rx), x → +∞. (2)

Якщо R = +∞, (тобто ϕ – цiла характеристична функцiя), i ϕ(z) 6≡ const,
то [1, c. 45] iснує скiнченна чи нескiнченна границя lim

r→+∞
r−1 lnM(r, ϕ) > 0, де

M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| = r}. Якщо ρ[ϕ] = lim
r→∞

ln lnM(r,ϕ)
ln r

– порядок функцiї ϕ i

σ[ϕ] = lim
r→∞

lnM(r,ϕ)
rρ[ϕ] – її тип, визначений за умови 0 < ρ[ϕ] < +∞, то або ρ[ϕ] > 1,

або ρ[ϕ] = 1 i σ[ϕ] > 0. Б.Рамачандран [2] (див. також [1, c. 54]) довiв, що за умови
1 6 ρ[ϕ] < +∞ правильна формула

c© Кiнаш О., Пароля М., 2012
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1

ρ[ϕ]
+

1

γ[F ]
= 1, γ[F ] = lim

x→+∞

ln ln (1/WF (x))

lnx
, (3)

a за умови 1 < ρ[ϕ] < +∞,

(γ[F ]δ[F ])
ρ[ϕ]−1

σ[ϕ]ρ[ϕ] = 1, δ[F ] = lim
x→∞

x−γ[F ] ln
1

WF (x)
. (4)

Н.I.Яковлєва [3-4] узагальнила формулу (3), використовуючи узагальненi по-
рядки М.М. Шеремети [5]. Як i в [5], через L позначимо клас неперервних додатних
на (−∞,+∞) функцiй α таких, що α(x) ≡ α(x0) > 0 для x 6 x0 i α(x) ↑ +∞ при x0 6

x → +∞. Будемо говорити, що α ∈ L0, якщо α ∈ L i α ((1 + o(1))x) = (1 + o(1))α(x)
при x → +∞. Нарештi, α ∈ Lпз, якщо α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) x → +∞ для
кожного c ∈ (0,+∞), тобто α – повiльно зростаюча функцiя. В [4] доведено таке:
якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то для того, щоб lim

r→+∞

1
β(r)α

(

1
r
lnM(r, ϕ)

)

= γ > 0, необхiдно

i достатньо, щоб lim
r→+∞

1
α(x)β

(

1
x
ln 1

WF (x)

)

= 1
γ
.

Оскiльки унiверсальної шкали зростання побудувати не можна, Б.В. Винни-
цький [6] знайшов зв’язок мiж зростанням M(r, ϕ) i спаданням WF (x) для цiлих
функцiй у термiнах функцiї Φ−1, оберненої до функцiї Φ(x) = lnM(ex, ϕ). Вiн довiв

таке: якщо ϕ має нескiнченний порядок, то lim
x→+∞

Φ−1(x)

ln
(

1
x
ln
(

1
WF (x)

)) = 1. М. Девес [7] за-

мiсть функцiй з класiв L0 i Lпз розглядала функцiї α i β такi, що lim
x→∞

α(kx)
α(x) 6 A0k

a

i lim
x→∞

β(kx)
β(x) 6 B0k

b для k > 1 i, зрозумiло, замiсть рiвностей отримала оцiнки

lim
r→+∞

1
β(r)α

(

lnM(r,ϕ)
r

)

, зверху i знизу через lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) .

Для аналiтичної в одиничному крузi D1 функцiї ϕ порядок i тип вводяться

за формулами ρ∗[ϕ] = lim
r↑1

ln+ ln+ M(r,ϕ)
− ln(1−r) i σ∗[ϕ] = lim

r↑1
(1 − r)ρ

∗[ϕ] ln+ M(r, ϕ) за умови

0 < ρ∗[ϕ] < +∞. В.М. Сорокiвський [8] довiв: якщо ϕ – аналiтична в D1 характерис-
тична функцiя ймовiрнiсного закону F , то

1

γ∗[F ]
−

1

ρ∗[F ]
= 1, γ∗[F ] = lim

x→∞

ln+
(

1− ln 1
WF (x)

)

lnx
, (5)

i

(γ∗[F ]δ∗[F ])
ρ∗[ϕ]+1

= σ∗[ϕ]ρ∗[ϕ], δ∗[F ] = lim
x→∞

x−γ
∗[F ]

(

x− ln
1

WF (x)

)+

. (6)

В [9] вiн довiв: якщо α ∈ Lпз i β ∈ Lпз такi, що lim
x→+∞

d ln β−1(cα(x))
d ln x

< 1,

lim
x→+∞

α(xα−1(cβ(x)))
β(x) = c i β−1

(

cα
(

x
β−1(cα(x))

))

= (1 + o(1))β−1(cα(x)) при x → +∞

для кожного c ∈ (0;+∞), то

lim
r↑1

α(lnM(r, ϕ))

β
(

1
1−r

) = lim
x→+∞

α(x)

β

(

1

(1 − 1
x
ln 1

WF (x))
+

) . (7)
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Тут ми доповнимо та узагальнимо наведенi результати. Для цiлих характеристичних
функцiй правильна така теорема.

Теорема 1. Якщо або α ∈ Lпз i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lпз, а ϕ – цiла характе-
ристична функцiя ймовiрнiсного закону F , то

lim
r→+∞

α
(

1
r
lnM(r, ϕ)

)

β(r)
= lim

x→+∞

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) . (8)

За умов α ∈ Lпз i β ∈ L0 теорема 1 збiгається з наведеним вище результатом
Н.I. Яковлєвої [4], який свiдчить про зв’язок мiж зростанням M(r, ϕ) i спаданням
WF (x) у випадку, коли 1

r
lnM(r, ϕ) прямує до +∞ досить швидко. За умов α ∈ L0 i

β ∈ Lпз теорема 1 є новим результатом i засвiдчує такий зв’язок, коли 1
r
lnM(r, ϕ)

прямує до +∞ повiльно. Якщо виберемо α(x) = β(x) = lnx, для x > x0, то з (8)
отримаємо формулу (3) для знаходження порядку.

Формула (4) випливає з доведеної нижче рiвностi

lim
r→∞

lnM(r, ϕ)

rρ
=

ρ− 1

ρρ
lim

x→+∞

x
(

1
x
ln 1

WF (x)

)ρ−1 , ρ = ρ[ϕ]. (9)

У випадку, коли характеристична функцiя ϕ ймовiрнiсного закону F аналiтична
у крузi DR, 0 < R < +∞, ситуацiя дещо iнша, бо ϕ може бути обмеженою в DR, а
для того, щоб M(r, ϕ) ↑ +∞ при r ↑ R, потрiбна додаткова умова на WF (x). Такою
є умова

lim
r↑R

WF (x)e
Rx = +∞, (10)

що буде доведено пiзнiше. Швидкiсть зростання функцiї M(r, ϕ) залежить вiд асимп-
тотичного поводження функцiї WF (x)e

Rx, про що свiдчить наступна теорема.

Теорема 2. Нехай ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характеристична функцiя
ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10), а ρ∗[ϕ] – її порядок. Тодi

lim
x→+∞

ln+ ln+
(

WF (x)e
Rx
)

lnx
=

ρ∗[ϕ]

ρ∗[ϕ] + 1
i lim

x→+∞

lnx

ln x
ln+(WF (x)eRx)

= ρ∗[ϕ],

якщо 0 < ρ∗[ϕ] < +∞, то для типу σ∗[ϕ] правильнi формули

σ∗[ϕ] =
ρρ

(ρ+ 1)ρ+1
lim

x→+∞

(

ln+
(

WF (x)e
Rx
))ρ+1

xρ
=

ρρ

(ρ+ 1)ρ
lim

x→+∞

x
(

x
ln+(WF (x)eRx)

)ρ+1 ,

де ρ = ρ∗[ϕ].

Для R = 1 формули з теореми 2 збiгаються з формулами (5) i (6). Доцiльнiсть
наведення формули для знаходження ρ∗[ϕ] i σ∗[ϕ] в теоремi 2 у двох варiантах видно
з наступних трьох теорем.

Теорема 3. Нехай функцiї α ∈ Lпз i β ∈ Lпз такi, що β−1(cα(x))
x

→ 0 i

α
(

x
β−1(cα(x))

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для кожного c ∈ (0,+∞), a ϕ –



112
Орест КIНАШ, Марта ПАРОЛЯ

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

α (lnM(r, ϕ))

β
(

1
R−r

) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

x
ln+(WF (x)eRx)

) . (11)

Зауважимо, що для R = 1 формула (10) збiгається з формулою (7), але умови
на α i β слабшi, нiж в [9].

Теорема 4. Нехай функцiї α ∈ Lпз i β ∈ Lпз такi, що α(ln x)
β(x) → 0, α−1(cβ(x))

x
→ 0

i β
(

x
α−1(cβ(x))

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞ для кожного c ∈ (0,+∞), a ϕ –

аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

α (lnM(r, ϕ))

β
(

1
R−r

) = lim
x→+∞

α
(

ln+
(

WF (x)e
Rx
))

β(x)
.

Зауважимо, що умови на α i β в теоремi 3 засвiдчують те, що функцiя α зростає
повiльнiше, нiж функцiя β, а з умов теореми 4 випливає, що функцiя β зростає
повiльнiше, нiж функцiя α. Цiкавим є випадок, коли функцiї α i β мають однакове
зростання, наприклад, коли α(x) ≡ β(x). Правильна така теорема.

Теорема 5. Нехай функцiя α ∈ Lпз така, що α(ln x)
α(x) → 0 i α

(

x
α−1(cα(x))

)

=

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для будь-якого c ∈ (0, 1), a ϕ – аналiтична
в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який

задовольняє умову (10). Нехай ρ∗α[ϕ] = lim
r↑R

α(lnM(r,ϕ))

α( 1
R−r )

. Якщо ρ∗α[ϕ] > 1, то

ρ∗α[ϕ] = lim
x→+∞

α(x)

α

(

x

ln+(WF (x)eRx)

) , якщо ρ∗α[ϕ] < 1, то ρ∗α[ϕ] = lim
x→+∞

α(ln(WF (x)eRx))
α(x) .

У теоремах 3 - 4 функцiї α i β повiльно зростаючi. Проте можна отримати
аналоги цих теорем, коли одна з цих функцiй є степеневою. Про це свiдчать такi двi
теореми.

Теорема 6. Нехай α ∈ Lпз i α
(

x
α(x)

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞, а ϕ – аналi-

тична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який
задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

(R− r)α (lnM(r, ϕ)) = lim
x→∞

α(x)

x
ln+

(

WF (x)e
Rx
)

.

Теорема 7. Нехай β ∈ Lпз,
lnx
β(x) → 0 i β

(

x
β(x)

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞, а

ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону
F , який задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

lnM(r, ϕ)

β
(

1
R−r

) = lim
x→∞

ln+
(

WF (x)e
Rx
)

β(x)
.
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Зауважимо, що в теоремах 4 i 7 усунути умову α(ln x)
β(x) → 0 при x → +∞ не

можна. Продемонструємо це на прикладi теореми 7 з β(x) = ln x. Нехай F (x) = 0
для x 6 0, F (x) = 1 − e−R для 0 < x 6 1, i F (x) = 1 − xe−Rx для x > 1. Тодi

ϕ(t) = 1− e−R +
∞
∫

1

eitxdF (x) i

M(r, ϕ)= |ϕ(−ir)| = 1−e−R−

∞
∫

1

erxd(1−F (x)) = 1−e−R+e−(R−r)+r

∞
∫

1

xe−(R−r)dx =

= 1− e−R + e−(R−r) +
re−(R−r)

(R − r)2
(1 +R − r) =

(1 + o(1))R

(R− r)2
,

при r ↑ R, тобто lim
r↑R

lnM(r,ϕ)

β( 1
R−r )

= 2. З iншого боку, WF (x) = xe−Rx для x > 1, i отже,

lim
x→∞

ln(WF (x)eRx)
β(x) = 1.

Доведення теорем 1-7 ґрунтується на такiй лемi.

Лема 1. Якщо ϕ – аналiтична в DR, 0 < R 6 +∞, характеристична функцiя ймо-
вiрнiсного закону F , то для кожного r ∈ [0 , R) i всiх x > 0 правильнi нерiвностi

1
2e

rxWF (x) 6 M(r, ϕ) 6 r
∞
∫

0

erxWF (x)dx + 1 +WF (+0).

Для R = +∞ ця лема доведена в [1, c. 54-55]. У випадку, коли 0 < R < +∞,
ї ї доведення таке саме. Приймемо µ(r, ϕ) = sup {WF (x)e

rx : x > 0}, I(r, ϕ) =
=
∫∞

0
WF (x)e

rxdx i припустимо, що M(r, ϕ) ↑ +∞ при r ↑ R. Тодi за лемою 1

(1 + o(1)) lnµ(r, ϕ) 6 lnM(r, ϕ) 6 (1 + o(1)) ln I(r, ϕ), r ↑ R, (12)

i отже, задача зводиться до знаходження асимптотики функцiї lnµ(r, ϕ) i асимпто-
тичних оцiнок ln I(r, ϕ) через lnµ(r, ϕ).

2. Асимптотичне поводження функцiї lnµ(r, ϕ). Припустимо спочатку, що
R = +∞, тобто ϕ – цiла характеристична функцiя, а x0 = sup {x : WF (x) > 0} <

< +∞. Тодi µ(r, ϕ) 6 erx0 sup {WF (x) : x 6 x0}, тобто, lim
r→+∞

lnµ(r,ϕ)
r

6 x0. Оскiль-

ки µ(r, ϕ) > WF (x0)e
rx0 , то lim

r→∞

lnµ(r,ϕ)
r

> x0, тому lim
r→∞

lnµ(r,ϕ)
r

= x0. З iншого

боку, у цьому випадку I(r, ϕ) =
∫ x0

0
WF (x)e

rxdx 6 x0µ(r, ϕ) i з огляду на лему 1

lim
r→∞

lnM(r,ϕ)
r

= x0. Отже, доведено таке твердження.

Теорема 8. Для цiлої характеристичної функцiї ϕ 6= const першого порядку i
нормального типу величина типу σ[ϕ] обчислюється за формулою
σ[ϕ] = sup {x : WF (x) > 0}.

Зауважимо, що теорема 1 уточнює твердження з [1, c. 57] про те, що iснують
характеристичнi функцiї порядку ρ[ϕ] = 1 з величиною типу σ[ϕ] ∈ [0 , +∞). При-
пустимо тепер, що WF (x) 6= 0 для всiх x > 0. Оскiльки WF (x) ց 0(x → +∞), то
lnµ(r, ϕ) > lnWF (x0) + x0r для всiх r > 0 i кожного x0 > 0, звiдки випливає, що

lim
r→∞

lnµ(r,ϕ)
r

= +∞.
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Для аналiтичних у в DR, 0 < R < ∞, характеристичних функцiй з (2) для
кожного r ∈ [ 0, R ) одержуємо WF (x)e

rx → 0, x → +∞, а для кожного r∗ > R з того,

що DR є найбiльшим кругом аналiтичностi, отримаємо WF (xk)e
r∗xk → ∞ (k → ∞)

для деякої зростаючої до +∞ послiдовностi (xk) додатних чисел, звiдки з огляду
на довiльнiсть r i r∗ випливає, що R = lim

x→+∞

1
x
ln 1

WF (x) . Ця рiвнiсть правильна i у

випадку, коли R = +∞.
На вiдмiну вiд цiлих для аналiтичних в DR, 0 < R < ∞, характереистичних

функцiй функцiя lnµ(r, ϕ) може бути обмеженою. Неважко довести, що для того,
щоб µ(r, ϕ) 6 K для кожного r ∈ [ 0, R ), необхiдно i достатньо, щоб WF (x)e

Rx 6 K
для всiх x > 0. Тому правильне таке твердження.

Твердження 1. Якщо ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функ-
цiя ймовiрнiсного закону F , то для того, щоб µ(r, ϕ) ↑ +∞ при r ↑ R, необхiдно i
достатньо, щоб виконувалась умова (10).

З огляду на це твердження умова (10) наявна в теоремах 2-7. Зауважимо, що
виконання умови (10) у випадку R = +∞ є очевидним.

Надалi будемо вважати, що ця умова виконується, а для дослiдження зростання
функцiї lnµ(r, ϕ) використовуватимемо зв’язок мiж зростанням функцiй, спряжених
за Юнгом.

Через Ω(0, R), 0 < R 6 +∞ позначимо клас додатних необмежених на [0, R)
функцiй Φ таких, що похiдна Φ′ є додатною, неперервною i зростає до +∞ на [r0, R)

для деякого r0 ∈ [0, R). Для функцiй Φ ∈ Ω(0, R) нехай Ψ(r) = r − Φ̄(r)
Φ′(r) – функцiя,

асоцiйована з Φ за Ньютоном, а функцiя φ обернена до Φ′. Правильна така лема.

Лема 2. Нехай 0 < R 6 +∞, Φ ∈ Ω(0, R), ϕ – аналiтична в DR характерис-
тична функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10). Для того,
щоб lnµ(r, ϕ) 6 Φ(r) для всiх r ∈ [ r0, R ), необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6
6 −xΨ(φ(x)) для всiх x > x0.

Доведення. Нехай Ω(−∞, R) – клас додатних необмежених на (−∞, R) функцiй Φ,
для яких похiдна Φ′ є додатною непрервною i зростає до +∞ на (−∞, R), а Ψ i φ
визначенi, як вище. Тодi [9] функцiя Ψ є неперервною i зростає до R на (−∞, R), а
функцiя φ є неперервною i зростає до R на (0,+∞).

Припустимо, що функцiя P задана на (0,+∞) i вiдмiнна вiд +∞ (вона може
набувати значення −∞, але P 6≡ −∞ ), i нехай Q(r) = sup{P (x) + rx : x > 0} –
функцiя спряжена за Юнгом. В [10] доведено таке: для того, щоб Q(r) 6 Φ̄(r) ∈ Ω
(−∞, R), необхiдно i достатньо, щоб P (x) 6 −xΨ(φ(x)) для всiх x > 0.

Функцiї lnµ(r, ϕ) = sup{lnWF (x) + rx : x > 0} i lnWF (x) спряженi за Юнгом,
оскiльки Φ ∈ Ω(0, R), то iснує таке r0 ∈ (0, R), що Φ(r0) > 0 i Φ′(r0) > 0. Тому можна
побудувати функцiю Φ1 ∈ Ω(−∞, R), яка б дорiвнювала Φ на [r0, R]. Зрозумiло, що
тодi Ψ1(r) = Ψ(r) на [r0, R] i Φ1(x) = Φ(x) для x > x0 = x0(r0). Тому з наведеного
результату з [10] випливає висновок леми 2. �

Використовуючи лему 2, неважко довести таке твердження.
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Твердження 2. Нехай ρ > 1, а ϕ – цiла характеристична функцiя ймовiрнiсного
закону F . Тодi

lim
r→∞

lnµ(r, ϕ)

rρ
=

(ρ− 1)ρ−1

ρρ
lim
r→∞

x
(

1

x
ln 1

WF (x)

)ρ−1 .

Справдi, нехай Φ ∈ Ω(0, R) така, що Φ(r) = Trρ при r > r0, де T > 0. Тодi для

x > x0 одержуємо xΨ(φ(x)) = ρ−1
ρ

(

1
Tρ

)
1

ρ−1

x
ρ

ρ−1 . Тому за лемою 2 для того, щоб

lnµ(r, ϕ) 6 Trρ для всiх r > r0 необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6 −(ρ − 1)×

×ρ
ρ

ρ−1 T
−1
ρ−1xρ(ρ−1) для всiх x > x0, тобто

(

1
x
ln 1

WF (x)

)ρ−1

> 1
T
(ρ − 1)ρ−1ρ−ρx при

x > x0, звiдки неважко отримати потрiбну рiвнiсть.

Припустимо тепер, що Φ ∈ Ω(0, R) така, що Φ(r) =
r
∫

r0

ω(t)dt + const, де ω –

неперервна, додатна i зростаюча до +∞ на [ r0, R ) функцiя. Тодi Φ′(r) = ω(r) для
r > r0 i φ(x) = ω−1(x) для x > x0, а отже,

∫ x

x0

φ(t)dt =

x
∫

x0

ω−1(t)dt =

φ(x)
∫

φ(x0)

tdω(t) =

= xφ(x) − x0φ(x0)− Φ(φ(x)) + Φ(φ(x0)) = xΨ(φ(x)) − x0Ψ(φ(x0)).

Тому з леми 2 випливає така лема.

Лема 3. Нехай 0 < r0 < R 6 +∞ i виконується умова (10), а ω – неперерв-
на, додатна i зростаюча до +∞ на [ r0, R ) функцiя. Для того, щоб lnµ(r, ϕ) 6

6
r
∫

r0

ω(t)dt+ const, необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6 −
x
∫

x0

ω−1(t)dt+ const.

Використовуючи цю лему, доведемо таке твердження.

Твердження 3. Нехай або α ∈ Lпз i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lпз, а ϕ – цiла
характеристична функцiя. Для того, щоб

α

(

lnµ(r, ϕ)

r

)

6 (1 + o(1))β(r), r → ∞, (13)

необхiдно i достатньо, щоб

α(x) 6 (1 + o(1))β

(

1

x
ln

1

WF (x)

)

, x → +∞. (14)

Доведення. З (13) випливає, що lnµ(r, ϕ) 6 rα−1(δβ(r)) для будь-якого δ > 1 i всiх
r > r0(δ), тобто lnWF (x) 6 r

(

α−1(δβ(r)) − x
)

для всiх r > r0(δ) i x > 0. Виберемо

r = r(x) = β−1
(

α(εx)
δ

)

, де ε ∈ (0, 1) – довiльне число. Тодi r(x) > r0(δ) для всiх

x > x0(δ, ε), i отже, lnWF (x) 6 −(1 − ε)xβ−1
(

α(εx)
δ

)

для всiх x > x0(δ, ε), звiдки

випливає, що α(εx)

β
(

1
(1−ε)x

ln 1
WF (x)

) 6 δ для всiх x > x0(δ, ε). Якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то
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α(εx) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞, а [11] lim
x→∞

β(x)

β( x
1−x )

= A(ε) ց 1 (ε ↓ 0). Тому з

останньої нерiвностi отримуємо

δ >
α(x)(1 + o(1))

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

)

β
(

1
(1−ε)x ln 1

WF (x)

) >
1 + o(1)

A(ε)

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) , x → +∞,

звiдки, спрямовуючи ε → 0 i δ → 1, одержимо (14). Якщо ж β ∈ Lпз i α ∈ L0, то

β
(

x
1−ε

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞, a lim
x←∞

α(εx)
α(x) = lim

x←∞

α((1−(1−ε))x)
α(x) = A1(ε) ց 1

(ε ↑ 1). Тому знову отримаємо (14).
Навпаки, з умови (14) для будь-якого δ > 1 i всiх x > x0 = x0(δ) > 0 одержуємо

lnWF (x) 6 −xβ−1
(

α(x)
δ

)

6 −
x
∫

x0

β−1
(

α(t)
δ

)

dt, тобто за лемою 3 з ω(t) = α−1(δβ(t))

отримуємо нерiвнiсть

lnµ(r, ϕ) 6

r
∫

r0

α−1 (δβ(r)) dt+ const 6 rα−1 (δβ(r)) + const,

звiдки випливає (13). Твердження 2 доведено. �

Наслiдок 1. За умов твердження 3 для того, щоб lim
r→∞

α( 1
r
lnµ(r,ϕ))
β(r) = 1, необхiдно

i достатньо, щоб lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) = 1.

Перейдемо до характеристичних функцiй, аналiтичних в DR, 0 < R < +∞, i
спочатку зауважимо, що з рiвностi R = lim

x→+∞

1
x
ln 1

WF (x) випливає, що x
ln(WF (x)eRx) →

+∞ при x → ∞, звiдки з огляду на (10)випливає, що зростання функцiї lnµ(r, ϕ) ↑ ∞
при r ↑ R можна вивчати або в термiнах зростання функцiї x

ln(WF (x)eRx) , або в тер-

мiнах зростання функцiї WF (x)e
Rx. Продемонструємо це на прикладi аналiтичних

характеристичних в DR функцiй скiнченного порядку.

Нехай Φ(r) = a
(

1
R−r

)b

, де a > 0 i b > 0. Зрозумiло, що Φ ∈ Ω (0, R), i неважко

перевiрити, що xΨ(φ(x)) = Rx − b+1
b
(ab)

1
b+1x

b
b+1 . Тому за лемою 2 для того, щоб

lnµ(r, ϕ) 6 a
(

1
R−r

)b

для всiх r ∈ [ r0, R ), необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6

6 −Rx + b+1
b
(ab)

1
b+1x

b
b+1 для всiх x > x0, звiдки для належного вибору a i b отри-

муємо таке твердження.

Твердження 4. Нехай ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характерестична

функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10), i ρ = lim
r↑R

ln lnµ(r,ϕ)

ln 1
R−r

.

Тодi lim
x→+∞

ln ln(WF (x)eRx)
ln x

= ρ
ρ+1 i lim

x→+∞

lnx
ln x

ln(WF (x)eRx)
= ρ+ 1, якщо 0 < ρ < +∞, то

lim
r↑R

lnµ(r, ϕ)
(

1
R−r

)ρ =
ρρ

(ρ+ 1)ρ+1 lim
x→+∞

lnρ+1
(

WF (x)e
Rx
)

xρ
=
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=
ρρ

(ρ+ 1)
ρ+1 lim

x→+∞

x
(

x
ln(WF (x)eRx)

)ρ+1 .

Аналогом твердження 3 є таке твердження.

Твердження 5. Нехай α ∈ Lпз, β ∈ Lпз,
β−1(cα(x))

x
→ 0 i α

(

x
β−1(cα(x))

)

=

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для деякого c ∈ (0, 1), а ϕ – аналiтична в DR,
0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє
умову (10). Для того, щоб

α (lnµ(r, ϕ)) 6 (1 + o(1))β

(

1

R− r

)

, r ↑ R, (15)

необхiдно i достатньо, щоб

α(x) 6 (1 + o(1))β

(

x

ln (WF (x)eRx)

)

, x → +∞. (16)

Доведення. З (15) для кожного δ ∈
(

1, 1
c

)

i всiх r ∈ [ r0(δ), R ) отримаємо lnµ(r, ϕ) 6

6 α−1
(

δβ
(

1
R−r

))

, тобто

lnWF (x) 6 α−1
(

δβ

(

1

R− r

))

− rx (17)

для всiх x > 0 i всiх r ∈ [ r0(δ), R ). Виберемо

r = r(x) = R−
1

β−1
(

1
δ
α

(

x

β−1(α(x)
δ )

)) .

Тодi r0(δ) 6 r(x) < R для всiх x > x0(δ), а з (17) отримуємо

lnWF (x) 6
x

β−1
(

α(x)
δ

) − Rx+
x

β−1
(

1
δ
α

(

x

β−1(α(x)
δ )

)) ,

звiдки ln
(

WF (x)e
Rx
)

6 2x

β−1

(

1
δ
α

(

x

β−1(α(x)
δ )

)) , i отже, з огляду на умови твердження

(1 + o(1))δβ

(

x

ln (WF (x)eRx)

)

> α





x

β−1
(

α(x)
δ

)



 = (1 + o(1))α(x), x → ∞,

звiдки на пiдставi довiльностi δ отримуємо (16).
Навпаки, якщо виконується умова (16), то для будь-якого δ > 1 i всiх x > x0(δ)

правильна нерiвнiсть

lnWF (x) 6 −Rx+
x

β−1
(

α(x)
δ

) 6 −

x
∫

x0



R−
1

β−1
(

α(x)
δ

)



 dt+ const.
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Тому за лемою 3 з ω(t) = α−1
(

δβ
(

1
R−t

))

одержуємо

lnµ(r, ϕ) 6

r
∫

r0

α−1
(

δβ

(

1

R− t

))

dt 6 (R− r0)α
−1

(

δβ

(

1

R− r

))

,

звiдки з погляду на умову α ∈ Lпз i довiльнiсть δ випливає оцiнка (15). Твердження
5 повнiстю доведено. �

Наслiдок 2. За умов твердження 5 для того, щоб lim
r↑R

α(lnµ(r,ϕ))

β( 1
R−r )

= 1, необхiдно i

достатньо, щоб lim
x→∞

α(x)

β

(

x

ln(WF (x)eRx)

) = 1.

Умови β−1(cα(x))
x

→ 0 i α
(

x
β−1(cα(x))

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ означають,

що функцiя α зростає повiльнiше, нiж функцiя β. У випадку, коли α зростає швидше,
нiж β, правильне таке твердження.

Твердження 6. Нехай α ∈ Lпз, β ∈ Lпз,
α−1(cβ(x))

x
→ 0 i β

(

x
β−1(cβ(x))

)

=

= (1 + o(1)) β(x) при x → +∞ для деякого c ∈ (1,+∞), а ϕ – аналiтична в DR,
0 < R < +∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє
умову (10). Для того, щоб виконувалась асимптотична нерiвнiсть (15), необхiдно
i достатньо, щоб

α
(

ln
(

WF (x)e
Rx
))

6 (1 + o(1))β(x), x → ∞. (18)

Доведення. З (15) як вище, для кожного δ ∈ (1, c) всiх x > 0 i всiх r ∈ [ r0(δ), R )
одержимо (17). Виберемо тепер r = R − 1

x
. Зрозумiло, що тодi для всiх x > x0(δ)

з (17) одержимо нерiвнiсть lnWF (x) 6 α−1 (δβ(x)) − Rx+ 1, звiдки легко випливає
(18).

Навпаки, з (18) отримаємо lnWF (x) 6 α−1(δβ(x))−Rx для кожного δ > 1 i всiх
x > x0. Тому, прийнявши максимум окремо на [0, x0] та [x0,+∞], отримуємо

lnµ(r, ϕ) 6 max
{

max
{

α−1(δβ(x) − (R − r)x : x 6 x0)
}

,

max
{

α−1(δβ(x) − (R− r)x : x > x0)
}}

6

6 max
{

α−1(δβ(x) − (R− r)x : x > 0)
}

+ α−1 (ρβ(x0)) .

Але

max
{

α−1(δβ(x) − (R − r)x : x > 0)
}

= max

{

x

(

α−1 (δβ(x))

x
− (R − r)

)

: x > 0)

}

.

Тому точка цього максимуму x = x(r) є такою, що α−1(δβ(x(r)))
x(r) > R − r (бо у про-

тилежному випадку ми мали б спiввiдношення lnµ(r, ϕ) = O(1), при r ↑ R). Отже,
x(r)

α−1(δβ(x(r)))
6

1

R− r
, а lnµ(r, ϕ) 6 α−1(δβ(x(r))) + α−1(δβ(x0)), звiдки з огляду

на умови твердження

(1 + o(1))α(ln µ(r, ϕ)) 6 δβ(x(r)) = (1 + o(1))δβ

(

x(r)

α−1(δβ(x(r)))

)

6
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6 (1 + o(1))δβ

(

1

R− r

)

, r → ∞,

тобто на пiдставi довiльностi δ отримаємо асимптотичну нерiвнiсть (15). Твердження
6 доведено. �

Наслiдок 3. За умов твердження 6 для того, щоб lim
r↑R

α lnµ(r,ϕ)

β( 1
R−r )

= 1, необхiдно i

достатньо, щоб lim
x→+∞

α(ln(WF (x)eRx))
β(x) = 1.

Нехай α ∈ Lпз, β(x) = ραα(x), де ρα = lim
r↑R

α(lnµ(r,ϕ))

α( 1
1−r )

. Якщо ρα > 1, то

β−1(cα(x))
x

= 1
x
α−1

(

c
ρα

α(x)
)

→ 0 при x → +∞ для кожного c ∈ (0, 1), i ми можемо ви-

користовувати висновок наслiдку 3. Якщо ж ρα < 1, то α−1(cβ(x))
x

= α−1(cραα(x))
x

→ 0
при x → ∞ для кожного c ∈ (1, 1/ρα), i можна використовувати наслiдок 4 звiдки
випливає таке твердження.

Наслiдок 4. Нехай α ∈ Lпз i α
(

x
α−1(cα(x))

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для

будь-якого c ∈ (0, 1), а ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеричтична
функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10). Якщо ρα > 1, то

ρα = lim
x→∞

α(x)

α

(

x

ln+(Wf (x)eRx)

) , якщо ρα < 1, то ρα = lim
x→+∞

α(lnWF (x)eRx)
α(x) .

Перейдемо до розгляду випадкiв, коли або β(x) ≡ x, або α(x) ≡ x. Почнемо з
такого твердження.

Твердження 7. Нехай α ∈ Lпз i α
(

x
α(x)

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞, а ϕ –

аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Для того, щоб

α (lnµ(r, ϕ)) 6
1 + o(1)

R− r
, r ↑ R, (19)

необхiдно i достатньо, щоб

α(x) 6
(1 + o(1))x

ln (WF (x)eRx)
, x → +∞. (20)

Доведення. Неважко довести, що з умов α ∈ Lпз i α
(

x
α(x)

)

= (1 + o(1))α(x) при

x → ∞ одержимо α(x) = (1 + o(1))α
(

x
α2(x)

)

, при x → ∞.

Припустимо, що виконується умова (19), тобто lnµ(r, ϕ) 6 α−1
(

δ
R−r

)

для кож-

ного δ > 1 i всiх r ∈ [ r0(δ), R ), звiдки випливає, що lnWF (x) 6 α−1
(

δ
R−r

)

− xr для

всiх x > 0 i r ∈ [ r0(δ), R ). Якщо виберемо r = R − δ

α
(

x

α2(x)

) , то r ∈ [ r0(δ), R ) для

всiх x > x0(δ) i

lnWF (x) 6
x

α2(x)
−Rx+

δx

α
(

x
α2(x)

) =
δ(1 + o(1))x

α(x)
−Rx, x → +∞,
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звiдки випливає (20). Навпаки з (20) для кожного δ > 1 i всiх x > x0(δ) випливає
нерiвнiсть lnWF (x) 6

δx
α(x) −Rx, тобто

lnµ(r, ϕ) 6 max

{

x

(

δ

α(x)
− (R− r)

)

: x > 0

}

+O(1),

при r ↑ R. Цей максимум досягається в точцi x = x∗(R) такiй, що δ
α(x) > R−r, тобто

α(x∗(R)) 6 δ
R−r

. Оскiльки lnµ(r, ϕ) 6 x∗(r)δ
α(x∗(R)) 6 x∗(r) 6 α−1

(

δ
R−r

)

, то з огляду на

довiльнiсть δ отримуємо (19). Твердження 7 доведено. �

Наслiдок 5. За умов твердження 7 для того, щоб lim
r↑R

(R − r)α (lnµ(r, ϕ)) = 1,

необхiдно i достатньо, щоб lim
x→∞

α(x)
x

ln
(

WF (x)e
Rx
)

= 1.

Твердження 8. Нехай β ∈ Lпз i β
(

x
β(x)

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞, а ϕ –

аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Для того, щоб

lnµ(r, ϕ) 6 (1 + o(1))β

(

1

R− r

)

, r ↑ R, (21)

необхiдно i достатньо, щоб

ln
(

WF (x)e
Rx
)

6 (1 + o(1))β(x), x → +∞. (22)

Доведення. З (21) для будь-якого δ > 1 i всiх r ∈ [ r0(δ), R ) одержуємо lnµ(r, ϕ) 6

6 δβ
(

1
R−r

)

, i отже, lnWF (x) 6 δβ
(

1
R−r

)

− rx для всiх r ∈ [ r0(δ), R ) i x > 0, звiдки

для r = R − 1
x

отримуємо lnWF (x) 6 δβ(x) −Rx+ 1, тобто правильна асимптотич-
на нерiвнiсть (22). Навпаки, з (22) випливає, що lnWF (x) 6 δβ(x) − Rx для всiх
x > x0(δ), тому

lnµ(r, ϕ) 6 max

{

x

(

δβ(x)

x
− (R − r)

)

: x > 0

}

+ const.

Оскiльки β(x)
x

→ 0 (x → ∞), то останнiй максимум досягаємо в точцi x∗(r) такої,

що δβ(x∗(r))
x∗(r) > R− r, тобто x∗(r)

β(x∗(r)) 6
δ

R−r
. Тому

lnµ(r, ϕ) 6 β(x∗(r)) = δ(1 + o(1))β

(

x∗(r)

β(x∗(r))

)

=

= (1 + o(1))δβ

(

δ

R− r

)

= (1 + o(1))δβ

(

1

R− r

)

при r ↑ R, тобто одержуємо нерiвнiсть (21).
Твердження 8 доведено. �

Наслiдок 6. За умов твердження 8 для того, щоб lim
r↑R

lnµ(r,ϕ)

β( 1
1−r )

= 1, необхiдно i

достатньо, щоб lim
x→∞

ln(WF (x)eRx)
β(x) = 1.
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3. Оцiнки iнтеграла I(r, ϕ) i доведення теорем. Нехай 0 < R 6 +∞, а
η(r) – додатна неперервна на [ 0, R ) функцiя така, що r + η(r) ↑ R при r ↑ R. Тодi

I(r, ϕ) =

∫ ∞

0

WF (x) exp {(r + η(r))x} exp {−η(r)x} dx 6
µ(r + η(r), ϕ)

η(r)
,

тобто

ln I(r, ϕ) 6 lnµ(r + η(r), ϕ) + ln
1

η(r)
. (23)

Якщо R = +∞, то можемо вибрати η(r) = 1 i (23) отримаємо нерiвнiсть ln I(r, ϕ) 6
6 lnµ(r + 1, ϕ), звiдки з огляду на (12) з твердження 2 отримуємо формулу (9), а
з наслiдку 1 – теорему 1. Якщо 0 < R < +∞, а функцiї α ∈ L0 i β ∈ L0 такi, що
α(ln x)
β(x) → 0 при x → +∞, то виберемо η(r) = exp

{

−α−1
(

2α
(

ln 1
R−r

))}

. Оскiльки

ln 1
R−r

< α−1
(

2α
(

ln 1
R−r

))

, то r + η(r) < R i з нерiвностi (23) одержуємо

ln I(r, ϕ) 6 lnµ(r + η(r), ϕ) + α−1
(

2α

(

ln
1

R− r

))

. (24)

Якщо тепер α(x) = x i β(x) = xρ, то

(R− r)ρ ln I(r, ϕ) 6 (R − r)ρ lnµ(r + η(r)) + (R − r)ρ2 ln
1

R− r
=

=
(R − r)ρ

(R− r − (R− r)2)
ρ (R− r − η(r))

ρ
lnµ(r + η(r), ϕ) + o(1) =

= (1 + o(1)) (R − (r + η(r)))
ρ
lnµ(r + η(r), ϕ), r ↑ R, (25)

якщо α(x) = β(x) = lnx, то η(r) = exp
{

− ln2 1
R−r

}

i з (24) випливає, що

ln ln I(r, ϕ)

ln 1
R−r

6
ln lnµ(r + η(r), ϕ)

ln 1
R−r−η(r)

ln 1
R−r−η(r)

ln 1
R−r

.

Неважко довести, що ln(R−ln r−η(r))
ln(R−r) → 1 (r ↑ 1), тому

ln ln I(r, ϕ)

ln 1
R−r

6 (1 + o(1))
ln lnµ(r + η(r), ϕ)

ln 1
R−r−η(r)

, r ↑ ∞. (26)

З огляду на (12), (25) i (26) з твердження 4 отримуємо теорему 2. Припустимо тепер,
що α ∈ Lпз i β ∈ L0. Тодi

α(ln I(r, ϕ)) 6 α

(

2max

{

lnµ(r + η(r), ϕ), ln
1

η(r)

})

6

6 (1 + o(1))

(

α (lnµ(r + η(r), ϕ)) + 2α

(

ln
1

R− r

))

, r ↑ R,

а

β

(

1

R− r − η(r)

)

= (1 + o(1))β

(

1

R− r

)

, r ↑ R,
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то з огляду на умову α(ln x)
β(x) → 0(x → ∞) отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

α(ln I(r, ϕ))/β

(

1

R− r

)

6
α (lnµ(r + η(r), ϕ))

β
(

1
R−r−η(r)

) , r ↑ ∞,

звiдки з огляду на наслiдок 2 i спiввiдношення (12) отримуємо теорему 3.
Використовуючи (12) i наслiдки 3, 4, 5 i 6, подiбно доводимо теореми 5, 6, 7, 8.
Автори висловлюють подяку Шереметi М.М. за формулюванням задачi та

слушнi зауваження.
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ABOUT THE GROWTH OF CHARACTERISTIC FUNCTIONS
OF PROBABILITY LAWS
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For analytic in DR = {z : |z| < R}, 0 < R 6 +∞, characteristic functions
ϕ of probability laws F in terms of generalized orders a relations between the
growth of M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| = r < R} and decrease of WF (x) =
= 1− F (x) + F (−x) are established.

Key words: anaclitic function, characteristic function, probability laws
generalized order.

О ВОЗРОСТАНИИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
ВЕРОЯТНОСТНЫХ ЗАКОНОВ

Орест КИНАШ, Марта ПАРОЛЯ

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: okinasch@yahoo.com

Для аналитических в DR = {z : |z| < R}, 0 < R 6 +∞, характерис-
тических функций ϕ вероятностных законов F в терминах обобщённых
порядков установлена связь между ростом M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| =
r < R} и убыванием WF (x) = 1− F (x) + F (−x).

Ключевые слова: аналитическая функция, характеристическая функ-
ция, вероятностный закон, обобщённый порядок.
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ПРО МОДИФIКОВАНI УЗАГАЛЬНЕНI ПОРЯДКИ ЦIЛИХ
РЯДIВ ДIРIХЛЕ ТА ХАРАКТЕРИСТИЧНI ФУНКЦIЇ

ЙМОВIРНIСНИХ ЗАКОНIВ

Любов КУЛЯВЕЦЬ, Мирослав ШЕРЕМЕТА
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Для цiлого ряду Дiрiхле F (s) =
∞∑

k=0

akexp{sλk} у термiнах модифi-

кованих узагальнених порядкiв доведено зв’язок мiж зростанням M(σ) =
sup {|F (σ + it)| : t ∈ R} i спаданням an. Отриманi результати застосовано
до вивчення зростання цiлих характеристичних функцiй ймовiрнiсних за-
конiв.

Ключовi слова: ряд Дiрiхле, ймовiрнiсний закон, характеристична
функцiя, узагальнений порядок.

1. Вступ. Нехай (λk) – зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел, а

F (s) =

∞
∑

k=o

akexp{sλk}, s = σ + it, (1)

– цiлий ряд Дiрiхле. Приймемо M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}, i нехай

µ(σ, F ) = max{|an|exp{σλn} : n > 0}

– максимальний член ряду (1), а ν(σ, F ) = max{n : |an|exp{σλn} = µ(σ, F )} – його
центральний iндекс.

Через L позначимо клас неперервних на (−∞; +∞) функцiй α таких, що
α(x) ≡ α(x0) > 0 для x 6 x0 i α(x) ↑ +∞ для x0 6 x → +∞. Будемо говорити, що
α ∈ L0, якщо α ∈ L i α((1 + o(1))x) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞, i α ∈ Lпз, якщо
α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для кожного c ∈ (0;+∞), тобто α –
повiльно зростаюча функцiя. Зрозумiло, що Lпз ⊂ L0.

Для α ∈ L i β ∈ L узагальненим порядком цiлого ряду Дiрiхле (1) називається
[2] величина ̺αβ [F ] = lim

σ→+∞

α(lnM(σ,F ))
β(σ) . В [2] доведено таке: якщо

ln k = o
(

λkβ
−1(cα(λk))

)

, k → ∞, (2)

c© Кулявець Л., Шеремета М., 2012
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для кожного c ∈ (0;+∞), а функцiї α ∈ Lпз i β ∈ L0 такi, що x d
dx
β−1 (cα(x)) = O(1)

при x → +∞ для кожного c ∈ (0;+∞), то ̺αβ [F ] = lim
k→∞

α(λk)

β
(

1
λk

ln 1
|ak|

) .

Умову x d
dx
β−1 (cα(x)) = O(1), x → +∞ у цьому твердженнi можна знати [3],

якщо модифiкувати означення узагальненого порядку.
Для α ∈ L i β ∈ L модифiкованими узагальненими порядком i нижнiм по-

рядком називаються, вiдповiдно, величини ̺αβ [F ] = lim
σ→+∞

1
β(σ)α

(

lnM(σ,F )
σ

)

i

λαβ [F ] = lim
σ→+∞

1
β(σ)α

(

lnM(σ,F )
σ

)

.

В [3] доведено таке: якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то за умови (2) правильна рiвнiсть

̺αβ [F ] = pαβ [F ], pαβ [F ] = lim
k→∞

α(λk)

β
(

1
λk

ln 1
|an|

) . (3)

Мета нашої працi – узагальнити наведений результат з [3].

Теорема 1. Нехай показники цiлого ряду Дiрiхле (1) задовольняють умову (2) i
або α ∈ Lпз та β ∈ L0, або β ∈ Lпз та α ∈ L0. Тодi правильна рiвнiсть (3). Якщо,

крiм того, ̺αβ [F ] < ∞, κk[F ] = ln |ak|−ln |ak+1|
λk+1−λk

ր +∞ (k → ∞) i β−1(cα(λk+1))
β−1(cα(λk))

→ 1,

при k −→ ∞ для будь-якого c ∈ (0;+∞), то

λαβ [F ] = qαβ [F ], qαβ [F ] = lim
k−→∞

α(λk)

β( 1
λk

ln 1
|an|

)
. (4)

Теорему 1 буде застосовано до дослiдження зростання одного класу цiлих ха-
рактеристичних функцiй ймовiрнiсних законiв.

2. Доведення теореми 1. Приймемо

̺αβ [lnµ] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

lnµ(σ, F )

σ

)

, λαβ [lnµ] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

lnµ(σ, F )

σ

)

i припустимо, що ̺αβ [lnµ] < +∞. Тодi для кожного ̺ > ̺αβ [lnµ], всiх σ > σ0(̺) i всiх
k > 0 отримаємо ln |ak|+ σλk 6 lnµ(σ) 6 σα−1(̺β(σ)), тобто ln |ak| 6 (α−1(̺β(σ))−

−λk)σ. Виберемо σ = σk = β−1
(

1
ρ
α(δλk)

)

, де δ ∈ (0; 1) – довiльне число. Тодi

σk > σ0(̺) для k > k0(̺, δ), тому ln |ak| 6 −(1− δ)λkβ
−1

(

1
̺
α(δλk)

)

, тобто

α(δλk)

β
(

1
(1−δ)λk

ln 1
|ak|

) 6 ̺. (5)

Оскiльки для цiлих рядiв Дiрiхле 1
λk

ln 1
|an|

→ +∞ (k → ∞), то з (5) отримаємо

pαβ [F ] = lim
k→∞

α(δλk)

β
(

1
(1−δ)λk

ln 1
|an|

)

β
(

1
(1−δ)λk

ln 1
|an|

)

β
(

1
λk

ln 1
|an|

)

α(λk)

α(δλk)
6

6 ̺ lim
x→+∞

β
(

x
1−δ

)

β(x)
lim

x→+∞

α(x)

α(δx)
. (6)
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Якщо β ∈ Lпз i α ∈ L0, то з (6) отримаємо pαβ [F ] 6 ̺ lim
x→+∞

α(x)
α(δx) . Але в [4] доведено

таке: якщо α ∈ L0, то lim
x→+∞

α((1+ε)x)
α(x) = A(ε) ց 1 при ε ↓ 0. Тому, спрямовуючи δ ↑ 1,

з останньої нерiвностi з огляду на довiльнiсть ̺ > ̺αβ [lnµ] випливає, що

καβ [F ] 6 ̺αβ [lnµ]. (7)

Якщо ж α ∈ Lпз i β ∈ L0, то з (6) подiбно випливає нерiвнiсть pαβ[F ] 6

6 ̺ lim
x→+∞

β((1+δ)x)
β(x) , i, спрямовуючи тепер δ ↓ 0, знову приходимо до нерiвностi

(7), яка є очевидною, коли ̺αβ [lnµ] = +∞.
Доведення протилежної до (7) нерiвностi проведемо вiд супротивного. Припус-

тимо, що καβ [F ] < ραβ [lnµ]. Тодi для кожного ̺ ∈ (καβ [F ]; ̺αβ [lnµ]) i всiх k > k0(̺)

одержуємо ln |ak| 6 −λkβ
−1

(

1
̺
α(λk)

)

, тобто

lnµ(σ, F ) 6 max

{

max
06k6k0(̺)

ln |an|+ σλk; max
k>k0(̺)

λk

(

σ − β−1

(

1

̺
α(λk)

))}

6

6 max

{

λk

(

σ − β−1

(

1

̺
α(λk)

))

: k > 0

}

+O(σ), σ → +∞.

Оскiльки lnµ(σ, F ) → +∞ (σ → +∞), то звiдси випливає, що

σ > β−1

(

1

̺
α(λν(σ,F ))

)

для σ > σ0, тобто λν(σ,F ) 6 α−1(̺β(σ)) для σ > σ0, i отже, [5, c. 17]

lnµ(σ, F ) = lnµ(σ0, F ) +

σ
∫

σ0

λν(t,F )dt 6 lnµ(σ0, F ) +

σ
∫

σ0

α−1(̺β(t))dt 6

6 lnµ(σ0, F ) + α−1(̺β(σ))(σ − σ0) = (1 + o(1))α−1(̺β(σ)), σ → +∞.

Звiдси за умови α ∈ L0 (i тим паче α ∈ Lпз ) випливає, що ̺αβ [lnµ] < ̺, що
неможливо. Отже, правильна рiвнiсть ̺αβ [lnµ] = καβ [F ] i нам залишилось довести,
що ̺αβ [F ] = ̺αβ [lnµ].

За нерiвнiстю Кошi µ(σ, F ) 6 M(σ, F ) отримаємо ̺αβ [lnµ] 6 ̺αβ [F ] i
λαβ [lnµ] 6 λαβ [F ]. Якщо ̺αβ [lnµ] < +∞, то для кожного ̺ > ̺αβ [lnµ] i всiх k > k0(̺)

правильна оцiнка ln |ak| 6 −λkβ
−1

(

1
̺
α(λk)

)

, а з огляду на умову (2) ln k = o(ln |ak|)

при k → ∞. Тому [5, c. 23] M(σ, F ) 6 A0(ε)µ
(

σ
1−ε

, F
)

для кожного ε ∈ (0; 1), де A0(ε)

– додатна стала, звiдки випливає, що lnM(σ, F ) 6 (1 + o(1)) lnµ ((1 + o(1))σ, F ) при
σ → +∞. Тому, якщо α ∈ L0 i β ∈ L0, то ̺αβ [F ] 6 ̺αβ [lnµ] i λαβ [F ] 6 λαβ [lnµ].
Якщо ̺αβ [lnµ] = +∞, то нерiвнiсть ̺αβ [F ] 6 ̺αβ [lnµ] є очевидною, i першу частину
теореми 1 доведено.

Доведемо другу частину. Оскiльки за умови ̺αβ [F ] < +∞ правильна рiвнiсть
λαβ [F ] = λαβ[lnµ], то залишилось довести, що λαβ [lnµ] = qαβ [F ].
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Припустимо спочатку, що qαβ [F ] < +∞. Тодi iснують число q > qαβ [F ] i зрос-
таюча до +∞ послiдовнiсть (kj) натуральних чисел такi, що

ln |akj
| 6 −λkj

β−1

(

1

q
α(λkj

)

)

.

Оскiльки κk[F ] ր +∞ (k → ∞), то [5, c. 19] µ(κk(F ), F ) = |ak|exp{λkκk(F )} для
всiх k.

Тому для σj = µ(κkj
(F ), F ) отримаємо

lnµ(σj , F ) = ln |akj
|+ λkj

σj 6 −λkj
β−1

(

1

q
α(λkj

)

)

+ σjλkj
6

6 max

{

λk

(

σj − β−1

(

1

q
α(λk)

))

: k > 0

}

.

Звiдси, застосовуючи отриману у доведеннi першої частини теореми оцiнку цього
максимуму, одержуємо асимптотичну нерiвнiсть lnµ(σj , F ) 6 (1+o(1))α−1(qβ(σj))σj

при j → ∞. З цiєї оцiнки випливає нерiвнiсть λαβ [lnµ] 6 qαβ [F ], яка є очевидною,
якщо qαβ [F ] = +∞.

Для доведення протилежної нерiвностi припустимо, що qαβ [F ] > 0. Тодi для

кожного q ∈ (0; qαβ [F ]) i всiх k > k0(q) одержуємо ln |ak| > −λkβ
−1

(

1
q
α(λk)

)

,

тобто lnµ(σ, F ) > λk

(

σ − β−1
(

1
q
α(λk)

))

для всiх σ i k > k0(q). Виберемо

σk = β−1
(

1
q
α(λk)

)

(1 + δ), де δ > 0 – довiльне число. Тодi

lnµ(σk, F ) > λkδβ
−1

(

1

q
α(λk)

)

, k > k0(q). (7)

Оскiльки β−1 (cα(λk+1)) = β−1 (cα(λk)) (1 + o(1)) при k → ∞ для будь-якого
c ∈ (0;+∞), то σk/σk+1 → 1 при k → ∞. Зауважимо також, що α(λk+1)/α(λk) → 1
при k → ∞. Справдi, якщо α(λkj

) 6 (1− ξ)α(λkj+1) для деякого ξ ∈ (0; 1) i всiх j, то

β−1
(

cα(λkj
)
)

β−1
(

cα(λkj+1)
) 6

β−1
(

c(1 − ξ)α(λkj+1)
)

β−1
(

cα(λkj+1)
) =

β−1((1 − ξ)tj)

β−1(tj)
= B(tj , ξ),

де tj = cα(λkj+1). Тому треба довести, що lim
t→∞

B(t, ξ) < 1. Цю нерiвнiсть буде-

мо доводити вiд супротивного. Припустимо, що lim
t→∞

B(t, ξ) = 1. Тодi для кожного

ε > 0 i деякої зростаючої до +∞ послiдовностi (tn) отримаємо β−1 ((1− ξ)tn) >

> (1− ε)β−1 (tn) , тобто за умови β ∈ L0

1

(1− ξ)
6 lim

n→∞

β(β−1(tn))

β((1 − ε)β−1(tn))
= A(ε) ց 1, ε ↓ 0,

що неможливо, тобто α(λn+1) ∼ α(λn) при k → ∞.
Нехай тепер σk 6 σ 6 σk+1. Тодi з огляду на (7), якщо α ∈ L0, то

λαβ [lnµ] = lim
σ→∞

1

β(σ)
α

(

lnµ(σ, F )

σ

)

> lim
k→∞

1

β(σk+1)
α

(

lnµ(σk, F )

σk+1

)

>
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> lim
k→∞

α

(

λkδ(β−1( 1
q
α(λk)))

β−1( 1
q
α(λk))(1+δ)

)

β
(

(1 + δ)β−1
(

1
q
α(λk+1)

)) = lim
k→∞

α
(

δ
1+δ

λk

)

1
q
α(λk+1)A(δ)

=
q

A(δ)
lim
k→∞

α
(

δλk

1+δ

)

α(λk+1)
, (8)

де A(δ) ≡ 1, коли β ∈ Lпз i A(δ) ց 1, коли β ∈ L0.
Якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то з (8) одержимо

λαβ [lnµ] >
q

A(δ)
lim
k→∞

α(λk)

α(λk+1)
=

q

A(δ)
,

звiдки випливає нерiвнiсть λαβ[lnµ] > qαβ [F ]. Якщо ж α ∈ L0 i β ∈ Lпз, то

λαβ [lnµ] > q lim
k→∞

α( δ
1+δ

λk)
α(λk)

. Оскiльки δ
1+δ

→ 1 при δ → +∞, то звiдси знову отри-

муємо нерiвнiсть λαβ [lnµ] > qαβ [F ], яка є очевидною, коли qαβ [F ] = 0. Отже,
λαβ [lnµ] = qαβ [F ] i теорему 1 доведено повнiстю.

3. Застосування. Неспадна неперервна злiва на (−∞,∞) функцiя F нази-
вається [6, c. 10] ймовiрнiсним законом, якщо lim

x→+∞
F (−x) = 0 i lim

x→+∞
F (x) = 1, а

характеристичною функцiєю закону F називається [6, c. 12] функцiя

ϕ(z) = ϕ(z;F ) =

∞
∫

−∞

eizxdF (x), z ∈ (−∞,∞). (9)

Якщо функцiя ϕ допускає аналiтичне продовження на всю комплексну пло-
щину, то вона називається цiлою характеристичною функцiєю. Вiдомо [6, c. 37-
38], що для того, щоб характеристична функцiя була цiлою, необхiдно i дос-
татньо, щоб WF (x) = O (e−rx) при x → +∞ для кожного r > 0, де WF (x) =
= 1− F (x) + F (−x), x > 0. Приймемо Mϕ(r) = max {|ϕ(z)| : |z| = r}. Тодi [6, c. 43]
Mϕ(r) = max {|ϕ(ir)|, |ϕ(−ir)|}. Н.I. Яковлєва [7-8], узагальнюючи формулу Ра-
мачандрана [9], для знаходження порядку функцiї ϕ довела таке: якщо α ∈ Lпз

i β ∈ L0, то для того, щоб lim
r→∞

α( 1
r
lnMϕ(r))
β(r) = γ > 0, необхiдно i достатньо, щоб

lim
x→+∞

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

)

α(x) = 1
γ
. Використовуючи теорему 1, дослiдимо зростання цiлої

характеристичної функцiї зрiзаного злiва схiдчастого ймовiрнiсного закону. Ймо-
вiрнiсний закон F називається зрiзаним злiва [10, c. 27], якщо F (x) ≡ 0 для всiх x 6 0
i називається схiдчастим або дискретним, [10, c. 26], якщо F (x) =

∑

n

pnE(x−xn), де

E(x) =

{

0, x < 0;
1, x > 0.

, а {xn} – злiченна множина дiйсних чисел, pn > 0 i
∑

n

pn = 1.

Припустимо, що послiдовнiсть X = (xk) така, що 0 = x0 < x1 < ... < xn → +∞, а
ймовiрносний закон F задовольняє умови F (x) ≡ 0 для x 6 0, F (x) = F (xk+1) для
xk < x 6 xk+1 i F (xk) ↑ 1 при k → ∞. Клас таких ймовiрносних законiв позначимо
через

∏

(X). Якщо F ∈
∏

(X), то

ϕ(z) =

+∞
∫

0

eizxdF (x) =

∞
∑

k=0

eizxk(F (xk+0)−F (xk)) =

∞
∑

k=0

(F (xk+1)−F (xk))e
izxk . (10)
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Зауважимо, що WF (xk) = 1− F (xk) i

WF (x) = 1− F (x) = 1− F (xk+1) = WF (xk+1)

для xk < x 6 xk+1. Для того, щоб ϕ була цiлою функцiєю, необхiдно i достатньо,
щоб lim

x→+∞

1
x
ln 1

WF (x) = +∞, а

min

{

1

x
ln

1

WF (x)
: xk < x 6 xk+1

}

=
1

xk+1
ln

1

WF (xk+1)
,

то для того, щоб ϕ була цiлою характеристичною функцiєю ймовiрносного закону
F ∈

∏

(X), необхiдно i достатньо, щоб lim
k→∞

1
xk

ln 1
WF (xk)

= +∞. Звiдси випли-

ває, що lim
k→∞

1
xk

ln 1
WF (xk)−WF (xk+1)

= +∞, тобто lim
k→∞

1
xk

ln 1
F (xk+1)−F (xk)

= +∞.

Якщо ak = F (xk+1) − F (xk), то lim
k→∞

1
xk

ln 1
ak

= +∞. Оскiльки з (10) випливає, що

|ϕ(ir)| =
∞
∑

k=0

ake
−rxk i |ϕ(-ir)| =

∞
∑

k=0

ake
rxk , то Mϕ(r) = F (r) =:

∞
∑

k=0

ake
rxk . Застосо-

вуючи до цього ряду Дiрiхле теорему 1, приходимо до теореми 2.

Теорема 2. Нехай α ∈ Lпз та β ∈ L0, або α ∈ L0 та β ∈ Lпз, а ϕ – цiла харак-
теристична функцiя ймовiрносного закону F ∈

∏

(X), де послiдовнiсть X = (xk)
задовольняє умову ln k = o(xkβ

−1cα(xk))) при k → ∞ для будь-якого c ∈ (0;+∞).
Тодi

̺αβ [ϕ] =: lim
r→∞

1

β(r)
α

(

lnMϕ(r)

r

)

= lim
k→∞

α(xk)

β
(

1
xk

ln 1
F (xk+1)−F (xk)

) .

Якщо, крiм того, ̺αβ [ϕ] < +∞, 1
xk+1−xn

ln F (xn+1)−F (xn)
F (xk+2)−F (xk+1)

ր +∞ (n → +∞) i

β−1(cα(xk+1))
β−1(cα(xk))

→ 1, при k −→ ∞ для будь-якого c ∈ (0;+∞), то

lim
r→∞

1

β(r)
α

(

lnMϕ(r)

r

)

= lim
r→∞

α(xn)

β
(

1
xn

ln 1
F (xn+1)−F (xn)

) .
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ON MODIFIED GENERALIZED ORDERS OF ENTIRE
DIRICHLET AND CHARACTERISTIC
FUNCTIONS OF PROBABILITY LAWS

Lyubov KULYAVEC’, Myroslav SHEREMETA

Ivan Franko National University of Lviv,

Universytetska Str., 1, Lviv, 79000

e-mail: ljubasik26@gmail.com, m_m_sheremeta@list.ru

For an entire Dirichlet series F (s) =
∞∑

k=0

akexp{sλk} a connection between

the growth of M(σ) = sup {|F (σ + it)| : t ∈ R} and the decrease of an is
established in the terms of modified generalized orders. The obtained results
are applied to the investigation of the growth of entire characteristic functions
of probable laws.

Key words: Dirichlet series, probable law, characteristic function, generali-
zed order.
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О МОДИФИЦИРОВАННЫХ ОБОБЩЁННЫХ ПОРЯДКАХ
ЦЕЛЫХ РЯДОВ ДИРИХЛЕ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ

ФУНКЦИЯХ ВЕРОЯТНОСТНЫХ ЗАКОНОВ

Любовь КУЛЯВЕЦ, Мирослав ШЕРЕМЕТА

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000,

e-mail: ljubasik26@gmail.com, m_m_sheremeta@list.ru

Для целого ряда Дирихле F (s) =
∞∑

k=0

akexp{sλk} в терминах моди-

фицированных обобщённых порядков установлено связь между ростом
M(σ) = sup {|F (σ + it)| : t ∈ R} и убыванием an. Полученные результаты
применены к изучению роста целых характеристических функций вероят-
ностных законов.

Ключевые слова: ряд Дирихле, вероятностный закон, характеристи-
ческая функция, обобщённый порядок.
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РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ РIВНЯНЬ З ДРОБОВИМИ
ПОХIДНИМИ В ПРОСТОРАХ УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙ

Андрiй ЛОПУШАНСЬКИЙ

Iнститут математики, Ряшiвський унiверситет,

ал. Рейтана, 16 A, Ряшiв, 35-959, Польща

e-mail: alopushanskyj@gmail.com

Доведено теорему iснування та єдиностi, одержано зображення за до-
помогою вектор-функцiї Грiна розв’язку задачi Кошi

u
(β)
t + a

2(−∆)α/2
u = F (x, t), (x, t) ∈ R

n × (0, T ], a = const,

u
(j)(x, 0) = Fj(x), x ∈ R

n
, j = 1, 2,

з похiдною Рiмана-Лiувiлля u
(β)
t порядку β ∈ (1, 2) та F , F1, F2 iз просторiв

узагальнених функцiй D′. Тут (−∆)α/2 визначено за допомогою перетво-

рення Фур’є F((−∆))α/2ψ(x) = |λ|αF[ψ(x)].

Ключовi слова: похiдна дробового порядку, узагальнена функцiя, за-
дача Кошi, вектор-функцiя Грiна.

1. Вступ. В [1]-[4] було доведено теореми iснування та єдиностi, а також одер-
жано зображення за допомогою функцiї Грiна класичних розв’язкiв задач Кошi для
рiвняння

Dβ
t u(x, t) = A(x,D)u(x, t), (x, t) ∈ Rn × [0, T ],

з регуляризованою похiдною ([4], [5]) функцiї u порядку β ∈ (m− 1;m), m = 1, 2, . . .

Dβ
t u(x, t) =

1
Γ(m−β)

t
∫

0

u(m)
τ (x,τ)

(t−τ)β−m+1dτ , (x, t) ∈ Rn × [0, T ], m = 1, 2, . . . ,

де A(x,D) = ∆ у [4], A(x,D) – елiптичний диференцiальний оператор другого по-
рядку з гладкими коефiцiєнтами, залежними вiд просторової змiнної x ∈ R

n та
β ∈ (0, 1) у [1], [2], A(x,D) = −(−∆)

α
2 , β ∈ (0, 1) у [3]. Крайовi задачi для рiвнянь iз

декiлькома дробовими похiдними вивчали у [6]-[8] та iнших працях.
У працi [9] було показано однозначну розв’язнiсть задачi Кошi для рiвняння

u
(β)
t − uxx = F (x, t), (x, t) ∈ QT = R× (0, T ],

з дробовою похiдною Рiмана-Лiувiлля u
(β)
t порядку β ∈ (0, 1) у випадку даних –

узагальнених функцiй повiльного зростання.

c© Лопушанський A., 2012
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Наша мета – довести однозначну розв’язнiсть задачi Кошi з даними – узагаль-
неними функцiями з просторiв типу D′ для рiвняння

u
(β)
t + a2(−∆)α/2u = F (x, t), (x, t) ∈ QT = R

n × (0, T ], (1)

з дробовою похiдною Рiмана-Лiувiлля u
(β)
t порядку β ∈ (1, 2), де оператор

J−α = (−∆)α/2 є оберненим до згорткового оператора Jα = (−∆)−α/2:

(Jαg)(x) = Jα(x) ∗ g(x) ∀g ∈ S(Rn),

Jα(x) = 2−απn/2 Γ(n−α
2 )

Γ(α
2 ) |x|α−n, Γ(λ) – гамма-функцiя, S(Rn) – простiр нескiнченно

диференцiйовних швидкоспадаючих на безмежностi функцiй.
Оскiльки J−αψ = g <=> ψ = Jαg, то за властивiстю перетворення Фур’є F

згортки F[ψ] = F[Jα]F[g], а за формулою

F[|x|p] = 2p+nπ−n
2
Γ( p+n

2 )

Γ(− p
2 )

|λ|−p−n ([10, c. 156])

одержуємо F[Jα] = |λ|−α. Тодi

F[J−αψ] = F[g] = |λ|αF[ψ], а отже, F[(−∆)α/2g(x)] = |λ|αF[g(x)].
2. Основнi позначення. Надалi використовуємо такi позначення:

γ = (γ1, . . . , γn) – мультиiндекс, |γ| = γ1 + · · ·+ γn, Dγ
x = ∂|γ|

∂
γ1
x1

...∂γn
xn

,

Dγ̄ = Dγ̄
x,t = Dγ

xD
γ0

t , |γ̄| = |γ|+ [αβ ]γ0, де p – цiла частина числа p,

QT = R
n × (0, T ], n = 1, 2, . . . ,

E(Rn) = C∞(Rn),
C∞,(0)(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞(Q̄T ) : D

l
tϕ|t=T = 0, l = 0, 1, 2, . . .},

D(Rn) = C∞
0 (Rn) та D(QT ) – простори нескiнченно диференцiйовних функцiй

з компактними носiями вiдповiдно в Rn та QT ([10, c. 13]),

D(Q̄T ) = C
∞,(0)
0 (Q̄T ) – простiр нескiнченно диференцiйовних функцiй з ком-

пактними носiями в Q̄τ , τ < T ;
E′(Rn), D′(Rn) – простори лiнiйних неперервних функцiоналiв (узагальнених

функцiй), вiдповiдно, на E(Rn), D(Rn), (f, ϕ) – значення f ∈ E′(Rn) (f ∈ D′(Rn))
на основнiй функцiї ϕ ∈ E(Rn) (вiдповiдно ϕ ∈ D(Rn));

D′(Q̄T ) – простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на D(Q̄T ), (f, ϕ)QT – зна-
чення f ∈ D′(Q̄T ) на ϕ ∈ D(Q̄T ).

Позначаємо через ∗̂ операцiю згортки узагальненої функцiї g та основної функ-
цiї ϕ ([10], с. 111): (g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x + ξ)), через ∗ позначаємо операцiю згортки
узагальнених функцiй f i g, тобто узагальнену функцiю f ∗ g

(f ∗ g, ϕ) = (f, g∗̂ϕ) для кожної основної функцiї ϕ.

Використовуємо функцiю fλ ∈ D′
+(R) = {f ∈ D′(R) : f = 0 при t < 0}:

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

Γ(λ) при λ > 0 i fλ(t) = f ′
1+λ(t) при λ 6 0,

де θ(t)– одинична функцiя Хевiсайда. Правильнi такi спiввiдношення:

fλ ∗ fµ = fλ+µ, fλ∗̂fµ = fλ+µ,

f−β(t)∗̂v(x, t) = f ′
1−β(t)∗̂v(x, t) = −f1−β(t)∗̂vt(x, t) = − 1

Γ(1−β)
∂
∂t

T
∫

t

v(x,η)
(η−t)β dη,
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(x, t) ∈ QT , β ∈ (0; 1), v ∈ D(Q̄T ).

Нагадаємо, що похiдна Рiмана-Лiувiлля функцiї v(x, t) порядку β > 0 визна-
чається формулою

v
(β)
t (x, t) = f−β(t) ∗ v(x, t),

похiдна Капуто (регуляризована дробова похiдна) порядку β ∈ (1, 2) визначена так:

Dβ
t v(x, t) = f2−β(t) ∗ vtt(x, t).

Позначаємо через Cα,β(QT ) = Cα,β
x,t (QT ) клас неперервних обмежених функцiй

v(x, t), (x, t) ∈ Q̄T , якi дорiвнюють нулю при t ≥ T та з неперервними функцiями

(−∆)α/2v, Dβ
t v в QT .

Введемо оператори

L̂: (L̂v)(x, t) ≡ f−β(t)∗̂v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D(Q̄T ),

L: (Lv)(x, t) ≡ f−β(t) ∗ v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D′(Q̄T ),

Lreg: (Lregv)(x, t) ≡ Dβ
t v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ Cα,βx, t(QT )

та функцiйний простiр
X(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) : L̂ϕ ∈ D(Q̄T )}.

За аналогiєю з результатами працi [9] можна довести, що X(Q̄T ) непорожний.

3. Формула Грiна.

Лема 1. Для v ∈ Cα,β(QT ), ψ ∈ D(Q̄T ) правильна формула Грiна
∫

QT

v(x, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =

∫

QT

(Lregv)(x, t)ψ(x, t)dxdt+ (2)

+
∫

Rn

v(x, 0)dx
T
∫

0

f1−β(t)ψ(x, t)dt +
∫

Rn

vt(x, 0)dx
T
∫

0

f2−β(t)ψ(x, t)dt.

Доведення. Перетворимо
∫

QT

(Lregv)(x, t)ψ(x, t)dxdt, iнтегруючи частинами. Отри-

маємо
∫

QT

Dβ
t v(x, t)ψ(x, t)dxdt =

∫

QT

(

f2−β(t) ∗ vtt(x, t)
)

ψ(x, t)dxdt =

= 1
Γ(2−β)

∫

QT

( t
∫

0

(t− τ)1−βvττ (x, τ)dτ
)

ψ(x, t)dxdt =

= 1
Γ(2−β)

∫

Rn

dx
T
∫

0

( T
∫

τ

(t− τ)1−βψ(x, t)dt
)

vττ (x, τ)dτ =

= 1
Γ(2−β)

∫

Rn

dx
T
∫

0

( T−τ
∫

0

η1−βψ(x, η + τ)dη
)

vττ (x, τ)dτ =

=
∫

Rn

dx
T
∫

0

(

f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ)
)

vττ (x, τ)dτ =
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=
∫

Rn

(

vτ (x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))
)∣

∣

∣

τ=T

τ=0
dx−

∫

Rn

dx
T
∫

0

(

vτ (x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))τdτ
)

dt =

= −
∫

Rn

vτ (x, 0)(f2−β ∗̂ψ)(x, 0)dx+
∫

Rn

v(x, 0)(f2−β ∗̂ψ)τ (x, 0)dx+

+
∫

Rn

dx
T
∫

0

(

v(x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))ττdτ
)

dt =

= −
∫

Rn

vτ (x, 0)(f2−β ∗̂ψ)(x, 0)dx −
∫

Rn

v(x, 0)(f1−β ∗̂ψ)(x, 0)dx+

+
∫

Rn

dx
T
∫

0

(

v(x, τ)(f−β(τ)∗̂ψ(x, τ))dτ
)

dt,

∫

QT

(−∆)α/2v(x, t)ψ(x, t)dxdt =
∫

QT

v(x, t)(−∆)α/2ψ(x, t)dxdt,

звiдки й випливає потрiбна формула. �

4. Формулювання задачi. Вважатимемо надалi, що справджується припу-
щення.

Припущення (L): β ∈ (1, 2), α 6= β, F1, F2 ∈ E′(Rn), F ∈ X ′(Q̄T ).

За припущення (L) вивчаємо задачу Кошi

(Lu)(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ QT , u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ R
n. (3)

Означення 1. Функцiя u ∈ D′(Q̄T ), що задовольняє тотожнiсть

(u(x, t), (L̂ψ)(x, t))QT = (F, ψ)QT +

2
∑

j=1

(Fj(x),

T
∫

0

fj−β(t)ψ(x, t)dt), ∀ψ ∈ X(Q̄T ), (4)

називається розв’язком задачi (3).

Враховуючи формулу Грiна, задачу (3) можна вважати узагальненням задачi
Кошi

Lregu = g0(x, t), (x, t) ∈ QT , (5)

u(x, 0) = g1(x), ut(x, 0) = g2(x), x ∈ R
n, (6)

з регулярними даними g0, g1, g2. З одержаної нижче теореми 1 можна вивести, що
при достатньо гладких i фiнiтних F = g0, F1 = g1, F2 = g2 розв’язки задач (3) та
(5), (6) збiгаються.

5. Вектор-функцiя Грiна.

Означення 2. Вектор-функцiєю Грiна задачi Кошi (3) називається така трiйка
функцiй (G0(x, t), G1(x, t), G2(x, t)), що при достатньо гладких i фiнiтних g0, g1,
g2 функцiя

u(x, t) =

t
∫

0

dτ

∫

Rn

G0(x−y, t−τ)g0(y, τ)dy+

2
∑

j=1

∫

Rn

Gj(x−y, t)gj(y)dy, (x, t) ∈ QT , (7)

є класичним (класу Cα,β(QT )) розв’язком задачi (5), (6).
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З означення вектор-функцiї Грiна випливає, що

LG0(x, t) = δ(x, t), (x, t) ∈ QT , LregGj(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , j = 1, 2,

G1(x, 0) = δ(x), (G2)t(x, 0) = δ(x), x ∈ R
n.

Тут δ – дельта-функцiя Дiрака.

Лема 2. Для кожної функцiї ψ ∈ X(Q̄T )

T
∫

τ

∫

Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx = ψ(y, t), (y, t) ∈ Q̄T , (8)

∫

QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =

T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt, (y, t) ∈ Q̄T , j = 1, 2, (9)

Gj(x, t) = fj−β(t) ∗G0(x, t) майже всюди в QT , j = 1, 2. (10)

Доведення. Якщо пiдставимо розв’язок (7) класичної задачi Кошi (5), (6) в формулу
(2) (замiсть функцiї v), то при довiльнiй ψ ∈ X(Q̄T ) одержимо

∫

QT

( t
∫

0

dτ
∫

Rn

G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt+

+
2
∑

j=1

∫

QT

(

∫

Rn

Gj(x− y, t)gj(y)dy
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
∫

QT

g0(x, t)ψ(x, t)dxdt +
2
∑

j=1

∫

QT

gj(x)fj−β(t)ψ(x, t)dxdt,

тобто
∫

QT

( T
∫

τ

dt
∫

Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx
)

g0(y, τ)dydτ+

+
2
∑

j=1

∫

Rn

(

∫

QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)

gj(y)dy =

=
∫

QT

ψ(y, τ)g0(y, τ)dydτ +
2
∑

j=1

∫

QT

( T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt
)

gj(y)dy.

За довiльнiстю g0, g1, g2 отримуємо правильнiсть формул (8), (9).
Для виведення формули (10) домножимо обидвi частини (8) на fj−β та проiн-

тегруємо за QT . Одержимо

T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt =
T
∫

0

fj−β(τ)
( T
∫

τ

∫

Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)

dτ =

=
T
∫

0

∫

Rn

( t
∫

0

fj−β(τ)G0(x− y, t− τ)dτ
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
∫

QT

(

fj−β(t) ∗G0(x− y, t)
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt.

Замiнивши
T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt за формулою (9), отримаємо
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∫

QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =
∫

QT

(

fj−β(t) ∗G0(x− y, t)
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt.

За лемою 3 з [9] для кожної ϕ ∈ D(Q̄T ) iснує така ψ ∈ X(Q̄T ), що L̂ψ = ϕ в Q̄T .
Тодi з попередньої рiвностi

∫

QT

(

Gj(x− y, t)− fj−β(t) ∗G0(x− y, t)
)

ϕ(x, t)dxdt = 0 ∀ϕ ∈ D(Q̄T ), j = 1, 2,

а звiдси за лемою Дюбуа-Реймона ([11], c. 95) одержуємо формулу (10).

Нехай (Ĝ0ϕ)(y, τ) =
T
∫

τ

∫

Rn

G0(x − y, t− τ)ϕ(x, t)dx,

(Ĝjϕ)(y, τ) =
∫

QT

Gj(x− y, t)ϕ(x, t)dxdt, ϕ ∈ D(Q̄T ), j = 1, 2. �

Лема 3. При β ∈ (1, 2), α 6= β

Ĝ0 : D(Q̄T ) → C∞,(0)(Q̄T ), Ĝj : D(Q̄T ) → C∞(Rn), j = 1, 2.

Доведення. У [12] побудовано фундаментальний розв’язок G0(x, t) рiвняння (1). Вiн
набув вигляду

G0(x, t) =
πn/2tβ−1

|x|n
H2,1

2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (β, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

, (11)

де Hm,n
p,q

(

z
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

–H-функцiя Фокса ([13]).

Використовуємо позначення з [13] для Hm,n
p,q :

a∗ =
∑n

i=1 αi −
∑p

i=n+1 αi +
∑m

i=1 βi −
∑q

i=m+1 βi, ∆∗ =
∑q

i=1 βi −
∑p

i=1 αi.

Для функцiї G0 одержимо a∗ = 2 − β, ∆∗ = α − β. Тому за теоремою 1.1 [13]
при β 6= α (∆∗ 6= 0) функцiя G0 iснує для всiх x 6= 0, t > 0.

Функцiї Gj(x, t), j = 1, 2 знаходимо, враховуючи лему 2 (формули (10)) та
властивостi H-функцiй Фокса з [13].

Властивiсть 2.1. H-функцiя симетрична на кожнiй iз множин пар: (a1, α1),
. . . , (an, αn); (an+1, αn+1), . . . , (ap, αp); (b1, β1), . . . , (bm, βm); (bm+1, βm+1), . . . , (bq, βq).

Властивiсть 2.2. При n ≥ 1, q ≥ m

Hm,n
p,q

(

z
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq−1, βq−1) (a1, α1)

)

=.

= Hm,n−1
p−1,q−1

(

z
∣

∣

∣

(a2, α2) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq−1, βq−1)

)

.

Властивiсть 2.3.

Hm,n
p,q

(

1
z

∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

= Hn,m
q,p

(

z
∣

∣

∣

(1− b1, β1) . . . (1 − bq, βq)
(1− a1, α1) . . . (1 − ap, αp)

)

.

Властивiсть 2.8. Для ω, c ∈ C, σ > 0, k = 0, 1, . . .

( d
dz )

k
[

zωHm,n
p,q

(

czσ
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

]

=
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= zω−kHm,n+1
p+1,q+1

(

czσ
∣

∣

∣

(−ω, σ) (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq) (k − ω, σ)

)

=

= (−1)kzω−kHm+1,n
p+1,q+1

(

czσ
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp) (−ω, σ)
(k − ω, σ) (b1, β1) . . . (bq, βq)

)

.

За теоремою 2.1 iз [13] для довiльних λ ∈ C, m > 0 та у разi виконання умови
(1.1.6)

Hm,n
p,q

(

λz
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

=

= λ
b1
β1

∞
∑

k=0

1
k! (1 − λ

1
β1 )kHm,n

p,q

(

z
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1 + kβ1, β1) . . . (bq, βq)

)

.

Перетворимо функцiю G0 за властивiстю 2.3 та теоремою 2.1 iз [13]

G0(x, t) =
πn/2tβ−1

|x|n H1,2
3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (1− β, β)

)

=

= πn/2tβ−1

|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1 −

2αa2

|x|α )kH1,2
3,2

(

tβ
∣

∣

∣

(0, 1) (1 − n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1− β, β)

)

.

За теоремою 2.7 iз [13] про дробове диференцiювання H-функцiй при a∗ > 0,

σ min
1≤j≤m

[
Rebj
βj

] +Reω > −1, ̺ > 0

f̺(z) ∗
[

zωHm,n
p,q

(

zσ
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

]

=

= zω+̺Hm,n+1
p+1,q+1

(

zσ
∣

∣

∣

(−ω, σ) (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq) (−ω − ̺, σ)

)

.

Оскiльки 2− β > 0, то, використовуючи цей факт та формулу (10), отримаємо

G2(x, t) = f2−β(t) ∗G0(x, t) =

= πn/2

|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1−

2αa2

|x|α )kf2−β(t) ∗
[

tβ−1H1,2
3,2

(

tβ
∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1 − β, β)

)

]

=

= πn/2t
|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1−

2αa2

|x|α )kH1,3
4,3

(

tβ
∣

∣

∣

(1− β, β) (0, 1) (1 − n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1 − β, β) (−1, β)

)

.

Використовуючи властивiсть 2.2 i знову теорему 2.1 [13], одержуємо

G2(x, t) =
πn/2t
|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1−

2αa2

|x|α )kH1,2
3,2

(

tβ
∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (−1, β)

)

=

= πn/2t
|x|n H1,2

3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β)

)

.

За властивiстю 2.3 остаточно отримаємо

G2(x, t) =
πn/2t
|x|n H2,1

2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (2, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

.



РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ РIВНЯНЬ З ДРОБОВИМИ ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77 139

Оскiльки

G1(x, t) = f1−β(t) ∗G0(x, t) = f ′
2−β(t) ∗G0(x, t) =

∂

∂t
(f2−β(t) ∗G0(x, t)) =

∂

∂t
G2(x, t),

то подiбно до попереднiх перетворень, але використовуючи властивiсть 2.8 iз [13]
про диференцiювання H-функцiй замiсть теореми 2.7 iз [13], одержуємо

G1(x, t) =
πn/2

|x|n
∂
∂t

[

tH2,1
2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (2, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

]

=

= πn/2

|x|n
∂
∂t

[

tH1,2
3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1 − n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β)

)

=

= πn/2

|x|n H
1,3
4,3

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(−1, β) (0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β) (0, β)

)

=

= πn/2

|x|n H
1,2
3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (0, β)

)

=

= πn/2

|x|n H
2,1
2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (1, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

.

Отже,

Gj(x, t) =
πn/2tj−1

|x|n
H2,1

2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (j, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

, j = 1, 2. (12)

Зауважимо, що вигляд функцiї G1(x, t) збiгається з одержаним у [3] для випад-
ку β ∈ (0, 1).

Для функцiй G1, G2 отримаємо a∗ = 2 − β, ∆∗ = α − β. Тому за теоремою 1.1
[13] при β 6= α (∆∗ 6= 0) функцiї G1, G2 iснують для всiх x 6= 0, t > 0.

У [13] побудована асимптотика для H-функцiй Фокса. Враховуючи, що вико-
нуються умови (1.1.6) та (1.3.2) iз [13], за теоремою 1.7 iз [13] одержуємо оцiнки

|G0(x, t)| ≤
C0t

β−1

|x|n
, |Gj(x, t)| ≤

Cjt
j−1

|x|n
, j = 1, 2 при |x|α > tβ . (13)

За наслiдком з теореми 1.12 [13] отримуємо оцiнки при |x|α < tβ :

|G0(x, t)| ≤
C∗

0

t|x|n−α
ln

tβ

|x|α
, якщо α < n, (14)

|G0(x, t)| ≤
C∗

0

t1−β+nβ/α
ln

tβ

|x|α
для α ≥ n, (15)

|Gj(x, t)| ≤
C∗

j t
j−1−β

|x|n−α
ln

tβ

|x|α
, якщо α < n, j = 1, 2 (16)

|Gj(x, t)| ≤
C∗

j

t1−j+nβ/α
ln

tβ

|x|α
для α ≥ n, j = 1, 2. (17)

Тут Cj , C
∗
j , j = 0, 1, 2 – певнi додатнi сталi. У випадку

α 6=
n+ 2l

σ
, l = 0, 1, . . . , σ = 1, 2, . . . (18)

правильнi такi самi оцiнки без логарифмiв.
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З одержаних вище оцiнок випливає iнтегровнiсть функцiй Gj в QT , j = 0, 1, 2,

а звiдси – неперервнiсть функцiй (Ĝ0ϕ)(y, τ) в QT та (Ĝjϕ)(y) в R
n, j = 1, 2.

Оскiльки ∂
∂yi

Gj(x− y, t) = − ∂
∂xi

Gj(x− y, t), i = 1, . . . , n, j = 0, 1, 2 i подiбно для

похiдних вищих порядкiв, функцiя ϕ ∈ D(Q̄T ), то для всiх γ

Dγ(Ĝjϕ)(y) =
∫

QT

Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dxdt

за умови рiвномiрної збiжностi iнтегралiв

wj,γ(y) =
T
∫

0

∫

Rn

Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dxdt, j = 0, 1, 2, ϕ ∈ D(Q̄T ).

За цих умов з попередньої рiвностi одержимо, що Dγ(Ĝjϕ) ∈ C(Rn) для довiль-

ного мультиiндексу γ, а отже, Ĝjϕ ∈ C∞(Rn) при ϕ ∈ D(Q̄T ).
Доведемо рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв wjγ(y) для кожного γ. Розглядати-

мемо для простоти випадок (18).
Враховуючи оцiнки (13), (16) функцiй Gj(x− y, t), j = 1, 2, фiнiтнiсть та обме-

женiсть функцiй Dγϕ(x, t) в QT , у випадку α < n отримаємо

|wj,γ(y)| ≤ |
T
∫

0

dt
∫

x:|x−y|α<tβ
Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dx+

+
T
∫

0

dt
∫

x:|x−y|α>tβ
Gj(x − y, t)Dγϕ(x, t)dx| ≤

≤ dj,γ,0
T
∫

0

[

tj−1−β
∫

x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n−α dx+ tj−1

∫

x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]

dt ≤

≤ dj,γ,1

[ T
∫

0

tj−1−βdt
tβ/α
∫

0

rα−1dr +
T
∫

0

tj−1dt
+∞
∫

tβ/α

|Dγϕ(x, t)|r−1dr
]

≤

≤ dj,γ,2
T
∫

0

tj−1[1 + | ln tβ/α|]dt < +∞.

Тут i далi dj,γ,k, j = 1, 2, k = 0, 1, . . . – додатнi сталi.
У випадку α ≥ n з врахуванням оцiнок (13), (17) одержуємо

|wj,γ(y)| ≤ dj,γ,3
T
∫

0

tj−1
[

∫

x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|

tnβ/α dx +
∫

x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]

dt ≤

≤ dj,γ,4
T
∫

0

tj−1[1 + | ln tβ/α|]dt < +∞, j = 1, 2.

Ми довели, що Ĝj : D(Q̄T ) → C∞(Rn), j = 1, 2.

Оскiльки ∂
∂τG0(x− y, t− τ) = − ∂

∂tG0(x− y, t− τ) i подiбно для похiдних вищих

порядкiв, функцiя ϕ ∈ D(Q̄T ), то для всiх γ̄

Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, τ) =
∫

QT

G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt та Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, T ) = 0

за умови рiвномiрної збiжностi iнтегралiв
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w0,γ̄(y, τ) =
T
∫

τ

∫

Rn

G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt, ϕ ∈ D(Q̄T ).

За цiєї умови з попередньої рiвностi одержимо, що Dγ̄(Ĝ0ϕ) ∈ C(QT ) для до-

вiльного мультиiндексу γ̄, а отже, Ĝ0ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) при ϕ ∈ D(Q̄T ).
Доведемо рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв w0,γ̄(y, τ) для кожного γ̄. Розгляда-

тимемо для простоти випадок (18).
Враховуючи оцiнки (13), (14) функцiї G0(x−y, t−τ), фiнiтнiсть та обмеженiсть

функцiй Dγ̄ϕ(x, t) в QT , у випадку α < n отримаємо

|w0,γ̄(y, τ)| ≤
T
∫

τ

[

∫

x:|x−y|α<(t−τ)β
|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx+

+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β
|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx

]

dt ≤

≤ d0,γ̄,0
T
∫

τ

[

∫

x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)|x−y|n−αdx+

∫

x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|ndx

]

dt ≤

≤ d0,γ̄,1

[ T
∫

τ

dt
t−τ

(t−τ)β/α
∫

0

rα−1dr +
T
∫

τ

1
(t−τ)1−β dt

+∞
∫

(t−τ)β/α

|Dγ̄ϕ(x, t)|r−1dr
]

≤

≤ d0,γ̄,2
T
∫

τ

(t− τ)β−1[1 + | ln (t− τ)β/α|]dt < +∞.

Тут i далi d0,γ̄,i, i = 0, 1, . . . – додатнi сталi.
У випадку α ≥ n, враховуючи оцiнки (13), (15), подiбно одержуємо

|w0,γ̄(y, τ)| ≤

≤ d0,γ̄,3
T
∫

τ

[

∫

x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|

(t−τ)1−β(1− n
α

) dx+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|n

dx
]

dt ≤

≤ d0,γ̄,4
T
∫

τ

(t− τ)β−1[1 + | ln (t− τ)β/α|]dt < +∞.

Ми довели, що Ĝ0 : D(Q̄T ) → C∞,(0)(Q̄T ). Лема доведена.

�

6. Теорема iснування та єдиностi.

Теорема 1. За припущення (L) iснує єдиний розв’язок u ∈ D′(Q̄T ) задачi (3). Вiн
визначений формулою

(u, ϕ)QT = (F, Ĝ0ϕ)QT +
2

∑

j=1

(Fj , Ĝjϕ) ∀ϕ ∈ D(Q̄T ). (19)
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Доведення. За лемою 3 Ĝ0 : D(Q̄T ) → C∞,(0)(Q̄T ), Ĝj : D(Q̄T ) → C∞(Rn), j = 1, 2.

За лемою 3 iз [9] для кожної ϕ ∈ D(Q̄T ) iснує така ψ ∈ X(Q̄T ), що (L̂ψ)(x, t) = ϕ(x, t),
(x, t) ∈ QT . Такою є функцiя

ψ(y, τ) =

T
∫

τ

dt

∫

Rn

G0(x − y, t− τ)ϕ(x, t)dx.

Отож, Ĝ0 : D(Q̄T ) → X(Q̄T ), права частина в формулi (19) має сенс i формулою
(19) визначено u ∈ D′(Q̄T ).

Пiдставляючи функцiю (19) у тотожнiсть (4), використовуючи лему 2, доводи-
мо, що функцiя (19) є розв’язком задачi (3)

(u, L̂ψ)QT = (F, Ĝ0(L̂ψ))QT +
2
∑

j=1

(Fj , Ĝj(L̂ψ)) =

= (F, ψ)QT +
2
∑

j=1

(Fj(x),
T
∫

0

fj−β(t)ψ(x, t)dt) ∀ψ ∈ X(Q̄T ).

Якщо u1, u2 – розв’язки задачi (3), то функцiя u = u1 − u2 задовольняє умову

(u, L̂ψ)QT = 0 ∀ψ ∈ X(Q̄T ),

а тодi з використанням леми 3 iз [9], (u, ϕ)QT = 0 для кожної ϕ ∈ D(Q̄T ), тобто u = 0
в D′(Q̄T ). Теорема доведена. �

Зауваження 1. Результат теореми 1 можна полiпшити: визначити залежнiсть ха-
рактеру особливостей розв’язку задачi при t = 0 вiд особливостей правої частини
рiвняння та порядкiв сингулярностей узагальнених функцiй у початкових умовах.
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THE SOLUTION OF CAUCHY PROBLEM FOR FRACTIONAL
DERIVATIVE EQUATIONS IN SPACES OF DISTRIBUTIONS
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We prove the existence and uniqueness theorem and get the representation
by means of the Green’s vector-function of the solution of the Cauchy problem

u
(β)
t + a

2(−∆)α/2
u = F (x, t), (x, t) ∈ R

n × (0, T ], a = const,

u
(j)(x, 0) = Fj(x), x ∈ R

n
, j = 1, 2,

with Riemann-Liouville fractional derivative u
(β)
t of the order β ∈ (1, 2) and

F , F1, F2 from some spaces of generalized functions D′. Here the fractional
n-dimensional Laplace operator (−∆)α/2 is defined by its Fourier transform:

F[(−∆)α/2ψ(x)] = |λ|αF[ψ(x)].

Key words: fractional derivative, generalized function, Cauchy problem,
Green vector-function.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С
ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ В ПРОСТРАНСТВАХ

ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Андрей ЛОПУШАНСКИЙ

Институт математики, Жешовский университет,

ал. Рейтана, 16 A, Жешов, 35-959, Польша

e-mail: alopushanskyj@gmail.com

Доказана теорема о существовании и единственности, получено предс-
тавление с помощью вектор-функции Грина решение задачи Коши

u
(β)
t + a

2(−∆)α/2
u = F (x, t), (x, t) ∈ R

n × (0, T ], a = const,

u(j)(x, 0) = Fj(x), x ∈ R
n
, j = 1, 2,

с производной Римана-Лиувилля u
(β)
t порядка β ∈ (1, 2) и F , F1, F2 из

пространств обобщенных функций D′. Здесь (−∆)α/2 определено с по-

мощью преобразования Фурье F[(−∆)α/2ψ(x)] = |λ|αF[ψ(x)].

Ключевые слова: производная дробного порядка, обобщенная функция,
задача Коши, вектор-функция Грина.
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ON AN INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR A SECOND ORDER ELLIPTIC EQUATION

WITH INTEGRAL CONDITION

Yashar MEHRALIYEV
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Ac. Zahid Khalilov Str., 23, Baku, AZ 1148, Azerbaijan Republic
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In the paper, an inverse boundary value problem for a second order elliptic
equation is investigated. At first the initial problem is reduced to the equivalent
problem for which the existence and uniqueness theorem of the solution is
proved. Further, using these facts, the existence and uniqueness of the classic
solution of the initial problem is proved.

Key words: inverse boundary value problem, elliptic equation, Fourier
method, classic solution.

1. Introduction. The inverse problems are favorably developing section of up-to-
date mathematics. Recently, the inverse problems are widely applied in various fields of
science.

Different inverse problems for various types of partial differential equations have
been studied in many papers. First of all we note the papers of A.N. Tikhonov [1],
M.M. Lavrentyev [2,3], A.M. Denisov [4], M.I. Ivanchov [5] and their followers.

The goal our paper to prove the uniqueness and existence of the solution of a
boundary value problem for a second order elliptic equation with integral condition.

The inverse problems with an integral predetermination condition for parabolic
equations were investigated in [6-10].

In the papers [11-15] the inverse boundary value problems were investigated for a
second order elliptic equation in a rectangular domain.

2. Problem statement and its reduction to equivalent problem. Consider
the equation

utt(x, t) + uxx(x, t) = a(t)u(x, t) + f(x, t) (1)

and substitute for it in the domain DT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} an inverse
boundary value problem with boundary conditions

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, T ) = ψ(x) (0 ≤ x ≤ 1), (2)

ux(0, t) = 0, (0 ≤ t ≤ T ), (3)

c© Mehraliyev Y., 2012
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with integral condition
1
∫

0

u(x, t)dx = 0 (0 6 t 6 T ) (4)

and additional condition

u(0, t) = h(t) (0 ≤ t ≤ T ), (5)

where f(x, t), ϕ(x), ψ(x), h(t) are the given functions, and u(x, t), a(t) are the desired
functions.

Definition 1. A classic solution of problem (1)-(5) is a pair {u(x, t), a(t)} of functions
u(x, t) and a(t) possessing the following properties:

1) the function u(x, t) is continuous in DT together with all its derivatives contained
in equation (1);

2) the function a(t) is continuous on [0, T ];
3) all the conditions (1)-(5) are satisfied in the ordinary sense.

For investigating problem (1)-(5), at first consider the following problem:

y′′(t) = a(t)y(t) (0 ≤ t ≤ T ), (6)

y(0) = 0, y′(T ) = 0, (7)

where a(t) ∈ C[0, T ] is a given function, y = y(t) is a desired function, and under the
solution of problem (6),(7) we understand a function y(t) ∈ C2[0, T ] satisfying in [0, T ]
equation (6) and conditions (7).

The following lemma is valid.

Lemma 1 ([14]). Let a function a(t) ∈ C[0, T ] be such that

‖a(t)‖C[0,T ] ≤ R = const.

Furthermore,
1

2
T 2R < 1 (8)

Then problem (6),(7) has only a trivial solution.

Alongside with inverse boundary value problem consider the following auxiliary
inverse boundary value problem. It is required to determine a pair {u(x, t), a(t)} of
functions u(x, t) and a(t) possessing the properties 1) and 2) of the definition of the
classic solution of problem (1)-(5) from relations (1)-(3), and

ux(1, t) = 0 (0 ≤ t ≤ T ), (9)

h′′(t) + uxx(0, t) = a(t)h(t) + f(0, t) (0 ≤ t ≤ T ). (10)

The following lemma is valid.

Lemma 2. Let ϕ(x), ψ(x) ∈ C[0, 1], h(t) ∈ C2[0, T ], h(t) 6= 0 (0 ≤ t ≤ T ), f(x, t) ∈
C(DT ),

∫ 1

0
f(x, t)dx = 0 (0 ≤ t ≤ T ), and the following consistency conditions be fulfilled:

1
∫

0

ϕ(x)dx = 0,

1
∫

0

ψ(x)dx = 0, (11)
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ϕ(0) = h(0), ψ(0) = h′(T ). (12)

Then the following statements are true:

1) each classic solution u(x, t), a(t) of problem (1)-(5) is the solution of problem
(1)-(3), (9), (10) as well;

2) each solution u(x, t), a(t) of problem (1)-(3), (9), (10) is such that

1

2
T 2 ‖a(t)‖C[0,T ] < 1, (13)

is the classic solution of problem (1)-(5).

Proof. Let u(x, t), a(t) be a solution of problem (1)-(5). Integrating equation (1) with
respect to x from 0 to 1, we have:

d2

dt2

1
∫

0

u(x, t)dx+ux(1, t)−ux(0, t) = a(t)

1
∫

0

u(x, t)dx+

1
∫

0

f(x, t)dx (0 ≤ t ≤ T ). (14)

Hence, by means of
∫ 1

0
f(x, t)dx = 0 (0 ≤ t ≤ T ) and (3) we obtain (9).

Substituting x = 0 in equation (1), we find:

utt(0, t) + uxx(0, t) = a(t)u(0, t) + f(0, t) (0 ≤ t ≤ T ). (15)

Further assuming that h(t) ∈ C2[0, T ], and differentiating (5) twice, we have:

utt(0, t) = h′′(t) (0 ≤ t ≤ T ).

Taking into account the last relation and condition (5) in (15) we obtain (10).
Now suppose that u(x, t), a(t) is a solution of problem (1)-(3), (9), (10), moreover,

(13) is fulfilled. Then from (14), allowing for (3) and (9), we find:

d2

dt2

1
∫

0

u(x, t)dx− a(t)

1
∫

0

u(x, t)dx = 0 (0 ≤ t ≤ T ). (16)

By (2), and (11), it is obvious that

1
∫

0

u(x, 0)dx =

1
∫

0

ϕ(x)dx = 0,

1
∫

0

ut(x, T )dx =

1
∫

0

ψ(x)dx = 0. (17)

Since by Lemma 1, problem (16), (17) has only a trivial solution, then
∫ 1

0 u(x, t)dx=0
(0 ≤ t ≤ T ) i.e. condition (4) is satisfied.

Further, from (10) and (15) we get:

d2

dt2
(u(0, t)− h(t)) = a(t)(u(0, t)− h(t)) (0 ≤ t ≤ T ). (18)

By (2) and agreement conditions (12) we have:

u(0, 0)− h(0) = ϕ(0)− h(0) = 0, ut(0, T )− h′(T ) = ψ(0)− h′(T ) = 0. (19)

From (18) and (19), by Lemma 2 we conclude that condition (5) is satisfied. The
lemma is proved.
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3. Investigation of the existence and uniqueness of the classic solution of

the inverse boundary value problem.

Let us look for the first component u(x, t) of the solution u(x, t), a(t) of problem
(1)-(3), (9), (10) in the form:

u(x, t) =
∞
∑

k=0

uk(t) cosλkx (λk = kπ), (20)

where

uk(t) = mk

1
∫

0

u(x, t) cosλkxdx (k = 0, 1, 2, ...),

moreover,

mk =

{

1, k = 0
2, k = 1, 2, ....

Then applying the formal scheme of the Fourier method, from (1), (2) we get

u′′k(t)− λ2kuk(t) = Fk(t;u, a) (k = 0, 1, 2, ...; 0 ≤ t ≤ T ), (21)

uk(0) = ϕk, u′k(T ) = ψk (k = 0, 1, 2, ...), (22)

where

Fk(t;u, a) = fk(t) + a(t)uk(t), fk(t) = mk

1
∫

0

f(x, t) cosλkxdx

ϕk = mk

1
∫

0

ϕ(x) cosλkxdx, ψk = mk

1
∫

0

ψ(x) cosλkxdx (k = 0, 1, 2, ...)

From (21), (22) we obtain:

u0(t) = ϕ0 + ψ0t+

T
∫

0

G0(t, τ)F0(τ ;u, a)dτ , (23)

uk(t) =
ch(λk(T − t))

ch(λkT )
ϕk+

sh(λkt)

λkch(λkT )
ψk+

T
∫

0

Gk(t, τ)Fk(τ ;u, a)dτ (k = 1, 2, . . .), (24)

where

G0(t, τ) =

{

−t, t ∈ [0, τ ],
−τ, t ∈ [τ, T ],

(25)

Gk(t, τ) =

{

−1
2λkch(λkT ) [sh(λk(T + t− τ)) − sh(λk(T − (t+ τ)))], t ∈ [0, τ ],

1
2λkch(λkT ) [sh(λk(T − (t+ τ))) − sh(λk(T − (t− τ)))], t ∈ [τ, T ].

(26)

After substituting the expressions from (23), (24) into (20), for determining the
component of the solution of problem (1)-(3), (9), (10) we get

u(x, t) = ϕ0 + tψ0 +
T
∫

0

G0(t, τ)F0(τ ;u, a)dτ+

+

∞
∑

k=1







ch(λk(T − t))

ch(λkT )
ϕk +

sh(λkt)

λkch(λkT )
ψk +

T
∫

0

Gk(t, τ)Fk(τ ;u, a)dτ







cosλkx, (27)
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where

Fk(t;u, a) = fk(t) + a(t)uk(t) = mk

1
∫

0

(f(x, t) + a(t)u(x, t)) cosλkxdx (k = 0, 1, 2, ...).

Now, from (10), allowing for (20) we have:

a(t) = h−1(t)

{

h′′(t)− f(0, t)−
∞
∑

k=1

λ2kuk(t)

}

. (28)

For obtaining an equation for the second component a(t) of the solution {u(x, t),
a(t)} of problem (1)-(3), (9) , (10), substitute expression (24) into (28):

a(t) = h−1(t)

{

h′′(t)− f(0, t)−
∞
∑

k=1

λ2k

[

ch(λk(T−t))
ch(λkT ) ϕk+

+
sh(λkt)

λkch(λkT )
ψk+

T
∫

0

Gk(t, τ)Fk(τ ;u, a)dτ)]}. (29)

where

Fk(t;u, a) = fk(t) + a(t)uk(t) = 2

1
∫

0

(f(x, t) + a(t)u(x, t)) cosλkxdx (k = 1, 2, ...).

Thus, problem (1)-(3), (9), (10) was reduced to system (27), (29) with respect to
the unknown functions u(x, t) and a(t).

The following lemma is important for studying the uniqueness of the solution of
problem (1)-(3), (9), (10).

Lemma 3. If {u(x, t), a(t)} is any solution of problem (1)-(3), (9), (10), then the
functions

uk(t) = mk

1
∫

0

u(x, t) cosλkxdx (k = 0, 1, 2, ...)

satisfy system (23), (24) in [0, T ].

Proof. Let {u(x, t), a(t)} be any solution of problem (1)-(3), (9), (10). Then, having
multiplied the both sides of equation (1) by the function mk cosλkx (k = 0, 1, 2, ...),
integrating the obtained equality with respect to x from 0 to 1, and using the relations

mk

1
∫

0

utt(x, t) cosλkxdx =
d2

dt2



mk

1
∫

0

u(x, t) cosλkxdx



 = u′′k(t) (k = 0, 1, 2, ...),

mk

1
∫

0

uxx(x, t) cosλkxdx = −λ2k



mk

1
∫

0

u(x, t) cosλkxdx



 = −λ2kuk(t) (k = 0, 1, 2, ...),

we get that equation (21) is satisfied.
Similarly, from (2) we get that condition (22) is fulfilled.



150
Yashar MEHRALIYEV

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

Thus, uk(t) (k = 0, 1, 2, ...) is a solution of problem (21), (22). Hence it directly
follows that the functions uk(t) (k = 0, 1, 2, ...) satisfy on [0, T ] system (23), (24). The
lemma is proved.

Remark 1. From Lemma 3 it follows that for proving the uniqueness of the solution of
problem (1)-(3),(9),(10), it suffices to prove the uniqueness of the solution of system (27),
(29).

In order to investigate problem (1)-(3), (9), (10), consider the following spaces:
Denote by B3

2,T the set of all the functions of the form

u(x, t) =

∞
∑

k=0

uk(t) cosλkx (λk = πk)

considered in DT , where each of the functions uk(t) (k = 0, 1, 2, ...) is continuous on
[0, T ], and

JT (u) ≡ ‖u0(t)‖C[0,T ] +

(

∞
∑

k=1

(λ3k ‖uk(t)‖C[0,T ])
2

)
1

2

<∞.

In this set, we determine the operation of addition and multiplication by the number
(real) in the usual way: under the zero element of this set we understand the function
u(x, t) ≡ 0 on DT , and determine the norm in this set by the formula

‖u(x, t)‖B3

2,T
= JT (u).

Prove that all these spaces are Banach spaces. Indeed, the validity of the first two
axioms of the norms is obvious, and validity of the third axiom of the norm is easily
established by means of the summator inequality of Minkowsky; consequently, B3

2,T is a
linear normalized space. Now prove its completeness. Let

un(x, t) =

∞
∑

k=0

uk,n(t) cosλkx (n = 1, 2, ...)

be any sequence which is fundamental in B3
2,T . Then for any ε > 0 there exists a number

nε such that

‖un(x, t) − um(x, t)‖B3

2,T
= ‖u0,n(t)− u0,m(t)‖

C[0,T ]+

+

(

∞
∑

k=1

(

λ3k ‖uk,n(t)− uk,m(t)‖
C[0,T ]

)2
)

1

2

< ε (30)

∀n,m ≥ nε

Consequently, for any fixed k (k = 1, 2, ...) :

‖u0,n(t)− u0,m(t)‖
C[0,T ] < ε,

‖uk,n(t)− uk,m(t)‖
C[0,T ] < ε ∀n,m ≥ nε (31)
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This means that the sequences {u0,n(t)}∞n−1 and for any fixed k (k = 1, 2, ...) : the
sequences {u0,n(t)}∞n−1 are fundamental in C[0, T ] and consequently by the completeness
of C[0, T ] they converge in the space C[0, T ]:

u0,n(t)
C[0,T ]→ u0,0(t) ∈ C[0, T ] as n→ ∞,

uk,n(t)
C[0,T ]→ uk,0(t) ∈ C[0, T ] as n→ ∞. (32)

Further, by (30), for any fixed number N :

‖u0,n(t)− u0,m(t)‖
C[0,T ] +

(

N
∑

k=1

(

λ3k ‖uk,n(t)− uk,m(t)‖
C[0,T ]

)2
)

1

2

< ε ∀n,m ≥ nε.

(33)
Using relations (32) and passing to limit as m→ ∞ in (33), we obtain

‖u0,n(t)− u0,0(t)‖C[0,T ] +

(

N
∑

k=1

(

λ3k ‖uk,n(t)− uk,m(t)‖
C[0,T ]

)2
)

1

2

< ε ∀n ≥ nε. (34)

Hence, by arbitrariness of N (or equivalently, passing to limit as N → ∞), we obtain

‖u0,n(t)− u0,0(t)‖C[0,T ] +

(

∞
∑

k=1

(

λ3k ‖uk,n(t)− uk,0(t)‖C[0,T ]

)2
)

1

2

< ε ∀n ≥ nε. (35)

Accept the denotation

u0(x, t) =

∞
∑

k=0

uk,0(t) cosλkx. (36)

Since u0(x, t) = [u0(x, t)−unε
(x, t)]+unε

(x, t), and by (35) u0(x, t)−unε
(x, t)∈B3

2,T ,

and also unε
(x, t) ∈ B3

2,T , we get that

u0(x, t) ∈ B3
2,T .

Then, by (35) for any ε > 0 there exists a number nε such that

‖un(x, t) − u0(x, t)‖B3

2,T
≤ ε ∀n ≥ nε.

And this means that the sequence un(x, t) converges in B3
2,T to the element

u0(x, t) ∈ B3
2,T . This proves the completeness and consequently the Banach property of

the space B3
2,T .

Denote by E3
T the space B3

2,T×C[0, T ] of the vector-functions z(x, t) = {u(x, t), a(t)}
with the norm

‖z(x, t)‖E3

T
= ‖u(x, t)‖B3

2,T
+ ‖a(t)‖C[0,T ] .

It is known that B3
2,T and E3

T are Banach spaces.

Now, in the space E3
T consider the operator

Φ(u, a) = {Φ1(u, a),Φ2(u, a)} ,
where

Φ1(u, a) = ũ(x, t) ≡
∞
∑

k=0

ũk(t) cosλkx,
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Φ2(u, a) = ã(t),

ũ0(t), ũk(t) (k = 1, 2, ...) and ã(t) equal the right sides of (23), (24) and (29), respectively.
It is easy to see that

sh(λkt)

ch(λkT )
< 1 (0 ≤ t ≤ T ),

ch(λk(T − t))

ch(λkT )
≤ 1 (0 ≤ t ≤ T ),

sh(λk(T + t− τ))

ch(λkT )
≤ 1 (0 ≤ t ≤ τ ≤ T ),

sh(λk(T − (t+ τ)))

ch(λkT )
≤ 1 (0 ≤ t ≤ τ ≤ T ),

sh(λk(T − (t+ τ)))

ch(λkT )
≤ 1 (0 ≤ τ ≤ t ≤ T ),

sh(λk(T − (t− τ)))

ch(λkT )
≤ 1 (0 ≤ τ ≤ t ≤ T ).

Taking into account these relations, by means of simple transformations we find

|ũ0(t)| ≤ |ϕ0|+ T |ψ0|+ 2T
T
∫

0

|f0(τ)| dτ + 2T
T
∫

0

|a(τ)| |u0(τ)| dτ ,

|ũk(t)| ≤ |ϕk|+ 1
λk

|ψk|+ 1
λk

√
T

(

T
∫

0

|fk(τ)|2dτ
)

1

2

+ 1
λk
T ‖a(t)‖C[0,T ] ‖uk(t)‖C[0,T ].

|ã(t)| ≤
∣

∣h−1(t)
∣

∣ {|h′′(t)− f(0, t)|

+

(

∞
∑

k=1

1
λ2

k

)
1

2

[

(

∞
∑

k=1

(

λ3k |ϕk|
)2
)

1

2

+

(

∞
∑

k=1

(

λ2k |ψk|
)2
)

1

2

+

+ 1√
6

√
T

(

T
∫

0

(λ2k |fk(τ)|)2dτ
)

1

2

+ 1√
6
T ‖a(t)‖C[0,T ]

(

∞
∑

k=1

(

λ2k ‖uk(t)‖C[0,T ]

)2
)

1

2

]}

,

or
‖ũ0(t)‖C[0,T ] ≤

≤ |ϕ0|+ T |ψ0|+ 2T
√
T





t
∫

0

|f0(τ)|2 dτ





1

2

+ 2T 2 ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u0(t)‖C[0,T ] , (37)

(

∞
∑

k=1

(λ3k ‖ũk(t)‖C[0,T ])
2

)
1

2

≤ 2

(

∞
∑

k=1

(λ3k |ϕk|)2
)

1

2

+ 2

(

∞
∑

k=1

(λ2k |ψk|)2
)

1

2

+

+2
√
T





T
∫

0

∞
∑

k=1

(λ2k |fk(τ)|)2dτ





1

2

+ 2T ‖a(t)‖C[0,T ]

(

∞
∑

k=1

(λ3k ‖uk(t)‖C[0,T ])
2

)
1

2

, (38)

∥

∥

∥

⌣
a(t)

∥

∥

∥

C[0,T ]
≤
∥

∥h−1(t)
∥

∥

C[0,T ]

{

‖h′′(t)− f(0, t)‖C[0,T ] +
1√
6

(

∞
∑

k=1

(λ3k |ϕk|)2
)

1

2

+

+ 1√
6

(

∞
∑

k=1

(λ2k |ψk|)2
)

1

2

+ + 1√
6

√
T

(

T
∫

0

∞
∑

k=1

(λ2k |fk(τ)|)2dτ
)

1

2

+

+
1√
6
T ‖a(t)‖C[0,T ]

(

∞
∑

k=1

(λ3k ‖uk(t)‖C[0,T ])
2

)
1

2











. (39)

Suppose that the data of problem (1)-(3), (9), (10) satisfy the following conditions:
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1) ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ′′′(x) ∈ L2(0, 1) and ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0;
2) ψ(x) ∈ C1[0, 1], ψ′′(x) ∈ L2(0, 1) and ψ′(0) = ψ′(1) = 0;
3) f(x, t), fx(x, t) ∈ C(DT ), fxx(x, t) ∈ L2(DT ) and

fx(0, t) = fx(1, t) = 0 (0 ≤ t ≤ T );
4) h(t) ∈ C2[0, T ], h(t) 6= 0 (0 ≤ t ≤ T ).

Then from (37)-(39), we obtain:

‖ũ(x, t)‖B3

2,T
≤ A1(T ) +B1(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B3

2,T
, (40)

‖ã(t)‖C[0,T ] ≤ A2(T ) +B2(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B3

2,T
, (41)

where

A1(T ) = ‖ϕ(x)‖L2(0,1)
+ T ‖ψ(x)‖L2(0,1)

+ 2T
√
T ‖f(x, t)‖L2(DT ) +

+2 ‖ϕ′′′(x)‖L2(0,1)
+ 2 ‖ψ′′(x)‖L2(0,1)

+ 2
√
T ‖fxx(x, t)‖L2(DT ) ,

B1(T ) = 2T (T + 1);

A2(T ) =
∥

∥h−1(t)
∥

∥

C[0,T ]

{

‖h′′(t)− f(0, t)‖C[0,T ] +
1√
6
‖ϕ′′′(x)‖L2(0,1)

+

+
1√
6
‖ψ′′(x)‖L2(DT ) +

1√
6

√
T ‖fxx(x, t)‖L2(DT )

}

;

B2(T ) =
∥

∥h−1(t)
∥

∥

C[0,T ]
· 1√

6
· T .

From inequalities (40), (41) we obtain:

‖ũ(x, t)‖B3

2,T
+ ‖ã(t)‖C[0,T ] ≤ A(T ) +B(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B3

2,T
, (42)

where

A(T ) = A1(T ) +A2(T ), B(T ) = B1(T ) +B2(T ).

So, we can prove the following theorem.

Theorem 1. Let conditions 1-4 be satisfied, and

(A(T ) + 2)2B(T ) < 1. (43)

Then problem (1)-(3), (9), (10) has a unique solution in the ball K = KR(‖z‖E3

T
≤ R =

= A(T ) + 2) of the space E3
T .

Proof. In the space E3
T consider the equation

z = Φz, (44)

where the components Φi(u, a) (i = 1, 2) of the operator Φ(u, a) are defined from the
right sides of equations (27) and (29).

Consider the operator Φ(u, a) in the ball K = KR from E3
T . Similar to (42), we get

that for any z, z1, z2 ∈ KR the following estimates are valid:

‖Φz‖E3

T
≤ A(T ) +B(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B3

2,T
≤

≤ A(T ) +B(T )R2 ≤ A(T ) +B(T ) (A(T ) + 2)
2
, (45)
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‖Φz1 − Φz2‖E3

T
≤ B(T )R

(

‖a1(t)− a2(t)‖C[0,T ] + ‖u1(x, t) − u2(x, t)‖B3

2,T

)

6

≤ B (T ) (A (T ) + 2) ‖z1 − z2‖E3

T
. (46)

Then allowing for (43), from estimations (45) and (46) it follows that the operator Φ
acts in the ball K = KR and is contractive. Therefore, in the ball K = KR the operator
Φ has a unique fixed point {u, a} that is a unique solution of equation (44) in the ball
K = KR, i.e. it is a unique solution of system (27), (29) in the ball K = KR.

The function u(x, t) as an element of the spaceB3
2,T is continuous and has continuous

derivatives ux(x, t), uxx(x, t) in DT .
From (21) it in easy to see that

(

∞
∑

k=1

(

λk ‖u′′k(t)‖c[0,T ]

)2
)

1

2

≤
√
2

(

∞
∑

k=1

(

λ3k ‖uk(t)‖c[0,T ]

)2
)

1

2

+

+
√
2
∥

∥

∥‖a(t)ux(x, t) + fx(x, t)‖C[0,T ]

∥

∥

∥

L2(0,1)
.

Hence it follows that utt(x, t) is continuous in DT .
It is easy to verify that equation (1) and conditions (2), (3), (9), (10) are satisfied

in the ordinary sense.
Consequently, u(x, t), a(t) is a solution of problem (1)-(3), (9), (10), and by Lemma

3 it is unique in the ball K = KR. The theorem is proved.

By means of Lemma 2, a unique solvability of initial problem (1)-(5) follows from
the last theorem.

Theorem 2. Let all the conditions of Theorem 1 be satisfied

1
∫

0

f(x, t)dx = 0 (0 ≤ t ≤ T ),

1
∫

0

ϕ(x)dx = 0,

1
∫

0

ψ(x)dx = 0,

ϕ(0) = h(0), ψ(0) = h′(T ),
1

2
(A(T ) + 2)T 2 < 1.

Then problem (1)-(5) has a unique classic solution in the ball K = KR(‖z‖E3

T
≤ R =

= A(T ) + 2) of the space E3
T .
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ПРО ОБЕРНЕНУ КРАЙОВУ ЗАДАЧУ ДЛЯ ЕЛIПТИЧНОГО
РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

З IНТЕГРАЛЬНОЮ УМОВОЮ

Яшар МЕГРАЛIЄВ

Бакинський державний унiверситет,

вул. ак. Захiд Халiлова, 23, Баку, AZ 1148, Азербайджанська Республiка

e-mail: yashar_aze@mail.ru

Розглянуто обернену крайову задачу для елiптичного рiвняння другого
порядку. Спочатку вихiдна задача зводиться до еквiвалентної задачi, для
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якої доведено теореми iснування та єдиностi її розв’язку. Використовуючи
цей факт, доведено iснування та єдинiсть розв’язку вихiдної задачi.

Ключовi слова: обернена крайова задача, елiптичне рiвняння, метод
Фур’є, класичний розв’язок.

ОБ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ЕЛЛИПТИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА
С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ

Яшар МЕГРАЛИЕВ

Бакинский государственный университет,

ул. ак. Захид Халилова, 23, Баку, AZ 1148, Азербайджанская Республика

e-mail: yashar_aze@mail.ru

Рассмотрено обратную граничную задачу для еллиптического уравне-
ния второго порядка. Сначала исходная задача сводится к эквивалентной
задаче, для которой доказано теоремы существования и единственности её
решения. Используя этот факт, доказано существование и единственность
решения исходной задачи.

Ключевые слова: обратная граничная задача, еллиптическое уравне-
ние, метод Фурьє, классическое решение.
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ВЛАСТИВОСТI АДАМАРОВИХ КОМПОЗИЦIЙ
ПОХIДНИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ

Оксана МУЛЯВА1, Мирослав ШЕРЕМЕТА2

1Київський нацiональний унiверситет харчових технологiй,

вул. Володимирiвська, 68, Київ, 01004

e-mail: info@nuft.edu.ua
2Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: m_m_sheremeta@list.ru

Дослiджено збiжнiсть i зростання адамарових композицiй рядiв Дiрiхле
з невiд’ємними зростаючими до +∞ показниками та довiльною абсцисою
абсолютної збiжностi. Знайдено зв’язок мiж зростанням максимального
члена похiдної адамарової композицiї та зростанням максимального члена
адамарової композицiї похiдних.

Ключовi слова: адамарова композицiя, ряди Дiрiхле, максимальний
член.

1. Вступ. Для степеневих рядiв f(z) =
∞
∑

k=0

fkz
k i g(z) =

∞
∑

k=0

gkz
k з радiусами

збiжностiR[f ] i R[g] ряд (f∗g)(z) =
∞
∑

k=0

fkgkz
k називається адамаровою композицiєю.

Добре вiдомо [1-2], що R[f ∗ g] ≥ R[f ]R[g]. Отриманi Ж. Адамаром властивостi цiєї
композицiї знайшли застосування [2-3] в теорiї аналiтичного продовження функцiй,
зображених степеневими рядами. За умови R[f ] > 0 i 0 ≤ r < R[f ] нехай µf (r) =
= max{|fk|r

k : k ≥ 0} – максимальний член степеневого розвинення функцiї f .
Дослiдженню асимптотичного поводження функцiй µf(n)∗g(n)(r) i µ(f∗g)(n)(r) у ви-

падку, коли f i g – цiлi функцiї, присвятив свої працi М. Сен [4-5]. Зокрема вiн довiв
[5] таке: якщо функцiя (f ∗ g) має порядок ̺ i нижнiй порядок λ, то для будь-якого
ε > 0 i всiх r ≥ r0(ε)

µ(f∗g)(n)(r)r(n+2)λ−1−ε ≤ µf(n+1)∗g(n+1)(r) ≤ µ(f∗g)(n)(r)r(n+2)̺−1+ε.

Безпосереднiм узагальненням степеневих рядiв є ряди Дiрiхле з невiд’ємними зрос-
таючими до +∞ показниками. Тому задача про властивостi адамарової композицiї
таких рядiв Дiрiхле є природною i їй ми присвячуємо нашу статтю.

c© Мулява О., Шеремета М., 2012
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2. Збiжнiсть адамарової композицiї. Нехай (λn) – зростаюча до +∞
послiдовнiсть невiд’ємних чисел (λ0 = 0), а ряди Дiрiхле

F (s) =

∞
∑

k=0

fk exp{sλk}, s = σ + it, (1)

i

G(s) =

∞
∑

k=0

gk exp{sλk}

мають абсциси абсолютної збiжностi σa[F ] i σa[G]. Адамаровою композицiєю цих
рядiв будемо називати ряд Дiрiхле

(F ∗G)(s) =

∞
∑

k=0

fkgk exp{sλk}. (2)

Твердження 1. Якщо σa[F ] > −∞ i σa[G] > −∞, то σa[F ∗G] ≥ σa[F ] + σa[G].

Доведення. Справдi,
∞
∑

k=0

|gk| exp{σ
∗λk} < +∞ для довiльного σ∗ < σa[G], а

∞
∑

k=0

|fk| exp{(σ − σ∗)λk} < +∞ для довiльного σ < σa[F ] + σ∗. Тому

∞
∑

k=0

|fk||gk|e
σλk =

∞
∑

k=0

|fk|e
(σ−σ∗)λk |gk|e

σ∗λk ≤

∞
∑

k=0

|fk|e
(σ−σ∗)λk

∞
∑

k=0

|gk|e
σ∗λk < +∞,

для довiльного σ < σa[F ]+σ∗, тобто σa[F ∗G] ≥ σa[F ]+σ∗, а з огляду на довiльнiсть
σ∗ отримуємо потрiбну нерiвнiсть. �

Зауважимо, що нерiвнiсть σa[F ∗ G] ≥ σa[F ] + σa[G] правильна також, коли
σa[F ] = −∞ i σa[G] < +∞, якщо σa[F ] = −∞ i σa[G] = +∞, то σa[F ∗ G] мо-
же дорiвнювати будь-якому c ∈ [−∞,+∞]. Зауважимо ще, що обернена нерiвнiсть
σa[F ∗G] ≤ σa[F ] + σa[G] загалом не є правильною.

Твердження 2. Рiвностi σa[F ∗G] = σa[(F ∗G)(n)] = σa[F
(n) ∗G(n)] правильнi для

будь-якого n ∈ N.

Доведення. Оскiльки

(F ∗G)(n)(s) =
∞
∑

k=1

λn
kfkgk exp{sλk} (3)

i

(F (n) ∗G(n))(s) =

∞
∑

k=1

λ2n
k fkgk exp{sλk}, (4)

то

(F (n) ∗G(n))(s) = (F ∗G)(2n)(s). (5)

Звiдси випливає, що достатньо довести рiвнiсть σa[F ∗ G] = σa[(F ∗G)′], тобто, що
для кожного ряду Дiрiхле (1) σa[F ] = σa[F

′].
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Оскiльки F ′(s) =
∞
∑

k=1

λkfk exp{sλk}, то зрозумiло, що σa[F
′] ≤ σa[F ] i σa[F ] =

= σa[F
′], якщо σa[F ] = −∞. Якщо ж σa[F ] > −∞, то для довiльного числа σ < σa[F ]

iснує таке натуральне число k0(σ), що
ln λk

λk

≤
σa[F ]− σ

2
для k ≥ k0(σ), i отже,

∞
∑

k=k0(σ)

λk|fk| exp{σλk} =

∞
∑

k=k0(σ)

|fk| exp

{

λk

(

σ +
ln λk

λk

)}

≤

≤
∞
∑

k=k0(σ)

|fk| exp

{

λk

σa[F ] + σ

2

}

< +∞.

З огляду на довiльнiсть σ звiдси випливає, що σa[F
′] ≥ σa[F ], i отже,

σa[F
′] = σa[F ]. �

3. Нижнiй R-порядок i R-порядок адамарової композицiї рядiв Дiрi-

хле. Для цiлого (σa[F ] = +∞) ряду Дiрiхле (1) величини

λR[F ] = lim
σ→+∞

ln ln M(σ, F )

σ
, ̺R[F ] = lim

σ→+∞

ln ln M(σ, F )

σ
,

де M(σ, F ) = sup{|F (σ+it)| : t ∈ R}, називаються [6] вiдповiдно нижнiм R-порядком
i R-порядком. Добре вiдомо (див., наприклад, [7, c. 176-178], [8, c. 30]) таке: якщо

ln k = o(λk ln λk), k → ∞, (6)

то правильна формула Рiтта ̺R[F ] = lim
k→+∞

λk ln λk

− ln |fk|
, причому для кожної зростаю-

чої до +∞ послiдовностi (λk) додатних чисел, для якої умова (6) не виконується,
iснує [9] цiлий ряд Дiрiхле з цiєю послiдовнiстю показникiв, для якого формула
Рiтта неправильна. Якщо F i G – цiлi ряди Дiрiхле, то за твердженням 1 їхня
композицiя F ∗ G – також цiлий ряд Дiрiхле. Неважко довести, що за умови (6)

1

̺R[F ∗G]
≥

1

̺R[F ]
+

1

̺G[F ]
i, зрозумiло, обернена нерiвнiсть не завжди правильна.

Твердження 3. Рiвностi λR[F ∗G] = λR[(F ∗G)(n)] = λR[F
(n) ∗G(n)] i ̺R[F ∗G] =

= ̺R[(F ∗G)(n)] = ̺R[F
(n) ∗G(n)] правильнi для будь-якого n ∈ N.

Доведення. З огляду на (5), як у доведеннi твердження 2, достатньо довести, що
для цiлого ряду Дiрiхле (1) λR[F ] = λR[F

′] i ̺R[F ] = ̺R[F
′]. Для цього розглянемо

спочатку ряд (1) з σa[F ] > −∞. За формулою Кошi для σ < σa[F ] i δ(σ) ∈ (0,
σa[F ]− σ) – отримаємо

|F ′(σ + it)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

|τ−σ−it|=δ(σ)

F (τ)dτ

(τ − σ − it)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
max{|F (τ)| : |τ − σ − it| = δ(σ)}

δ(σ)
,

звiдки

M(σ, F ′) ≤
M(σ + δ(σ), F )

δ(σ)
. (7)
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З iншого боку, якщо s = σ + it, s0 = σ0 + it i σ0 < σ, то

|F (s)| ≤ |F (s0)|+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s
∫

s0

F ′(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |s− s0|max{|F ′(τ)| : τ ∈ [s0, s]},

звiдки

M(σ, F ) ≤ (σ − σ0)M(σ, F ′) +M(σ0, F ). (8)

Якщо σa[F ] = +∞, то виберемо δ(σ) = 1 i σ0 = 0. Тодi для σ > 0 отримаємо нерiв-
ностi M(σ, F ′) ≤ M(σ + 1, F ) i M(σ, F ) ≤ σM(σ, F ′) +M(0, F ), з яких випливають
потрiбнi рiвностi.

Для ряду Дiрiхле (1) з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi нижнiй R-по-
рядок i R-порядок вводяться [10] за формулами

λ0
R[F ] = lim

σ↑0
|σ| ln ln M(σ, F ), ̺0R[F ] = lim

σ↑0
|σ| ln ln M(σ, F ).

Вiдомо [10] таке: якщо

ln k = o(λk/ ln λk), k → ∞, (9)

то правильна формула ̺0R[F ] = lim
k→+∞

ln λk

λk

ln+ |fk|. �

За твердженням 1 з рiвностей σa[F ]=σa[G]=0 випливає тiльки, що σa[F ∗G]≥0.
Рiвнiсть σa[F ∗G] = 0 може не виконуватись. Легко довести також, що за умови (9)
̺0R[F ∗G] ≤ ̺0R[F ] + ̺0R[G], обернена нерiвнiсть не завжди правильна.

Твердження 4. Якщо σa[F ∗ G] = 0, то рiвностi λ0
R[F ∗ G] = λ0

R[(F ∗ G)(n)] =

= λ0
R[F

(n) ∗ G(n)] i ̺0R[F ∗G] = ̺0R[(F ∗ G)(n)] = ̺0R[F
(n) ∗ G(n)] правильнi для будь-

якого n ∈ N.

Доведення. Як у доведеннi твердження 3, достатньо довести, що для ряду Дiрiхле
(1) з нульовою абсцисою абсолюної збiжностi λ0

R[F ] = λ0
R[F

′] i ̺0R[F ] = ̺0R[F
′].

Виберемо δ(σ) = |σ|/2 i σ0 = −1. Тодi з (7) i (8) отримуємо нерiвностi

M(σ, F ′) ≤
2

|σ|
M

(σ

2
, F

)

i M(σ, F ) ≤ M(σ, F ′)+M(−1, F ), звiдки легко випливають

потрiбнi рiвностi. �

Для ряду Дiрiхле (1) з σa[F ]>−∞ i для σ < σa[F ] нехай µ(σ, F ) =max{|fn|×
× exp{σλn} : n ≥ 0} – максимальний член, ν(σ, F )=max{n : |fn| exp{σλn}=µ(σ, F )}
– центральний iндекс, а Λ(σ, F ) = λν(σ,F ) – центральний показник. Вiдомо ([7, c. 182],
[8, c. 17]), що за умови зростання µ(σ, F )

ln µ(σ, F ) = ln µ(σ0, F ) +

σ
∫

σ0

Λ(x, F )dx. (10)

Якщо в означеннях R-порядку ̺R[F ] i нижнього R-порядку λR[F ] цiлого ряду
Дiрiхле (1) замiсть ln M(σ, F ) поставимо ln µ(σ, F ), то отримаємо величини, якi поз-
начимо вiдповiдно через ̺R[ln µ] i λR[ln µ]. Замiною ln M(σ, F ) на Λ(σ, F ) подiбно
визначаємо ̺R[Λ] i λR[Λ].
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Лема 1. За умови (6) для цiлого ряду Дiрiхле (1) правильнi рiвностi ̺R[F ] =
= ̺R[ln µ] = ̺R[Λ], якщо, крiм того, ̺R[F ] < +∞, то λR[F ] = λR[ln µ] = λR[λ].

Доведення. З нерiвностi Кошi µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) випливає, що ̺R[ln µ] ≤ ̺R[F ] i
λR[ln µ] ≤ λR[F ].

Для доведення протилежних нерiвностей через Ω позначимо клас додатних
необмежених на (−∞,+∞) функцiй Φ таких, що похiдна Φ′ додатна, неперервна
i зростає до +∞ на (−∞,+∞). Для Φ ∈ Ω нехай φ – функцiя, обернена до Φ′, а
Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) – функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном. Тодi [11], якщо
ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для σ ≥ σ0 i ln k = o(λkΨ(φ(λk))) при k → ∞, то для кожного
ε > 0

M(σ, F ) ≤ µ((1 + ε)σ, F ), σ ≥ σ1(ε). (11)

Якщо тепер ̺R[ln µ] < +∞, то для кожного ̺ > ̺R[ln µ] i всiх σ ≥ σ0(̺) правильна

нерiвнiсть ln µ(σ, F ) ≤ exp{̺σ}. Якщо виберемо Φ(σ) = exp{̺σ}, то Ψ(σ) = σ −
1

̺
,

φ(x) =
1

̺
ln

x

̺
i λkΨ(φ(λk)) =

λk

̺
ln

λk

e̺
, а з наведеного вище твердження з [11]

випливає, що за умови (6) правильна нерiвнiсть (11), звiдки з огляду на довiль-
нiсть ε > 0 легко отримуємо нерiвностi ̺R[F ] ≤ ̺R[ln µ] i λR[F ] ≤ λR[ln µ]. Якщо
̺R[ln µ] = +∞, то нерiвнiсть ̺R[F ] ≤ ̺R[ln µ] очевидна. Рiвностi ̺R[F ] = ̺R[ln µ] i
λR[F ] = λR[ln µ] доведено.

Рiвностi ̺R[ln µ] = ̺R[Λ] i λR[ln µ] = λR[Λ] легко випливають з таких отри-
маних з (10) оцiнок ln µ(σ, F ) ≤ σΛ(σ, F ) + ln µ(0, F ) i

ln µ(σ, F ) ≥
εσ

1 + ε
Λ

(

σ

1 + ε
, F

)

+ ln µ(0, F ).

Лему 1 доведено. �

З твердження 3 i леми 1 випливає таке твердження.

Твердження 5. Нехай σa[F ] = σa[G] = +∞. Тодi за умови (6) для будь-якого
n ∈ N

lim
σ→+∞

ln Λ(σ, F (n) ∗G(n))

σ
= lim

σ→+∞

ln Λ(σ, (F ∗G)(n))

σ
= ̺R[F ∗G],

якщо, крiм того, ̺R[F ∗G] < +∞, то

lim
σ→+∞

ln Λ(σ, F (n) ∗G(n))

σ
= lim

σ→+∞

ln Λ(σ, (F ∗G)(n))

σ
= λR[F ∗G].

Перейдемо до рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi. На
вiдмiну вiд цiлих рядiв Дiрiхле у випадку, коли σa[F ] = 0, максимальний член може
бути обмеженою функцiєю, а центральний показник може прямувати до +∞. У
цьому випадку послiдовнiсть коефiцiєнтiв обмежена, тому з огляду на тривiальнiсть
ми його не розглядатимемо. Отже, надалi будемо вважати, що

lim
k→∞

|fk| = +∞. (12)
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Величини ̺0R[ln µ], λ0
R[ln µ], ̺0R[Λ] i λ0

R[Λ] визначимо, як вище, замiнивши в озна-
ченнях R-порядку ̺0R[F ] i нижнього R-порядку λ0

R[F ] ряду Дiрiхле (1) з нульовою
абсцисою абсолютної збiжностi ln M(σ, F ), вiдповiдно, на ln µ(σ, F ) i Λ(σ, F ).

Лема 2. За умов (9) i (12) для ряду Дiрiхле (1) з нульовою абсцисою абсолютної
збiжностi правильнi рiвностi ̺0R[F ] = ̺0R[ln µ] = ̺0R[Λ] i λ0

R[F ] = λ0
R[ln µ] = λ0

R[Λ].

Доведення. З нерiвностi Кошi випливає, що ̺0R[ln µ] ≤ ̺0R[F ] i λ0
R[ln µ] ≤ λ0

R[F ].
Для доведення протилежних нерiвностей використаємо такий результат з [12]: якщо
ln k = o(λkγ(λk)) при k → ∞, де γ – додатна, неперевна i спадна до 0 на [0, +∞)
функцiя, то для кожного ε > 0 i всiх σ < 0

ln M(σ, F ) ≤ ln µ

(

σ

1 + ε
, F

)

+
ε|σ|

1 + ε
γ−1

(

|σ|

ε(1 + ε)2

)

+K(ε),

де K(ε) – додатна стала, залежна тiльки вiд ε > 0. Вибравши γ(x) = 1/ ln x
(x ≥ 2), звiдси за умови (9) отримуємо оцiнку

ln M(σ, F ) ≤ ln µ

(

σ

1 + ε
, F

)

+ exp

{

ε(1 + ε)2

σ

}

+K(ε),

тобто

|σ| ln ln M(σ, F ) ≤ max

{

|σ| ln ln µ

(

σ

1 + ε
, F

)

, ε(1 + ε)2, |σ|K(ε)

}

,

звiдки з огляду на довiльнiсть ε > 0 легко отримуємо нерiвностi ̺0R[F ] ≤ ̺0R[ln µ] i
λ0
R[F ] ≤ λ0

R[ln µ]. Рiвностi ̺0R[F ] = ̺0R[ln µ] i λ0
R[F ] = λ0

R[ln µ] доведено.
З умови (12) випливає зростання функцiї ln µ(σ, F ), а з (10) легко отримуємо

оцiнки

ln µ(σ, F ) ≤ ln µ(−1, F ) + (1 − |σ|)Λ(σ, F ) i ln µ(σ, F ) ≥ |σ|Λ(2σ, F ) + ln µ(−1, F ),

з яких випливають рiвностi ̺0R[ln µ] = ̺0R[Λ] i λ0
R[ln µ] = λ0

R[Λ]. Лему 2 доведено. �

Аналогом твердження 5 є таке твердження.

Твердження 6. Нехай σa[F ] = σa[G] = 0 i lim
k→∞

|fk||gk| = +∞. Тодi за умови (9)

для будь-якого n ∈ N

lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, F (n) ∗G(n)) = lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, (F ∗G)(n)) = ̺0R[F ∗G],

i

lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, F (n) ∗G(n)) = lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, (F ∗G)(n)) = λ0
R[F ∗G].

Це твердження випливає з твердження 4 i леми 2, якщо зауважити, що з умов
σa[F ] = σa[G] = 0 i lim

k→∞
|fk||gk| = +∞ випливає, що σa[F ∗G] = 0.

4. Зв’язок мiж зростанням максимальних членiв адамарової компо-

зицiї похiдних i похiдної адамарової композицiї. Цей результат є основним у
нашiй статтi.
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Теорема 1. Нехай n ∈ R+, m ∈ N i m > n. Якщо σa[F ] = σa[G] = +∞ i виконуєть-
ся умова (6), то

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)̺R[F ∗G]

i (за умови ̺R[F ∗G] < +∞)

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)λR[F ∗G].

Якщо ж σa[F ] = σa[G] = 0, lim
k→∞

|fk||gk| = +∞ i виконується умова (9), то

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)̺0R[F ∗G]

i

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)λ0

R[F ∗G].

Доведення. Оскiльки

µ(σ, (F ∗G)(m)) = λm
ν(σ,(F∗G)(m))|fν(σ,(F∗G)(m))||gν(σ,(F∗G)(m))| exp{σλν(σ,(F∗G)(m))} =

= λm−n

ν(σ,(F∗G)(m))
λn
ν(σ,(F∗G)(m))|fν(σ,(F∗G)(m))||gν(σ,(F∗G)(m))| exp{σλν(σ,(F∗G)(m))} ≤

≤ λm−n

ν(σ,(F∗G)(m))
µ(σ, (F ∗G)(n))

i, подiбно,

µ(σ, (F ∗G)(n)) ≤ λn−m

ν(σ,(F∗G)(n))
µ(σ, (F ∗G)(m)),

то

Λm−n(σ, (F ∗G)(n)) ≤
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
≤ Λm−n(σ, (F ∗G)(m)),

тобто

(m− n) ln Λ(σ, (F ∗G)(n)) ≤ ln
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
≤ (m− n) ln Λ(σ, (F ∗G)(m)).

Звiдси, використовуючи твердження 5, отримуємо першу частину теореми. Другу її
частину отримаємо, якщо використаємо твердження 6. Теорему доведено. �

З огляду на (5) з теореми для m = 2n випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N. Якщо σa[F ] = σa[G] = +∞ i виконується умова (6), то

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= n̺R[F ∗G]

i (за умови ̺R[F ∗G] < +∞)

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= nλR[F ∗G].
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Якщо ж σa[F ] = σa[G] = 0, lim
k→∞

|fk||gk| = +∞ i виконується умова (9), то

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= n̺0R[F ∗G], lim

σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= nλ0

R[F ∗G].

Якщо ж виберемо m = 2(n+1), то отримаємо такий наслiдок, який є аналогом
наведеного результату М. Сена.

Наслiдок 2. Нехай n ∈ N. Якщо σa[F ] = σa[G] = +∞ i виконується умова (6), то

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)̺R[F ∗G]

i (за умови ̺R[F ∗G] < +∞)

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)λR[F ∗G].

Якщо ж σa[F ] = σa[G] = 0, lim
k→∞

|fk||gk| = +∞ i виконується умова (9), то

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)̺0R[F ∗G],

i

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)λ0

R[F ∗G].

5. Властивостi адамарових композицiй похiдних Салагена аналi-

тичних в одиничному крузi функцiй. Нехай S – клас аналiтичних в крузi
D = {z : |z| < 1} функцiй вигляду

f(z) = z +

∞
∑

k=2

fkz
k, z = reiθ. (13)

Для f ∈ A похiднi Салагена визначаються [13] рiвностями D(1)f(z) = zf ′(z) i
D(n)f(z) = D(1)D(n−1)f(z), тобто

D(n)f(z) = z +
∞
∑

k=2

knfkz
k, (14)

i отже, D(n)f ∈ A. Якщо в рядi (13) зробимо замiну z = es, то отримаємо ряд Дiрiхле

F (s) = f(es) = es +

∞
∑

k=2

fk exp{sk}, (15)

показники λk = k якого задовольняють умову (9). Зрозумiло, що

F (n)(s) = f(es) = es +

∞
∑

k=2

knfk exp{sk} = D(n)f(z)
∣

∣

z=es
. (16)

Тому з теореми можемо одержати вiдповiдний результат для адамарових композицiй
похiдних Салагена аналiтичних в одиничному крузi функцiй.
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Для функцiї (13) приймемо Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, 0 ≤ r < 1, i нехай
µf (r) – максимальний член ряду (13). За умови (12) Mf (r) ≥ µf (r) → +∞ при r ↑ 1.
Порядок ̺0[f ] i нижнiй порядок λ0[f ] визначимо формулами

λ0[f ] = lim
r↑0

(1− r) ln ln Mf(r), ̺0[f ] = lim
r↑1

(1− r) ln ln Mf (r).

Оскiльки 1 − r = (1 + o(1))| ln r| при r ↑ 1, то в цих формулах замiсть 1 − r можна
поставити | ln r|, оскiльки F (s) = f(es) i r = eσ, то |σ| = | ln r|, Mf (r) = M(ln r, F ),
µf (r) = µ(ln r, F ), λ0[f ] = λ0

R[F ] i ̺0[f ] = ̺0R[F ]. Тому з теореми з огляду на (16)
випливає такий наслiдок.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ R+, m ∈ N i m > n. Якщо f ∈ A, g ∈ A i lim
k→∞

|fk||gk| = +∞,

то

lim
r↑1

(1 − r) ln
µD(m)(f∗g)(r)

µD(n)(f∗g)(r)
= (m− n)λ0[f ∗ g]

i

lim
r↑1

(1− r) ln
µD(m)(f∗g)(r)

µD(n)(f∗g)(r)
= (m− n)̺0[f ∗ g].
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КВАТЕРНIОННI АЛГЕБРИ

НАД ПСЕВДОГЛОБАЛЬНИМ ПОЛЕМ

Оксана НОВОСАД

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: oksana.novosad@gmail.com

Нехай Q = (a, b/F ) – кватернiонна алгебра над псевдоглобальним полем
(тобто полем алгебричних функцiй вiд однiєї змiнної з псевдоскiнченним

[1] полем констант), char (F ) 6= 2. Нехай K = F (x,
√
ax2 + b) = F (Q). Отри-

мано рiвностi, якi зв’язують плейси поля K та кватернiоннi алгебри над
F , аналогiчнi рiвностям, якi отримав I. Ган в [2].

Ключовi слова: кватернiонна алгебра, група Брауера, плейс, псевдо-
глобальне поле, поле функцiй роду 0, принцип Гассе.

1. Вступ. Нехай F – псевдоглобальне поле з char (F ) 6= 2 (тобто поле ал-
гебричних функцiй вiд однiєї змiнної з псевдоскiнченним [1] полем констант). Пiд
плейсом розумiємо клас еквiвалентностi дискретних нормувань поля F . Позначимо

P (F ) = { p | p− плейс поля F } .
Нехай F̂p – вiдповiдне поповнення поля F , що вiдповiдає плейсу p ∈ P (F ). Нехай K
– поле алгебричних функцiй вiд однiєї змiнної над полем F . Пiд плейсом поля K/F
розумiємо нормалiзоване дискретне нормування поля K, яке тривiальне на множинi
F ∗ = F \ {0}. Визначимо

P(K/F ) = {P | P – плейс поля K/F}.
Далi K̂P позначатиме поповнення поля K, що вiдповiдає плейсу P ∈ P(K/F ).

Розглянемо випадок, коли поле K є роду нуль. Тодi вiдомо, що K = F (x,
√
ax2 + b),

де a, b ∈ F ∗ та x – трансцендентний над F . Таке поле K визначене з точнiстю до
iзоморфiзму алгеброю кватернiонiв Q = (a, b/F ), тому далi пишемо F (Q) замiсть
K.

2. Групи Брауера полiв роду 0. В цьому параграфi ми коротко нагадаємо
основнi властивостi полiв алгебричних функцiй роду 0, що пов’язанi з алгебрами
кватернiонiв над їхнiми полями констант.

Нехай F – поле i char (F ) 6= 2. Нехай K – поле алгебричних функцiй вiд од-
нiєї змiнної роду 0 над полем F . Вiдомо [6], що поле K є роду 0 тодi i лише тодi,

коли поле K набуло вигляду K = F (x,
√
ax2 + b), де a, b ∈ F ∗ = F \ {0} та x –

c© Новосад О., 2012
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трансцендентний над F . Нехай (a, b/F ) – 4-вимiрна алгебра кватернiонiв над F з

базою {1, i, j, k : i2 = a, j2 = b, ij = −ji = k}. Тодi K = F (x,
√
ax2 + b), де

a, b ∈ F ∗ та x – трансцендентний над F . Таке поле K визначене з точнiстю до
iзоморфiзму алгеброю кватернiонiв Q = (a, b/F ), тому далi пишемо F (Q) замiсть K.
Нагадаємо[6], що двi алгебри кватернiонiв Q та Q′ iзоморфнi як алгебри (Q ∼= Q′)
тодi i лише тодi, коли F (Q) та F (Q′) iзоморфнi як поля (F (Q) ∼= F (Q′)).

Нехай VP – кiльце дискретного нормування плейса P ∈ P(K/F ). Пригадаємо,
що вiдображення Br(VP ) → Br(K), породжене вкладенням VP →֒ K, iн’єктивне.
Коли V P – поле лишкiв кiльця VP , то V P – скiнченне розширення поля F . Степiнь
P визначається так: deg(P ) = [ V P : F ].

Нехай F – довiльне поле, тодi Br(F ) – його група Брауера, що складається з
класiв подiбних (еквiвалентних) центральних простих скiнченновимiрних алгебр над
полем F . Елемент α ∈ Br(F ), що мiстить алгебру A, позначаємо [A]. Двi центральнi
простi F -алгебри A i B подiбнi (еквiвалентнi), якщо iснують такi натуральнi числа
m,n > 1, що алгебри A

⊗

F Mn(F ) i B
⊗

F Mm(F ) iзоморфнi. Всi матричнi алгеб-
ри над полем F еквiвалентнi мiж собою i становлять нульовий клас – нейтральний
елемент групи Брауера. Клас алгебри Ao, iнверсної до алгебри A (тобто Ao скла-
дається з таких самих елементiв, що i A, але з множенням в оберненому порядку ),
є оберненим до класу алгебри A. Розширення K поля F називають полем розкладу
алгебри A, якщо алгебра A

⊗

F K iзоморфна матричнiй алгебрi Mm(K). Еквiвалент-
нi алгебри мають спiльнi поля розкладу. Пiдмножина Br(K/F ) групи Br(F ), яка
складається з усiх елементiв групи Br(F ), що розкладаються в полi K, є пiдгрупою
групи Br(F ).

Для локального поля F (поповнення скiнченного розширення поля Q або по-
повнення скiнченного розширення поля Fq(x)) вiдомо, що Br(F ) ∼= Q/Z.

У випадку глобального поля F (скiнченного розширення Q або скiнченного
розширення Fq(x)) iснує точна послiдовнiсть

0 → Br(F ) →
⊕

p∈P (F )

Br(F̂p) → Q/Z → 0.

Наступна вiдома лема знадобиться нам у випадку, коли поле алгебричних функ-
цiй роду нуль є полем рацiональних функцiй.

Лема 1. Нехай F – довiльне поле. Нехай K = F (Q) для довiльної алгебри кватер-
нiонiв Q над полем F . Такi твердження еквiвалентнi:

(i) Q – розкладна над F ;
(ii) iснує таке P ∈ P(K/F ), що deg(P ) = 1;
(iii) K – чисто трансцендентне над F .

Доведення можна знайти у [6] чи у [7]. З цiєї леми випливає такий наслiдок
(щодо доведення див. [7]).

Наслiдок 1. Нехай F - довiльне поле. Нехай Q – алгебра кватернiонiв над полем
F , тодi K = F (Q). Для довiльного поля E ⊇ F такого, що [E : F ] < ∞, E розкладає
Q тодi i лише тодi, коли E ⊇ V P для деякого P ∈ P(K/F ).
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Нехай F – псевдоглобальне поле, тобто поле алгебричних функцiй вiд однiєї
змiнної з псевдоскiнченним [1] полем констант. Якщо Q – алгебра кватернiонiв над
полем F , тодi ми позначимо носiй алгебри Q так:

supp(Q) =
{

p ∈ P (F )
∣

∣

∣
Q
⊗

F F̂p - нерозкладна
}

.

Далi ми використовуємо аналоги локальної та глобальної теорiї полiв класiв
для загальних локальних полiв (тобто повних дискретно нормованих полiв з квазi-
скiнченними полями лишкiв i псевдоглобальних полiв), зокрема, такi факти.

Теорема 1 ([3], [4]). 1. Якщо F – загальне локальне поле, то iснує iзоморфiзм

invp:Br(F̂p)
∼−→ Q/Z.

2. Для псевдоглобального поля F iснує точна послiдовнiсть:

0 −→ Br(F )
i−→

⊕

p∈P (F )

Br(F̂p)
∑

invp−→ Q/Z −→ 0, (1)

де i([A]) = [A
⊗

F F̂p] = Ap,
∑

invp(A) =
∑

p invp(Ap).

Лема 2. Нехай Q та Q′ – алгебри кватернiонiв над псевдоглобальним полем F ,
а E – розширення скiнченного степеня поля F . Якщо supp(Q′) ⊆ supp(Q), тодi
supp(Q′

⊗

F E) ⊆ supp(Q
⊗

F E).

Доведення. Нехай P ∈ supp(Q′
⊗

F E), а p – обмеження P на F . Тодi p ∈ supp(Q′),

тому p ∈ supp(Q). F̂p має єдину кватернiонну алгебру за твердженням (1) попе-

редньої теореми 1, то Q
⊗

F F̂p ≃ Q′
⊗

F F̂p, тому i Q
⊗

F Êp ≃ Q′
⊗

F Êp, яка не-
розкладна. Отже, P ∈ supp(Q

⊗

F E). �

З точної послiдовностi (1) теореми 1 отримуємо як наслiдки такi два важливi
факти.

Принцип Гассе (частковий випадок). Нехай F – псевдоглобальне поле, Q та Q′ –

алгебри кватернiонiв над F . Тодi Q ∼= Q′ тодi i лише тодi, коли Q
⊗

F F̂p
∼= Q′

⊗

F F̂p

для всiх плейсiв p ∈ P (F ). Зокрема, Q – розкладна тодi i лише тодi, коли supp(Q) –
порожня множина.

Закон взаємностi Гiльберта. Нехай F – псевдоглобальне поле. Для кватернiон-
ної алгебри Q над F множина supp(Q) скiнченна i складається з парної кiлькостi
точок. Для довiльної парної кiлькостi точок S iснує єдина (з точнiстю до iзоморфiз-
му) кватернiонна алгебра Q така, що supp(Q) = S.

Доведення. Це випливає з точної послiдовностi (1) у членi
⊕

p∈P (F ) Br(F̂p). �

Твердження 1. Нехай F – довiльне поле. Припустимо, що Q – кватернiонна
алгебра з дiленням над F . Нехай K = F (Q). Для елемента r ∈ F ∗ \ F ∗2 такi
твердження еквiвалентнi:

(i) F (
√
r) – поле розкладу Q.

(ii) F (
√
r) – поле лишкiв плейсiв K/F . Якщо F – псевдоглобальне поле i

supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn}, тодi (i) та (ii) також еквiвалентнi такому
твердженню:

(iii) r 6∈ F̂ ∗2
p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

.
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Доведення. Еквiвалентнiсть (i) та (ii) добре вiдома. Залишається довести, що умова
(i) еквiвалентна умовi (iii). Всi мiркування, проведенi в [2] для класичного випадку
глобального поля, придатнi i в нашiй ситуацiї. Вiдтворимо їх для зручностi читача.

Розглядаючи iмплiкацiю (i) ⇒ (iii), для кожного p ∈ supp(Q) алгебра

Q
⊗

F F̂p – нерозкладна, але Q
⊗

F F̂p(
√
r) – розкладна, оскiльки Q

⊗

F F (
√
r) –

розкладна. Звiдси F̂p(
√
r) 6= F̂p, iнакше кажучи, r 6∈ F̂ ∗2

p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

, де

{p1, p2, . . . , pn} = supp(Q).
Доведення iмплiкацiї (iii) ⇒ (i) ґрунтується на принципi Гассе (факт 1) для

псевдоглобального поля. Достатньо перевiрити, що Q
⊗

F F̂p(
√
r) розкладається для

кожного плейса P поля F (
√
r). Нехай p – обмеження P на F . Якщо p /∈ supp(Q),

то Q
⊗

F F̂ (
√
r)

P
очевидно розкладається, оскiльки розкладається Q

⊗

F F̂p. Якщо

p ∈ supp(Q), то Q
⊗

F F̂p нерозкладна. За умовою (iii) F̂p(
√
r) – квадратичне роз-

ширення поля F̂p. Згiдно з фактом 1 над полем F̂p iснує єдина алгебра з дiлен-

ням, яка розкладається над кожним квадратичним розширенням поля F̂p. Тому

Q
⊗

F F̂p(
√
r) розкладається, отже, Q

⊗

F F̂ (
√
r)

P
розкладається в кожному плейсi

P ∈ P(F (
√
r)). �

3. Обчислення
⋂

P∈P(K/F ) Br(V P /F ). Теорема 2 є першим кроком у нашому

вивченнi групи Брауера Br(F ) поля алгебричних функцiй роду нуль над псевдогло-
бальним полем. Зауважимо, що у випадку глобального поля аналогiчнi результати
отриманi I. Ган у [2].

Найперше сформулюємо просту лему.

Лема 3. Нехай T – множина потужностi |T | = n, де n ∈ N. Тодi кiлькiсть
пiдмножин множини T з парною кiлькiстю елементiв дорiвнює 2n−1.

Нехай supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn} – носiй алгебри Q. Введемо множини

FQ =
{

r ∈ F
∣

∣

∣
r 6∈ F̂ ∗2

p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

}

(2)

та

IQ =

{

[Q′]

∣

∣

∣

∣

Q′ − алгебра кватернiонiв над F
i supp(Q′) ⊆ supp(Q).

}

(3)

Теорема 2. Нехай F – псевдоглобальне поле. Припустимо, що Q – алгебра кватер-
нiонiв з дiленням над F . Нехай K = F (Q). Тодi

⋂

P∈P(K/F )

Br(V P /F ) =
⋂

deg(P )=2

Br(V P /F ) =
⋂

r∈FQ

Br(F (
√
r)/F ) = IQ. (4)

Потужнiсть такої множини дорiвнює 2n−1, де n = |supp(Q)|, supp(Q) – носiй
алгебри Q, тобто множина тих плейсiв, в яких Q не розкладається.

Доведення. Доведення знову ґрунтується на мiркуваннях, застосованих у [2] для
випадку глобального поля F , i на принципi Гассе для групи Брауера псевдоглобаль-
ного поля F .

Доведемо спочатку, що
⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ) = IQ. Вiдомо[8], що кожен еле-

мент вiдносної групи Брауера Br(F (
√
r)/F ) розширення F (

√
r)/F є класом ква-

тернiонної алгебри над полем F . Звiдси випливає, що кожен елемент з перетину
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⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ) є класом кватернiонної алгебри над полем F . Якщо Q′ – не-

розкладна кватернiонна алгебра, для якої supp(Q′) ⊆ supp(Q), то FQ ⊆ FQ′ i за
твердженням 1, застосованим до Q, поле F (

√
r) розкладає Q′ для кожного r ∈ FQ.

Звiдси випливає, що [Q′] ∈ ⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ).

Для доведення оберненого включення, нехай p ∈ supp(Q′) \ supp(Q). Припусти-
мо, що supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn}. З теореми про слабку апроксимацiю [9] отримаємо

iснування r ∈ F , для якого r ∈ F̂ ∗2
p , r 6∈ F̂ ∗2

p
1

⋃

F̂ ∗2
p
2

⋃

. . .
⋃

F̂ ∗2
pn

, тобто r ∈ FQ\FQ′ .

Тому [Q′] /∈ Br(F (
√
r)/F ).

Середня рiвнiсть у (4) випливає з явного обчислення
⋂

deg(P )=2 Br(V P /F ). Якщо

supp(Q) = {p1, p2, . . . , pn}, то з твердження 1 випливає, що
FQ =

{

r ∈ F : r ∈ F ∗ \ F ∗2 |F (
√
r) – поле лишкiв плейса поля K/F

}

.
Звiдси отримуємо ⋂

deg(P )=2

Br(V P /F ) =
⋂

r∈FQ

Br(F (
√
r)/F ), (5)

тобто середню рiвнiсть в (4).
Нарештi, для доведення першої рiвностi в (4) зауважимо, що включення ⊆

випливає з (5).
Для доведення протилежного включення розглянемо кватернiонну алгебру

[Q′] ∈ ⋂

r∈FQ
Br(F (

√
r)/F ) над F з носiєм supp(Q′) ⊆ supp(Q). Якщо P ∈ P(K/F ), то

[V P : F ] < ∞ i V P розкладає Q. За лемою 2 supp(Q′
⊗

F V P ) ⊆ supp(Q
⊗

F V P ) = ∅.

Отже, V P розкладає Q′.
Тепер, застосувавши факт 2 (закон взаємностi Гiльберта) та лему 3, отримує-

мо, що потужнiсть множини IQ дорiвнює потужностi множини всiх пiдмножин (з
парною кiлькiстю елементiв) множини з n елементiв, тобто 2n−1. �

Розглянемо природне вiдображення обмеження

h : Br(K) →
∏

P∈P(K/F )

Br(KV P ),

де V P – поле лишкiв плейса P ∈ P(K/F ).
У наступнiй працi застосуємо отриманий результат для знаходження перешкод

до виконання принципу Гассе для поля K = F (Q), де Q = (a, b/F ) – кватернiонна
алгебра над полем F . А саме для алгебри кватернiонiв Q з дiленням над псевдогло-
бальним полем F . Цей результат дає змогу описати ядро вiдображення обмеження
h.
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QUATERNION ALGEBRAS OVER PSEUDOGLOBAL FIELD

Oksana NOVOSAD

Ivan Franko National University of L’viv,

Universytetska Str., 1, L’viv, 79000

e-mail: oksana.novosad@gmail.com

Let Q = (a, b/F ) be a quaternion algebra over a pseudoglobal field F (i.e.,
an algebraic function field in one variable with pseudofinite [1] constant field),

char (F ) 6= 2, K = F (x,
√
ax2 + b) = F (Q). We obtain the equalities relating

the places of K and the quaternion algebra over F . The similar equalities were
obtained by I. Han in [2] in the case of a global field F .

Key words: quaternion algebra, Brauer group, place, pseudoglobal field,
function field of genus zero, Hasse principle.

КВАТЕРНИОННЫЕ АЛГЕБРЫ

НАД ПСЕВДОГЛОБАЛЬНЫМ ПОЛЕМ

Оксана НОВОСАД

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,

ул. Университетская, 1, Львов, 79000

e-mail: oksana.novosad@gmail.com

Допустим, что Q = (a, b/F ) – кватернионная алгебра над псевдогло-
бальным полем (то есть полем алгебраических функций с одной пере-
менной с псевдоконечным [1] полем констант), char (F ) 6= 2. Допустим,

что K = F (x,
√
ax2 + b) = F (Q). Получено равенства, которые связывают

плейсы поля K и кватернионные алгебры над F , аналогичны равенствам,
полученным I. Ган в [2].

Ключевые слова: кватернионная алгебра, группа Брауэра, плейс, псев-
доглобальное поле, поле функций рода 0, принцип Гассе.
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СТРУКТУРНI ВЛАСТИВОСТI СКIНЧЕННИХ DM-ГРУП

Тетяна САВОЧКIНА

Харкiвський нацiональний педагогiчний унiверситет iм. Г.С. Сковороди,

вул. Блюхера, 2, Харкiв, 61000

e-mail: savochkinat@rambler.ru

Дослiджено скiнченнi 2-групи, в яких усяка максимально циклiчна пiд-
група має доповнення (DM -групи). Знайдено низку структурних власти-
востей таких груп. Отримано повну характеристику скiнченних DM -груп
експоненти 4.

Ключовi слова: скiнченнi 2-групи, доповнювальнi пiдгрупи, максималь-
но циклiчнi пiдгрупи.

1. Вступ. Нехай G – скiнченна 2-група i S(G) – система усiх її максимально
циклiчних пiдгруп. Якщо усяка пiдгрупа A ∈ S(G) має в G доповнення, то згiдно
з [1] група G називається DM -групою. Суттєвi результати з опису скiнченних DM -
груп отримано в [1-3]. Зокрема, в [2] знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб
скiнченна група G експоненти 2n, n > 4, була DM -групою. Зауважимо, що харак-
теристику DM -груп в [1] подаємо на пiдставi поняття базисної системи циклiчних
пiдгруп, яке фактично є частинним випадком поняття рiвномiрного добутку цик-
лiчних пiдгруп ([4, с. 159-179]). Однак будову скiнченних DM -груп ще не повнiстю
з’ясовано. Зокрема, вiдкритим залишається питання про будову DM -груп експонен-
ти 4 i 8.

Ми отримали низку важливих тверджень стосовно скiнченних DM -груп, а та-
кож знайшли повний опис DM -груп експоненти 4. Крiм того, започатковано дослiд-
ження DK-груп, тобто скiнченних DM -груп, у яких усякий гомоморфний образ є
DM -групою.

Результати дослiджень доповiдали на 7-й Мiжнароднiй алгебричнiй конферен-
цiї в Українi [5].

Усi невизначенi поняття та позначення можна знайти в [1], [2] i [4].
2. Основна частина. Розглядатимемо два класи скiнченних 2-груп: L i H , де

L – клас усiх скiнченних DM -груп, H – множина усiх груп iз L, для яких усякий
гомоморфний образ є DM -групою.

2.1. Загальнi твердження про скiнченнi DM -групи. Нехай G – довiльна скiн-
ченна 2-група. Циклiчна пiдгрупа A = 〈a〉 називається максимально циклiчною в
G, якщо з умови 〈a〉 6 〈b〉 6 G випливає, що 〈a〉 = 〈b〉. Пiдгрупа M називається

c© Савочкiна Т., 2012
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доповнювальною в групi G (має доповнення в G), якщо iснує така пiдгрупа T , що
G =M ·T i M ∩ T = 1 ([1]). Якщо група G є добутком попарно переставних пiдгруп
Mi, тобто G =M1 ·M2 · · ·Mk, то кажуть ([4]), що група G факторизується попарно
переставними пiдгрупами Mi. Згiдно з [4] факторизацiя G = M1 ·M2 · · ·Mk нази-
вається точною, якщо перетин кожної пiдгрупи Mi з добутком усiх iнших пiдгруп
Mj є одиничною пiдгрупою.

Вiдомо [1], що усяка групаG iз L має точну факторизацiю циклiчними пiдгрупа-
ми. Вагомi результати про групи, якi факторизуються своїми попарно переставними
циклiчними пiдгрупами, можна знайти у монографiї М.С. Чернiкова [4]. Оскiльки
клас L не замкнений стосовно гомоморфних образiв [1], то доцiльно провести дослiд-
ження DK-груп, тобто груп iз класу H .

Теорема 1. Нехай G – скiнченна 2-DM-група, яка мiстить власну циклiчну нор-
мальну пiдгрупу T , що збiгається зi своїм централiзатором. Тодi G є групою дiедра
i T – максимальна в G.

Доведення. Нехай T = 〈t〉, |t| = 2n, де n > 1. Зрозумiло, що T – максимально
циклiчна в G, тому G = TλA. Розглянемо довiльну iнволюцiю u ∈ G \ T i доведемо,
що utu = tα, де α = −1 або α = 1 + 2n−1, де n > 3. Оскiльки пiдгрупа T � G, то
utu = tα, де α – непарне число. Для n = 2 отримаємо |t| = 4, тому utu = t3 = t−1.
Припустимо тепер, що n > 3. Приймемо α = 1 + 2l ·m, де m – непарне, а 1 6 l < n,
оскiльки за умовою CG(T ) = T .

За умовою t = u2 · t · u2 = tα
2

, тодi α2 ≡ 1(mod 2n). Отже, одержимо 2l+1 ·

m(1 + 2l−1 ·m) ≡ 0(mod 2n). Припустимо l > 1, тодi n = l + 1, а тому utu = t1+2n−1

.
Нехай тепер l = 1. У цьому випадку α = 1 + 2m, тому α2 = 1 + 4m + 4m2, звiдси
4m(1+m) ≡ 0(mod 2n). Отже, m = −1+2n−2θ, для деякого числа θ. Якщо θ – парне,
то α = 1 + 2m ≡ −1(mod 2n), тому utu−1 = t−1. Нехай тепер θ – непарне число, тодi

α = 1 + 2m ≡ −1 + 2n−1(mod 2
n

), тому utu = t−1+2n−1

, де n > 3.
Доведемо, що для групи G остання рiвнiсть приводить до суперечностi. Нехай

для групи G ця рiвнiсть виконується. Розглянемо пiдгрупу 〈ut〉 = M . Припустимо,
що ut = z2, для деякого z ∈ G. Iз розвинення G = TλA отримаємо z = atα, де a ∈ A.
Оскiльки u не належить T , то a 6= 1. Далi знаходимо ut = atαatα = a2(a−1tαa)tα =
= a2tαstα = a2tα(s+1), де s – непарне число. Звiдси випливає u = a2 i t = tα(s+1),
що неможливо, оскiльки s + 1 парне число. Отож, доведено, що M – максимально

циклiчна пiдгрупа в G. Отримали рiвнiсть (ut)2 = t2
n−1

, тому |ut| = 4. З iншого
боку, максимально циклiчнi пiдгрупи M i T мають нетривiальний перетин, тому
вони мають однаковий порядок ([1], лема 1.2). Оскiльки |ut| = 4, а |t| = 2n, n > 3,

то отримали суперечнiсть. Отже, рiвнiсть utu = t−1+2n−1

для групи G неможлива.
Отож, доведено, що для усякої iнволюцiї u, яка не належить T , одержуємо одну з

рiвностей utu = t−1 або utu = t1+2n−1

.
Доведемо тепер, що A – циклiчна пiдгрупа. За умовою G = TλA i CG(T ) = T ,

тому A iзоморфна деякiй пiдгрупi з групи автоморфiзмiв L = Aut T . Оскiльки L –
абелева група, то i пiдгрупа A – абелева. Припустимо, що A – нециклiчна пiдгрупа. У
цьому випадку в A є три рiзнi iнволюцiї. Нехай це iнволюцiї u, v i w, якi визначають
автоморфiзми ϕ(t) = utu = tα, ψ(t) = vtv = tβ i f(t) = wtw = tγ . Звiдси випливає,
що числа α, β, γ ∈ {−1; 1 + 2n−1}, тому отримаємо суперечнiсть, оскiльки ϕ, ψ i f –



СТРУКТУРНI ВЛАСТИВОСТI СКIНЧЕННИХ DM -ГРУП
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77 175

попарно рiзнi автоморфiзми. Отож, доведено, що A – циклiчна пiдгрупа. Приймемо
A = 〈a〉, |a| = 2m, де m > 1. Оскiльки T � G, то a−1ta = tλ, де λ – непарне число.
Нехай v – iнволюцiя з A.

Припустимо m = 1, тодi a = v. Якщо λ = −1, то at = t−1a, тому G = TλA

– група дiедра, i все доведено. Нехай тепер ata = t1+2n−1

. Пiдгрупа K = 〈at2〉 є
максимально циклiчною в G. Оскiльки (at2)2 = (ata)2 · t2 = t2+2n · t2 = t4 6= 1,
то 〈at2〉 ∩ T 6= {1}. З одного боку, |at2| = 2n−1, а з iншого – |at2| = 2n. Отримали
суперечнiсть, тому випадок λ = 1 + 2n−1 неможливий.

Припустимо тепер m > 2 i iнволюцiя v = a2
m−1

. Одержали vtv = tλ, де λ =
= 1+ 2lw, w – непарне i 1 6 l < n. Розглянемо випадок, коли l = 1, тодi λ = 1+ 2w.
Оскiльки елемент a2 ·t2 ∈ Φ(G), то для деякого елемента z ∈ G отримаємо a2 ·t2 = z2.
Iз рiвностi G = TλA одержимо h = ai ·tj , тому z2 = ai ·tj ·ai ·tj = a2i ·(a−i ·t ·ai)j ·tj =
= a2i · tθ, де θ = (1 + 2w)i · j + j = 2j(1 + wi + 2h), для деякого цiлого h. Оскiльки
T ∩A = {1}, то a2 = a2i, t2 = tθ. Звiдси випливає, що i – непарне, тому число θ = 4ρ.
Отримали суперечнiсть. Отож, доведено, що λ = 1 + 2l · w, де l > 2, (2, w) = 1.

Доведемо рiвнiсть |a| = 2n−l. Iндукцiєю по k > 1 отримуємо рiвнiсть a−2kta2
k

=

= t1+2l+k·θk , де θk – непарне число, l + k 6 n.

Якщо l + k < n, то a2
k

6= 1. Далi, для θ = n − l одержуємо a−2θ · t · a2
θ

= t,

тому a2
θ

∈ CG(T ) ∩A = {1}. Отже, a2
n−l

= 1 i |a| = 2n−l, n− l > 2, a2 6= 1, оскiльки

a2
n−l−1

6= 1.

Iндукцiєю по k доводимо рiвнiсть (at2)2
k

= a2
k

· t2
k+1·θk , де θk – непарне число.

Оскiльки l > 2, то для k = n− l отримаємо (at2)2
n−l

= t2
n−l+1·θk 6= 1. Отримали, що

двi максимально циклiчнi пiдгрупи T i K = 〈at2〉 мають нетривiальний перетин, але
мають рiзнi порядки |T | = 2n, |K| 6 2n−1. Одержали суперечнiсть. Отож, випадок
m > 2 неможливий.

Отже, доведено, що A = 〈a〉 i ata = t−1, |a| = 2, тому G = Tλ〈a〉 – група
дiедра. �

Означення 1. Нехай G – довiльна скiнченна 2-група. Згiдно з [1] система її не-
одиничних пiдгруп S = {M1, ...,Mk} називається базисною системою пiдгруп для
групи G, якщо виконуються такi умови:

1) пiдгрупи Mi попарно переставнi;
2) справджується факторизацiя G =M1 · · ·Mk;
3) факторизацiя є точною, тобто для довiльного i ∈ {1, ..., k} отримаємо
Mi

⋂∏
j 6=iMj = {1}.

В [1] доведено, що для всякої скiнченної DM -групи G експоненти 2n, де n > 2,
знайдеться базисна система циклiчних пiдгруп узгоджених порядкiв. А для експо-
ненти 2n, n > 4, знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб скiнченна група G
була DM -групою. Однак для експоненти 4 i 8 питання про будову DM -груп зали-
шалось вiдкритим.

Позначимо через ℜ клас усiх скiнченних 2-груп G, якi мають базиснi систе-
ми циклiчних пiдгруп. Отже, правильнi включення H ⊂ L ⊂ ℜ. У зв’язку з цим,
доцiльно розглянути такi приклади груп.
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Приклад 1. Групи 16-го порядку: G1 = 〈a, b||a| = |b| = 4; [a, b] = a2 · b2, [a2, b] = 1,
[b2, a] = 1〉, G2 = 〈a, b||a| = 8; |b| = 2; [a, b] = a4〉 мають базиснi системи циклiчних
пiдгруп, однак вони не є DM -групами. Отже, клас L 6= ℜ, оскiльки G1, G2 ∈ ℜ\L.

Приклад 2. (Приклад скiнченної DM -групи G експоненти 8, в якiй усяка макси-
мальна циклiчна пiдгрупа не є нормальною в G). Розглянемо групу R1 = 〈a, b, c〉,
яка визначається такою системою спiввiдношень: Σ = {|a| = |b| = |c| = 8, [a, b] = a4,
[b, c] = b4, [c, a] = c4}. Безпосередньо перевiряється, що така група R1 iснує i
|R1| = 512. Крiм того, R1 є DM -групою, але не є DK-групою.

Теорема 2. Нехай G – довiльна скiнченна 2-DM -група i T – максимально циклiчна
пiдгрупа iз G. Приймемо N = NG(T ) = TλE i M = CE(T ). Тодi виконуються
твердження:

а) централiзатор CG(T ) = T ×M ;
б) пiдгрупа M �N ;
в) якщо пiдгрупа N є DK-групою, то фактор-група N = N�M = TλE

– група дiедра, де |T | = 2m, E = 〈b〉, |b| = 2 i btb = t
−1

, m > 2.

Доведення. Оскiльки за умовою G є DM -групою i T – максимально циклiчна в G,
то у пiдгрупi N є доповнення E до T , тому N = TλE. Для доведення рiвностi а
достатньо довести, що CG(T ) 6 T ×M . Розглянемо елемент v ∈ CG(T ). Тодi v ∈ N ,
тому v = tαu, де u ∈ E. Звiдси випливає, що u = t−αv ∈ CG(T ) ∩ E = M , отже,
елемент v ∈ T ×M . Рiвнiсть а доведено.

Розглянемо елементи a ∈ N i b ∈ M . Тодi [a−1ba, t] = a−1[b, t]a = 1. Доведемо,
що елемент a−1ba ∈ E. Справдi, a ∈ N = TλE, тому a = t1h, де t1 ∈ T , h ∈ E.
Отже, a−1ba = h−1t−1

1 bt1h = h−1bh ∈ E, оскiльки елемент b централiзує T . Звiдси

випливає, що a−1ba ∈M , тому пiдгрупа M �N . Доведемо, що пiдгрупа T збiгається
зi своїм централiзатором у фактор-групi N = N�M = TλE. Для елементiв u ∈ E
i t ∈ T з рiвностi [u, t] = 1 одержимо [u, t] ∈ M , тому [u, t] ∈ E ∩ T = {1}. Звiдси
випливає, що u ∈ M , отже, u = 1. Отримали CN (T ) = T . Група N задовольняє

усi умови теореми 1, тому N = TλE – група дiедра, де |E| = 2, |t| = 2m, E = 〈b〉,

btb = t
−1

. �

У зв’язку з доведеними теоремами 1,2 доцiльно зауважити, що не у всякiй скiн-
ченнiй DM -групi iснує максимально циклiчна пiдгрупа T , для якої CG(T ) = T .
Група R1 (приклад 2) за доведеним не мiстить нормальної максимально циклiчної
пiдгрупи T . Звiдси випливає, що комутант R′

1 * T . Оскiльки R′
1 6 Z(G), то iснує

центральний елемент w ∈ R′
1\T , тому CR1

(T ) 6= T для всякої максимально циклiчної
T iз R1.

Розглянемо скiнченну 2-групу G. Згiдно з [1] базисна система циклiчних пiд-
груп S = {〈a1〉, ..., 〈ak〉} є системою пiдгруп узгоджених порядкiв, якщо iснує на-
туральне число n > 2, що |ai| ∈ {2n−1, 2n}, для усiх i = 1, n (надалi S називається
U -системою). Зауважимо, що наявнiсть U -системи не є необхiдною умовою для DM -
групи G. Наприклад, група дiедра 16-го порядку G = 〈a〉λ〈b〉, де |a| = 8, |b| = 2 i
ab = ba−1, є DM -групою, однак G не мiстить жодної U -системи S.

Теорема 3. Нехай G – скiнченна 2-група i G = D × 〈w〉, де |w| = 2. Група G ∈ ℜ
тодi i тiльки тодi, коли пiдгрупа D ∈ ℜ.
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Доведення. 1. Нехай для пiдгрупи D отримаємо базисну систему циклiчних пiдгруп
Σ = {〈d1〉, ..., 〈ds〉}. Доведемо, що Σ1 = {〈d1〉, ..., 〈ds〉, 〈w〉} – базисна система циклiч-
них пiдгруп для групи G. Рiвностi G = 〈d1〉 · · · 〈ds〉 · 〈w〉 = D · 〈w〉 i D ∩ 〈w〉 = {1}
виконуються за умовою. Очевидно, що для довiльних A,B ∈ Σ1 одержуємо
A ·B = B ·A. Залишається довести, що факторизацiя групи G є точною.

Розглянемо двi пiдгрупи 〈d1〉 i T = 〈d2〉 · · · 〈ds〉 · 〈w〉. Припустимо, що 〈d1〉 ∩T 6=
6= {1}. Якщо |d1| = 2, то d1 ∈ T , тому d1 = dα2

2 · · · dαs

s · wε, де ε ∈ {0, 1}. У випадку
ε = 0 отримуємо суперечнiсть з умовою для пiдгрупи D. Нехай ε = 1, тодi w ∈ D, що
неможливо. Отже, 〈d1〉 ∩ T = {1}. Аналогiчно доводимо, що для довiльного iндексу
1 6 m 6 s одержимо 〈dm〉 ∩K = {1}, де K = 〈d1〉 · · · 〈dm−1〉 · 〈dm+1〉 · · · 〈ds〉 · 〈w〉.
Отже, доведено, що Σ1 – базисна система циклiчних пiдгруп для групи G.

2. Нехай тепер група G має базисну систему циклiчних пiдгруп σ = {〈g1〉, ...,
〈gn〉}. За умовою G = D × 〈w〉 = 〈g1〉 · 〈g2〉 · · · 〈gn〉. Приймемо gi = di · wi, де
di ∈ D, wi ∈ 〈w〉, i = 1, n. Розглянемо множину σ1 усiх неодиничних пiдгруп 〈di〉 iз
множини {〈d1〉, ..., 〈dn〉}. Очевидно, можна вважати, що σ1 = {〈d1〉, 〈d2〉, ..., 〈ds〉}, де
1 6 s 6 n. Доведемо, що 〈di〉 · 〈dj〉 = 〈dj〉 · 〈di〉. За умовою 〈gi〉 · 〈gj〉 = 〈gj〉 · 〈gi〉, звiдси
gi · gj = gαj · gγi , для деяких чисел α, γ. Звiдси di · wi · dj · wj = dαj · wα

j · dγi · wγ
i , тому

di · dj = dαj · dγi ·w
γ+1
i ·wα+1

j . Оскiльки D∩ 〈w〉 = {1}, то wγ+1
i ·wα+1

j ∈ D∩ 〈w〉 = {1},

тому отримали di · dj = dαj · dγi . Отож, 〈di〉 · 〈dj〉 6 〈dj〉 · 〈di〉. Звiдси випливає рiвнiсть
〈di〉 · 〈dj〉 = 〈dj〉 · 〈di〉.

Для довiльного елемента d ∈ D одержимо, що

d = gγ1

1 · · · gγn

n = dγ1

1 · · · dγn

n · wγ1

1 · · · wγn

n ∈ D,

тому wγ1

1 · · ·wγn

n = 1. Звiдси випливає, що d = dγ1

1 · · ·dγn

n , отже, D = 〈d1〉 · · · 〈ds〉. Якщо
s = n, то |G| = |g1|···|gn| = |d1|···|dn| = |D|, що неможливо. Отже, обов’язково s < n.
Можна вважати, що dn = 1, тому gn = w. Отримаємо: |G| = |g1| · · · |gn−1| · |w| = 2 · |D|,
звiдси |g1| · · · |gn−1| = |D| = |〈g1〉 · · · 〈gs〉| = |d1| · · · |dn−1| = |〈d1〉 · · · 〈ds〉|. Оскiльки
s 6 n− 1, то |d1| · · · |ds| = |〈d1〉 · · · 〈ds〉|. Звiдси випливає, що факторизацiя пiдгрупи
D = 〈d1〉 · · · 〈ds〉 є точною. �

Iз доведення теореми 3 безпосередньо випливає наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай G – довiльна скiнченна 2-група i G = D× 〈w〉, де |w| = 2. Тодi:
1) якщо Σ = {〈d1〉, ..., 〈dn〉} – базисна система циклiчних пiдгруп для пiдгрупи

D, то σ = Σ ∪ {〈w〉} є базисною системою циклiчних пiдгруп групи G;
2) нехай σ1 = {〈g1〉, ..., 〈gk〉} – базисна система циклiчних пiдгруп групи G i

gi = diwi, де di ∈ D, wi ∈ 〈w〉, i = 1, k, тодi Σ1 = {〈b1〉, ..., 〈bs〉}, де 〈bj〉 усi неодинич-
нi пiдгрупи з системи {〈d1〉, ..., 〈dk〉} є базисною системою циклiчних пiдгруп для
пiдгрупи D.

2.2. Будова DM -груп експоненти 4.
Позначимо через L4 клас усiх скiнченних DM -груп експоненти 4. Як вiдомо [1],

скiнченна 2-група G ∈ L4 тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi двi умови:
а) усяка циклiчна пiдгрупа 4-го порядку 〈g〉 має доповнення в групi G;
б) усяка iнволюцiя f ∈ Φ(G) є квадратом деякого елемента z ∈ G.
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Зауважимо, що умови а i б незалежнi. Наприклад, група 16-го порядку
G3 = 〈a, b|a4 = b4, ab = ba−1〉 задовольняє умову а i не задовольняє умову б, оскiль-
ки 〈a2b2〉 – максимально циклiчна в G i не має в G доповнення. З iншого боку, група
кватернiонiв 8-го порядку Q, очевидно, задовольняє умову б i не задовольняє умову
а. Клас L4 достатньо широкий. Зокрема, до класу L4 належать такi групи:

1) усяка скiнченна абелева 2-група R2 експоненти 4;
2) група R3 = D ×B, де B – абелева група експоненти 6 4, а D – група дiедра

8-го порядку;
3) група 32-го порядку

R4 = 〈g, a, b||g| = |a| = 4, |b| = 2, [g, a] = g2a2, [g, b] = g2, [a, b] = a2〉;

4) група типу R5 = Aλ〈w〉, де A = R2, |w| = 2 i комутатор [a, w] = a2, для
всякого a ∈ A.

Правильна така теорема.

Теорема 4. Клас груп L4 замкнений стосовно прямих добуткiв скiнченної кiль-
костi груп i не замкнений стосовно гомоморфних образiв.

Доведення. Розглянемо двi групи A,B iз L4 i доведемо, що група G = A × B є
DM -групою. Нехай 〈g〉 довiльна максимально циклiчна пiдгрупа з G. За умовою
g = a1 · b1, де a1 ∈ A i b1 ∈ B. Обов’язково |a1| = 4 або |b1| = 4. Можна вважати
|a1| = 4. У цьому випадку для пiдгрупи 〈a1〉 iснує доповненняM у групi A. Очевидно,
M · B – пiдгрупа групи G, яка не мiстить iнволюцiю a21, тому 〈a1〉 ∩ (M · B) = {1}.
Звiдси випливає, що G = 〈a1〉 · (M ·B), тобто M ·B – доповнення до 〈a1〉 у групi G,
тому G = 〈g〉 · (M ·B). Залишилось довести, що 〈g〉 ∩ (M · B) = {1}. Справдi, нехай
h ∈ 〈g〉 ∩ (M · B) тодi h = gl = u · b2, де u ∈M , b2 ∈ B, тому (a1 · b1)

l = u · b2, отже,

al1 · b
l
1 = u · b2. Отож, u−1 · al1 = b2 · b

−l
1 ∈ A∩B = {1} звiдси випливає, що u = al1 = 1,

тому l
...4, i отже, h = 1.

Нехай iнволюцiя f ∈ Φ(G). Одержимо f = f1 · f2, де f1 ∈ Φ(A), f2 ∈ Φ(B),
тому f1 = a2, f2 = b2, де a ∈ A, b ∈ B. Звiдси f = (ab)2. Отже, доведено, що G –
DM -група.

Розглянемо групу 32-го порядку G = 〈g〉 · 〈a〉 · 〈w〉, де |g| = |a| = 4, |w| = 2,
[a, w] = 1, [g, a] = [g, w] = g2. Безпосередньо перевiряється, що G є DM -групою i для
iнволюцiї z = g2 · a2 фактор-група G = G/〈z〉 не є DM -групою.

�

Безпосередньо з доведених теорем 2-4 випливають такi твердження.

Наслiдок 2. Нехай G – скiнченна група експоненти 4 i G = A×B. Для того, щоб
G була DM -групою необхiдно i достатньо, щоб пiдгрупи A,B були DM -групами.

Наслiдок 3. Нехай G – скiнченна DM -група експоненти 4. Якщо у групi G iснує
циклiчна пiдгрупа T = 〈t〉 4-го порядку, яка збiгається зi своїм централiзатором,
то G – група дiедра 8-го порядку.

Теорема 5. Усяка скiнченна DM -група G експоненти 4, яка має базисну систему
циклiчних пiдгруп 4-го порядку, є абелевою групою.
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Доведення. Нехай G задовольняє умови теореми i Σ = {A1, ..., Ak} – базисна сис-
тема циклiчних пiдгруп Ai = 〈ai〉 4-го порядку. Доведемо, що пiдгрупа Фраттiнi
Φ(G) = 〈a21〉 · · · 〈a

2
k〉. Оскiльки exp G = 4 i для довiльного елемента f 6= 1 iз Φ(G)

одержимо f = z2, для деякого z ∈ G, то f2 = 1. Отже, Φ(G) – елементарна абелева
пiдгрупа групи G. Звiдси випливає, що M = 〈a21〉 · · · 〈a

2
k〉 нормальна пiдгрупа в G i

на групi G виконується тотожнiсть [x2, y2] = 1. Комутатор [ai, aj ] ∈ 〈a2i 〉 · 〈a
2
j〉, тому

комутант G′ 6M �G. Оскiльки фактор-група G = G/M – елементарна абелева, то
M = Φ(G) = Φ.

Iз доведеного випливає, що |Φ(G)| = 2k i |G/Φ(G)| = 2k, оскiльки для групи G
система елементiв {a1, ..., ak} – мiнiмальна система твiрних. Розглянемо вiдображен-
ня ψ : G→ Φ, яке визначається так: для класу сумiжностi gΦ приймемо ψ(gΦ) = g2.
Очевидно, що ψ не залежить вiд елемента z ∈ gΦ. Справдi, якщо z = gf , то z2 = g2.
Iз доведеного випливає, що ψ – взаємно однозначне вiдображення G/Φ на Φ. Звiдси
випливає, що з рiвностi x2 = y2 отримаємо xΦ = yΦ, для x, y ∈ G.

Припустимо тепер, що G – неабелева група. Iснують елементи ai, aj такi, що
комутатор [ai, aj ] 6= 1. Одержуємо [ai, aj ] = bi · bj, де bi ∈ 〈a2i 〉, bj ∈ 〈a2j〉. Крiм того,
bi 6= 1 або bj 6= 1. Розглянемо такi випадки.

Нехай bi = 1, bj = a2j . Тодi (aiaj)
2 = a2i a

2
j · [ai, aj] = a2i . Звiдси отримаємо

ψ(aiajΦ) = ψ(aiΦ), тому aiajΦ = aiΦ. Iз останньої рiвностi випливає aj ∈ Φ, що не-
можливо, оскiльки за умовою aj – твiрний елемент групи G. Аналогiчно отримуємо
суперечнiсть i у випадку bi = a2i , bj = 1.

Нехай тепер bi = a2i , bj = a2j . Тодi (aiaj)
2 = 1, тому aiajΦ = Φ, звiдси aiaj ∈ Φ,

що неможливо, оскiльки aiaj 6= 1.
Отож, доведено, що [ai, aj ] = 1. Отже, доведено, що G – абелева група. �

Теорема 6. Для довiльної скiнченноїDM -групи G експоненти 4 виконуються такi
твердження:

1) якщо |g| = 4 i B – доповнення до пiдгрупи 〈g〉 у групi G, то Φ(G) = 〈g2〉 ·
(Φ(G) ∩B) i пiдгрупа Φ(G) ∩B �G;

2) пiдгрупа Фраттiнi Φ = Φ(G) елементарна абелева i мiститься в центрi
групи G;

3) якщо група G – неабелева, то система Σ = {x4 = 1, [x, y, z] = 1, [x2, y] = 1}
задає базис тотожностей на групi G;

4) нехай S = {〈a1〉, ..., 〈am〉, 〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна система циклiчних пiдгруп,
де |ai| = 4, |vj | = 2, тодi пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) = 〈a21〉× ...×〈a2m〉. Крiм того, для
всякого i ∈ {1, ...,m} пiдгрупа Mi = 〈ai〉 · E, де E = 〈v1〉 × ...× 〈vl〉 є DM -групою.

Доведення. 1. За умовою exp G = 4 i |g| = 4, тому 〈g〉 – максимально циклiчна
в G. Отже, iснує доповнення B до пiдгрупи 〈g〉, тобто G = 〈g〉B, 〈g〉 ∩ B = {1}.
За теоремою Вiланда [4] (лема 1.26) пiдгрупа Фраттiнi Φ = Φ(G) факторизується
стосовно розкладу G = 〈g〉 · B, тобто одержуємо рiвнiсть

Φ = (Φ ∩ 〈g〉) · (Φ ∩B) = 〈g2〉 · (Φ ∩B).

Доведемо, що пiдгрупа Φ∩B�G. НехайM =
⋂

z∈G z
−1Bz, тобтоM – найбiльша

нормальна пiдгрупа з G, яка мiститься в B. Розглянемо фактор-групу G = G/M =
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= 〈g〉 · B, де 〈g〉 ∩ B = {1}, B = B/M i |g| = |g|. Якщо G – абелева, то комутант
G′ 6M 6 B, тому Φ ∩B �G.

Припустимо, що G – неабелева група. Доведемо, що пiдгрупа 〈g〉 збiгається зi
своїм централiзатором у групi G. Припустимо, що iснує елемент c 6= 1 iз B такий,
що [g, c] = 1, де c ∈ B\M . Розглянемо пiдгрупу B1 = 〈b−1cb|b ∈ B〉. Очевидно, M1 =
=M ·B1�G. ОскiлькиM < M1 6 B, то отримали суперечнiсть. Отож, CG(〈g〉) = 〈g〉.

Очевидно, exp G = 4, оскiльки |g| = |g| = 4. Одержимо центр Z(G) 6 〈g〉. За
наслiдком 3, G = 〈g〉λB – група дiедра 8-го порядку. Припустимо, що iнволюцiя
f ∈ (Φ ∩ B)\M , тодi для деякого елемента h 4-го порядку iз G, отримаємо f = h2,

тому 〈h〉∩M = {1}. Оскiльки |f | = 2, то |h| = 4. Звiдси випливає, що 〈g〉 = 〈h〉, тому
f ∈ 〈g〉 ∩B, що суперечить умовi. Отож, Φ ∩B 6M , тому Φ ∩B = Φ ∩M �G.

Доведемо тепер, що пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) 6 Z(G). Розглянемо елемент
f ∈ Φ(G)\Z(G). Iснує такий елемент u ∈ G, що [f, u] = v 6= 1. Оскiльки v ∈ Φ(G), то
iснує елемент 4-го порядку g ∈ G такий, що v = g2. Нехай G = 〈g〉 ·B, 〈g〉 ∩B = {1}.
За доведеним, пiдгрупа Φ(G) = 〈v〉 × (B ∩ Φ), оскiльки Φ = Φ(G) елементарна
абелева пiдгрупа та елемент v не належить B. Очевидно, M = 〈v〉 · B – пiдгрупа
групи G. Оскiльки 〈v〉 ∩B = {1} i v2 = 1, то B �M . Для елементiв f, u одержуємо:
f = vγ · b, u = gα · t, де b ∈ Φ ∩ B, t ∈ B. Тодi v = [f, u] = [vγ , t] · w, для деякого
w ∈ B ∩ Φ, тому елемент v ∈ B, що суперечить умовi 〈g〉 ∩B = {1}.

Iз доведеного випливає, що пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) 6 Z(G).
Оскiльки, за доведеним, комутант G′ 6 Φ(G) 6 Z(G), то на всякiй скiнченнiй

DM -групi G виконуються тотожностi з системи Σ = {x4 = 1, [x, y, z] = 1, [x2, y] = 1}.
Нехай G – неабелева група i w(x1, ..., xl) = 1 – довiльна тотожнiсть, яка виконує-
ться на групi G. За вiдомою теоремою Х.Нейман ([8], теорема 12.12) тотожнiсть
w(x1, ..., xl) = 1 рiвносильна системi тотожностей σ = {xm = 1, t(x1, ..., xk) = 1},
де m > 0, а t(x1, ..., xk) – деяке комутаторне слово ([8], с.16). Очевидно, з систе-
ми Σ випливають тотожностi: [x, y]2 = 1; [xy, z] = [x, z][y, z], тому на групi G слово
t(x1, ..., xk) рiвносильне 1 або [x1, x2]. Оскiльки G′ 6= {1}, то на G отримаємо рiвнiсть

t(x1, ..., xk) = 1. Зрозумiло також, що показник m
...4.

Отже, доведено, що Σ – базис тотожностей на групi G.
Доведення твердження 4. Нехай S = {〈a1〉, ..., 〈am〉, 〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна сис-

тема циклiчних пiдгруп DM -групи G. За лемою 3.2 iз [1] одержуємо Φ(G) = 〈a21〉 ×
...× 〈a2m〉. Доведемо тепер, що Mi = 〈ai〉E є DM -групою.

Очевидно, усяка пiдгрупа 〈h〉 4-го порядку з Mi має доповнення у пiдгрупi Mi.
Розглянемо iнволюцiю f ∈ Φ(Mi) i доведемо, що iснує елемент z ∈ Mi такий, що
f = z2. Оскiльки Φ(Mi) 6 Φ(G), то iнволюцiя f ∈ Φ(G)∩Mi 6 〈a2i 〉. Отже, отримали
f = a2i . �

Зауваження 1. 1. Iз теореми 6 випливає, що усяка скiнченна неабелеваDM -група G
експоненти 4 породжує многовид груп γ, який визначається системою тотожностей
Σ = {x4 = 1, [x, y, z] = 1, [x2, y] = 1}.

2. Надалi будемо вважати, що група G ∈ γ∩L4 i не мiстить центральних твiрних
елементiв (теорема 4).

Правильне таке твердження.
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Теорема 7. Нехай скiнченна група G ∈ γ i G = 〈g〉λD. Група G є DM -групою тодi
i тiльки тодi, коли виконуються умови:

1) пiдгрупа D є DM -групою;
2) для всякого елемента d ∈ D iснує такий елемент d1 ∈ D, що d2 = d21 i

[g, d1] = 1.

Доведення. Нехай скiнченна група G є DM -групою i G = 〈g〉⋋D. Якщо |g| = 2, то
G = 〈g〉 ×D. Звiдси випливає, що D є DM -групою. Припустимо тепер, що |g| = 4.
Очевидно, що всяка циклiчна пiдгрупа 〈d〉 4-го порядку з D має в D доповнення.
Нехай iнволюцiя f ∈ Φ(D) 6 Φ(G). За умовою iснує елемент z ∈ G такий, що z2 = f .
Далi, нехай z = gα·d, де d ∈ D. Звiдси, f = z2 = g2α·d2·[gα, d], тому f ·d2 ∈ 〈g〉∩D = 1.
Отже, f = d2 i все доведено.

Розглянемо тепер елемент d ∈ D. Для iнволюцiї w = g2d2 iснує елемент
z ∈ G такий, що w = z2. Приймемо z = gγd1, де d1 ∈ D. Тодi w = z2 = (gγd1)

2 =
= g2γd21[g

γ , d1] = g2d2, звiдси одержуємо рiвностi d21 = d2 i g2 = g2γ [gγ , d1]. Оскiльки
g2 6= 1, то γ – непарне, тому [g, d1] = 1. Отож, необхiднiсть умов 1 i 2 доведено.

Доведемо тепер обернене твердження. Нехай група G задовольняє умови 1 i
2. Доведемо, що G є DM -групою. Розглянемо циклiчну пiдгрупу 4-го порядку 〈z〉
iз групи G = 〈g〉λD. Отримали z = gαd, де d ∈ D. Якщо z2 не належить D, то
доповненням до 〈z〉 є пiдгрупа D.

Припустимо, що z2 ∈ D. У цьому випадку d 6= 1 i z2 = g2αd2α[g2α, d], тому
z2 = d2 i |d| = 4. За умовою до пiдгрупи 〈d〉 iснує доповнення D1 у пiдгрупi D.
Оскiльки 〈g〉�G, то M = 〈g〉D1 – пiдгрупа групи G i |D| = |M |. Якщо z2 = d2 ∈M ,
то d2 = gεd1, де d1 ∈ D1. Звiдси одержуємо gε = 1 i d2 = d1 ∈ D1, що неможливо.
Отже, 〈z〉 ∩M = {1}, тому G = 〈z〉M . Отже, доведено, що для 〈z〉 iснує доповнення
M у групi G.

Розглянемо тепер iнволюцiю f ∈ Φ(G). За умовою f = gγd, де d ∈ D. Якщо
γ – непарне, то g ∈ D · Φ(G) = G, тому D = G, що неможливо. Отож, доведено
γ ∈ {0, 2}. Якщо γ = 0, то f = d ∈ D. За умовою D є DM -групою, отже, f = h2 для
деякого h ∈ D.

Припустимо, що γ = 2, тобто f = g2d. Оскiльки елемент d ∈ Φ(G), то
d = y21 · · · y2k, для деяких yi ∈ G, i = 1, k. За умовою yi = giθi, де gi ∈ 〈g〉, θi ∈ D.
Звiдси d = (g1θ1)

2 · · · (gkθk)
2 = gmθ21θ

2
2 · · · θ2k, для деякого m ∈ {0, 1, 2, 3}. Оскiльки

〈g〉 ∩ D = {1}, то gm = 1, тому d = θ21 · · · θ2k = h2, де h ∈ D. Отримали iнволюцiю
f = g2h2. За умовою iснує елемент d1 ∈ D такий, що h2 = d21, [g, d1] = 1. Звiдси
отримаємо f = g2d21 = (gd1)

2. Отже, доведено, що G є DM -групою. �

Наслiдок 4. Усяка скiнченна група G ∈ γ вигляду G = 〈g〉λE, де |g| = 4, а E –
елементарна абелева, є DM -групою.

Теорема 8. Для того, щоб скiнченна неабелева група експоненти 4 була DM -
групою, необхiдно i достатньо, щоб виконувалися умови:

1) для групи G iснує базисна система циклiчних пiдгруп S = {〈a1〉, ..., 〈am〉,
〈v1〉, ..., 〈vl〉}, де |ai| = 4, |vj | = 2, i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., l};

2) для довiльних елементiв b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am} iснує елемент v ∈ E = 〈v1〉×
· · · × 〈vl〉 такий, що b21 · · · b

2
s = (b1 · · · bs · v)

2;
3) група G ∈ γ.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай G – довiльна скiнченна група експоненти 4 i
|G| = 2n. За теоремою 6, група G належить многовиду γ. Iснування базисної систе-
ми циклiчних пiдгруп для групи G доведено в [1] (теорема 4.1). За умовою група
G – неабелева. Зрозумiло, що у цьому випадку базисна система S мiстить циклiчнi
пiдгрупи 〈ai〉 4-го порядку та пiдгрупи 〈vi〉 2-го порядку. Розглянемо випадки.

а) Для n = 3; 4 або 5 твердження перевiряється безпосередньо. Справдi, якщо
n = 3 або 4, то група G = D8 або G = D8 × 〈u〉, де u2 = 1, D8 – група дiедра
8-го порядку. Оскiльки для такої групи G пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) = {1, a2}, то
твердження очевидне.

Нехай n = 5, тобто G – неабелева група 32-го порядку. У цьому випадку група
G ∈ {G1, G2, G3, G4}, де

G1 = D8 × 〈b〉, |b| = 4;
G2 = (〈g〉 × 〈a〉)λ〈u〉, де |g| = |a| = 4, |u| = 2, [g, u] = g2, [a, u] = a2;
G3 = D8 ×A∗

4, де A∗
4 – група Клейна 4-го порядку;

G4 = R = 〈g〉〈a〉〈v〉, де |g| = |a| = 4, |v| = 2, [g, a] = g2a2, [g, v] = g2, [a, v] = a2.
Для груп G1, G2 i G3 усе очевидно.
Нехай G = G4 = R. Пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) = {1, g2, a2, g2a2}. Одержуємо, що

g2a2 = (gav)2, тому для n = 5 твердження доведено.
б) Припустимо тепер, що твердження правильне для фiксованого числа n > 5.

Розглянемо довiльну неабелеву групу G порядку |G| = 2n+1 i нехай S = {〈a1〉, ...,

〈am〉, 〈v1〉, ..., 〈vl〉}, де |ai| = 4, |vj | = 2, i = 1,m, j = 1, l.

Приймемо 〈w〉 = 〈a2m〉 i розглянемо фактор-групу G = G/〈w〉 = 〈a1, ..., am−1,
am, v1, ..., vl〉, де |a1| = ... = |am−1| = 4; |am| = |v1| = ... = |vl| = 2. Оскiльки G є
DM -група i |G| = 2n, то твердження виконується для групи G.

Розглянемо iнволюцiю f = b1 · · · bs, де 1 6 s < m, b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am−1},

тодi b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am−1} i b1
2
· · · bs

2
= (b1 · · · bsv)

2, звiдси отримаємо рiвнiсть
b21 · · ·b

2
s = (b1 · · ·bsv)

2wγ , де γ ∈ {0, 1} i v ∈ E. Якщо γ = 1, то iнволюцiя w мiститься у
пiдгрупi Dm = 〈a1〉 · · · 〈am−1〉 ·E, що суперечить умовi. Отож, γ = 0, тому одержуємо
необхiдну рiвнiсть b21 · · · b

2
s = (b1 · · · bsv)

2.
Нехай тепер s = m. У цьому випадку отримаємо, що f = a21 · · · a

2
m. Оскiльки

G є DM -групою, то f = (a1 · · · amv)
2, де v ∈ E i все доведено. Отже, необхiднiсть

доведено.
Достатнiсть. За умовою для скiнченної неабелевої групи G справджуються

твердження 1, 2 i 3. Оскiльки G ∈ γ, то пiдгрупа M = 〈a21〉 × ... × 〈a2m〉 6 Z(G)
i фактор-група G/M – елементарна абелева. Звiдси випливає, що пiдгрупа Фраттiнi
Φ(G) =M .

Розглянемо циклiчну пiдгрупу 〈z〉 4-го порядку з групи G. Тодi z2 ∈ Φ(G) i
нехай z2 = b21 · · · b

2
s, для деяких b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am}. Можна вважати, що b1 = a1.

ПриймемоD1 = 〈a2〉···〈am〉·E. Тодi 〈z〉∩D1 = {1} i 〈z〉D1 = G, тобтоD1 – доповнення
до пiдгрупи 〈z〉. Для довiльної iнволюцiї f ∈ Φ(G) одержуємо f = d21 · · · d2r , де
d1, ..., dr ∈ {a1, ..., am}. За умовою 2 iснує елемент v ∈ E = 〈v1〉 × ...× 〈vl〉 такий, що
f = (d1 · · · dr · v)

2. Отож, доведено, що G – DM -група. �
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Наслiдок 5. Нехай G – скiнченна DM -група експоненти 4 i S = {〈a1〉, ..., 〈am〉,
〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна система циклiчних пiдгруп групи G. Для усякого i ∈ {1, ..,m}
пiдгрупа Gi = 〈ai〉 · · · 〈am〉 ·E є DM -групою.

Наслiдок 6. Нехай G – скiнченна DM -група експоненти 4 i S = {〈a1〉, ..., 〈am〉,
〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна система циклiчних пiдгруп групи G. Розглянемо довiльну
iнволюцiю v ∈ E i нехай [a1, v] = 1. Тодi для a∗1 = a1v система S1 = {〈a∗1〉, 〈a2〉, ...,
〈am〉, E} – є базисною системою циклiчних пiдгруп.

Сформулюємо проблеми подальших дослiджень.

Проблема 1. Знайти необхiднi та достатнi умови того, щоб скiнченна група G
експоненти 8 була DM -групою.

Проблема 2. Нехай G – мiнiмальна неабелева DM -група експоненти 8. Знайти
базис тотожностей групи G.

3. Висновки. 1. Доведено твердження, якi стосуються будови скiнченних DM -
груп довiльної експоненти (теореми 1, 2, 3).

2. Проведено детальне дослiдження скiнченних DM -груп експоненти 4 (теореми
6, 7). Знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб скiнченна група G експоненти
4 була DM -групою.
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Исследовано конечные 2-группы, у которых всякая максимальная ци-
клическая подгруппа имеет дополнение (DM -группы). Установлено ряд
структурных свойств таких групп. Получено полную характеристику ко-
нечных DM -групп экспоненты 4.

Ключевые слова: конечные 2-группы, дополняемые подгруппы, макси-
мально циклические подгруппы.
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ФАКТОРИЗАЦIЯ IНТЕГРАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ
I НЕЛIНIЙНI IНТЕГРОВНI МОДЕЛI, I

Юрiй СИДОРЕНКО, Олександр ЧВАРТАЦЬКИЙ

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: y_sydorenko@franko.lviv.ua

Отримано факторизацiю вольтеррiвського iнтегрального оператора бi-
нарних перетворень елементарними операторами Вольтерра. Профактори-
зовано оператори Фредгольма скiнченного рангу фредгольмiвськими опе-
раторами рангу 1. Наведено застосування в теорiї нелiнiйних iнтегровних
систем.

Ключовi слова: iнтегральнi перетворення, факторизацiя операторiв
Вольтерра та Фредгольма з виродженим ядром.

1. Вступ. Для побудови точних розв’язкiв солiтонних систем важливу роль
вiдiграють “алгебризованi” методи, найбiльш вiдомими серед яких є метод одягання
Захарова-Шабата [1]-[3], метод В.О. Марченка [4], теорiя Сато-Вiльсона (див. нап-
риклад, [5, 6]), а також метод перетворень Дарбу-Крама-Матвєєва [7]-[11]. Побудова
широких класiв точних розв’язкiв нелiнiйних iнтегровних моделей теорiї солiтонiв та
їхнi (2+1)-вимiрнi узагальнення, якi отримують внаслiдок накладання нелокальних
редукцiй в iєрархiї рiвнянь Кадомцева-Петвiашвiлi, розглядали в багатьох працях
(див. наприклад, [12]-[22]). Як одягаючого оператора використовували класичний
диференцiальний оператор перетворень Дарбу-Крама-Матвєєва. Проблема факто-
ризацiї диференцiального оператора Дарбу-Матвєєва (матричного диференцiально-
го оператора першого порядку) за допомогою найпростiших диференцiальних опе-
раторiв типу Дарбу розглядали в [23]. Найцiкавiшi з погляду фiзичних застосувань
нелiнiйнi iнтегровнi системи (нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера, модифiкованi рiвняння
Кортевега-де Врiза, модель Яджими-Ойкави та iншi) не пiдпадають, безпосередньо,
пiд метод одягання за допомогою диференцiальних операторiв. Цi рiвняння отри-
мують пiсля накладання додаткових редукцiй типу ермiтового спряження. Усунення
цiєї прогалини досягається використанням як одягаючого оператора бiнарного пе-
ретворення типу Дарбу [24]-[26]. В [27]-[29] продемонстровано зв’язок iнтегрального
оператора бiнарних перетворень з операторами перетворень оберненої задачi для
деяких гiперболiчних систем. Мета нашої працi – дослiдити факторизацiю вольтер-
рiвського iнтегрального оператора бiнарних перетворень за допомогою iнтегральних

c© Сидоренко Ю., Чвартацький О., 2012



186
Юрiй СИДОРЕНКО, Олександр ЧВАРТАЦЬКИЙ

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

операторiв Вольтерра першого порядку. Частково цю мету реалiзували в алгебрi
формальних символiв псевдодиференцiальних операторiв в [23]. Структура така. У
Роздiлi 1 подано деякi вiдомi теореми про диференцiальнi оператори перетворень
Дарбу-Крама для рiвняння Штурма-Лiувiлля. В Роздiлi 2 розглянуто факториза-
цiю операторiв бiнарних перетворень за допомогою елементарних вольтеррiвських
iнтегральних операторiв. У Роздiлi 3 дослiджено фредгольмiвськi оператори, якi
утворюються як композицiї вольтеррiвських операторiв з рiзними полярностями,
введеними в Роздiлi 2. Такi оператори цiкавi також тiсним зв’язком з операторами
розсiяння для деяких нестацiонарних систем диференцiальних рiвнянь з вироджени-
ми даними розсiяння (див., наприклад, [29]-[32]). В цьому ж роздiлi запропоновано
метод факторизацiї операторiв Фредгольма скiнченного рангу фредгольмiвськими
операторами першого рангу. Застосування операторiв бiнарних перетворень, вве-
дених у Роздiлi 2, для побудови розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля та деяких
нелiнiйних iнтегровних моделей математичної фiзики розглянуто у Роздiлi 4.

2. Теореми Дарбу-Крама та побудова розв’язкiв рiвнянь Штурма-

Лiувiлля. Розглянемо рiвняння Штурма-Лiувiлля (одновимiрне рiвняння Шредiн-
гера)

L{f} = λf, (1)

де L := −D2 + u(x), D := ∂
∂x

, D{f} = ∂f
∂x

:= fx, Df := fD + fx.
Для подальшої зручностi введемо позначення u(x) := u[1], f = f(x, λ) := f [1],

L := L[1].
Позначимо фiксований розв’язок рiвняння (1) при λ = λ1 через ϕ1[1],

ϕ1[1] = ϕ1[1](x, λ1) i визначимо оператор We[ϕ1[1]] так:

We[ϕ1[1]] := ϕ1[1]Dϕ
−1
1 [1] = D − ϕ1x[1]ϕ

−1
1 [1]. (2)

Тодi перетворення Дарбу (DT) f := f [1] → f [2] довiльного розв’язку (1) набуде
такого вигляду:

f [2] =We[ϕ1[1]]{f [1]} = fx[1]−
ϕ1x[1]

ϕ1[1]
f [1] =

W(ϕ1[1], f [1])

ϕ1[1]
, (3)

де W(ϕ1[1], f [1]) = ϕ1[1]fx[1]− ϕ1x[1]f [1] – звичайнi визначники Вронського.

Теорема 1 (Дарбу, 1882). Функцiя f [2] задовольняє диференцiальне рiвняння

L[2]{f [2]} = λf [2], (4)

де
L[2] := −D2 + u[2], u[2] = u[1]− 2(lnϕ1[1])xx. (5)

Розглянемо деякi застосування теореми Дарбу. Приймемо в рiвняннi Штурма-
Лiувiлля (1) u[1] = 0. Нехай λ1 = −χ2

1, χ1 > 0. Тодi розв’язки рiвняння (1) набудуть
вигляду

ϕ1[1] = cosh(χ1x), ϕ2[1] = sinh(χ1x). (6)

Подiявши перетворенням Дарбу (2), побудованим за розв’язком ϕ1[1] (6), на функцiї

f1[1] := eikx (λ = k2, k ∈ R); f2[1] := ϕ2[1] (λ = −χ2
1), (7)

отримаємо розв’язки рiвняння Штурма-Лiувiлля (4)

f1[2] :=We[ϕ1[1]]{f1[1]} = (ik − χ1 tanh(χ1x))e
ikx ∼ (ik ∓ χ1)e

ikx, x→ ±∞
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f2[2] :=We[ϕ1[1]]{f3[1]} = χ1 cosh
−1(χ1x) ∈ L2(R),

при λ = k2, λ = −χ2
1, вiдповiдно, з експоненцiйно спадним на обох нескiнченностях

потенцiалом u[2] (5)

u[2] = −2 ln(ϕ1[1])xx = −
2χ2

1

cosh2 χ1x
. (8)

Теорему Дарбу можна узагальнити для диференцiальних перетворень N -го по-
рядку. Нехай лiнiйно незалежнi функцiї ϕ1[1], . . . , ϕN [1] є розв’язками рiвняння (1)
з власними значеннями λ = λ1, . . . , λN , вiдповiдно. Визначимо функцiї

ϕj [2] =We[ϕ1[1]]{ϕj[1]}, j = 2, N. (9)

Тепер, використовуючи функцiї ϕ1[1], ϕ2[2], визначимо функцiї ϕj [3], j = 3, N

ϕj [3] :=We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{ϕj [1]}, j = 3, N. (10)

На k-му кроцi отримаємо функцiї

ϕj [k] :=We[ϕk−1[k − 1]] . . .We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{ϕj[1]}, j = k,N.

Правильна така теорема.

Теорема 2 (Крам, 1955). Нехай

ϕj [j] :=We[ϕj−1[j−1]]We[ϕj−2[j−2]]. . .We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{ϕj[1]}, j = 1, N. (11)

Тодi функцiя

f [N + 1] :=W [ϕ]{f [1]} := (D −
ϕNx[N ]

ϕN [N ]
) . . . (D −

ϕ2x[2]

ϕ2[2]
)(D −

ϕ1x[1]

ϕ1[1]
){f [1]} =

=We[ϕN [N ]] . . .We[ϕ2[2]]We[ϕ1[1]]{f [1]} =
W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1], f [1])

W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1])
, (12)

де W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1], f [1]) та W(ϕ1[1], . . . , ϕN [1]) є визначниками Вронського, по-
будованими за функцiями ϕ1[1], . . . , ϕN [1], f [1] та ϕ1[1], . . . , ϕN [1], вiдповiдно, задо-
вольняє диференцiальне рiвняння

L[N + 1]{f} := −fxx[N + 1] + u[N + 1]f [N + 1] = λf [N + 1], (13)

з потенцiалом

u[N + 1] = u[1]− 2(lnW(ϕ1[1], . . . , ϕN [1]))xx. (14)

Для довiльного натурального N зафiксуємо дiйснi сталi χj , j = 1, N :
0 < χ1 < . . . < χN . Тодi функцiї

ϕ2k−1 = cosh(χ2k−1(x− x2k−1)), k = 1, ...,
[
N+1
2

]
,

ϕ2k = sinh(χ2k(x − x2k)), k = 1, ...,
[
N
2

]
,

(15)

f2k−1 = sinh(χ2k−1(x− x2k−1)), k = 1, ...,
[
N+1
2

]
;

f2k = cosh(χ2k(x − x2k)), k = 1, ...,
[
N
2

]
,

(16)

де R ∋ x2k, x2k−1 – фiксованi сталi (початковi фази), будуть розв’язками (лiнiйно
незалежними) задачi Штурма-Лiувiлля (1) з u = 0 та власними значеннями λ = −χ2

j .
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За теоремою Крама (при u[1] = 0) рiвняння (13) з регулярним потенцiалом
u[N + 1] = −2(lnW(ϕ1[1], . . . , ϕN [1]))xx при λ = λj = −χ2

j , j = 1, . . . , N отримаємо
такi розв’язки:

f2k[N + 1] =
W(ϕ1, . . . , ϕN , coshχ2k(x − x2k))

W(ϕ1, . . . , ϕN )
∼

∼
B1

B2
e−χ2kx = (−1)Ne−χ2kx

N∏

i=1

(χi + χ2k), x→ +∞,

f2k−1[N + 1] =
W(ϕ1, . . . , ϕN , sinhχ2k−1(x− x2k−1))

W(ϕ1, . . . , ϕN )
∼

∼ −
B1

B2
e−χ2k−1x = (−1)N−1e−χ2k−1x

N∏

i=1

(χi + χ2k−1), x→ +∞,

де B1 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 −1
χ1 χ2 . . . χN χj

χN
1 χN

2 . . . χN
N (−1)N−1χN

j

∣∣∣∣∣∣
, B2 =

∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
χ1 . . . χN

χN−1
1 . . . χN−1

N

∣∣∣∣∣∣
.

f2k[N + 1] ∼
B̃1

B̃2

eχ2kx ∼ (−1)Neχ2kx

N∏

i=1

(χi + χ2k), x→ −∞,

f2k−1[N + 1] ∼ −
B̃1

B̃2

eχ2k−1x ∼ (−1)N−1eχ2k−1x

N∏

i=1

(χi + χ2k−1), x→ −∞,

де B̃1 =

∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
−χ1 −χ2 . . . −χN −χj

(−1)NχN
1 (−1)NχN

2 . . . (−1)NχN
N (−1)NχN

j

∣∣∣∣∣∣
,

B̃2 =

∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
−χ1 . . . −χN

(−1)N−1χN−1
1 . . . (−1)N−1χN−1

N

∣∣∣∣∣∣
.

3. Факторизацiя вольтеррiвських операторiв. Введемо деякi поняття та
означення, якi використовуватимемо надалi. Зафiксуємо довiльний iнтервал (a, b)
(−∞ 6 a < b 6 +∞) i точку x0 ∈ [a, b]. Розглянемо оператори Вольтерра i Фред-
гольма

A =

x∫

x0

A(x, s) · ds, F =

b∫

a

F (x, s) · ds, (17)

якi дiють на довiльну функцiю f(x) так:

A{f} =

x∫

x0

A(x, s)f(s)ds, F{f} =

b∫

a

F (x, s)f(s)ds. (18)
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Означення 1. Оператор Вольтерра A (17) називатимемо оператором Вольтерра
порядку K ∈ N, якщо його ядро можна подати у виглядi

A(x, s) =

K∑

i=1

pi(x)qi(s) =: p(x)q⊤(s), (19)

де p(x) = (p1(x), . . . , pK(x)), q(s) = (q1(s), . . . , qK(s)) – (1×K)-вектор-функцiї, кож-
на з яких складається з лiнiйно незалежних компонент pj(x), j = 1,K та ql(s),

l = 1,K.

Оператор Вольтерра A (17) з ядром (19) надалi позначатимемо так:

A := p

x∫

x0

q⊤ · ds. (20)

Означення 2. Оператор Фредгольма F (17) називатимемо оператором Фредголь-
ма рангу K ∈ N, якщо його ядро можна подати у виглядi

F (x, s) =

K∑

i=1

pi(x)qi(s) = p(x)q⊤(s), (21)

де p(x) = (p1(x), . . . , pK(x)), q(s) = (q1(s), . . . , qK(s)) – (1×K)-вектор-функцiї, кож-
на з яких складається з лiнiйно незалежних компонент pj(x), j = 1,K та ql(s),

l = 1,K.

Оператор Фредгольма F (17) з ядром (21) надалi позначатимемо аналогiчно до
формули (20)

F := p

b∫

a

q⊤ · ds. (22)

Означення 3. Оператори W = I + A i S = I + F , де A, F є вольтеррiвським
i фредгольмiвським операторами з ядрами вигляду (19), (21), ми називатимемо
операторами перетворень порядку K i рангу K, вiдповiдно.

В Означеннi 3 символом I позначено одиничний оператор (перетворення тото-
жностi).

Нехай функцiї ϕ1 =ϕ1(x) :=ϕ1[1], . . ., ϕK =ϕK(x) :=ϕK [1], ψ1 =ψ1(x) :=ψ1[1],
. . ., ψK = ψK(x) := ψK [1] – неперервнi та iнтегровнi з квадратом модуля на iнтервалi
(a, b) (−∞ 6 a < b 6 +∞) (тобто, належать простору C(a, b) ∩ L2(a, b)). Позначи-
мо простiр таких функцiй через L. Припустимо також, що функцiї ϕ1, . . . , ϕK та
ψ1, . . . , ψK лiнiйно незалежнi. c1, . . ., ck ∈ C. Розглянемо такi iнтегральнi оператори:

W11 =W [c1, ϕ1[1], ψ1[1]] := I − ϕ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ1[1](s) · ds,

W̃11 = W̃ [c1, ϕ1[1], ψ1[1]] := I − ψ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ1[1](s) · ds,

∆11 := c1 +
x∫

x0

ψ1[1]ϕ1[1]ds, x0 ∈ [a, b].

(23)
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Подiємо перетвореннями (23) на функцiї ϕ1[1], . . . , ϕK [1] та ψ1[1], . . . , ψK [1], вiдпо-
вiдно

ϕj [2] :=W11{ϕj [1]} = ϕj [1]− ϕ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ1[1](s)ϕj [1](s)ds,

ψj [2] := W̃11{ψj [1]} = ψj [1]− ψ1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ1[1](s)ψj [1](s)ds, j = 1,K.
(24)

Далi будуємо перетворення за допомогою функцiй ϕ2[2], ψ2[2]

W22 =W [c2, ϕ2[2], ψ2[2]] := I − ϕ2[2]∆
−1
22

x∫
x0

ψ2[2](s) · ds,

W̃22 = W̃ [c2, ϕ2[2], ψ2[2]] := I − ψ2[2]∆
−1
22

x∫
x0

ϕ2[2](s) · ds,

∆22 := c2 +
x∫

x0

ψ2[2]ϕ2[2]ds.

(25)

На наступному кроцi за допомогою перетворень (25) отримуємо функцiї ϕj [3], ψj [3]

ϕj [3] :=W22{ϕj [2]}, ψj [3] := W̃22{ψj [2]}, j = 1,K. (26)

Зрозумiло, що попереднi мiркування можна повторювати K разiв. На k-му кроцi,
де 1 6 k < K, отримаємо функцiї ϕj [k], ψj [k], j = 1,K. За допомогою ϕk[k], ψk[k]
будуємо перетворення

Wkk =W [ck, ϕk[k], ψk[k]] := I − ϕk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ψk[k](s) · ds,

W̃kk = W̃ [ck, ϕk[k], ψk[k]] = I − ψk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ϕk[k](s) · ds, k = 1,K,

∆kk := ck +
x∫

x0

ψk[k](s)ϕk[k](s)ds.

(27)

На наступному кроцi будуємо функцiї ϕj [k + 1] та ψj [k + 1]

ϕj [k + 1] =Wkk{ϕj[k]} = ϕj [k]− ϕk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ψk[k](s)ϕj [k](s)ds,

ψj [k + 1] = W̃kk{ψj[k]} := ψj [k]− ψk[k]∆
−1
kk

x∫
x0

ϕk[k](s)ψj [k](s)ds, j = 1,K.
(28)

Позначимо
Wk :=Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11, (29)

W̃k := W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11. (30)

Оператори Wk та W̃k дiють на довiльну скалярну функцiю f = f(x) ∈ L так:

Wk{f} =Wkk{. . . {W11{f}}}, W̃k{f} = W̃kk{. . . {W̃11{f}}}. (31)

Твердження 1. Оператори Wk (29) та W̃k (30) можна подати у такому виглядi
(1 6 k 6 K):

Wk = I − ϕ̂k∆
−1
k

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds, (32)
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W̃k = I − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds, ∆k = Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds, ∆⊤

k = ∆̃k. (33)

де ϕ̂k = (ϕ1[1], . . . , ϕk[1]), ψ̂k = (ψ1[1], . . . , ψk[1]), Ck = diag(c1, . . . , ck). Оператори

Wk (32) та W̃k (33) дiють на скалярну функцiю f = f(x) так:

Wk{f} = f − ϕ̂k∆
−1
k

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)f(s)ds, (34)

W̃k{f} = f − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)f(s)ds. (35)

Доведення. Доведемо спочатку, що оператор W2 (29) можна зобразити у виглядi
(32). За означенням

W22 = I − ϕ2[2]∆
−1
22

x∫

x0

ψ2[2](s) · ds. (36)

Розглянемо добуток ψ2[2]ϕ2[2]

ψ2[2]ϕ2[2] =


ψ2[1]−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11 ψ1[1]


×

×


ϕ2[1]− ϕ1[1]∆

−1
11

x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


 =




x∫

x0

ψ2[1]ϕ2[1](s)ds −

−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds






x

. (37)

Отож,

∆22 = c2 +

x∫

x0

ψ2[2](s)ϕ2[2](s)ds = c2 +

x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ2[1](s)ds−

−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


 . (38)

Подiємо оператором W11 на функцiю f

f [2] :=W11{f} = f − ϕ1[1]∆
−1
11

x∫

x0

ψ1[1]f(s)ds. (39)
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Використавши рiвнiсть
x∫

x0

ψ2[2]f [2](s)ds =

x∫

x0

ψ2[1]f(s)ds−

−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)f(s)ds


 , (40)

яку отримуємо аналогiчно до формул (37), (38), одержуємо

W22{f [2]} =W22{W11{f}} = f [2]− ϕ2[2]∆
−1
22

x∫

x0

ψ2[2](s)f [2](s)ds =

= f − ϕ1[1]∆
−1
11

x∫

x0

ψ1[1]f(s)ds−


ϕ2[1]− ϕ1[1]∆

−1
11

x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


∆−1

22 ×

×




x∫

x0

ψ2[1]f(s)ds−




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)f(s)ds




 =

= f − (ψ1[1], ψ2[1])A2(x)

x∫

x0

(
ϕ1[1](s)
ϕ2[1](s)

)
f(s)ds. (41)

Залишається зауважити, що для (2× 2)-матричної функцiї A2(x), де

A11(x) = ∆−1
11 +∆−1

11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


∆−1

22




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11 ,

A12(x) = −∆−1
11




x∫

x0

ψ1[1](s)ϕ2[1](s)ds


∆−1

22 ,

A21(x) = −∆−1
22




x∫

x0

ψ2[1](s)ϕ1[1](s)ds


∆−1

11 ,

A22(x) = ∆−1
22 , (42)

виконується рiвнiсть

A2(x) =




c1 +
x∫

x0

ψ1[1]ϕ1[1](s)ds
x∫

x0

ψ1[1]ϕ2[1](s)ds

x∫
x0

ψ2[1]ϕ1[1](s)ds c2 +
x∫

x0

ψ2[1]ϕ2[1](s)ds




−1

= ∆−1
2 . (43)

Отож,
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W2 :=W22 ◦W11 = I − ϕ̂2(x)∆
−1
2

x∫

x0

ψ̂⊤
2 (s) · ds, (44)

де ϕ̂2 = (ϕ1, ϕ2), ψ̂2 = (ψ1, ψ2), C2 = diag(c1, c2).
Аналогiчно можна довести, що

W̃2 := W̃22 ◦ W̃11 = I − ψ̂2(x)∆̃
−1
2

x∫

x0

ϕ̂⊤
2 (s) · ds. (45)

Тепер припустимо, що твердження виконується для деякого натурального k.
Доведемо, що тодi воно буде виконуватись для k + 1. За припущенням, одержимо

Wk :=Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11 = I − ϕ̂k(x)∆
−1
k

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds, (46)

W̃k := W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11 = I − ψ̂k(x)∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds. (47)

Розглянемо оператори

Wk+1 :=Wk+1 k+1 ◦Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11 =Wk+1 k+1Wk (48)

W̃k+1 := W̃k+1 k+1 ◦ W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11 = W̃k+1 k+1W̃k. (49)

Перевiримо припущення iндукцiї для оператора W̃k+1. Для Wk+1 перевiрка прово-
диться аналогiчно.

Введемо позначення

f [k + 1]:=W̃k{f}=f − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)fds, f ∈ L. (50)

Тодi

W̃k+1{f} = W̃k+1 k+1{f [k + 1]} =

= f [k + 1]− ψk+1[k + 1]∆̃−1
k+1 k+1

x∫

x0

ϕk+1[k + 1](s)f [k + 1](s)ds. (51)

Використавши те, що ϕk+1[k + 1] = Wk{ϕk+1}, а також формулу (50), отримаємо
рiвнiсть

x∫

x0

ϕk+1[k + 1](s)f [k + 1](s)ds =

x∫

x0

ϕk+1(s)f(s)ds−

−




x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds


 ∆̃−1

k




x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)f(s)ds


 . (52)
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Вiдповiдно, з рiвностей (51), (52) отримуємо, що

W̃k+1{f} = f − ψ̂k∆̃
−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)fds−


ψk+1 − ψ̂k(x)∆̃

−1
k

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds


×

×∆̃−1
k+1 k+1




x∫

x0

ϕk+1(s)f(s)ds−




x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds


 ∆̃−1

k




x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)f(s)ds




 =

= f −
(
ψ̂k, ψk+1

)
Ak+1(x)

x∫

x0

(
ϕ̂⊤
k (s)

ϕk+1(s)

)
f(s)ds, (53)

де Ak+1(x) – (k + 1)× (k + 1)-матрична функцiя, яка виглядає так:

Ak+1(x) =

(
A11(x) A12(x)
A21(x) A22(x)

)
, (54)

де A11(x), A12(x), A21(x), A22(x) – (k×k), (k×1), (1×k), (1×1)-блоки вигляду:

A11(x) = ∆̃−1
k + ∆̃−1

k

(
x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds

)
∆̃−1

k+1 k+1

(
x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds

)
∆̃−1

k ,

A12(x) = −∆̃−1
k

(
x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds

)
∆̃−1

k+1 k+1,

A21(x) = −∆̃−1
k+1 k+1

(
x∫

x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds

)
∆̃−1

k , A22(x) = ∆̃−1
k+1 k+1.

Зрештою, залишається зауважити, що

Ak+1(x) =




∆̃k

x∫
x0

ϕ̂⊤
k (s)ψk+1(s)ds

x∫
x0

ψ̂k(s)ϕk+1(s)ds ck+1 +
x∫

x0

ψk+1(s)ϕk+1(s)ds




−1

= ∆̃−1
k+1. (55)

Отож,

W̃k+1 := I − ψ̂k+1(x)∆̃
−1
k+1

x∫

x0

ϕ̂⊤
k+1(s) · ds.

Аналогiчно перевiряємо вигляд оператора Wk+1. �

Отже, довiвши Твердження 1 при k = K ми отримали факторизацiю операторiв

перетворень Вольтерра WK , W̃K (32)-(33) порядку K з дiагональною матрицею CK

у виглядi

WK :=WKK ◦WK−1 K−1 ◦ . . . ◦W11, W̃K := W̃KK ◦ W̃K−1 K−1 ◦ . . . ◦ W̃11, (56)

де оператори перетворень Вольтерра першого порядку Wkk, W̃kk визначають фор-
мулами (27)-(28).
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Нехай C = (cij)
K
i,j=1 – (K × K)-матриця рангу r 6 K, головнi мiнори якої до

порядку r включно вiдмiннi вiд нуля. Розглянемо тепер факторизацiю операторiв

W ′
k = I − ϕ̂k(x)


Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)




−1 x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds, (57)

W̃ ′
k = I − ψ̂k(x)


C⊤

k +

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds, (58)

де ϕ̂k = (ϕ1, . . . , ϕk), ψ̂k = (ψ1, . . . , ψk) – вектор-функцiї, компоненти яких лiнiйно
незалежнi, Ck = (cij)

k
i,j=1 – матриця, що вiдповiдає головному мiнору Dk порядку

k. Тобто, Dk := det(Ck). Позначимо

C

(
i1, i2, . . . , ip
k1, k2, . . . , kp

)
:=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ci1k1 ci1k2 . . . ci1kp

ci2k1 ci2k2 . . . ci2kp

...
...

. . .
...

cipk1 cipk2 . . . cipkp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (59)

де 1 6 i1 < i2 < . . . < ip 6 k, 1 6 k1 < k2 < . . . < kp 6 k. Для подальшого
застосування потрiбна буде теорема.

Теорема 3 ([33],с. 53). Для довiльної (K ×K)-матрицi C рангу r 6 K, в якої всi
головнi мiнори до порядку r включно вiдмiннi вiд нуля

Dj = det(Cj) 6= 0, j = 1, r, (60)

правильна така факторизацiя за допомогою трьох (K×K)-матриць F = (fsj)
K

s,j=1,

U та L = (lsj)
K

s,j=1

C = FUL =




1 0 . . . 0
f21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
fK1 fK2 . . . 1


 diag

(
D1,

D2

D1
, . . . ,

Dr

Dr−1
, 0, . . . , 0

)
×

×




1 l12 . . . l1K
0 1 . . . l2K
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 , (61)

де

fsj=

C

(
1, 2, . . . , j − 1, s
1, 2, . . . , j − 1, j

)

C

(
1, 2, . . . , j
1, 2, . . . , j

) , ljs=

C

(
1, 2, . . . , j − 1, j
1, 2, . . . , j − 1, s

)

C

(
1, 2, . . . , j
1, 2, . . . , j

) , (62)

j = 1, 2, . . . r, s = j + 1, . . . ,K, а fsj, ljs – довiльнi комлекснi числа при j = r + 1,
. . . , K, s = j + 1, . . . ,K.
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Позначатимемо через f−
sj елементи матрицi F−1, а через l−js – елементи матрицi

L−1. Тобто,

F−1 =




1 0 . . . 0
f−
21 1 . . . 0
...

...
. . .

...
f−
K1 f−

K2 . . . 1


 , L−1 =




1 l−12 . . . l−1K
0 1 . . . l−2K
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


 . (63)

Зауваження 1. Безпосередньо з вигляду матриць F , L, U випливає, що для матрицi
Ck = (cij)

k
i,j=1 (1 6 k 6 K) правильна формула

Ck = FkUkLk, (64)

де Uk, Fk, Lk – блоки розмiрностi k × k, що стоять у лiвому верхньому кутi вiдпо-
вiдних матриць U , F , L теореми 1.

Використовуючи теорему 1 та твердження 1, ми маємо на метi отримати алго-

ритм для факторизацiї операторiв W ′
k (57) та W̃ ′

k (58). Згiдно з теоремою 1 матрицю

C, що входить в оператори W ′
k, W̃ ′

k, можна профакторизувати: C = FUL (див. фор-
мулу (61)). Оберненi матрицi F−1 та L−1 набудуть вигляду (63).

На першому кроцi введемо позначення ϕ̃1[1] := ϕ1[1] та ψ̃1[1] := ψ1[1] i приймемо

W11 := I − ϕ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ̃1[1](s) · ds,

W̃11 := I − ψ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ̃1[1](s) · ds,

∆11 := c1 +
x∫

x0

ψ̃1[1]ϕ̃1[1]ds,

(65)

де c1 := D1 = c11. Тепер введемо двi новi функцiї ϕ̃2[1] := l−12ϕ1[1] + ϕ2[1],

ψ̃2[1] := f−
21ψ1[1] + ψ2[1], де коефiцiєнти l−12, f

−
21 визначають з формул (62) та (63).

Подiємо перетвореннями (65) на функцiї ϕ̃1[1], ϕ̃2[1] та ψ̃1[1], ψ̃2[1], вiдповiдно

ϕ̃j [2] :=W11{ϕ̃j [1]} = ϕ̃j [1]− ϕ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ψ̃1[1](s)ϕ̃j [1](s)ds,

ψ̃j [2] := W̃11{ψ̃j[1]} = ψ̃j [1]− ψ̃1[1]∆
−1
11

x∫
x0

ϕ̃1[1](s)ψ̃j [1](s)ds, j = 1, 2,
(66)

де ∆11 = c1 +
x∫

x0

ψ̃1[1](s)ϕ̃1[1](s)ds.

Будуємо перетворення за допомогою функцiй ϕ̃2[2], ψ̃2[2]

W22 =W [c2, ϕ̃2[2], ψ̃2[2]] := I − ϕ̃2[2]∆̃
−1
22

x∫
x0

ψ̃2[2](s) · ds,

W̃22 = W̃ [c2, ϕ̃2[2], ψ̃2[2]] := I − ψ̃2[2]∆̃
−1
22

x∫
x0

ϕ̃2[2](s) · ds,

∆̃22 := c2 +
x∫

x0

ψ̃2[2]ϕ̃2[2]ds,

(67)
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де

c2 :=
D2

D1
=

det(C2)

c11
. (68)

Використовуємо двi новi функцiї ϕ̃3[1] := l−13ϕ1[1] + l−23ϕ2[1] + ϕ3[1],

ψ̃3[1] := f−
31ψ1[1] + f−

32ψ2[1] + ψ3[1] (коефiцiєнти l−13, l
−
32, f

−
31, f

−
32 визначаються з

формул (62) та (63)) та будуємо функцiї ϕ̃3[2], ψ̃3[2] за допомогою операторiв W11,

W̃11

ϕ̃3[2] :=W11{ϕ̃3[1]}, ψ̃3[2] := W̃11{ψ̃3[1]}. (69)

Одержавши функцiї ϕ̃j [2], ψ̃j [2], j = 1, 3, будуємо ϕ̃j [3], ψ̃j [3], j = 1, 3

ϕ̃j [3] :=W22{ϕ̃j [2]} =W22{W11{ϕ̃j [1]}},

ψ̃j [3] := W̃22{ψ̃j [2]} = W̃22{W̃11{ψ̃j[1]}}, j = 1, 3. (70)

Зрозумiло, що попереднi мiркування можна повторювати K разiв. На k-му кроцi,

де 1 6 k < K, отримаємо функцiї ϕ̃j [k], ψ̃j [k], j = 1, k. За допомогою ϕ̃k[k], ψ̃k[k]
будуємо перетворення

Wkk =W [ck, ϕ̃k[k], ψ̃k[k]] := I − ϕ̃k[k]∆̃
−1
kk

x∫
x0

ψ̃k[k](s) · ds,

W̃kk = W̃ [ck, ϕ̃k[k], ψ̃k[k]] = I − ψ̃k[k]∆̃
−1
kk

x∫
x0

ϕ̃k[k](s) · ds,

∆̃kk := ck +
x∫

x0

ψ̃k[k](s)ϕ̃k[k](s)ds, k = 1, . . . ,K,

(71)

де

ck =
det(Ck)

det(Ck−1)
=

Dk

Dk−1
, (72)

або ck = 0, якщо det(Ck−1) = 0. На наступному кроцi вводимо двi додатковi функ-

цiї ϕ̃k+1[1] := l−1kϕ1[1] + . . . + l−k−1 kϕk−1[1] + ϕk[1] та ψ̃k+1[1] := f−
k1ψ1[1] + . . .+

+f−
k k−1ψk−1[1] + ψk[1]. Використовуючи послiдовно оператори W11, . . ., Wk−1 k−1

та W̃11, . . ., W̃k−1 k−1, вводимо функцiї

ϕ̃k+1[2] :=W11{ϕ̃k+1[1]}, ϕ̃k+1[3] :=W22{ϕ̃k+1[2]}, . . . ,

ϕ̃k+1[k] :=Wk−1 k−1{ϕ̃k+1[k − 1]}; (73)

ψ̃k+1[2] :=W11{ψ̃k+1[1]}, ψ̃k+1[3] :=W22{ψ̃k+1[2]}, . . . ,

ψ̃k+1[k] :=Wk−1 k−1{ψ̃k+1[k − 1]}. (74)

Пiсля цього за допомогою операторiв (71) будуємо функцiї ϕ̃j [k + 1], ψ̃j [k + 1]

ϕ̃j [k + 1] :=Wkk{ϕ̃j [k]} =Wkk ◦Wk−1 k−1 ◦ . . . ◦W11{ϕ̃j [1]},

ψ̃j [k + 1] := W̃kk{ψ̃j [k]} = W̃kk ◦ W̃k−1 k−1 ◦ . . . ◦ W̃11{ψ̃j[1]}, j = 1, k + 1. (75)

Далi будуємо операториWk+1 k+1 та W̃k+1 k+1. Повторюємо такi мiркуванняK разiв.
Введемо позначення

Wk :=Wkk ◦ . . .W11, W̃k := W̃kk ◦ . . . ◦ W̃11. (76)
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Тепер доведемо, що операториWk та W̃k (76) збiгаються з вiдповiдними операторами

W ′
k, W̃

′
k (57), (58). Тобто, ми хочемо довести, що

Wk = I − ϕ̂k


Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds = W̃k, (77)

W̃k = I − ψ̂k(x)


C⊤

k +

x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s)ψ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ϕ̂⊤
k (s) · ds = W̃ ′

k. (78)

За побудовою для вектор-функцiй ϕ̃ = (ϕ̃1, . . . , ϕ̃K), ψ̃ = (ψ̃1, . . . , ψ̃K) вико-
нуються рiвностi

ϕ̃ := ϕL−1, ψ̃⊤ := F−1ψ⊤. (79)

Застосувавши твердження 1 до операторiв (76), отримаємо, що

Wk = I − ˆ̃ϕk

(
Uk +

x∫
x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s)
ˆ̃ϕk(s)ds

)−1
x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds,

W̃k = I −
ˆ̃
ψk(x)

(
Uk +

x∫
x0

ˆ̃ϕ
⊤

k (s)
ˆ̃
ψk(s)ds

)−1
x∫

x0

ˆ̃ϕ
⊤

k (s) · ds.

(80)

Wk = I − ˆ̃ϕk


Uk +

x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s)
ˆ̃ϕk(s)ds




−1 x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds =

= ϕ̂kL
−1
k


Uk +

x∫

x0

F−1
k ψ̂⊤

k (s)ϕ̂k(s)dsL
−1
k




−1

F−1
k

x∫

x0

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds =

= I − ϕ̂k


Ck +

x∫

x0

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds




−1 x∫

x0

ψ̂⊤
k (s) · ds =W ′

k. (81)

Аналогiчно доводимо, що W̃ ′
k = W̃k. Отож, ми отримали факторизацiю опера-

торiв W ′
k (57), W̃ ′

k (58). Тобто,

W ′
k =Wk =Wkk ◦ . . .W11, W̃ ′

k = W̃k = W̃kk ◦ . . . ◦ W̃11. (82)

Зауваження 2. Отже, ми довели, що оператори перетворень Вольтерра порядку K

W ′
K , W̃ ′

K з матрицею CK рангу r 6 K (див. формули (57)-(58) при k = K) можна
профакторизувати у виглядi

W ′
K =WKK ◦ . . .W11, W̃ ′

K = W̃KK ◦ . . . ◦ W̃11, (83)

де оператори Wkk, W̃kk є операторами порядку 1 та визначаються формулами (71)-
(74). Факторизацiя (83) є аналогом факторизацiйної формули (56).
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4. Факторизацiя фредгольмiвських операторiв. Дослiджуватимемо рiзнi
факторизацiї операторiв перетворень Фредгольма скiнченного рангу. Розглянемо
оператори такого вигляду:

W+ = I − ϕ(x)(∆−(x))−1

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds, (84)

W− = I − ϕ(x)(∆+(x))−1

x∫

+∞

ψ⊤(s) · ds. (85)

де ϕ = ϕ(x), ψ = ψ(x) – (1 ×K)-векторнi функцiї, кожна компонента яких є непе-
рервною та iнтегровною з квадратом на iнтервалi (a, b) (−∞ 6 a < b 6 +∞);

∆±(x) = C± +

x∫

±∞

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, (86)

C± – (K ×K)-сталi матрицi.
Оберненi оператори до W+ (84), W− (85) набувають вигляду

(W+)−1 = I + ϕ(x)

x∫

−∞

(∆−(s))−1ψ⊤(s) · ds. (87)

(W−)−1 = I + ϕ(x)

x∫

+∞

(∆+(s))−1ψ⊤(s) · ds. (88)

Надалi вважатимемо, що матрицi C± задовольняють рiвнiсть

C+ := C− +

+∞∫

−∞

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, (89)

наслiдком якої є рiвнiсть потенцiалiв: ∆+ = ∆− =: ∆.

Твердження 2. Нехай матрицi C± – невиродженi. Тодi композицiї операторiв
(84)-(88) набудуть такого вигляду:

S1 :=W+ ◦ (W−)−1 = I −H1 = I − ϕ(x)∆−1(x)

+∞∫

−∞

C−∆−1(s)ψ⊤(s) · ds,

S2 := (W−)−1 ◦W+ = I −H2 = I − ϕ(x)(C+)
−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s) · ds,

S3 := (W+)−1 ◦W− = I +H3 = I + ϕ(x)(C−)
−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s) · ds,
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S4 :=W− ◦ (W+)−1 = I +H4 = I + ϕ(x)∆−1(x)C+

+∞∫

−∞

∆−1(s)ψ⊤(s) · ds. (90)

Доведення. Перевiримо першу композицiю (90)

W+ ◦ (W−)−1 =


I−ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds


 ◦


I+ϕ(x)

x∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz


 =

= I − ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds+ ϕ(x)

x∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz−

−ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s)ϕ(s)




s∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz


 · ds =

= I − ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

ψ⊤(s) · ds+ ϕ(x)

x∫

+∞

∆−1(z)ψ⊤(z) · dz−

−ϕ(x)∆−1(x)

x∫

+∞

(
∆(x)− C−

)
∆−1(z)ψ⊤(z) · dz + ϕ(x)∆−1(x)

x∫

−∞

(
∆(z)− C−

)
×

×∆−1(z)ψ⊤(z) · dz = I − ϕ(x)∆−1(x)C−

+∞∫

−∞

∆−1(z)ψ⊤(z)dz.

Подiбно перевiряємо решту композицiй (90). �

Тепер дослiдимо можливiсть факторизацiї фредгольмiвського оператора S2 пе-
ретворення (90) рангу K

S2 = I −H2 = I − ϕ(x)

+∞∫

−∞

(C+)
−1
ψ⊤(s) · ds, (91)

за допомогою фредгольмiвських операторiв перетворень рангу 1. Вважатимемо, що
матрицi C± – невиродженi i матриця C− = diag(c−1 , c

−
2 , . . . , c

−
K) – дiагональна. Позна-

чимо ϕ1[1] := ϕ1, . . . , ϕK [1] := ϕK . Далi розглянемо такий оператор перетворень
Фредгольма:

S11 := I − ϕ1[1](x)(c
+
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s) · ds, c+1 := c−1 +

+∞∫

−∞

ψ1[1](s)ϕ1[1](s)ds. (92)

Введемо функцiї ϕ1[2], . . . , ϕK [2] так:

ϕj [2] := S11{ϕj [1]} = ϕj [1](x)− ϕ1[1](x)(c
+
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s)ϕj [1](s)ds, j = 1,K. (93)
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Побудуємо новий оператор S22

S22 := I − ϕ2[2](x)(c
+
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ2[1](s) · ds, c
+
2 = c−2 +

+∞∫

−∞

ψ2[1](s)ϕ2[2](s)ds. (94)

Далi будуємо функцiї ϕj [3], j = 1,K

ϕj [3] := S22{ϕj [2]} = ϕj [2](x)− ϕ2[2](x)(c
+
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ2[1](s)ϕj [2](s)ds, j = 1,K. (95)

На k-му кроцi (1 6 k < K) одержуємо функцiї ϕ1[k], . . . , ϕK [k]. Будуємо пере-
творення Skk

Skk := I − ϕk[k](x)(c
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψk[1](s) · ds, c
+
k = c−k +

+∞∫

−∞

ψk[1](s)ϕk[k](s)ds. (96)

Далi будуємо новi функцiї

ϕj [k + 1] := Skk{ϕj [k]} = ϕj [k](x)− ϕk[k](x)(c
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψk[1](s)ϕj [k](s)ds, (97)

j = 1,K. Через K крокiв отримаємо оператори S11, . . . , SKK . Для композицiї
Ŝk := Skk ◦ Sk−1 k−1 ◦ S22 ◦ S11 правильне твердження.

Твердження 3. Оператор Ŝk := Skk◦Sk−1 k−1◦S22◦S11, де оператори Skk, k = 1,K
визначаються формулами (96)-(97), можна зобразити так:

Ŝk = I − ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (98)

де ϕ̂k := (ϕ1, . . . , ϕk), ψ̂k := (ψ1, . . . , ψk), C
+
k = diag(c−1 , . . . , c

−
k ) +

+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds.

Зокрема, при k = K отримаємо: ŜK = S2, де оператор S2 визначений формулою
(91).

Доведення. Припустимо, що твердження правильне для деякого k < K. Тобто,

Ŝk = I − ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (99)

де C+
k = diag(c−1 , . . . , c

−
k ) +

+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕ̂k(s)ds. Тепер знайдемо композицiю оператора

Sk+1 k+1 = I − ϕk+1[k + 1](c+k+1)
−1

+∞∫

−∞

ψk+1[1](s) · ds, (100)
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де ϕk+1[k + 1] = Ŝk{ϕk+1[1]} = ϕk+1[1]− ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1
+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕk+1[1](s)ds, та опе-

ратора Ŝk (99):

Sk+1 k+1 ◦ Ŝk=I− ϕk+1[k + 1](c+k+1)
−1

+∞∫

−∞

ψk+1[1](s) · ds− ϕ̂k(x)(C
+
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds+

+ϕk+1[k + 1](c+k+1)
−1




+∞∫

−∞

ψk+1(z)ϕ̂k(z)dz


 (C+

k )
−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds =

= I − (ϕ̂k, ϕk+1[1])Bk+1

+∞∫

−∞

(
ψ̂⊤
k (s)

ψk+1[1](s)

)
· ds. (101)

Тут Bk+1 – стала (k + 1)× (k + 1)-матриця вигляду:

Bk+1 =

(
B11 B12

B21 B22

)
, (102)

де B11, B12, B21, B22 – (k × k), (k × 1), (1 × k), (1× 1)-блоки такого вигляду:

B11=(C
+
k )

−1
+ (C+

k )
−1




+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (z)ϕk+1[1](z)dz


(c+k+1)

−1




+∞∫

−∞

ψk+1[1](z)ϕ̂k(z)dz


(C+

k )
−1
,

B12 = −(C+
k )

−1




+∞∫

−∞

ψ̂k(z)ϕk+1[1](z)dz


 (c+k+1)

−1
,

B21 = −(c+k+1)
−1




+∞∫

−∞

ψk+1(z)ϕ̂k(z)dz


 (C+

k )
−1
,

B22 = (c+k+1)
−1
.

Залишається зауважити, що

B−1 =




(C+
k )

+∞∫
−∞

ψ̂⊤
k (s)ϕk+1[1](s)ds

+∞∫
−∞

ϕ̂k(s)ψk+1[1](s)ds c−k+1 +
+∞∫
−∞

ψk+1[1](s)ϕk+1[1](s)ds


 =

= diag(c−1 , . . . , c
−
k , c

−
k+1) +

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k+1(s)ϕ̂k+1(s)ds = C+

k+1. (103)

Вiдповiдно,

Ŝk+1 = Sk+1 k+1 ◦ Ŝk = I − ϕ̂k+1(C
+
k+1)

−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k+1(s) · ds.

�
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Отже, ми отримали факторизацiю оператора Фредгольма S2 рангу K (91)

S2 = ŜK = SKK ◦ . . . ◦ S11, (104)

де оператори Skk є операторами Фредгольма рангу 1 i визначаються формулами
(96)-(97).

Використовуючи факторизацiю оператора S2 (91), можна профакторизувати
оператор S3 (90) з невиродженою дiагональною матрицею C−

S3 = I +

+∞∫

−∞

ϕ(x)(C−)−1ψ⊤(s) · ds. (105)

Тут ϕ, ψ – (1×K) – вектор-функцiї, C− = diag(c−1 , . . . , c
−
K).

Позначимо ϕ1[1] := ϕ1, . . ., ϕK [1] := ϕK , ψ1[1] := ψ1, . . ., ψK [1] := ψK та розгля-
немо такий оператор:

S11 := I + ϕ1[1](x)(c
−
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s) · ds. (106)

Для факторизацiї введемо допомiжний оператор S̃11

S̃11 := I − ψ1[1]


c−1 +

+∞∫

−∞

ψ1[1]ϕ1[1]ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ1[1] · ds (107)

i визначимо функцiї ψj [2], j = 1,K так:

ψj [2] := S̃11{ψ2[1]} = ψj [1](x)− ψ1[1](x)


c−1+

+∞∫

−∞

ψ1[1](s)ϕ1[1](s)ds


×

×

+∞∫

−∞

ϕ1[1](s)ψj [1](s)ds. (108)

Далi побудуємо оператор S22, використовуючи функцiї ϕ2[1], ψ2[2] та сталу c−2

S22 := I + ϕ2[1](x)(c
−
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ2[2](s) · ds (109)

i допомiжний оператор S̃22

S̃22 := I − ψ2[2]


c−2 +

+∞∫

−∞

ψ2[2](s)ϕ2[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ2[1](s) · ds, (110)

та визначаємо функцiю ψj [3], j = 1,K

ψj [3] := S̃33{ψ3[2]}. (111)
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На k-му кроцi (1 6 k < K) отримаємо набiр функцiй ψj [k], j = 1,K. Визначаємо
оператори

Skk = I + ϕk[1](c
−
k )

−1

+∞∫

−∞

ψk[k](s) · ds,

S̃kk := I − ψk[k]


c−k +

+∞∫

−∞

ψk[k](s)ϕk[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕk[1](s) · ds. (112)

Далi будуємо функцiї ψj [k + 1], j = 1,K,

ψj [k + 1] := S̃kk{ψj [k]}, (113)

та оператори

Sk+1 k+1=I+ϕk+1(c
−
k+1)

−1

+∞∫

−∞

ψk+1[k + 1](s) · ds,

S̃k+1 k+1 := I−

−ψk+1[k + 1]


c−k+1+

+∞∫

−∞

ψk+1[k + 1](s)ϕk+1[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕk+1[1](s) · ds. (114)

Через K крокiв отримаємо оператори Skk, k = 1,K. Правильне таке твердження.

Твердження 4. Оператор Sk := Skk◦Sk−1 k−1◦. . .◦S11, де Skk, k = 1,K, набувають
вигляду (112), можна зобразити так:

Sk = I + ϕ̂k(C
−
k )−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (115)

де C−
k = diag(c−1 , . . . , c

−
k ).

Доведення. Доведення проводимо як i у випадку твердження 14 за допомогою iн-
дукцiї по k. �

Використовуючи твердження 15 та теорему 1, проведемо факторизацiю опера-
тора S3

S3 = I + ϕ(x)(C−)−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s) · ds (116)
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з довiльною невиродженою матрицею C−, усi головнi мiнори якої вiдмiннi вiд нуля.
Нехай C− = (c−ij)

K
i,j=1, C

−
k := (c−ij)

k
i,j=1, det(C

−
k ) 6= 0, k = 1,K,

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕK) = (ϕ1[1], . . . , ϕK [1]), ψ = (ψ1, . . . , ψK) = (ψ1[1], . . . , ψK [1]) – (1×K)-
вектор-функцiї, компоненти яких лiнiйно незалежнi функцiї з простору L. Позна-
чимо ϕ̃1[1] := ϕ1[1] та введемо оператори

S11 := I + ϕ1[1](x)(c
−
1 )

−1

+∞∫

−∞

ψ1[1](s) · ds, (117)

де c−1 = c−11, i допомiжний оператор S̃11

S̃11 := I − ψ̃1


c−1 +

+∞∫

−∞

ψ̃1[1]ϕ̃1[1]ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ̃1 · ds. (118)

Далi розглядаємо функцiї ϕ̃1[1] := ϕ1[1], ϕ̃2[1] := l−12ϕ1[1] + ϕ2[1], ψ̃1[1] := ψ1[1],

ψ̃2[1] := f−
21ψ1[1] + ψ2[1], де коефiцiєнти l−12, f

−
21 визначаються через матрицю C− з

формул (63) та (62) теореми 1. Означуємо функцiю ψ̃j [2], j = 1, 2 так:

ψ̃j [2] := S̃11{ψ̃j[1]} =

= ψ̃j [1]− ψ̃1[1]


c−1 +

+∞∫

−∞

ψ̃1[1]ϕ̃1[1]ds




+∞∫

−∞

ϕ̃1[1](s)ψ̃j [1](s)ds. (119)

Використовуючи функцiї ϕ̃2[1], ψ̃2[2] та сталу c−2 =
det(C−

2 )

det(C−

1 )
, побудуємо оператор S22

S22 := I + ϕ̃2[1](c
−
2 )

−1

+∞∫

−∞

ψ̃2[2](s) · ds. (120)

Оператор S̃22 визначимо так:

S̃22 := I − ψ̃2[2]


c−2 +

+∞∫

−∞

ψ̃2[2](s)ϕ̃2[1](s)ds




−1 +∞∫

−∞

ϕ̃2[1](s) · ds, (121)

та вводимо двi новi функцiї ϕ̃3[1] := l−13ϕ1[1] + l−23ϕ2[1] + ϕ3[1], ψ̃3[1] := f−
31ψ1[1]+

+f−
32ψ2[1] + ψ3[1]. Визначимо функцiю ψ̃3[2] так:

ψ̃3[2] := S̃11{ψ̃3[1]}. (122)

Функцiї ψ̃j [3], j = 1, 3 задаємо через функцiї ψ̃j [2], j = 1, 3 так:

ψ̃j [3] := S̃22{ψ̃j[2]} = S̃22{S̃11{ψ̃3[1]}}. (123)
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Далi продовжуємо аналогiчнi кроки. На k-му кроцi (1 6 k < K) отримаємо набори

функцiй ϕ̃j [1], ψ̃j [k], j = 1, k. Визначаємо оператори

Skk = I + ϕ̃k(c
−
k )

−1

+∞∫

−∞

ψ̃k[k](s) · ds,

S̃kk := I − ψ̃k[k]


c−k +

+∞∫

−∞

ψ̃k[k]ϕ̃kds




−1 +∞∫

−∞

ϕ̃k · ds. (124)

Далi вводимо функцiї
ϕ̃k+1[1] := l−1 k+1ϕ1[1] + . . .+ l−k k+1ϕk[1] + ϕk+1[1],

ψ̃k+1[1] := f−
k+11ψ1[1] + . . .+ f−

k+1 kψk[1] + ψk+1[1],

де коефiцiєнти l−1 k+1, . . ., l
−
k k+1, f

−
k+1 1, . . ., f

−
k+1 k знаходять з формул (62) i (63).

Тепер будуємо ψ̃k+1[j], j = 1, k так:

ψ̃k+1[2] := S̃11{ψ̃k+1[1]}, ψ̃k+1[3] := S̃22{ψ̃k+1[2]}, . . . ,

ψ̃k+1[k] := S̃k−1 k−1{ψ̃k+1[k − 1]}. (125)

Далi визначаємо функцiї ψ̃j [k + 1], j = 1, k + 1

ψ̃j [k + 1] := S̃kk{ψ̃j[k]} = S̃kk ◦ S̃k−1 k−1 ◦ S̃11{ψ̃j[1]}, (126)

та оператори

Sk+1 k+1 = I + ϕ̃k+1[1](c
−
k+1)

−1
+∞∫
−∞

ψ̃k+1[k + 1](s) · ds,

S̃k+1 k+1 := I − ψ̃k+1[k + 1]

(
c−k+1 +

+∞∫
−∞

ψ̃k+1[k + 1]ϕ̃k+1[1]ds

)−1
+∞∫
−∞

ϕ̃k+1[1](s) · ds,

(127)
де

c−k =
det(C−

k )

det(C−
k−1)

. (128)

Через K крокiв отримаємо оператори Skk, k = 1,K. Для оператора
Ŝk := Skk ◦ Sk−1 k−1 . . . ◦ S11 виконується таке твердження.

Твердження 5. Оператор Ŝk := Skk ◦ Sk−1, k−1 ◦ . . . ◦ S11, де оператори Skk визна-
чаються рiвностями (126)-(128), можна зобразити у виглядi

Ŝk = I + ϕ̂k(x)(C
−
k )−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds, (129)

де ϕ̂k = (ϕ1, . . . , ϕk), ψ̂k = (ψ1, . . . , ψk), C
−
k = (c−ij)

k
i,j=1.
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Доведення. За зауваженням 1 матриця C−
k факторизується так: C−

k = FkUkLk.

Згiдно з побудовою функцiй ˆ̃ϕk := (ϕ̃1 . . . , ϕ̃k) та
ˆ̃
ψk := (ψ̃1 . . . , ψ̃k) їх можна за-

писати у виглядi

ˆ̃ϕk = ϕ̂kL
−1
k ,

ˆ̃
ψ
⊤

k = F−1
k ψ̂⊤

k . (130)

Скориставшись твердженням 5, формулами (130), та факторизацiєю матрицi C−,
отримаємо рiвностi

Ŝk = I + ˆ̃ϕk(x)U
−1
k

+∞∫

−∞

ˆ̃
ψ
⊤

k (s) · ds = I + ϕ̂k(x)L
−1
k U−1

k

+∞∫

−∞

F−1
k ψ̂⊤

k (s) · ds =

= I + ϕ̂k(x)(C
−
k )−1

+∞∫

−∞

ψ̂⊤
k (s) · ds. (131)

Якщо k = K, то отримаємо, що ŜK = S3. �

Отож, одержали факторизацiю оператора Фредгольма S3 рангу K (90)

S3 = ŜK = SKK ◦ SK−1K−1 ◦ . . . ◦ S11, (132)

де оператори Skk – оператори Фредгольма рангу 1, визначаються рiвностями (124).
5. Iнварiантнi перетворення iнтегро-диференцiальних виразiв. Дослi-

димо застосування iнтегральних операторiв Роздiлу 2 для iнварiантних перетворень
лiнiйних диференцiальних та iнтегро-диференцiальних виразiв i побудови розв’язкiв
рiвнянь теорiї солiтонiв.

5.1. Перетворення еволюцiйних диференцiальних виразiв за допомогою воль-
террiвських операторiв скiнченного порядку. Розглянемо еволюцiйний диференцi-
альний вираз такого вигляду:

L = α∂t −

n∑

i=0

uiD
i, α ∈ C, D :=

∂

∂x
, (133)

коефiцiєнти ui = ui(x, t) якого є скалярними функцiями. Пiд формально транспо-
нованим розумiтимемо вираз такого вигляду:

Lτ = −α∂t −

n∑

i=0

(−1)iDiui. (134)

Нехай (1×K)-векторнi функцiї ϕ = ϕ(x, t), ψ = ψ(x, t) є розв’язками рiвнянь

L{ϕ} = ϕΛ, Lτ{ψ} = ψΛ̃, Λ, Λ̃ ∈MatK×K(C). (135)

Позначимо через W± оператори бiнарних перетворень порядку K (див. формули
(57) та (84), (85)) такого вигляду:

W± = I − ϕ(∆∓)−1

x∫

∓∞

ψ⊤(s) · ds, (136)
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де ∆± = C± +
∫ x

±∞
ψ⊤(s, t)ϕ(s, t)ds, а матрицi C+, C− задовольняють рiвнiсть (89),

наслiдком якої є те, що ∆+ = ∆−. В теоремi 4 отримуємо структуру операторiв
L±, одержаних пiсля одягання оператора L (133) за допомогою вольтеррiвських
iнтегральних перетворень вигляду (136).

Теорема 4. Нехай (1×K)-вектор-функцiї ψ, ϕ спадають на обох нескiнченностях
i задовольняють умову

+∞∫

−∞

(ψ⊤ϕΛ − Λ̃⊤ψ⊤ϕ)ds = 0. (137)

Тодi оператори L+ =W+L(W+)−1 та L− =W−L(W−)−1 набудуть вигляду

L± = (L±)>0 +ΦM

x∫

∓∞

Ψ⊤ · ds, (138)

де
Φ =W+{ϕ}(C−)−1 =W−{ϕ}(C+)−1,

Ψ = (W+)−1,τ{ψ}(C−)⊤,−1 = (W−)−1,τ{ψ}(C+)⊤,−1,

M = C+Λ− Λ̃⊤C+ = C−Λ− Λ̃⊤C−, (139)

а символом (L±)>0 позначили диференцiальну частину вiдповiдного оператора L±.
Причому диференцiальнi частини операторiв L+ та L− збiгаються: (L+)>0 =
= (L−)>0.

Доведення. Спочатку перевiримо еквiвалентностi рiзних зображень у формулi (139)
з використанням двох операторiв W+, W−. Прямими обчисленнями отримуємо, що

W+{ϕ}(C−)−1 = ϕ(∆−)−1 = ϕ(∆+)−1 =W−{ϕ}(C+)−1.

Еквiвалентнiсть зображень для вектор-функцiї Ψ перевiряємо аналогiчно

M = C+Λ− Λ̃⊤C+ = C−Λ− Λ̃⊤C− +

+∞∫

−∞

(ψ⊤ϕΛ− Λ̃⊤ψ⊤ϕ)ds = C−Λ− Λ̃⊤C−.

За Твердженням 2 отримуємо, що композицiя операторiв (W+)−1 та W− дає
оператор перетворень Фредгольма рангу K такого вигляду (див. формулу (90)):

S3 = (W+)−1W− = I + ϕ(C−)−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds (140)

Обчислимо комутатор

[L, S3] :=LS3 − S3L =L{ϕ}(C−)−1

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds− ϕ(C−)−1

+∞∫

−∞

(Lτ{ψ(s, t)})⊤ · ds =

= ϕ(Λ(C−)−1 − (C−)−1Λ̃⊤)

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds. (141)
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Отож, комутатор оператора Фредгольма S3 рангу K та диференцiального опера-
тора L дорiвнює знову оператору Фредгольма рангу K. Розглянемо перетворення
подiбностi для комутатора [L, S3] такого вигляду:

W+[L, S3](W
−)−1 =W+


ϕ(Λ(C−)−1 − (C−)−1Λ̃⊤)

+∞∫

−∞

ψ⊤(s, t) · ds


 (W−)−1 =

=W+{ϕ}(Λ(C−)−1 − (C−)−1Λ̃⊤)

+∞∫

−∞

((W+)−1,τ{ψ})⊤ · ds.

Використавши позначення Φ = W±{ϕ}(C∓)−1, Ψ = (W±)−1,τ{ψ}(C∓)⊤,−1,

M = C±Λ− Λ̃⊤C±, останню рiвнiсть можна записати так:

W+[L, S3](W
−)−1 = ΦM

+∞∫

−∞

Ψ⊤ · ds. (142)

Використавши формулу (142) та означення оператора S3 (140), отримаємо, що

W+L(W+)−1 −W−L(W−)−1 =W+[L, S3](W
−)−1 = ΦM

+∞∫

−∞

Ψ⊤ · ds. (143)

Скориставшись властивостями оператора Вольтерра та останньою рiвнiстю, одер-
жуємо формулу (138). �

Зауваження 3. В теоремi 4 можна розглядати функцiї ϕ та ψ iнтегровнi лише
на правiй (лiвiй) пiвосi. В цьому випадку для одягання оператора L використо-
вується оператор Вольтерра на вiдповiднiй пiвосi W− (W+). Зауважимо, що опера-
тори W± також можна використовувати для iнварiантного перетворення iнтегро-
диференцiального оператора L з вiдповiдною полярнiстю

L = α∂t −

n∑

i=0

uiD
i + q(x)M0

x∫

∓∞

r⊤(s) · ds, (144)

де q, r – (1×K)-вектор-функцiї;M0 – (K×K)-стала матриця. В алгебрi формальних
символiв iнварiантне перетворення для оператора L проводили в [26].

5.2. Побудова точних розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля та нелiнiйного
рiвняння Шредiнгера. Зафiксуємо довiльнi точки a, b (a < b) з R̄ = R ∪ {∞} i
позначимо через L1 лiнiйний iнтегро-диференцiальний вираз вигляду

L1 := L1[1] = D + qM0

x∫

x0

r⊤(s) · ds, x0 ∈ (a, b), (145)

де q = q(x) = q[1], r = r(x) = r[1] – (1 × K)-вектор-функцiї, якi неперервнi
та iнтегровнi з квадратом модуля на iнтервалi (a, b), тобто належать простору
L = C(a, b) ∩ L2(a, b).

Правильне таке твердження.
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Твердження 6. Нехай (1×K)-векторнi функцiї ϕ, ψ компоненти яких належать
простору L, є фiксованими розв’язками рiвнянь

L1{ϕ} := L1[1]{ϕ} = ϕx + q[1]M0

x∫

x0

r⊤[1](s)ϕ(s)ds = ϕΛ,

(Lτ
1{ψ})

⊤ := (Lτ
1 [1]{ψ})

⊤ = −ψ⊤
x −




x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds


M0r

⊤[1] = Λ̃⊤ψ⊤. (146)

з (K × K)-матрицями Λ, Λ̃, а функцiя f – довiльний скалярний розв’язок задачi
L1{f} := L1[1]{f} = fλ з параметром λ ∈ C. Тодi функцiя

F =W{f} = f−ϕ∆−1

x∫

x0

ψ⊤(s)f(s)ds, ∆ = C+

x∫

x0

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, det(C) 6= 0, (147)

де оператор W є оператором перетворень Вольтерра порядку K, є розв’язком
iнтегро-диференцiального рiвняння

L1[2]{F}=Fx + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)F (s)ds + q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)F (s)ds =

= Fλ− ΦK, (148)

деΦ = ϕ∆−1,M =CΛ−Λ̃⊤C−ψ⊤ϕ(x0), K =ψ⊤f(x0), q[2]=q[1]−ϕ∆−1
x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds,

r⊤[2] = r⊤[1]−




x∫

x0

r⊤[1](s)ϕ(s)ds


∆−1ψ⊤.

Функцiя Φ = ϕ∆−1 =W{ϕ}C−1 задовольнятиме таке рiвняння:

L1[2]{Φ} = Φx + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)Φ(s)ds+

+q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦCΛC−1 − Φ(ψ⊤ϕ(x0))C
−1. (149)

З останнього рiвняння отримуємо такий наслiдок:

Φx − ΦM∆−1 + q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦΛ̃⊤. (150)

Оператор L1 (145) використовують для побудови розв’язкiв деяких нелiнiйних
рiвнянь математичної фiзики (див [34]). Приймемо M0 = 0 в операторi L1 i розгля-
немо з ним в парi еволюцiйний оператор вигляду

M2 = i∂t2 −D2. (151)
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Використовуючи оператори L1, M2 та iнтегральнi перетворення аналогiчного вигля-
ду як у Роздiлi 2, можна отримати розв’язки нелiнiйного рiвняння Шредiнгера.
Правильне твердження.

Твердження 7. [34] Нехай функцiя ϕ є фiксованим розв’язком системи
{
L1{ϕ} := ϕx = ϕΛ,

M2{ϕ} := iϕt2 − ϕxx = 0.
(152)

Приймемо

∆2 = C +

x∫

−∞

ϕ∗ϕdx,

де ермiтову матрицю C визначаємо з рiвностi: CΛ + Λ∗C = 1⊤1, 1 – вектор-
стрiчка довжини K. Тодi функцiя вигляду

q = ϕ∆−1
2 1⊤ = −

det

(
∆2 1⊤

ϕ 0

)

det(∆2)
(153)

задовольнятиме нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

iqt2 = qxx + 2|q|2q. (154)

Зокрема, прийнявши у твердженнi 7 Λ1 = diag(λ1, . . . , λK), де λj ∈ C, j = 1,K,

C =
(

2
λs+λ̄j

)K
j,s=1

та вибравши як розв’язок системи (152) вектор-стрiчку

ϕ = (eλ1x−iλ2
1t2 , . . . , eλKx−iλ2

K t2),

отримаємо регулярний K-солiтонний розв’язок нелiнiйного рiвняння Шредiнгера
(154) вигляду (153).

5.3. Iнварiантнi перетворення iнтегро-диференцiальних виразiв другого поряд-
ку. Розглянемо iнтегро-диференцiальний вираз вигляду

L2 := L2[1] = −D2 + u+ qM0

x∫

x0

r⊤(s) · ds, x0 ∈ (a, b), (155)

де q := q[1](x), r := r[1](x) – (1 ×K)-вектор-функцiї, компоненти яких iнтегровнi з
квадратом модуля на iнтервалi (a, b); u = u[1](x) – скалярна функцiя, iнтегровна з
квадратом модуля на (a, b). Для виразу L2 (155) правильний аналог твердження 6.

Твердження 8. Нехай (1×K)-матричнi функцiї ϕ, ψ компоненти яких належать
простору L, є фiксованими розв’язками рiвнянь

L2{ϕ} = L2[1]{ϕ} = ϕΛ, (Lτ
2{ψ})

⊤ := (Lτ
2 [1]{ψ})

⊤ =

= −ψ⊤
xx + ψ⊤u[1]−




x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds


M0r

⊤[1] = Λ̃⊤ψ⊤, (156)
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з вiдповiдними (K×K)-матрицями Λ, Λ̃, а функцiя f – довiльний скалярний розв’я-
зок задачi L1{f} = L1[1]{f} = fλ з параметром λ ∈ C. Тодi функцiя

F :=W{f} = f−ϕ∆−1

x∫

x0

ψ⊤(s)f(s)ds, ∆ = C+

x∫

x0

ψ⊤(s)ϕ(s)ds, det(C) 6= 0, (157)

де оператор W є оператором перетворень Вольтерра порядку K, є розв’язком
iнтегро-диференцiального рiвняння

L2[2]{F} := −Fxx + u[2]F + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)F (s)ds+

+q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)F (s)ds = Fλ− ΦK, λ ∈ C, (158)

з потенцiалом

u[2] = u[1]− 2(ϕ∆−1ψ⊤)x, (159)

де Φ = ϕ∆−1, M = CΛ− Λ̃⊤C + (ψ⊤ϕx − ψ⊤
x ϕ)(x0), K = (ψ⊤

x f − ψ⊤fx)(x0),

q[2] = q[1]−ϕ∆−1

x∫

x0

ψ⊤(s)q[1](s)ds, r⊤[2] = r⊤[1]−




x∫

x0

r⊤[1](s)ϕ(s)ds


∆−1ψ⊤(s).

Функцiя Φ := ϕ∆−1 =W{ϕ}C−1 задовольнятиме таке рiвняння:

L2[2]{Φ} := −Φxx + u[2]Φ + ϕ∆−1M

x∫

x0

∆−1(s)ψ⊤(s)Φ(s)ds+

+q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦCΛC−1 − Φ(ψ⊤
x ϕ− ψ⊤ϕx)(x0)C

−1.

З останнього рiвняння отримаємо такий наслiдок:

−Φxx + u[2]Φ− ΦM∆−1 + q[2]M0

x∫

x0

r⊤[2](s)Φ(s)ds = ΦΛ̃⊤. (160)

Нас цiкавитимуть два характернi випадки попереднього твердження. Тобто,
розглянемо випадок, коли вихiдний i перетворений оператори L2[1] (155) та L2[2]
(158) – чисто диференцiальнi. Це допоможе будувати розв’язки рiвнянь Штурма-
Лiувiлля з ненульовими потенцiалами. У випадку ненульової iнтегральної частини,
використовуючи в парi з оператором L2 еволюцiйний диференцiальний оператор
другого порядку, зможемо будувати розв’язки моделi Яджими-Ойкави (див. [34]).

3.2.1 Побудова розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля
Для побудови розв’язкiв рiвняння Штурма-Лiувiлля ми використовуватимемо

зауваження 4.
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Зауваження 4. Приймемо в операторi L2 (155) M0 = 0. Завдяки симетричностi опе-
ратора Шредiнгера −D2+u у випадку дiйснозначного потенцiалу можемо накласти

додаткову редукцiю у Твердженнi 8: Λ = Λ̃, ψ = ϕ. Якщо M = CΛ − Λ⊤C = 0, то
функцiї F та Φ задовольнятимуть рiвняння (див. формули (158), (160))

−Fxx + u[2]F = Fλ− ΦK, −Φxx + u[2]Φ = ΦΛ⊤. (161)

Безпосередньо з рiвнянь (161) отримуємо, що функцiя

F̃ = F +Φ(Λ⊤ − IKλ)
−1K = f − ϕ∆−1(Λ⊤ − IKλ)

−1
(
ϕ⊤fx − ϕ⊤

x f
)
, (162)

де IK – одинична (K ×K)-матриця, за умови невиродженостi матрицi (Λ⊤ − IKλ)
буде розв’язком рiвняння

−F̃xx + u[2]F̃ = F̃ λ. (163)

Використовуючи твердження 8 та зауваження 3, можемо будувати розв’язки
рiвняння Штурма-Лiувiлля (163) з ненульовими потенцiалами. Приймемо в опера-
торi L2 (155) u = 0, M0 = 0. Тодi функцiя ϕ = eχ1x буде розв’язком рiвняння
Штурма-Лiувiлля L2{ϕ} = ϕΛ (156) з Λ = −χ2

1 ∈ R, χ1 > 0. За Твердженням 8 та
Зауваженням 3 для рiвняння Штурма-Лiувiлля (163) з потенцiалом u[2] (159)

u[2] = −
4χ1c1e

2χ1x

(
c1 +

1
2χ1

e2χ1x

)2 , (164)

де c1 = C− 1
2χ1

e2χ1x0 , отримаємо такi розв’язки з вiдповiдними власними значеннями

(див. формулу (162) при f = ekx та f = eikx, вiдповiдно ):

F̃ =





c1(k+χ1)e
kx+

k−χ1
2χ1

e(k+2χ1)x

(c1+
1

2χ1
e2χ1x)(k+χ1)

, λ = −k2,

c1(ik+χ1)e
ikx+

ik−χ1
2χ1

e(ik+2χ1)x

(c1+
1

2χ1
e2χ1x)(ik+χ1)

, λ = k2,

k ∈ R. (165)

При c1 = 1
2χ1

потенцiал u[2] (164) набуде вигляду

u[2] = −
χ2
1

cosh(χ1x)2
∈ L2(R). (166)

Функцiя F (165) при k = χ1, λ = −χ2
1 набуде такого вигляду:

F =
2

cosh(χ1x)
, (167)

i буде швидкоспадним розв’язком задачi Штурма-Лiувiлля з потенцiалом (166) i
λ = −χ2

1.
Розглянемо для рiвняння Штурма-Лiувiлля з потенцiалом (166) двi пари

розв’язкiв F1+, F2+ та F1−, F2− при λ = k2, якi мають таку поведiнку на безмеж-
ностях:

F1+ = e−ikx + 0(1), x→ +∞, F2+ = eikx + 0(1), x→ +∞,

F1− = e−ikx + 0(1), x→ −∞, F2− = eikx + 0(1), x→ −∞.
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Матриця, яка переводить пару розв’язкiв F1+, F2+ в F1−, F2−, називається матрицею
монодромiї (

F1−

F2−

)
= T

(
F1+

F2+

)
. (168)

Як вiдомо з теорiї оберненої задачi розсiяння для оператора Шредiнгера −D2 + u,
матриця T має таку структуру:

T =

(
a(k) b(k)

b(k) a(k)

)
, (169)

де коефiцiєнт a(k) називається коефiцiєнтом проходження, а коефiцiєнт b(k) –

коефiцiєнтом вiдбиття. Введемо позначення для функцiї F̃ (165) при λ = k2:

F̃1 = F̃1(k, x) := F̃ =
c1(ik+χ1)e

ikx+
ik−χ1
2χ1

e(ik+2χ1)x

(c1+
1

2χ1
e2χ1x)(ik+χ1)

, та розглянемо в парi з нею функ-

цiю F̃2 = F̃1(−k, x). Безпосередньо з формули (165) випливає, що

F1+ =
−ik + χ1

−ik − χ1
F̃2, F2+ =

ik + χ1

ik − χ1
F̃1, F1− = F̃2, F2− = F̃1. (170)

З формул (170) ми отримуємо, що матриця T (169) – дiагональна i a(k) = −ik−χ1

−ik+χ1
.

Тобто, потенцiал (166) – так званий прозорий потенцiал, коефiцiєнт вiдбиття для
якого дорiвнює нулю.

3.2.2. Побудова розв’язкiв моделi Яджими-Ойкави
Тепер розглянемо оператор L2 (155) при u = 0, M0 = 0 в парi з оператором M2

(151). Розглянемо рiвняння

L2{ϕ} := −ϕxx = ϕΛ2, M2{ϕ} := iϕt2 − ϕxx = 0,

(Lτ
2{ψ})

⊤ = −ψ⊤
xx = Λ̃⊤

2 ψ
⊤, (M τ

2 {ψ}) =M2{ψ} = 0. (171)

Приймемо Λ2 = Λ̃2 = diag(λ21, . . . , λ
2
K), λj1 := Reλj , λj2 := Imλj , j = 1,K. Тодi

функцiї ψ = ϕ̄, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕK), де

ϕj = γje
λj1x+2λj1λj2t2+i(λj2x−(λ2

j1−λ2
j2)t2), γj = ekj+iθj , kj , θj ∈ R, j = 1,K, (172)

будуть розв’язками системи (171). В [34] доведено, що, використовуючи аналоги
iнтегральних перетворень, введених в роздiлi 2, отримаємо функцiї q, u

q = ϕ∆−1
2 1⊤ = −

det

(
∆2 1⊤

ϕ 0

)

det(∆2)
; (173)

u := (ϕ∆−1ϕ∗)x = −

[
det

(
∆2 ϕ∗

ϕ 0

)
(det∆2)

−1

]

x

= −
∂2

∂x2
ln det∆2,

∆2 =

(
1

λ2s − λ̄2j
((λs − λ̄j)ϕ̄jϕs + i)

)K

j,s=1

, (174)

якi будуть K-солiтонними розв’язками моделi Яджими-Ойкави
{
iqt2 = qxx + 2uq,
ut2 = (|q|2)x.

(175)



ФАКТОРИЗАЦIЯ IНТЕГРАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ I НЕЛIНIЙНI ...
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77 215

6. Завершальнi зауваження. Iнтегральнi оператори перетворень Вольтерра
та Фредгольма, якi дослiджували в Роздiлах 2 та 3, тiсно пов’язанi з основними
об’єктами оберненої задачi розсiяння. В [31, 32] продемонстровано тiсний зв’язок
оператора S3 (90) з операторами розсiяння та операторiв W± (84)-(85) з операто-
рами перетворень оберненої задачi для нестацiонарної системи Дiрака, отриманих
Л.П. Нижником [30]. Твердження 1 для iнтегрального вольтеррiвського операто-
ра перетворень є аналогом теореми Крама про факторизацiю диференцiального
одягаючого оператора та теореми з [23] про оператор бiнарних перетворень i йо-
го факторизацiю в алгебрi формальних символiв. Застосування результатiв другого
та третього роздiлiв для iнтегрування конкретних iнтегровних систем наведено у
пунктах 1-3 Роздiлу 4. Теорема 4 – природне розширення вiдповiдної теореми про
одягаюче перетворення Захарова-Шабата з [1]. Без значних змiн отриманi результа-
ти можна узагальнити на випадок матричних операторiв перетворення Вольтерра
та Фредгольма, що зробимо в наступнiй працi.
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A factorization of the Volterra integral operator of binary transformations
by elementary Volterra operators is obtained. Finite rank Fredholm operators is
decomposed into the first rank Fredholm operators. Applications to the theory
of nonlinear integrable systems is demonstrated.

Key words: integral transformations, factorization of Volterra and Fred-
holm operators with degenerate kernel.

ФАКТОРИЗАЦИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
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Получено факторизацию интегрального оператора Вольтерра бинар-
ных преобразований элементарными интегральными операторами Воль-
терра. Профакторизирован оператор Фредгольма конечного ранга опера-
торами Фредгольма ранга 1. Продемонстрировано применение в теории
нелинейных интегрируемых систем.

Ключевые слова: интегральные преобразования, факторизация опера-
торов Вольтерра и Фредгольма с вырожденным ядром.
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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ
З НЕВIДОМИМ МОЛОДШИМ КОЕФIЦIЄНТОМ В ОБЛАСТI

З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ

Галина СНIТКО

Iнститут прикладних проблем механiки i математики

iм. Я.С. Пiдстригача НАН України,

вул. Дж. Дудаєва, 15, 79005, Львiв

e-mail: snitkog@ukr.net

Знайдено умови однозначної розв’язностi оберненої задачi визначен-
ня залежних вiд часу параметрiв у коефiцiєнтi при невiдомiй функцiї в
одновимiрному параболiчному рiвняннi в областi з вiльною межею.

Ключовi слова: обернена задача, вiльна межа, параболiчне рiвняння,
функцiя Грiна.

1. Вступ. Завдяки активному застосуванню в економiцi, медицинi, ракетобуду-
ваннi та iнших галузях науки i технiки оберненi задачi зайняли належне мiсце серед
iнших задач для рiвнянь iз частинними похiдними. Коефiцiєнтнi оберненi задачi, в
яких до невiдомих належить один або декiлька коефiцiєнтiв рiвняння, в областях з
вiдомими межами достатньо детально вивченi. Зокрема, в [1,2] дослiджено оберненi
задачi визначення коефiцiєнта q(t) у рiвняннi

ut = uxx + q(t)u+ f(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

з додатковими умовами

u|x=x0
= ψ(t), x0 ∈ (0, l),

s(t)∫

0

u(x, t)dx = E(t), t ∈ [0, T ], 0 < s(t) 6 1,

вiдповiдно.
Питання одночасної iдентифiкацiї коефiцiєнта теплопровiдностi та коефiцiєнта

теплоємностi опрацьованi в [3]–[5]. У [6] дослiджено задачу одночасного визначення
функцiй, якi залежать вiд рiзних аргументiв, у коефiцiєнтi при невiдомiй функцiї у
параболiчному рiвняннi

ut − uxx + (f(x) + g(t))u = 0.

c© Снiтко Г., 2012
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Багато практично важливих задач зводяться до задач з вiльними межами, в
яких невiдома межа роздiляє або речовини з рiзними властивостями, або рiзнi фази
тiєї самої речовини. Замiною змiнних задачi з вiльними межами можна звести до
коефiцiєнтних обернених задач в областях з вiдомими межами. Такий пiдхiд дає
змогу застосувати до цих задач методику, розроблену для дослiдження обернених
задач. В [7, 8] знайдено умови iснування та єдиностi розв’язкiв обернених задач для
одновимiрних параболiчних рiвнянь

ut = a(t)uxx + f(x, t),

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t)

з невiдомим, залежним вiд часу, старшим коефiцiєнтом в областi, частина або вся
межа якої невiдома. В [9]–[11] дослiджено оберненi задачi визначення залежного
вiд часу коефiцiєнта при першiй похiднiй за просторовою змiнною невiдомої функ-
цiї в одновимiрному параболiчному рiвняннi в областi, частина або вся межа якої
невiдома.

2. Формулювання задачi. В областi ΩT = {(x, t) : h1(t) < x < h2(t),
0 < t < T }, де h1 = h1(t), h2 = h2(t) – невiдомi функцiї, розглядаємо обернену
задачу визначення коефiцiєнтiв c1(t), c2(t) параболiчного рiвняння

ut = a(x, t)uxx + b(x, t)ux + (c1(t)x+ c2(t))u + f(x, t), (x, t) ∈ ΩT , (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [h1(0), h2(0)], (2)

крайовими умовами

u(h1(t), t) = µ1(t), u(h2(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (3)

та умовами перевизначення

h′1(t) = ux(h1(t), t) + µ3(t), h′2(t) = −ux(h2(t), t) + µ4(t),

h2(t)∫

h1(t)

u(x, t)dx = µ5(t),

h2(t)∫

h1(t)

xu(x, t)dx = µ6(t), t ∈ [0, T ], (4)

де h1(0) = h01 – задане число.

Замiною змiнної y = x−h1(t)
h2(t)−h1(t)

задачу (1)-(4) зводимо до оберненої задачi з

невiдомими (h1(t), h3(t), c1(t), c2(t), v(y, t)), де

h3(t) = h2(t)− h1(t), v(y, t) = u(yh3(t) + h1(t), t),

в областi з вiдомою межею QT = {(y, t) : 0 < y < 1, 0 < t < T } :

vt =
a(yh3(t) + h1(t), t)

h23(t)
vyy +

b(yh3(t) + h1(t), t) + h′1(t) + yh′3(t)

h3(t)
vy+

+(c1(t)(yh3(t) + h1(t)) + c2(t))v + f(yh3(t) + h1(t), t), (y, t) ∈ QT , (5)

v(y, 0) = ϕ(yh3(0) + h1(0)), y ∈ [0, 1], (6)

v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (7)

h′1(t) =
vy(0, t)

h3(t)
+ µ3(t), t ∈ [0, T ], (8)
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h′3(t) = −vy(0, t) + vy(1, t)

h3(t)
+ µ4(t)− µ3(t), t ∈ [0, T ], (9)

h3(t)

1∫

0

v(y, t)dy = µ5(t), t ∈ [0, T ], (10)

h23(t)

1∫

0

yv(y, t)dy + h1(t)µ5(t) = µ6(t), t ∈ [0, T ], (11)

де h1(0) = h01 – задане число.
3. Iснування розв’язку задачi (5)-(11). Умови iснування розв’язку задачi

(5)-(11) подано в теоремi.

Теорема 1. Припустимо, що виконуються умови:

1) a, b, f ∈ C1,0(R × [0, T ]), ϕ ∈ C2[h01, h02], µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, 5, 6,
µj ∈ C[0, T ], j = 3, 4;

2) 0 < a0 6 a(x, t) 6 a1, f(x, t) > 0, (x, t) ∈ R × [0, T ], ϕ(x) > ϕ0 > 0,
x ∈ [h01,∞), µi(t) > 0, i = 5, 6, t ∈ [0, T ];

3) ϕ(h01) = µ1(0), ϕ(h02) = µ2(0),
h02∫
h01

xϕ(x)dx = µ6(0), де h02 = h2(0) –

розв’язок рiвняння
h2(0)∫
h01

ϕ(x)dx = µ5(0).

Тодi можна зазначити таке число T0, 0 < T0 6 T , яке визначається вихiдними
даними, що iснує розв’язок (h1, h3, c1, c2, v) ∈ (C1[0, T0])

2 × (C[0, T0])
2 × C2,1(QT0

),
h3(t) > 0, t ∈ [0, T0], задачi (5)-(11).

Доведення. Iснування розв’язку задачi (5)-(11) ґрунтується на застосуваннi теореми
Шаудера про нерухому точку цiлком неперервного оператора. Спочатку визначимо
початкове значення функцiї h2(t), що задає частину межi областi. За умов теореми
iснує єдиний розв’язок h02 = h2(0) рiвняння

h2(0)∫

h01

ϕ(x)dx = µ5(0).

Позначимо h03 = h02 − h01.
Зведемо задачу (5)-(11) до системи рiвнянь. Введемо нову функцiю

ṽ(y, t) = v(y, t)− ϕ(yh03 + h01)− y(µ2(t)− µ2(0)) + (y − 1)(µ1(t)− µ1(0)).

Для функцiї ṽ(y, t) одержуємо задачу

ṽt =
a(yh3(t) + h1(t), t)

h23(t)
ṽyy +

b(yh3(t) + h1(t), t) + h′1(t) + yh′3(t)

h3(t)
(ṽy + d(y, t))+

+(c1(t)(yh3(t) + h1(t)) + c2(t))(ṽ + g(y, t)) + F (y, t), (y, t) ∈ QT ,

ṽ(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1],

ṽ(0, t) = ṽ(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], (12)
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де d(y, t) = h03ϕ
′(yh03 + h01) + µ2(t)− µ2(0)− µ1(t) + µ1(0),

g(y, t) = ϕ(yh03 + h01) + y(µ2(t) − µ2(0)) + (1− y)(µ1(t)− µ1(0)),

F (y, t) = h203
a(yh3(t)+h1(t),t)

h2

3
(t)

ϕ′′(yh03+h01)+f(yh3(t)+h1(t), t)−yµ′

2(t)+µ
′

1(t)(y−1).

За допомогою функцiї Грiна G1(y, t, η, τ) першої крайової задачi для рiвняння

ṽt =
a(yh3(t) + h1(t), t)

h23(t)
ṽyy +

b(yh3(t) + h1(t), t)

h3(t)
ṽy

задачу (12) зводимо до рiвняння

ṽ(y, t) =

t∫

0

1∫

0

G1(y, t, η, τ)

(
h′1(τ) + ηh′3(τ)

h3(τ)
(ṽη(η, τ) + d(η, τ)) +

b(ηh3(τ) + h1(τ), τ)

h3(τ)
×

×d(η, τ) + (c1(τ)(ηh3(τ) + h1(τ)) + c2(τ))(ṽ(η, τ) + g(η, τ)) + F (η, τ)

)
dηdτ, (13)

(y, t) ∈ QT .
Позначимо w(y, t) = vy(y, t). Тодi з умов (8), (9) отримуємо

h′1(t) =
w(0, t)

h3(t)
+ µ3(t), h′3(t) = −w(0, t) + w(1, t)

h3(t)
+ µ4(t)− µ3(t). (14)

Використавши (14), подамо (13) у виглядi

v(y, t) = ϕ(yh03 + h01) + y(µ2(t)− µ2(0)) + (1− y)(µ1(t)− µ1(0)) +

t∫

0

1∫

0

G1(y, t, η, τ)×

×
(
w(η, τ)

(
w(0, τ)(1 − η)− ηw(1, τ)

h23(τ)
+

(1− η)µ3(τ) + ηµ4(τ)

h3(τ)

)
+ F (η, τ) + d(η, τ)×

×b(ηh3(τ) + h1(τ), τ)

h3(τ)
+(c1(τ)(ηh3(τ)+h1(τ))+c2(τ))v(η, τ)

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (15)

Продиференцiювавши (15) за змiнною y, одержуємо

w(y, t) = h03ϕ
′(yh03+h01)+µ2(t)−µ2(0)−µ1(t)+µ1(0)+

t∫

0

1∫

0

G1y(y, t, η, τ)

(
F (η, τ)+

+
b(ηh3(τ) + h1(τ), τ)

h3(τ)
d(η, τ) +

(
w(0, τ)(1 − η)− ηw(1, τ)

h23(τ)
+

(1− η)µ3(τ) + ηµ4(τ)

h3(τ)

)
×

×w(η, τ) + (c1(τ)(ηh3(τ) + h1(τ)) + c2(τ))v(η, τ)

)
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (16)

З умов (10), (11) отримуємо

h3(t) =
µ5(t)

1∫
0

v(y, t)dy

, t ∈ [0, T ], (17)

h1(t) =
µ6(t)

µ5(t)
− h23(t)

µ5(t)

1∫

0

yv(y, t)dy, t ∈ [0, T ]. (18)
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Продиференцiювавши (10), (11) за змiнною t i використавши (5), (14), одержуємо

c1(t) =

[ 1∫

0

(((b(yh3(t)+h1(t), t)−ax(yh3(t)+h1(t), t))w(y, t)+h3(t)f(yh3(t)+h1(t), t))×

×(µ6(t)− h1(t)µ5(t)− yh3(t)µ5(t)) + µ5(t)a(yh3(t) + h1(t), t)w(y, t))dy +

(
µ2(t)µ4(t)+

+w(1, t)
a(h3(t) + h1(t), t)− µ2(t)

h3(t)

)
(µ6(t)− h1(t)µ5(t)− h3(t)µ5(t))−

(
µ1(t)µ3(t)+

+w(0, t)
a(h1(t), t) + µ1(t)

h3(t)

)
(µ6(t)− h1(t)µ5(t)) + µ′

6(t)µ5(t)−

−µ′

5(t)µ6(t)

]
∆−1(t), t ∈ [0, T ], (19)

c2(t) =

[(
h33(t)

1∫

0

y2v(y, t)dy + h1(t)(µ6(t)− h1(t)µ5(t))

)( 1∫

0

((b(yh3(t) + h1(t), t)−

−ax(yh3(t)+h1(t), t))w(y, t)+h3(t)f(yh3(t)+h1(t), t))dy−
a(h3(t) + h1(t), t) − µ2(t)

h3(t)
×

×w(1, t)+ a(h1(t), t) + µ1(t)

h3(t)
w(0, t)+µ′

5(t)−µ2(t)µ4(t)+µ1(t)µ3(t)

)
+µ6(t)

( 1∫

0

(yh3(t)×

×(w(y, t)(b(yh3(t)+h1(t), t)−ax(yh3(t)+h1(t), t))+h3(t)f(yh3(t)+h1(t), t))−w(y, t)×
×a(yh3(t) + h1(t), t))dy + h1(t)µ

′

5(t) + µ′

6(t) + h3(t)(a(h3(t) + h1(t), t)− µ2(t))w(1, t)+

+h23(t)µ2(t)µ4(t)

)]
∆−1(t), t ∈ [0, T ], (20)

де ∆(t) = h43(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1∫
0

v(y, t)dy
1∫
0

yv(y, t)dy

1∫
0

yv(y, t)dy
1∫
0

y2v(y, t)dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Отже, задачу (5)-(11) зведено до системи iнтегральних рiвнянь (15)-(20)
стосовно невiдомих (v(y, t), w(y, t), h3(t), h1(t), c1(t), c2(t)). Якщо (h1, h3, c1, c2, v) ∈
∈ (C1[0, T ])2 × (C[0, T ])2 × C2,1(QT ) є розв’язком задачi (5)-(11), то

(v, w, h3, h1, c1, c2) ∈ (C(QT ))
2 × (C[0, T ])4

є розв’язком системи рiвнянь (15)-(20). Доведемо, що правильним є й обернене
твердження.

Нехай (v, w, h3, h1, c1, c2) – неперервний розв’язок системи рiвнянь (15)-(20).
Продиференцiюємо (15) за змiнною y. Правi частини отриманої рiвностi та рiвностi
(16) збiгаються, тому можемо зробити висновок, що w(y, t) = vy(y, t). Отже, функцiя

v ∈ C2,1(QT ) задовольняє рiвняння

vt =
a(yh3(t) + h1(t), t)

h23(t)
vyy +

(
b(yh3(t) + h1(t), t) + (1− y)µ3(t) + yµ4(t)

h3(t)
+
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+
(1− y)vy(0, t)− yvy(1, t)

h23(t)

)
vy + (c1(t)(yh3(t) + h1(t)) + c2(t))v+

+f(yh3(t) + h1(t), t), (y, t) ∈ QT , (21)

та умови (6), (7) для довiльних неперервних на [0, T ] функцiй c1(t), c2(t), h1(t), h3(t).
З рiвностей (17), (18) випливають умови (10), (11). Залишається довести виконання
умов (8), (9). Подамо (19), (20) у виглядi

c1(t)µ6(t) + c2(t)µ5(t) =
µ1(t) + a(h1(t), t)

h3(t)
vy(0, t)−

a(h1(t) + h3(t), t)− µ2(t)

h3(t)
vy(1, t)−

−
1∫

0

((b(yh3(t) + h1(t), t)− ax(yh3(t) + h1(t), t))w(y, t) + h3(t)f(yh3(t) + h1(t), t))dy+

+µ1(t)µ3(t)− µ2(t)µ4(t) + µ′

5(t), (22)

c1(t)

(
h33(t)

1∫

0

y2v(y, t)dy + h1(t)(µ6(t)− h1(t)µ5(t))

)
+ c2(t)(µ6(t)− h1(t)µ5(t)) =

= −(a(h1(t) + h3(t), t) − µ2(t))vy(1, t)−
1∫

0

(h3(t)y((b(yh3(t) + h1(t), t)−

−ax(yh3(t) + h1(t), t))w(y, t) + h3(t)f(yh3(t) + h1(t), t))−
−a(yh3(t) + h1(t), t)w(y, t))dy − h1(t)µ

′

5(t)− h3(t)µ2(t)µ4(t) + µ′

6(t). (23)

Припущення теореми дають пiдстави продиференцiювати (17), (18) за t. Викорис-
тавши те, що функцiя v(y, t) задовольняє рiвняння (21), та вiднявши вiд отриманих
рiвностей (22), (23), отримуємо

(
h′3(t)− µ4(t) + µ3(t) +

vy(0, t) + vy(1, t)

h3(t)

)
µ5(t)

h3(t)
= 0,

2(µ6(t)− h1(t)µ5(t))

h23(t)

(
h′3(t)− µ4(t) + µ3(t) +

vy(0, t) + vy(1, t)

h23(t)

)
+

+

(
h′1(t)− µ3(t)−

vy(0, t)

h3(t)

)
µ5(t)

h3(t)
= 0.

Звiдси робимо висновок, що h1, h3 ∈ C1[0, T ], функцiя v(y, t) задовольняє рiвняння
(5) та умови (8), (9).

Отже, еквiвалентнiсть задачi (5)-(11) та системи рiвнянь (15)-(20) у зазначеному
сенсi доведено.

Подамо ∆(t) у виглядi [12]

∆(t) =
h43(t)

2

1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣
1 1
y1 y2

∣∣∣∣

∣∣∣∣
v(y1, t) v(y2, t)
y1v(y1, t) y2v(y2, t)

∣∣∣∣ dy1dy2 =

=
h43(t)

2

1∫

0

1∫

0

(y2 − y1)
2v(y1, t)v(y2, t)dy1dy2.



224
Галина СНIТКО

ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77

Знайдемо оцiнки знизу функцiй v(y, t) i h3(t). Згiдно з припущеннями теореми з (15)
можемо зробити висновок про iснування такого числа t1, 0 < t1 6 T , що

v(y, t) >
ϕ0

2
≡M0 > 0, (y, t) ∈ Qt1

. (24)

Очевидно, що виконання умови (24) рiвносильне виконанню нерiвностi

∣∣∣∣y(µ2(t)−µ2(0))+(1−y)(µ1(t)−µ1(0))+

t∫

0

1∫

0

G1(y, t, η, τ)

(
d(η, τ)

b(ηh3(τ) + h1(τ), τ)

h3(τ)
+

+F (η, τ)+w(η, τ)

(
w(0, τ)(1 − η)− ηw(1, τ)

h23(τ)
+
(1− η)µ3(τ) + ηµ4(τ)

h3(τ)

)
+(c1(τ)(ηh3(τ)+

+h1(τ)) + c2(τ))v(η, τ)

)
dηdτ

∣∣∣∣ 6M0, (y, t) ∈ Qt1
. (25)

Врахувавши (25), з (15) одержуємо

v(y, t) 6 max
[0,1]

ϕ(yh03 + h01) +M0 ≡M1 <∞, (y, t) ∈ Qt1
. (26)

Тодi для розв’язкiв рiвняння (17) справджується нерiвнiсть

h3(t) >
1

M1
min
[0,T ]

µ5(t) ≡ H0 > 0, t ∈ [0, t1]. (27)

Отож,

∆(t) > C0 > 0, t ∈ [0, t1]. (28)

Знайдемо оцiнки розв’язкiв системи рiвнянь (15)-(20). Врахувавши (24), (26),
для розв’язкiв рiвнянь (17), (18) одержуємо такi нерiвностi:

h3(t) 6
1

M0
max
[0,T ]

µ5(t) ≡ H1 <∞,

|h1(t)| 6 (max
[0,T ]

|µ6(t)|+M1H1)(min
[0,T ]

µ5(t))
−1 ≡ H2 <∞, t ∈ [0, t1]. (29)

Позначимо W (t) = max
y∈[0,1]

|w(y, t)|. З (19), (20), врахувавши (26)-(29), одержуємо

|c1(t)| 6 C1 + C2W (t), |c2(t)| 6 C3 + C4W (t), t ∈ [0, t1]. (30)

Використавши (26), (27), (29) та оцiнки функцiї Грiна [13], з (16) отримуємо

W (t) 6 C5 + C6

t∫

0

(1 + |c1(t)| + |c2(t)|+W (τ) +W 2(τ))
dτ√
t− τ

, t ∈ [0, t1].

Врахувавши (30), подамо останню нерiвнiсть у виглядi

W (t) 6 C7 + C8

t∫

0

W (τ) +W 2(τ)√
t− τ

dτ, t ∈ [0, t1].

Метод розв’язування останньої нерiвностi подано в [14]. Звiдси отримуємо оцiнку

W (t) 6M2 <∞, t ∈ [0, T0],
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де T0, 0 < T0 6 t1, визначається сталими C7, C8. Тодi

|c1(t)| 6 C1 + C2M2 ≡ B1 <∞, |c2(t)| 6 C3 + C4M2 ≡ B2 <∞, t ∈ [0, T0].

Подамо систему рiвнянь (15)-(20) у виглядi операторного рiвняння

ω = Pω,

де ω = (v(y, t), w(y, t), h3(t), h1(t), c1(t), c2(t)), а оператор P = (P1, . . . , P6) визна-
чається правими частинами рiвнянь (15)-(20). Позначимо N = {(v, w, h3, h1, c1, c2) ∈
∈ (C(QT0

))2 × (C[0, T0])
4 : M0 6 v(y, t) 6 M1, |w(y, t)| 6 M2, H0 6 h3(t) 6 H1,

|h1(t)| 6 H2, |c1(t)| 6 B1, |c2(t)| 6 B2}. Очевидно, що множина N задовольняє
умови теореми Шаудера про нерухому точку, а оператор P переводить N в себе. Те,
що оператор P цiлком неперервний на N , доводиться як у [9].

Отже, за теоремою Шаудера про нерухому точку iснує розв’язок системи рiв-
нянь (15)-(20). Оскiльки система рiвнянь (15)-(20) та задача (5)-(11) еквiвалентнi у
зазначеному сенсi, то iснує розв’язок задачi (5)-(11) при (y, t) ∈ QT0

. �

4. Єдинiсть розв’язку задачi (5)-(11).

Теорема 2. Нехай виконуються умови: a ∈ C2,0(R × [0, T ]), b, f ∈ C1,0(R× [0, T ]),
a(x, t) > 0, (x, t) ∈ R × [0, T ], ϕ(x) > ϕ0 > 0, x ∈ [h01,∞), µi(t) > 0, t ∈ [0, T ],
i = 1, 2, 5. Тодi задача (5)-(11) не може мати двох рiзних розв’язкiв

(h1, h3, c1, c2, v) ∈ (C1[0, T ])2 × (C[0, T ])2 × C2,1(QT ), h3(t) > 0, t ∈ [0, T ].

Доведення. Припустимо, що (h1i(t), h3i(t), c1i(t), c2i(t), vi(y, t)), i = 1, 2, – два
розв’язки задачi (5)-(11). Позначимо

h′1i(t)

h3i(t)
= si(t),

h′3i(t)

h3i(t)
= pi(t), i = 1, 2, s(t) = s1(t)− s2(t), p(t) = p1(t)− p2(t),

r(t) = c11(t)− c12(t), q(t) = c21(t)− c22(t), v(y, t) = v1(y, t)− v2(y, t).

Функцiї r(t), q(t), s(t), p(t), v(y, t) задовольняють рiвняння

vt =
a(yh31(t) + h11(t), t)

h231(t)
vyy +

(
b(yh31(t) + h11(t), t)

h31(t)
+ s1(t) + yp1(t)

)
vy + (c11(t)×

×(yh31(t) + h11(t)) + c21(t))v+

(
a(yh31(t) + h11(t), t)

h231(t)
− a(yh32(t) + h12(t), t)

h232(t)

)
v2yy+

+

(
s(t) + yp(t) +

b(yh31(t) + h11(t), t)

h31(t)
− b(yh32(t) + h12(t), t)

h32(t)

)
v2y+

+(r(t)(yh31(t) + h11(t)) + c12(t)(y(h31(t)− h32(t)) + h11(t)− h12(t)) + q(t))v2+

+f(yh31(t) + h11(t), t)− f(yh32(t) + h12(t), t), (y, t) ∈ QT , (31)

та умови
v(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1], (32)

v(0, t) = v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], (33)

s(t) =
vy(0, t)

h231(t)
+v2y(0, t)

(
1

h231(t)
− 1

h232(t)

)
+µ3(t)

(
1

h31(t)
− 1

h32(t)

)
, t ∈ [0, T ], (34)

p(t) = −vy(0, t) + vy(1, t)

h231(t)
− (v2y(0, t) + v2y(1, t))

(
1

h231(t)
− 1

h232(t)

)
+
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+(µ4(t)− µ3(t))

(
1

h31(t)
− 1

h32(t)

)
, t ∈ [0, T ], (35)

1∫

0

v(y, t)dy = µ5(t)

(
1

h31(t)
− 1

h32(t)

)
, (36)

1∫

0

yv(y, t)dy = (µ6(t)− h11(t)µ5(t))

(
1

h231(t)
− 1

h232(t)

)
−

−(h11(t)− h12(t))
µ5(t)

h232(t)
, t ∈ [0, T ]. (37)

За допомогою функцiї Грiна G∗

1(y, t, η, τ) першої крайової задачi для рiвняння

vt =
a(yh31(t) + h11(t), t)

h231(t)
vyy +

(
b(yh31(t) + h11(t), t)

h31(t)
+ s1(t) + yp1(t)

)
vy+

+(c11(t)(yh31(t) + h11(t)) + c21(t))v

з урахуванням умов (32), (33) функцiю v(y, t) подамо у виглядi

v(y, t) =

t∫

0

1∫

0

G∗

1(y, t, η, τ)

[(
a(ηh31(τ) + h11(τ), τ)

h231(τ)
− a(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

h232(τ)

)
v2ηη+

+

(
s(τ) + ηp(τ) +

b(ηh31(τ) + h11(τ), τ)

h31(τ)
− b(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

h32(τ)

)
v2η(η, τ)+

+(r(τ)(h11(τ) + ηh31(τ)) + c12(τ)(η(h31(τ)− h32(τ)) +h11(τ)−h12(τ)) + q(τ))v2(η, τ)+

+f(ηh31(τ) + h11(τ), τ) − f(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

]
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (38)

Продиференцiювавши (38) за змiнною y, одержуємо

vy(y, t) =

t∫

0

1∫

0

G∗

1y(y, t, η, τ)

[(
a(ηh31(τ) + h11(τ), τ)

h231(τ)
− a(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

h232(τ)

)
v2ηη+

+

(
s(τ) + ηp(τ) +

b(ηh31(τ) + h11(τ), τ)

h31(τ)
− b(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

h32(τ)

)
v2η(η, τ)+

+(r(τ)(h11(τ) + ηh31(τ)) + c12(τ)(η(h31(τ)− h32(τ)) +h11(τ)−h12(τ)) + q(τ))v2(η, τ)+

+f(ηh31(τ) + h11(τ), τ) − f(ηh32(τ) + h12(τ), τ)

]
dηdτ, (y, t) ∈ QT . (39)

Оскiльки для b1i(t), b2i(t), i = 1, 2 справджуються рiвностi, аналогiчнi до (19),
(20), то отримуємо

r(t)µ6(t)+ q(t)µ5(t) =
a(h11(t), t) + µ1(t)

h31(t)
vy(0, t)−

a(h11(t) + h31(t), t)− µ2(t)

h31(t)
vy(1, t)+

+

(
1

h31(t)
− 1

h32(t)

)
(v2y(0, t)(a(h11(t), t)+µ1(t))−v2y(1, t)(a(h11(t)+h31(t), t)−µ2(t)))+

+(v2y(0, t)(a(h11(t), t)−a(h12(t), t))−(a(h11(t)+h31(t), t)−a(h12(t)+h32(t), t))v2y(1, t))×
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× 1

h31(t)
+

1∫

0

((b(yh31(t)+h11(t), t)−ax(yh31(t)+h11(t), t))vy(y, t)+(b(yh31(t)+h11(t), t)−

−b(yh32(t) + h12(t), t)− ax(yh31(t) + h11(t), t) + ax(yh32(t) + h12(t), t))v2y(y, t)+

+(h31(t)− h32(t))f(yh32(t) + h12(t), t) + h31(t)(f(yh31(t) + h11(t), t)−
−f(yh32(t) + h12(t), t)))dy, t ∈ [0, T ], (40)

r(t) =

[ 1∫

0

(((b(yh31(t)+h11(t), t)−ax(yh31(t)+h11(t), t))v1y(y, t)+f(yh31(t)+h11(t), t)×

×h31(t))(µ6(t)− h11(t)µ5(t)− yh31(t)µ5(t)) + µ5(t)a(yh31(t) + h11(t), t)v1y(y, t))dy+

+

(
v1y(1, t)

a(h31(t) + h11(t), t) − µ2(t)

h31(t)
+µ2(t)µ4(t)

)
(µ6(t)−h11(t)µ5(t)−h31(t)µ5(t))−

−
(
v1y(0, t)

a(h11(t), t) + µ1(t)

h31(t)
+ µ1(t)µ3(t)

)
(µ6(t)− h11(t)µ5(t)) + µ′

6(t)µ5(t)− µ′

5(t)×

×µ6(t)

]
µ5(t)

(
µ5(t)(h

2
11(t)− h212(t))− h331(t)

1∫

0

y2v(y, t)dy − 2µ6(t)(h11(t)− h12(t))−

−(h331(t)− h332(t))

1∫

0

y2v2(y, t)dy

)(
∆1(t)∆2(t)

)−1
+

[ 1∫

0

((µ6(t)− h11(t)µ5(t)− yh31(t)×

×µ5(t))((b(yh31(t) + h11(t), t)− ax(yh31(t) + h11(t), t))vy(y, t) + (b(yh31(t) + h11(t), t)−
−b(yh32(t)+h12(t), t)−ax(yh31(t)+h11(t), t)+ax(yh32(t)+h12(t), t))v2y(y, t)+(h31(t)−
−h32(t))f(yh32(t)+h12(t), t)+h31(t)(f(yh31(t)+h11(t), t)−f(yh32(t)+h12(t), t)))−µ5(t)×
×(v2y(y, t)(b(yh32(t)+h12(t), t)− ax(yh32(t)+h12(t), t))+h32(t)f(yh32(t)+h12(t), t))×
×(h11(t)−h12(t)+y(h31(t)−h32(t)))+µ5(t)a(yh31(t)+h11(t), t)vy(y, t)+µ5(t)v2y(y, t)×

×(a(yh31(t)+h11(t), t)−a(yh32(t)+h12(t), t)))dy+
a(h31(t) + h11(t), t)− µ2(t)

h31(t)
vy(1, t)×

×(µ6(t)− h11(t)µ5(t)− h31(t)µ5(t))−
a(h11(t), t) + µ1(t)

h31(t)
vy(0, t)(µ6(t)− h11(t)µ5(t))+

+
1

h31(t)
(v2y(1, t)(a(h31(t)+h11(t), t)−a(h32(t)+h12(t), t))(µ6(t)−h11(t)µ5(t)−h31(t)×

×µ5(t))− (µ6(t)− h11(t)µ5(t))(a(h11(t), t)− a(h12(t), t))v2y(0, t))+

(
1

h31(t)
− 1

h32(t)

)
×

×(v2y(1, t)(a(h31(t)+h11(t), t)−µ2(t))(µ6(t)−h11(t)µ5(t)−h31(t)µ5(t))−(µ6(t)−h11(t)×

×µ5(t))(a(h11(t), t)+µ1(t))v2y(0, t))−µ5(t)(h11(t)−h12(t))
(
a(h11(t), t) + µ1(t)

h32(t)
v2y(0, t)−

−a(h31(t) + h11(t), t)− µ2(t)

h32(t)
v2y(1, t)+µ1(t)µ3(t)−µ2(t)µ4(t)

)
−µ5(t)(h31(t)−h32(t))×

×
(
µ2(t)µ4(t) +

a(h31(t) + h11(t), t) − µ2(t)

h32(t)
v2y(1, t)

)]
∆−1(t), t ∈ [0, T ], (41)
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де ∆i(t) = 2h1i(t)µ5(t)µ6(t)− µ2
6(t)− h21i(t)µ

2
5(t) + h33i(t)µ5(t)

∫ 1

0
y2v2(y, t)dy, i = 1, 2.

Подамо ∆i(t), i = 1, 2, у виглядi

∆i(t) =
h43i(t)

2

1∫

0

1∫

0

(y2 − y1)
2vi(y1, t)vi(y2, t)dy1dy2, i = 1, 2.

Використавши принцип максимуму [13] для розв’язку задачi (5)-(7), отримуємо

vi(y, t) >M > 0, (y, t) ∈ QT , i = 1, 2,

де стала M визначається вихiдними даними задачi. Тодi

∆i(t) > 0, i = 1, 2.

Згiдно з припущеннями теореми правильною є така рiвнiсть:

f(yh31(t) + h11(t), t)− f(yh32(t) + h12(t), t) = (h11(t)− h12(t) + y(h31(t)− h32(t)))×

×
1∫

0

fx(yh32(t) + h12(t) + σ(y(h31(t)− h32(t)) + h11(t)− h12(t)), t)dσ, (42)

яка правильна i для функцiй b(yh3i(t) + h1i(t), t), a(yh3i(t) + h1i(t), t) та
ax(yh3i(t) + h1i(t), t), i = 1, 2.

Виразимо h3i(t), h1i(t) через pi(t), si(t)

h3i(t) = h3i(0) exp




t∫

0

pi(τ)dτ



 ,

h1i(t) = h1i(0) + h3i(0)

t∫

0

si(τ) exp

( τ∫

0

pi(σ)dσ

)
dτ, i = 1, 2,

де h31(0) = h32(0) = h03, h11(0) = h12(0) = h01. Враховуючи рiвнiсть

ex − ey = (x − y)

1∫

0

ey+τ(x−y)dτ,

одержимо

1

h31(t)
− 1

h32(t)
= − 1

h03

t∫

0

p(τ)dτ

1∫

0

exp

(
−

t∫

0

(σp(τ) + p2(τ))dτ

)
dσ, (43)

h11(t)− h12(t) = h03

( t∫

0

s(τ) exp

( τ∫

0

p1(σ)dσ

)
dτ+

+

t∫

0

s2(τ)

τ∫

0

p(η)dη exp

( τ∫

0

(p2(ρ) + σp(ρ))dρ

)
dσdτ

)
. (44)
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Аналогiчно (43), (44) використаємо для зображення рiзниць

h31(t)− h32(t), h211(t)− h212(t), h331(t)− h332(t),
1

h231(t)
− 1

h232(t)
.

Врахувавши (42)-(44) i пiдставивши (38), (39) в (34), (35), (40), (41), одержуємо
систему однорiдних iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду стосовно невiдо-
мих p(t), s(t), q(t), r(t). З єдиностi розв’язкiв таких систем випливає, що p(t) = 0,
s(t) = 0, q(t) = 0, r(t) = 0, t ∈ [0, T ]. Звiдси отримаємо p1(t) = p2(t), s1(t) = s2(t),
q1(t) = q2(t), r1(t) = r2(t), t ∈ [0, T ], а отже, h31(t) = h32(t), h11(t) = h12(t),
c11(t) = c12(t), c21(t) = c22(t), t ∈ [0, T ]. Використавши це в задачi (31)-(33), зна-
ходимо, що v1(y, t) = v2(y, t), (y, t) ∈ QT . �
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We establish unique solvability сonditions of the inverse problem of finding
the time-dependent parameters in the coefficient of the unknown function in
one-dimensional parabolic equation in a free boundary domain.
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Установлены условия однозначной разрешимости обратной задачи
определения зависящих от времени параметров в коэффициенте при не-
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Нехай sni z – алгебрично незалежнi елiптичнi функцiї Якобi з алгеб-
ричними елiптичними модулями, (4Ki, 2iK

′

i) – пара основних перiодiв sni z

(i = 1, 2). Отримано оцiнку сумiсного наближення sn1 K2, sn2 K1.

Ключовi слова: сумiснi наближення, елiптична функцiя Якобi.

1. Вступ. Нехай sn1 z, sn2 z – алгебрично незалежнi елiптичнi функцiї Якобi,
κ1, κ2 – елiптичнi модулi цих функцiй, κ1, κ2 – алгебричнi, 0 < κ2

1 < 1, 0 < κ2
2 < 1,

(4K1, 2iK
′
1), (4K2, 2iK

′
2) – пари основних перiодiв sn1 z, sn2 z [1].

Позначимо ξi – наближувальнi алгебричнi числа, ni = d(ξi) та Li = L(ξi) – їхнi
степенi та довжини, вiдповiдно, n = degQ(ξ1, ξ2,κ1, κ2).

Теорема 1. Якщо хоча б одне з чисел sn1 K2, sn2 K1 трансцендентне i для довiль-

них m,n ∈ N справджується |nK1 −mK2| > (|K1|+ |K2|)(n+m)−1, то

max{| sn1 K2 − ξ1|, | sn2 K1 − ξ2|} > exp
(

−ΛT 2 lnT
)

, (1)

де

T = n(n−1
1 lnL1 + n−1

2 lnL2 + lnn), Λ = Λ(κ1, κ2), Λ > 0. (2)

Подiбнi формулювання задач та оцiнки можна знайти в [2].

2. Доведення Теореми 1. Доведення теореми будемо проводити другим ме-
тодом Гельфонда (див., наприклад, [3], [4]). Використовуватимемо властивостi елiп-
тичних функцiй Якобi та Вейєрштрасса, сформульованi в [1], [3], [4].

Припустимо, що (1) не виконується, тобто для достатньо великого λ ∈ N

max{| sn1 K2 − ξ1|, | sn2 iK ′
1 − ξ2|} < exp

(

−λ7 T 2 lnT
)

. (3)

Приймемо

S = L = λ3 lnλT, N = λ
√
λT . (4)

F (z) =

L
∑

l1=0

L
∑

l2=0

Cl1,l2 sn
l1
1 z snl22 z, Cl1,l2 =

n
∑

τ=1

Cl1,l2,τζτ , Cl1,l2,τ ∈ Z, (5)

c© Холявка Я., 2012
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де ζτ – твiрнi елементи Q(ξ1, ξ2,κ1, κ2).
Позначимо ϕi,1(z) = sni(z +

Ki

2 ), ϕi,2(w) = sni(w + 3Ki

2 ), i = 1, 2. Тодi

sni(z+w) =
ϕi,1(z)ϕ

′
i,2(w) + ϕi,2(w)ϕ

′
i,1(z)

1− κ2
i ϕ

2
i,1(z)ϕ

2
i,2(w)

=
Λi,1(z, w)

Λi,2(z, w)
, ϕk,i(0) = (1+κ′

k)
−0,5, (6)

Iснують многочлени Gi,s,k,l(κi, z) такi, що

Gi,s,k,l(κi, z) =
ds

d ws
(Λk

i,1(z, w)Λ
l
i,2(z, w)|w=0, (7)

degGi,s,k,l 6 4(k + l), lnL(Gi,s,k,l) 6 s ln(s(k + l) + c1(s+ k + l)).

З (5), (6), (7) подiбно як в [3], [4], отримаємо

F (s)(z) =
ds

d ws
(Λ−L

1,2 (z, w)Λ
−L
2,2 (z, w)

(

F (z + w)ΛL
1,2(z, w)Λ

L
2,2(z, w)

)

)|w=0 =

=

s
∑

t=0

(

s

t

)

ds−t

d ws−t
(Λ−L

1,2 (z, w)Λ
−L
2,2 (z, w))|w=0×

×
L
∑

l1=0

L
∑

l2=0

Cl1,l2

t
∑

i=0

(

t

i

)

G1,t−i,l1,L−l1(κ1, z)G2,i,l2,L−l2(κ2, z) =

=

s
∑

t=0

(

s

t

)

ds−t

d ws−t
(Λ−L

1,2 (z, w)Λ
−L
2,2 (z, w))|w=0Fs,t(z). (8)

Нехай ξ23 = (1 − ξ21)(1 − κ2
1ξ

2
1), ξ24 = (1 − ξ22)(1 − κ2

2ξ
2
2). Позначимо че-

рез Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2) i Fs,t,n1,n2

(ξ1, ξ2) вирази, отриманi з F (s)(4n1K1 + 4n2K2) та
Fs,t(4n1K1 + 4n2K2) замiною sn1 K2, sn2 K1, sn

′
1 K2, sn

′
2 K1 на ξ1, . . . , ξ4. Розглянемо

Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2) при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 S як N2S лiнiйних форм вiд nL2

змiнних Cl1,l2,τ . Застосувавши принцип Дiрiхле ([5], лема 4.1), виберемо не всi рiвнi
нулю Cl1,l2,τ такими, що для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 S

Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2) = 0, |Cl1,l2,τ | < exp(c2λ

6 lnλT 2 lnT ). (9)

З (1), (2), (4), (9) одержимо для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 S

|F (s)(4n1K1 + 4n2K2)− Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2)| < exp(−1

2
λ7T 2 lnT ). (10)

З (9), (10) при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 S одержимо

|F (s)(4n1K1 + 4n2K2)| < exp(−1

2
λ7T 2 lnT ). (11)

Доведемо, що (11) виконується i для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS.
Нехай G(z) = F (z)σL

1 (z−ω1)σ
L
2 (z−ω2), де ωi – пiвперiод ℘i(u), а σi(z) – σ-функ-

цiї, що вiдповiдають sni z [1]. Виберемо найменше r ∈ N таке, що r > 32N(|K1|+|K2|),
R = 12r. Тодi з (2), (4), (5), (9) та формули Ермiта ([5], лема 4.7) випливає

|G(z)||z|6R < exp(−λ6 lnλT 2 lnT ). (12)

З (12) отримаємо для 0 6 s 6 λS

|G(s)(z)||z|6r < exp(−1

2
λ6 lnλT 2 lnT ). (13)
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Для досить малого ε в ε-околах точок 4n1K1 функцiя σ2(z − ω2) та ε-околах
точок 4n2K2 функцiя σ1(z − ω1) не мають нулiв, тому для |n1|, |n2| 6 32N випливає

|σi(z − ωi)|z∈V (ε,4n1K1+4n2K2) > exp(−c3λ
5 lnλT 2). (14)

З (12)–(14) для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS отримаємо

|F (s)(4n1K1 + 4n2K2)| < exp(−1

3
λ6 lnλT 2 lnT ). (15)

Враховуючи (10), для 1 6 n1, n2 6 N та 0 6 s 6 λS з (15) випливає

|Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2)| < exp(−1

4
λ6 lnλT 2 lnT ). (16)

Розглядаючи Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2), 0 6 t 6 s 6 λS, 1 6 n1, n2 6 N , як значення

вiдповiдного многочлена в алгебричних точках, з теореми Лiувiлля ([5], лема 9.2)
отримаємо для Fs,t,n1,n2

(ξ1, ξ2) 6= 0 оцiнку

|Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2)| > exp(−λ5 lnλT 2 lnT ). (17)

З (8), (17) одержимо для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS

|Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2)| > exp(−2λ5 lnλT 2 lnT ). (18)

Оцiнки (16) та (18) суперечливi, тому для 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 t 6 s 6 λS

Fs,t,n1,n2
(ξ1, ξ2) = 0. Тодi при 1 6 n1, n2 6 N , 0 6 s 6 λS

Fs,n1,n2
(ξ1, ξ2) = 0. (19)

З (19) випливає, що многочлен F (z) має не менше c4λ
7 lnλT 2 нулiв (з враху-

ванням кратностi), але нулiв може бути не бiльше c5λ
6 lnλT 2, тому для достатньо

великого λ ∈ N припущення (3) приводить до протирiччя, яке й доводить теорему.
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Let sni z be algebraically independent Jacobi elliptic functions with
algebraic modulus, (4Ki, 2iK

′

i) be main periods sni z (i = 1, 2). We estimate
from below the simultaneous approximation sn1 K2, sn2 K1.
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Пусть sni z – алгебраически независимые эллиптичекие функции Яко-
би с алгебраическими эллиптичекими модулями, (4Ki, 2iK

′

i) – пара основ-
ных периодов sni z (i = 1, 2). Получено оценку совместного приближения
sn1 K2, sn2 K1.

Ключевые слова: совместные приближения, эллиптичекая функция
Якоби.
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МЕТОД ЛIНIЙНОЇ IНТЕРПОЛЯЦIЇ КУРЧАТОВА ЗА
УЗАГАЛЬНЕНИХ УМОВ ЛIПШИЦЯ ДЛЯ ПОДIЛЕНИХ

РIЗНИЦЬ ПЕРШОГО ТА ДРУГОГО ПОРЯДКIВ
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Дослiджено збiжнiсть методу лiнiйної iнтерполяцiї Курчатова для
розв’язування нелiнiйних операторних рiвнянь у банахових просторах за
узагальненої умови Лiпшиця для подiлених рiзниць першого та другого
порядку. Доведено умови та швидкiсть збiжностi цього методу, знайдено
область єдиностi розв’язку задачi.

Ключовi слова: нелiнiйне рiвняння, iтерацiйний метод, подiлена рiзни-
ця, порядок збiжностi.

1. Вступ. Нехай задано рiвняння

F (x) = 0, (1)

де F : D ⊆ X → Y – нелiнiйний оператор; X,Y – банаховi простори.
Нехай x, y двi фiксованi точки з D. Лiнiйний оператор F (x, y) з X в Y нази-

ватимемо подiленою рiзницею першого порядку для оператора F за точками x i y,
якщо правильна рiвнiсть [1]

F (x, y)(x − y) = F (x)− F (y). (2)

Вважатимемо, що iснує похiдна Фреше оператора F в D, причому F (x, x) = F ′(x).
Подiленою рiзницею другого порядку вiд функцiї F за точками x, y та z нази-

ватимемо оператор F (x, y, z), який задовольняє умову

F (x, y, z)(y − z) = F (x, y)− F (x, z). (3)

Вiдомим рiзницевим методом розв’язування нелiнiйних рiвнянь є метод хорд

xn+1 = xn − (F (xn, xn−1))
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (4)

де F (xn, xn−1) – подiлена рiзниця першого порядку, x0, x−1 – заданi.
Метод хорд для розв’язування нелiнiйних операторних рiвнянь у банаховому

просторi дослiджували автори [1, 2, 3, 4, 5] за умови, що подiленi рiзницi нелiнiйного
оператора F задовольняють умову Лiпшиця (Гьольдера) з невiд’ємною постiйною L.

c© Шaхно C., 2012
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У [9] дослiджено метод Курчатова за звичайних умов Лiпшиця на подiленi рiзницi
першого та другого порядкiв i доведено квадратичну збiжнiсть його. Iтерацiйна
формула методу Курчатова набула вигляду

xn+1 = xn − (F (2xn − xn−1, xn−1))
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (5)

де F (u, v) – подiлена рiзниця першого порядку; x0, x−1 – заданi.
У працi [6] для дослiдження методу Ньютона запропонували узагальненi умови

Лiпшиця для оператора похiдної, в яких замiсть константи L використано деяку
додатну iнтегровну функцiю. У нашiй працi [10] введено аналогiчну узагальнену
умову Лiпшиця для оператора подiленої рiзницi першого порядку i за цiєї умови
дослiджено збiжнiсть методу хорд, знайдено порядок збiжностi (1 +

√
5)/2. Ми вво-

димо узагальнену умову Лiпшиця також для подiленої рiзницi другого порядку i
вивчаємо збiжнiсть методу Курчатова (5).

Позначимо B(x0, r) = {x : ‖x − x0‖ < r} ⊂ D – вiдкриту кулю радiуса r з
центром в точцi x0.

Умову на оператор подiленої рiзницi F (x, y)

‖F (x, y)− F (u, v)‖ 6 L(‖x− u‖+ ‖y − v‖) ∀x, y, u, v ∈ D (6)

називають умовою Лiпшиця в областi D з постiйною L.
Якщо виконується умова

‖F (x, y)− F ′(x0)‖ 6 L(‖x− x0‖+ ‖y − x0‖) ∀x, y ∈ B(x0, r), (7)

то ми називаємо її центральною умовою Лiпшиця в кулi B(x0, r) з константою L.
Проте L в умовах Лiпшиця не обов’язково має бути константою, а може бути

додатною iнтегровною функцiєю. У цьому випадку (6 ) i (7) для x0 = x∗ будуть
замiненi, вiдповiдно, на

‖F ′(x∗)−1(F (x, y) − F (u, v))‖ 6

‖x−u‖+‖y−v‖
∫

0

L(u)du ∀x, y, u, v ∈ D (8)

та

‖F ′(x∗)−1(F (x, y)− F ′(x∗))‖ 6

‖x−x∗‖+‖y−x∗‖
∫

0

L(u)du ∀x, y ∈ B(x∗, r). (9)

Водночас умови Лiпшиця (8) i (9) називаються узагальненими умовами Лiпшиця.
Аналогiчно вводимо узагальнену умову Лiпшиця для подiленої рiзницi другого

порядку

‖F ′(x∗)−1(F (u, x, y)− F (v, x, y))‖ 6

‖u−v‖
∫

0

N(u)du ∀x, y, u, v ∈ B(x∗, r), (10)

де N – додатна iнтегровна функцiя.
2. Збiжнiсть методу Курчатова. З радiусу областi збiжностi та порядоку

збiжностi методу Курчатова випливає теорема.
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Теорема 1. Нехай F – нелiнiйний оператор, визначений у вiдкритiй опуклiй облас-
тi D банахового простору X зi значеннями у банаховому просторi Y . Припустимо,
що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, у якому iснує похiдна Фреше F ′(x∗) i вона
оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого та другого порядку в B(x∗, 3r) ⊂ D,
якi задовольняють узагальненi умови Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, y)− F (u, v))‖ 6

‖x−u‖+‖y−v‖
∫

0

L(u)du, (11)

‖F ′(x∗)−1(F (u, x, y)− F (v, x, y))‖ 6

‖u−v‖
∫

0

N(u)du, (12)

де x, y, u, v ∈ B(x∗, 3r), L i N – неспаднi функцiї. Нехай r задовольняє рiвняння

r
∫

0

L(u)du+ 2r

2r
∫

0

N(u)du

1−
(

2r
∫

0

L(u)du+ 2r

2r
∫

0

N(u)du
)

= 1. (13)

Тодi для всiх x0, x−1 ∈ B(x∗, r) iтерацiйний процес (5) коректно визначений i
генерована ним послiдовнiсть {xn}n>0 належить B(x∗, r), збiгається до x∗ i задо-
вольняє нерiвнiсть

‖xn+1 − x∗‖ 6

6

ρ(xn)
∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖

1−
( 2ρ(xn)

∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖
)

‖xn − x∗‖, (14)

де ̺(y) = ‖y − x∗‖. Порядок збiжностi iтерацiйної процедури (5) квадратичний.

Доведення. Доведемо, що функцiї g(t) = 1
t

∫ t

0 L(u)du та h(t) = 1
t

∫ t

0 N(u)du монотон-
но неспаднi стосовно t. Справдi, при монотонностi L отримаємо

( 1

t2

t2
∫

0

− 1

t1

t1
∫

0

)

L(u)du =
( 1

t2

t2
∫

t1

+
( 1

t2
− 1

t1

)

t1
∫

0

)

L(u)du >

> L(t1)
( 1

t2

t2
∫

t1

+
( 1

t2
− 1

t1

)

t1
∫

0

)

du = L(t1)
( t2 − t1

t2
+ t1

( 1

t2
− 1

t1

))

= 0

для 0 < t1 < t2. Отже, g(t) – неспадна стосовно t. Аналогiчно отримуємо для h(t).
Позначимо через An лiнiйний оператор An = F (2xn − xn−1, xn−1). Легко пере-

конатися в такому: якщо xn, xn−1 ∈ B(x∗, r), то 2xn − xn−1, xn−1 ∈ B(x∗, 3r). Тодi
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An – оборотний i виконується нерiвнiсть

‖A−1
n F

′

(x∗)‖ = ‖[I − (I − F
′

(x∗)−1An))
−1‖ 6

6

(

1−
( 2ρ(xn)

∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖
))−1

.
(15)

Справдi, з формул (11) i (12) отримаємо

‖I − F
′

(x∗)−1An‖ = ‖F ′

(x∗)−1(F (x∗, x∗)− F (xn, xn) + F (xn, xn)−

−F (2xn − xn−1, xn−1)‖) = ‖F ′

(x∗)−1(F (x∗, x∗)− F (xn, xn)+

+F (xn, xn)− F (xn, xn−1) + F (xn, xn−1)− F (2xn − xn−1, xn−1))‖ 6

6

2ρ(xn)
∫

0

L(u)du+

+‖F ′

(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1, xn))(xn − xn−1)‖ 6

6

2ρ(xn)
∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖ <
2r
∫

0

L(u)du+ 2r
2r
∫

0

N(u)du.

З означення r одержуємо

2r
∫

0

L(u)du+ 2r

2r
∫

0

N(u)du = 1−
r

∫

0

L(u)du− 2r

2r
∫

0

N(u)du < 1. (16)

Використовуючи теорему Банаха про обернений оператор [7], отримуємо формулу
(15).

Далi можна записати

‖xn+1 − x∗‖ = ‖xn − x∗ −A−1
n (F (xn)− F (x∗))‖ = ‖ −A−1

n (F (xn, x
∗)−

−An)(xn − x∗)‖ 6 ‖A−1
n F

′

(x∗)‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)−An)‖‖xn − x∗‖.

(17)

Згiдно з умовами (11) i (12) теореми одержуємо

‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)−An)‖ =

= ‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)− F (xn, xn) + F (xn, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1)‖) =

= ‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)− F (xn, xn) + F (xn, xn)− F (xn, xn−1)+

+F (xn, xn−1)− F (2xn − xn−1, xn−1))‖ 6

6 ‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)− F (xn, xn))‖+

+‖F ′

(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1, xn))(xn − xn−1)‖ 6

6

ρ(xn)
∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖.
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З (15) i (17) видно, що виконується (14).
Далi з (14) i (13) отримаємо

‖xn+1 − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < ... < max{‖x0 − x∗‖, ‖x−1 − x∗‖} < r.

Тому iтерацiйний процес (5) коректно визначений i послiдовнiсть, яку вiн породжує,
належить B(x∗, r). З останньої нерiвностi й оцiнки (14) отримуємо lim

n→∞
‖xn−x∗‖ = 0.

Оскiльки послiдовнiсть {xn}n>0 збiгається до x∗, то

‖xn − xn−1‖ 6 ‖xn − x∗‖+ ‖xn−1 − x∗‖ 6 2‖xn−1 − x∗‖,

отже, lim
n→∞

‖xn − xn−1‖ = 0.

Позначимо ρmax = max{ρ(x0), ρ(x−1)}. Оскiльки g(t) i h(t) монотонно неспаднi,
то, враховуючи вирази

ρ(xn)
∫

0

L(u)du =

ρ(xn)
∫

0

L(u)duρ(xn)

ρ(xn)
6

ρmax
∫

0

L(u)duρ(xn)

ρmax

= Aρ(xn),

‖xn−xn−1‖
∫

0

N(u)du =

‖xn−xn−1‖
∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖

‖xn − xn−1‖
<

<

‖x0−x−1‖
∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖

‖x0 − x−1‖
= G‖xn − xn−1‖

та
(

1−
( 2ρ(xn)

∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖
))−1

<

<
(

1−
( 2ρmax

∫

0

L(u)du+
‖x0−x−1‖

∫

0

N(u)du‖x0 − x−1‖
))−1

= H ,

з нерiвностi (14) випливає

‖xn+1 − x∗‖ 6 H(Aρ(xn) +G‖xn − xn−1‖2)‖xn − x∗‖

або

‖xn+1 − x∗‖ 6 C3‖xn − x∗‖2 + C4‖xn − xn−1‖2‖xn − x∗‖. (18)

Очевидно, порядок збiжностi iтерацiйного процесу (5) не перевищує 2, тобто iснують
C5 > 0 i N > 0, що для всiх n > N виконується нерiвнiсть

‖xn − x∗‖ > C5‖xn−1 − x∗‖2.

Оскiльки

‖xn − xn−1‖2 6 (‖xn − x∗‖+ ‖xn−1 − x∗‖)2 6 4‖xn−1 − x∗‖2,
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то з (18) одержимо

‖xn+1 − x∗‖ 6 C3‖xn − x∗‖2 + 4C4‖xn−1 − x∗‖2‖xn − x∗‖ 6

6 (C3 + 4C4/C5)‖xn − x∗‖2 = C6‖xn − x∗‖2.
(19)

З нерiвностi (19) випливає квадратичний порядок збiжностi послiдовностi {xn}n>0

до x∗. Теорему доведено. �

3. Область єдиностi розв’язку рiвняння.

Теорема 2. Припустимо, що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, в якому iснує
похiдна Фреше F ′(x∗) i вона оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого порядку
F (x, x∗) в B(x∗, 3r) ⊂ D, якi задовольняють узагальнену умову Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, x∗)− F ′(x∗)‖ 6

ρ(x)
∫

0

L(u)du ∀x ∈ B(x∗, 3r),

де ρ(x) = ‖x− x∗‖ i L – додатна iнтегровна функцiя. Нехай r задовольняє

r
∫

0

L(u)du 6 1.

Тодi рiвняння F (x) = 0 має єдиний розв’язок x∗ в B(x∗, r).

Доведення. Аналогiчне [10]. �

4. Наслiдки. При вивченнi рiзницевих методiв традицiйними є припущення,
що подiленi рiзницi задовольняють умови Лiпшиця. Вважаючи, що L i N є констан-
тами, отримаємо з теорем 1 та 2 такi наслiдки.

Наслiдок 1. Припустимо, що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, в якому iснує
похiдна Фреше F ′(x∗) i вона оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого та другого
порядку F (x, y) i F (x, y, z) в B(x∗, 3r) ⊂ D, якi задовольняють умови Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, y) − F (u, v))‖ 6 L(‖x− u‖+ ‖y − v‖),
‖F ′(x∗)−1(F (u, x, y)− F (v, x, y))‖ 6 N‖u− v‖,

де x, y, u, v ∈ B(x∗, r), L, N – додатнi числа i r є додатним коренем рiвняння
8Nr2+3Lr−1 = 0. Тодi метод Курчатова (5) збiгається для всiх x−1, x0 ∈ B(x∗, r)
i виконується (14).

Зауважимо, що отримане r збiгається зi значенням, наведеним в [9, 8].

Наслiдок 2. Припустимо, що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, в якому iснує
похiдна Фреше F ′(x∗) i вона оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого порядку
F (x, x∗) в B(x∗, 3r) ⊂ D, якi задовольняють умову Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, x∗)− F ′(x∗))‖ 6 L‖x− x∗‖ ∀x ∈ B(x∗, 3r),

де L – додатне число i r = 1
L
. Тодi рiвняння F (x) = 0 має єдиний розв’язок x∗ у

вiдкритiй кулi B(x∗, r). Таке r залежить тiльки вiд L i не залежить вiд F .
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5. Висновки. У працях [1, 3, 5, 8, 9] дослiджено локальну збiжнiсть мето-
дiв хорд i Курчатова у разi виконання умов Лiпшиця для подiлених рiзниць, якi
мiстять деякi постiйнi Лiпшиця. Ми дослiдили локальну збiжнiсть методу Курчато-
ва за загальнiших умов Лiпшиця, в яких замiсть сталих Лiпшиця використовують
деякi додатнi iнтегровнi функцiї. Отриманi результати мiстять вiдомi як частиннi
випадки.
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Convergence of the Kurchatov’s method for solving nonlinear operator
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Исследовано сходимость метода линейной интерполяции Курчатова для
решения нелинейных операторных уравнений в банаховых пространствах
при обобщенных условиях Липшица для разделенных разностей первого
и второго порядков. Определены условия и скорость сходимости этого ме-
тода, найдено область единственности решения задачи.

Ключевые слова: нелинейное уравнение, итерационный метод, раз-
деленная разность, порядок сходимости.
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