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1. Âñòóï. Óçàãàëüíåíî äåÿêi êëàñè ïåðâèííèõ ìîäóëiâ i ïiäìîäóëiâ, i íà öié
ïiäñòàâi äîñëiäæåíî êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ñïåêòð äåÿêèõ òèïiâ ìóëüòèïëiêàöiéíèõ
ìîäóëiâ. Çàçâè÷àé ó ïóáëiêàöiÿõ êîðèñòóþòüñÿ êiëüêîìà ìîäóëüíèìè óçàãàëüíåííÿ-
ìè ïåðâèííîãî iäåàëó. Íàé÷àñòiøå ïåðåâàãó íàäàþòü ïåðâèííèì ïiäìîäóëÿì, âèçíà-
÷åíèì òàê: âëàñíèé ïiäìîäóëü P ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì,
ÿêùî ç òîãî, ùî aRm ⊆ P äëÿ a ∈ R i m ∈ M âèïëèâà¹, ùî àáî m ∈ P àáî
a ∈ (N : M), [6], [9], [3]. Iñòîðè÷íî ïîíÿòòÿ ïåðâèííîãî ìîäóëÿ âïåðøå âèêîðè-
ñòàëè ó ïðàöi Ð.Å. Äæîíñîíà [13], ïîòiì ïåðâèííi ìîäóëi ðîçãëÿäàëè Ñ. Ïåéæ â
[19], Â.À. Àíäðóíàêi¹âè÷ â [1], à ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ òàêèõ ìîäóëiâ ïðîâîäèëè
Ï.Ô. Ñìiò, Ì.Å. Ìóð, Ð.Ë. Ìàê Êàñëàíä ([18]) òà ií. Îñòàííiì ÷àñîì öi ìîäóëi òà
¨õíi ðiçíîìàíiòíi óçàãàëüíåííÿ ïðèâåðòàþòü óâàãó ìàòåìàòèêiâ áàãàòüîõ êðà¨í ñâiòó.
Ñåðåä ìàòåìàòèêiâ, ÿêi îòðèìàëè íàéëiïøi ðåçóëüòàòè ïðè âèâ÷åííi ïåðâèííèõ ìî-
äóëiâ âàðòî âiäçíà÷èòè Ð. Âiñáàóåðà ([22]) òà Äæ. Äàóíñà ([9]), ÿêi çðîáèëè äåòàëüíèé
àíàëiç iñíóþ÷èõ îçíà÷åíü ïåðâèííîãî ìîäóëÿ òà ïðîâåëè ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ
âëàñòèâîñòåé òàêèõ ìîäóëiâ. Øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü îçíà÷åííÿ ïåðâèííèõ ìîäóëiâ,
ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà îñíîâi òåîði¨ àíóëÿòîðíèõ iäåàëiâ ïiäìîäóëiâ. Çîêðåìà, ðîçïî-
÷àëèñü é iíòåíñèâíî ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ
[7], [2], [4] òà ñòðîãî-ïåðâèííèõ ìîäóëiâ. Ó öüîìó íàïðÿìi ìîæíà âèäiëèòè ïðàöi
À. Ðîçåíáåðãà ([21]) òà À. Êàó÷iêàñà ([14], [16], [15]).

Ïðîïîíó¹ìî îäíå óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íîãî ìîäóëÿ, ðàíi-
øå ââåäåíîãî Ì. Áåõáóäi â ïðàöi [7], äîâîäèìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi öèõ ìîäóëiâ.

c⃝ Ìàëî¨ä-Ãë¹áîâà Ì., 2014
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Ôiíàëüíà ÷àñòèíà çàìiòêè ïðèñâÿ÷åíà äîâåäåííþ îäíîãî àíàëîãà âiäîìî¨ òåîðåìè
Äå Ìàðêî-Îðñàòòi [10], ñôîðìóëüîâàíîãî àâòîðîì äëÿ âèïàäêó lcpm-ìîäóëiâ.

2. Ïîïåðåäíi äàíi. Íåõàé R àñîöiàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0, M − ëiâèé óíiòàð-
íèé R-ìîäóëü. Òîé ôàêò ùî, N ¹ ïiäìîäóëåì M , ñèìâîëi÷íî çàïèøåìî ó âèãëÿäi
N ⊆ M i âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ (N : M) = {r ∈ R|rM 6 N}. Íåíóëüîâèé ïðà-
âèé (ëiâèé) ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì ìîäóëåì, ÿêùî Ann(K) = Ann(M)
äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ïiäìîäóëÿ K ìîäóëÿ M , [5]. Âëàñíèé ïiäìîäóëü P ëiâîãî
ìîäóëÿ M íàçèâàòèìåòüñÿ ïåðâèííèì, ÿêùî M/P áóäå ïåðâèííèì ëiâèì ìîäóëåì,
òîáòî Ann(K/P ) = Ann(M/P ) äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ïiäìîäóëÿ K/P ìîäóëÿ
M/P , [19], [9]. Âëàñíèé ïiäìîäóëü P ëiâîãî ìîäóëÿ M íàçèâàòèìåòüñÿ êëàñè÷íî-

ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì, ÿêùî ç âêëþ÷åííÿ abRm ⊆ P äëÿ a, b ∈ R i m ∈ M âèï-
ëèâà¹, ùî àáî am ∈ P àáî bm ∈ P (äèâ. [6], äå â îðèãiíàëi äëÿ òàêèõ ìîäóëiâ
âèêîðèñòîâóþòü òåðìií �ñëàáêî-ïåðâèííèé ìîäóëü�). Öå ïîíÿòòÿ (äëÿ êîìóòàòèâíî-
ãî êîíòåêñòó) âñåái÷íî âèâ÷àâ Ì. Áåõáóäi, ïî÷èíàþ÷è ç 2006 ðîêó, [6]. Çà Ì. Áåõáóäi
÷åðåç Cl.Spec(M) ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ ëiâîãî
ìîäóëÿ M , [5], [7]. Â êëàñè÷íié àëãåáðè÷íié ãåîìåòði¨ âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ òîïî-
ëîãiÿ Çàðèñüêîãî íà ñïåêòði êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ Spec(R). Òåïåð âæå çðîçóìiëà ¨¨
ðîëü i ó òåîði¨ ìîäóëiâ. Êîíñïåêòèâíî íàãàäà¹ìî ïðèíöèï ïîáóäîâè òîïîëîãi¨ Çàðèñü-
êîãî â îáîõ âèïàäêàõ ïðîñòîðiâ ïåðâèííèõ iäåàëiâ êiëüöÿ òà ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ
ëiâîãî ìîäóëÿ. Äëÿ êîæíîãî iäåàëó I êiëüöÿ R ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó
V (I) = {P ∈ Spec(R) : I ⊆ P}. Òîìó ìíîæèíè V (I), äå I ïðîáiãà¹ iäåàëè êiëü-
öÿ R, çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìè çàìêíåíèõ ìíîæèí äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà Spec(R), ÿêó
íàçèâàþòü òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî. Ó âèïàäêó ëiâîãî ìîäóëÿ M , íåõàé Spec(M) �
ìíîæèíà âñiõ ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M , ÿêó íàçèâà¹ìî ïåðâèííèì ñïåêò-

ðîì ìîäóëÿ M . Äëÿ êîæíîãî ïiäìîäóëÿ N ëiâîãî ìîäóëÿ M ðîçãëÿíåìî ìíîæè-
íó V (N) = {P ∈ Spec(M)|N ⊆ P}. Ëiâèé ìîäóëü M íàçèâàòèìåòüñÿ òîïîëîãi÷-

íèì ìîäóëåì, ÿêùî éîãî ïåðâèííèé ñïåêòð çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âëàñòèâîñòi: ìíîæèíà
ξ(M) := {V (N)|N ⊆ M} çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü (äåòàëüíiøó ií-
ôîðìàöiþ ìîæíà ïî÷åðïíóòè â [18]). Çàóâàæèìî, ùî ξ(M) óòâîðþâàòèìóòü ñèñòåìó
çàìêíåíèõ ìíîæèí â òîïîëîãi¨ Çàðèñüêîãî íà Spec(M). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî öÿ
âëàñòèâiñòü ïðèòàìàííà ñïåêòðó ñàìîãî êiëüöÿ: Spec(R). Áàãàòî äîñëiäíèêiâ, íà-
ïðèêëàä, Ð. Ë. Ìàê Êàñëàíä, Ì. Å. Ìóð, Ï. Ô. Ñìiò ([18]) iíòåíñèâíî íàìàãàëèñÿ
ñèñòåìàòèçóâàòè âèâ÷åííÿ ñïåêòðiâ ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ. Çîêðåìà, âîíè äîâåëè, ùî
äëÿ êîìóòàòèâíîãî âèïàäêó, ÿêùî RM � ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé, òî ìîäóëü M áóäå
òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè M ìóëüòèïëiêàöiéíèé ìîäóëü. Íåõàé
M íåíóëüîâèé ëiâèé R-ìîäóëü. Äëÿ éîãî ïiäìîäóëÿ N îçíà÷èìî êëàñè÷íèé ìíîãî-

âèä ÿê ìíîæèíó V(N) = {P ∈ Cl.Spec(M)|N ⊆ P}. Ìíîæèíà âñiõ òàêèõ ìíîãîâèäiâ
ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) V(M) = ∅ i V(0) = Cl.Spec(M);

2)
∩
i∈I

V(Ni) = V
(∑

i∈I

Ni

)
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ I;

3) V(N) ∪ V(L) ⊆ V(N ∩ L) äëÿ ïiäìîäóëiâ N,L,Ni ⊆ M .
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(M) ñiì'þ âñiõ ïiäìíîæèí âèãëÿäó V(N) ç Cl.Spec(M). Òîäi
C(M) ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó i âåñü ïðîñòið Cl.Spec(M), i C(M) çàìêíåíà ñòîñîâ-
íî äîâiëüíèõ ïåðåòèíiâ, ïðîòå â çàãàëüíîìó C(M) íå çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ
îá'¹äíàíü, äèâ. íàïðèêëàä, [7]. Öèì ìîòèâó¹òüñÿ òàêå îçíà÷åííÿ: ëiâèé R-ìîäóëü M
íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì, ÿêùî C(M) çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií-
÷åííèõ îá'¹äíàíü, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìîäóëiâ N i L ìîäóëÿ M iñíó¹ òàêèé
ïiäìîäóëü K, ùî V(N) ∪ V(L) = V(K). Â òàêîìó ðàçi ñiì'ÿ C(M) çàäîâîëüíÿ¹ àê-
ñiîìè çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, à îòæå, âèçíà÷à¹ òîïîëîãiþ
íà Cl.Spec(M). Íåõàé M äîâiëüíèé ëiâèé R-ìîäóëü. Äëÿ êîæíîãî éîãî ïiäìîäóëÿ
N ïîçíà÷èìî U(N) = Cl.Spec(M)\V(N) i B(M) = {U(N) : N ⊆ M}. ×åðåç T(M)
ïîçíà÷èìî íàáið âñiõ îá'¹äíàíü ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ åëåìåíòiâ ç B(M). Òîäi T(M)
óòâîðþ¹ òîïîëîãiþ íà ClSpec(M) ç ïiäáàçîþ B(M). Ó òàêîìó âèïàäêó T(M) íàçè-
âà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ òèïó Çàðèñüêîãî.

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ M äîâiëüíîãî ëiâîãî R-ìîäóëÿ, ñiì'ÿ ìíîæèí {U(N1) ∩ . . . ∩
U(Nk) : Ni ⊆ M, 1 6 i 6 k äëÿ äåÿêîãî k ∈ N} óòâîðþ¹ áàçó òîïîëîãi¨ òèïó Çàðèñü-
êîãî íà M .

Ïiäìîäóëü C ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïåðâèííèì (êëàñè÷íî-íàïiâïåðâèí-
íèì), ÿêùî C ¹ ïåðåòèíîì ïåðâèííèõ (êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ) ïiäìîäóëiâ. Ïåðâèííèé
(êëàñè÷íî-ïåðâèííèé) ïiäìîäóëü P ëiâîãî ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ åêñòðàîðäèíàð-

íèì, ÿêùî ÿê òiëüêè N i L ¹ íàïiâïåðâèííèìè (êëàñè÷íî-íàïiâïåðâèííèìè) ïiäìî-
äóëÿìè ìîäóëÿ M , òî ç óìîâè N ∩ L ⊆ P âèïëèâà¹, ùî N ⊆ P i L ⊆ P ([7]). Ëiâèé
R-ìîäóëüM íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàöiéíèì ìîäóëåì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ïiäìîäóëÿ
N ìîäóëÿ M iñíó¹ òàêèé iäåàë B êiëüöÿ R, ùî N = BM . Áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî
ìóëüòèïëiêàöiéíi ìîäóëi ìîæíà çíàéòè â ìîíîãðàôi¨ [20]. Íåõàé X − òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, A − éîãî ïiäïðîñòið, 1A : A −→ A − òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî iñíó¹
òàêå âiäîáðàæåííÿ r : X −→ A, ùî r|A = 1A, òî r íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàêöi¹þ X íà A,
à ïiäïðîñòið A íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X .

3. Âëàñòèâîñòi êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèõ ìîäóëiâ.

Ëåìà 1. Äëÿ ëiâîãî R-ìîäóëÿ M òàêi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) M ¹ êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì;

2) êîæåí êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M ¹ åêñòðàîðäèíàðíèì;

3) V(N)∪V(L) = V(N ∩L) äëÿ áóäü-ÿêèõ êëàñè÷íî-íàïiâïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ

N i L ìîäóëÿ M .

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè äî òèõ, ÿêi ïîäàþòü Áåõ-
áóäi i Íîîði â [7]. Ç öi¹¨ ëåìè ïðÿìî âèïëèâà¹ âèñíîâîê.

Íàñëiäîê 1. Êîæåí êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèé ìîäóëü ¹ òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M äîâiëüíèé êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèé ìîäóëü. Çà ïîïåðåäíüîþ ëå-
ìîþ êîæåí êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M áóäå åêñòðàîðäèíàðíèì. Îñêiëüêè êî-
æåí êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëüM ¹ ïåðâèííèì, òî ïåðâèííèé ïiäìîäóëüM òåæ
áóäå åêñòðàîðäèíàðíèì. Çà [7], M áóäå òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì. �

Ïðîòå äîñi íå çíàéäåíî ïðèêëàäó òîïîëîãi÷íîãî ìîäóëÿ, ÿêèé áè íå áóâ êëà-
ñè÷íî-òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì. Àâòîðè ÷åðåç áðàê òàêèõ êîíòðïðèêëàäiâ ðàçîì ç òèì
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ôàêòîì, ùî äâà ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íîãî òà êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íîãî ìîäóëÿ ¹ åêâi-
âàëåíòíèìè äëÿ òàêèõ êëàñiâ êiëåöü ÿê ñêií÷åííî-ïîðîäæåíi òà Àðòiíîâi ìîäóëi,
âèñóâàþòü ãiïîòåçó i äîâîäÿòü òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé M äîâiëüíèé R-ìîäóëü íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì. M áóäå

òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì ó òîìó i ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè âií áóäå êëàñè÷íî-

òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì.

Ïðîòå äëÿ âèïàäêó íåêîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ öå òâåðäæåííÿ íåïðàâèëüíå.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé M ëiâèé êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèé R-ìîäóëü. Òîäi êîæåí ãî-

ìîìîðôíèé îáðàç M áóäå êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéN äîâiëüíèé ïiäìîäóëü êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íîãî ìîäóëÿM . Íåõàé
M ′ = M/N . Ïðèïóñòèìî, ùî Cl.Spec(M ′) ̸= ∅. Î÷åâèäíî, ùî êëàñè÷íî-ïåðâèííèìè
ïiäìîäóëÿìè M ′ áóäóòü ïiäìîäóëi âèãëÿäó P/N , äå P � êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiä-
ìîäóëü ìîäóëÿ M i N ⊆ P . Îòæå, äîâiëüíèé êëàñè÷íèé íàïiâïåðâèííèé ïiäìîäóëü
ìîäóëÿ M ′ íàáóäå âèãëÿäó C/N , äå C � êëàñè÷íî-íàïiâïåðâèííèé ïiäìîäóëü, ùî
ìiñòèòü N . Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1, îòðèìà¹ìî ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò. �

Âèïàäîê, êîëè Cl.Spec(M ′) ̸= 0 òðèâiàëüíèé.
4. Ãiëüáåðòîâi òà êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâi ìîäóëi: îçíà÷åííÿ òà äåÿêi

âëàñòèâîñòi. Íå îáîâ'ÿçêîâî êîìóòàòèâíå êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Ãiëü-

áåðòà, ÿêùî êîæåí ïåðâèííèé iäåàë êiëüöÿ áóäå ïåðåòèíîì ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ.
Óçàãàëüíèâøè íà âèïàäîê ìîäóëiâ, îòðèìà¹ìî òå, ùî ìîäóëü íàçèâà¹òüñÿ ãiëüáåðòî-
âèì, ÿêùî êîæåí ïåðâèííèé ïiäìîäóëü áóäå ïåðåòèíîì ìàêñèìàëüíèõ ïiäìîäóëiâ.
Ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì, ÿêùî êîæåí êëàñè÷íî-ïåðâèííèé
ïiäìîäóëü áóäå ïåðåòèíîì ìàêñèìàëüíèõ ïiäìîäóëiâ.

Çàãàëîì êîæåí ïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M áóäå êëàñè÷íî-ïåðâèííèì, à ó
âèïàäêó, êîëè M = R ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì, êëàñè÷íî-ïåðâèííi ïiäìîäóëi, ïåð-
âèííi ïiäìîäóëi i ïåðâèííi iäåàëè çáiãàþòüñÿ (ðiâíi) ([2]).

Çàóâàæåííÿ 2. Âêëþ÷åííÿ â iíøó ñòîðîíó íåïðàâèëüíå, òîáòî iñíó¹ ïiäìîäóëü N
ìîäóëÿ M , ùî ¹ êëàñè÷íî-ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì, àëå íå ¹ ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì.
ßêùî R − îáëàñòü i P − íåíóëüîâèé ïåðâèííèé iäåàë, òî P ⊕ (0), (0)⊕ P i P (1, 1) ¹
êëàñè÷íèìè ïåðâèííèìè ïiäìîäóëÿìè âiëüíîãî ìîäóëÿ M = R ⊕ R, ïðîòå âñi âîíè
íå ¹ ïåðâèííèìè ïiäìîäóëÿìè (iíôîðìàöiÿ ìiñòèòüñÿ â [2]).

Òâåðäæåííÿ 2. Êîæåí êëàñè÷íî-ãiëüáåðòiâ ìîäóëü ¹ Ãiëüáåðòîâèì ìîäóëåì, àëå

îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M êëàñè÷íî-ãiëüáåðòiâ ìîäóëü. Çà ëåìîþ 1, êîæåí êëàñè÷íî-
ïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M � åêñòðàîðäèíàðíèé. Îñêiëüêè êîæåí êëàñè÷íî-
ïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M ¹ ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì, òî êîæåí ïåðâèííèé ïiä-
ìîäóëü ¹ åêñòðàîðäèíàðíèì. Òîäi çà ([18], Lemma 2.1), M ¹ Ãiëüáåðòîâèì ìîäó-
ëåì. �

Òåîðåìà 1. R-ìîäóëü M áóäå êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì ìîäóëåì òîäi i ëèøå òîäi

êîëè êîæåí êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M , ùî íå ¹ ìàêñèìàëüíèì, áóäå ïåðå-

òèíîì âëàñíèõ áiëüøèõ êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ.
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Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü, ÿêi ïîäàíî â [2] äëÿ êîìóòà-
òèâíîãî âèïàäêó.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî M − äîâiëüíèé R-ìîäóëü i K ⊆ M , òî ëåãêî äîâåñòè, ùî
âëàñíèé ïiäìîäóëü P ç M , äå K ⊆ P � êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü (âiäïî-
âiäíî ìàêñèìàëüíèé) ïiäìîäóëÿ M , ÿêùî P/K ¹ êëàñè÷íî-ïåðâèííèì (ìàêñèìàëü-
íèì) ïiäìîäóëåì M/K. Öå çàóâàæåííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê îçíà÷åííÿ êëàñè÷íî-
ïåðâèííîãî ïiäìîäóëÿ.

Òâåðäæåííÿ 3. Êîæåí ãîìîìîðôíèé îáðàç êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâîãî ìîäóëÿ áóäå

êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé N äîâiëüíèé ïiäìîäóëü êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâîãî ìîäóëÿ M . Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç M ′ ôàêòîð-ìîäóëü M ′ = M/N . Ïðèïóñòèìî, ùî Cl.Spec(M ′) ̸= 0.
Î÷åâèäíî, êëàñè÷íî-ïåðâèííi ïiäìîäóëi ìîäóëÿ M ′ íàáóâàþòü âèãëÿäó P/N , äå
P � êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M i N ⊆ M . Îòæå, êîæåí êëàñè÷íèé
íàïiâïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M ′ íàáóäå âèãëÿäó C/N , äå C � êëàñè÷íî-
íàïiâïåðâèííèé ïiäìîäóëü, ùî ìiñòèòü N . Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî
âèêîðèñòàòè Ëåìó 1. �

Ç òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ òàêèé âèñíîâîê.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé R-êiëüöå, M − äîâiëüíèé R-ìîäóëü. Òàêi âëàñòèâîñòi åêâiâà-
ëåíòíi:

1) M � êëàñè÷íî-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü;
2) M/N � êëàñè÷íî-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü äëÿ êîæíîãî ïiäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M .

Çàóâàæåííÿ 4. Ìiíiìàëüíi êëàñè÷íî-ïåðâèííi ïiäìîäóëi âèçíà÷àþòü ïðèðîäíî.
Î÷åâèäíî, ÿêùî {Pi}i∈I − äîâiëüíèé ëàíöþã êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ R-ìî-
äóëÿ M , òî ∩i∈IPi î÷åâèäíî áóäå êëàñè÷íî-ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì. Òîìó çà ëåìîþ
Öîðíà êîæåí êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìiñòèòèìå ìiíiìàëüíèé êëàñè÷íî-
ïåðâèííèé ïiäìîäóëü.

Íåõàé R íå îáîâ'ÿçêîâî êîìóòàòèâíå êiëüöå. Ëiâèé ìîäóëü M íàä êiëüöåì R íà-
çèâà¹òüñÿ lcpm-ìîäóëåì, ÿêùî êîæåí êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü P ìiñòèòüñÿ â
¹äèíîìó ìàêñèìàëüíîìó ïiäìîäóëi ìîäóëÿ M . Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîäàòè îçíà÷åííÿ
rcpm-ìîäóëÿ. Òåïåð ìîæíà äîâåñòè àíàëîã òåîðåìè Äå Ìàðêî-Îðñàòòi äëÿ âèïàäêó
êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé M ìóëüòèïëiêàöiéíèé R-ìîäóëü, i Max(M) ðåòðàêò ïðîñòîðó

Cl.Spec(M). Òîäi M ¹ lcpm-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî φ : Cl.Spec(M) → Max(M) íåïåðåðâíà ðåòðàêöiÿ i
φ(K) = H äëÿ äåÿêîãî êëàñè÷íî-ïåðâèííîãî ïiäìîäóëÿ P i ìàêñèìàëüíîãî ïiäìî-
äóëÿ H ìîäóëÿ M . Òîäi çàìêíåíà ìíîæèíà φ−1(H) áóäå ìiñòèòè ¯{P}, òîáòî äî-
âiëüíèé ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü H ′, ùî ìiñòèòèìå P . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ φ
áóäå íåïåðåðâíîþ ðåòðàêöi¹þ, òîìó H = φ(H ′) = H ′. Îòæå, H ′ = H áóäå ¹äèíèì
ìàêñèìàëüíèì ïiäìîäóëåì, ÿêèé ìiñòèòèìå P . �
Íàñëiäîê 4. Êîæåí ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü ìóëüòèïëiêàöéíîãî lcpm-ìîäóëÿ M
ìiñòèòü ¹äèíèé ìiíiìàëüíèé êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü.
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Íàñëiäîê 5. Ïðîñòið Min(M) ìiíiìàëüíèõ êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ áóäå

ðåòðàêòîì ïðîñòîðó Cl.Spec(M).

Íàñëiäîê 6. Íåõàé R − êiëüöå i {Mi}i∈I íàáið R-ìîäóëiâ. ßêùî
⊕

i∈I Mi �

êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèé ìîäóëü, òî êîæåí Mi(i ∈ I) áóäå êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì

ìîäóëåì.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé R − îáëàñòü, M − êëàñè÷íî-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü. ßêùî
N ¹ òàêèì äîâiëüíèì ïiäìîäóëåì M , ùî M/N ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó, òî N áóäå

êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì R-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî R ¹ îáëàñòþ i M ¹ êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì R-ìîäóëåì.
Ïðèïóñòèìî, ùî N ⊂ M i M/N ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó. Áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî ìîäóëi
áåç ñêðóòó ìîæíà ïî÷åðïíóòè ç [11], [12], [17]. Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî P ⊂ N �
êëàñè÷íî-ïåðâèííi ïiäìîäóëi. Äîâåäåìî, ùî P ¹ ïåðåòèíîì ìàêñèìàëüíèõ ïiäìîäóëiâ
ç N . Ñïåðøó äîâåäåìî, ùî P � êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M . Ïðèïóñòèìî, ùî
rsRm ⊆ P äëÿ äåÿêîãî m ∈ M i r, s ∈ R. ßêùî m ∈ M , îñêiëüêè P êëàñè÷íî-
ïåðâèííèé ïiäìîäóëü N , ìè äîâåäåìî, ùî àáî rm ∈ P , àáî sm ∈ P . Òåïåð ïðèïóñòè-
ìî, ùî m ∈ M . Íàãàäà¹ìî, ùî rsRm ⊆ P ⊆ N . Îñêiëüêè M/N ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó
i m /∈ N , âèïëèâà¹, ùî r = 0 ÷è s = 0. Òàêîæ ó öüîìó âèïàäêó àáî rm ∈ P , àáî
sm ∈ P . Îòæå, P � êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M .

Îñêiëüêè P � êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M i P = ∩i∈IMi, äå êîæåí Mi �
ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü. M . Äëÿ êîæíîãî i íåõàé Pi := Mi ∩N . Îñêiëüêè P ⊆ N
ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî P = ∩i∈IPi. Îêðiì òîãî, ìîæåìî ïðèïóñòèòè áåç âòðàòè çàãàëü-
íîñòi, ùî êîæåí Pi ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â N . Ïðèïóñòèìî, ùî i ∈ I ¹ äîâiëüíèì. Ùîá
çàâåðøèòè äîâåäåííÿ, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî Pi ¹ ìàêñèìàëüíèì ïiäìîäóëåì N . Òî-
ìó ïðèïóñòèìî, ùî m ∈ N\Pi. Äîâåäåìî, ùî (Pi,m) ∈ N . Îòæå, mi /∈ Mi. Îñêiëüêè
Mi � ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü M , òî îòðèìà¹ìî (Mi,m) = M . Íåõàé x ∈ N � äî-
âiëüíèé åëåìåíò. Äîâåäåìî, ùî x ∈ (Pi,m). Îñêiëüêè M = (Mi,m), x = mi + rm äëÿ
äåÿêèõ åëåìåíòiâ mi ∈ M , r ∈ R. Ïîçàÿê x ∈ N i m ∈ N , òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
mi ∈ N . Òîìó mi ∈ Pi, ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî x ∈ (Pi,m). Ìè äîâåëè, ùî (Pi,m) ∈ N ,
à öå äîâîäèòü, ùî Pi ¹ ìàêñèìàëüíèìè ïiäìîäóëÿìè N . �
Íàñëiäîê 7. Íåõàé R − îáëàñòü i M êëàñè÷íî-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü. Òîäi iñòèííi
òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî T (M) − ïåðiîäè÷íèé ìîäóëü, òî T (M) òàêîæ êëàñè÷íî-ãiëüáåðòiâ

R-ìîäóëü;
2) ÿêùî M − ìîäóëü áåç ñêðóòó i N − ÷èñòèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M , òî N ¹

êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì R-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. 1) Âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ.
2) Äëÿ äîâåäåííÿ ïðèïóñòèìî, ùî N ¹ ÷èñòèì ïiäìîäóëåì êëàñè÷íî-ãiëüáåð-

òîâîãî ìîäóëÿ áåç ñêðóòó M . Çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì äîñòàòíüî äîâåñòè òàêå:
ÿêùî m ∈ M\N i r ∈ R, äå rRm ∈ N , òî r = 0. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî m ∈ M\N
i rRm ∈ N . Îñêiëüêè N ¹ ÷èñòèì, òî rM ∩ N = rN . Îòæå, rRm ∈ rN , òîìó iñíó¹
äåÿêèé åëåìåíò n ∈ N , ùî rRm = rRn. Îòæå, rR(m − n) = 0. Îñêiëüêè m /∈ N ,
òî áà÷èìî, ùî m− n ̸= 0. Ïîçàÿê M ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó, òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
r = 0. �
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